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El problema de la ruina del jugador

ntroduccion

Al final del tratado de Huygens, De Ratiociniis in Ludo Aleae,
cuya version en latin fue publicada por primera vez en 1657,
encontramos cinco ejercicios propuestos por el autor y no
resueltos, aunque en tres de ellos se da la solu-
cién. El ultimo de estos ejercicios pasé a la his-
toria del calculo de probabilidades como “El pro-
blema de la ruina del jugador” Se trata de un
juego entre dos jugadores a un numero indeter-

En De ratiociniis Huygens da la solucién del problema, pro-
poniendo la resolucidn al lector. Dado que es aqui, en ese tra-
tado, donde aparece enunciado por primera vez, la tradiciéon
ha situado en Huygens la autoria del mismo. Sin embargo, se
trata de un problema que Pascal propuso a Fermat, creyén-

dolo “mads dificil que todos los demds’, en el con-

*»  texto de la correspondencia que ambos autores
“ franceses mantuvieron de forma directa en 1654,

y de manera indirecta entre 1655 y 1656 (para
mads detalle de esta correspondencia, ver Basulto

minado de partidas, donde en cada partida se
juegan una moneda (quién la pierde le paga al
otro una moneda) y que s6lo concluye cuando
uno de los dos jugadores ha perdido todo su
dinero. Tenemos, pues, un juego que podria
tener duracion infinita. E1 problema plantea el
célculo de la probabilidad de que un jugador
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y Camunez, 2007). El problema se hace atin mas
conocido gracias a la ediciéon comentada de
James Bernoulli de De ratiociniis que constituye
la Parte I de su Ars conjectandi (Bernoulli, 1713).
Bernoulli tuvo alguna dificultad en su intento de
justificar la solucién, opinando entonces como
Pascal sobre la dificultad del problema (hay una

o by e
arruine al contrario sabiendo la cantidad de e A
monedas con las que parte cada uno (en un prin-
cipio Huygens establecia el mismo ntiimero de
monedas para ambos) y conociendo las probabilidades de
ganar en cada partida de cada uno de los jugadores, probabi-
lidades que no tienen por qué ser iguales, aunque si constan-
tes a lo largo de todo el juego. Se supone, ademas, que las par-
tidas son sucesos independientes entre si, o sea, el resultado
de una partida no influye en los resultados posteriores, cosa
que ocurre en un juego de puro azar, donde el jugador no va
aprendiendo con el desarrollo del juego.

traduccidn al inglés del texto de Bernoulli reali-
zada por Edith Dudley Sylla, 2006).
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El hecho de que el nombre de Pascal no esté asociado con este
problema tiene una fécil explicacién: Huygens no menciona
su fuente (y, probablemente, Bernoulli no la conoce) la cual
s6lo fue revelada con la publicacién de la correspondencia de
Huygens en 1888, en el primer tomo de sus Obras Completas,
publicacién llevada a cabo por la Sociedad Holandesa de las
Ciencias. Como esto ocurrié después de que Todhunter escri-
biese su History of the Mathematical Theory of Probability
(Todhunter, 1865), éste no recoge tampoco el origen, y este
libro ha sido la mayor fuente secundaria de informacién sobre
la historia inicial de la probabilidad desde entonces. No se
conoce si el problema tiene alguna historia previa a Pascal,
aunque parece un problema perfectamente natural entre
jugadores que buscan nuevos juegos mds excitantes. Tuvo una
especial importancia en el desarrollo de la teoria de la proba-
bilidad porque permitié a los matemadticos, en el inicio del
siglo XVIII, investigar sobre otro tépico de este nuevo calcu-
lo: lIa duracion del juego. “El tltimo de los cinco problemas
que Huygens dejo para resolver” escribe Todhunter, “es el mas
notable de todos. Es el primer ejemplo sobre la duracién del
juego, un asunto que posteriormente sirvié para mostrar la
elevada capacidad de De Moivre, Lagrange y Laplace”.

Hoy, como se ha dicho, tenemos la suerte de conocer la
correspondencia previa a la edicion del tratado de Huygens, la
que mantuvo con los sabios franceses y que justifica lo
comentado sobre la autoria del problema. A continuacién
mostramos dos fragmentos traducidos al castellano de dos
cartas que son relevantes de lo que estamos diciendo. El pri-
mer fragmento corresponde a una carta que Pierre de Carcavy
(amigo de Pascal y Fermat, que usé esa amistad para hacer de
intermediario entre ambos) envié a Huygens el 28 de sep-
tiembre de 1656, un aio antes de la publicacion del tratado de
este tltimo. Podriamos decir que aqui aparece una primera
version del enunciado del problema. Es el siguiente:

He aqui otra proposicién que él' ha hecho al sefior de
Fermat y que juzga sin comparacién mas dificil que todas
las demas.

Dos jugadores juegan con esta condicién de que la chance
del primero sea 11, y la del segundo 14, un tercero lanza los
tres dados para ellos dos, y cuando sale 11 el 1° marca un
punto y cuando sale 14, el segundo marca uno de su parte.
Juegan a 12 puntos, pero con la condicién de que si aquel
que lanza los dados consigue 11, y asi el primero marca un
punto, si ocurre que los dados hacen 14 en el lanzamiento
posterior, el segundo no marca un punto, sino que resta
uno del primero, y asi reciprocamente, de manera que si los
dados llevan seis veces 11, con lo que el primero ha marca-
do seis puntos, si después los dados sacan tres veces segui-
das 14, el segundo no marcard nada sino que restard tres
puntos del primero, si después también ocurre que los
dados hacen seis veces seguidas 14, no le quedard nada al
primero, y el segundo tendrd tres puntos, y si aparece atin
ocho veces seguidas 14, sin aparecer 11 entre medio, el
segundo tendrd 11 puntos y el primero nada, y si ocurre
cuatro veces seguidas 11, el segundo no tendrda mds que
siete puntos, y el otro nada, y si ocurre 5 veces seguidas 14
él habra ganado.

La cuestién parecié tan dificil al sefior Pascal que dudé si
el sefior de Fermat lo llevaria a cabo, pero él me envié en el
acto esta solucién. Aquél que tiene la chance de 11 contra
el que tiene la chance de 14 puede apostar 1156 contra 1,
pero no 1157 contra 1. Y que asi la verdadera razén del
reparto estaria entre ambas, pero como el sefior Pascal ha
sabido que el sefior de Fermat ha resuelto muy bien lo que
le habia sido propuesto, me ha dado los verdaderos nime-
ros para enviarselos, y para testimoniarle de su parte que ¢l
no habria propuesto una cosa que no hubiese resuelto
antes. Helos aqui.

150094635296999122.
129746337890625.

Pero lo que encontraréis més considerable es que el citado
sefior de Fermat tiene la demostracion, como también el
seflor Pascal de su parte, aunque hay apariencia de que se
estan sirviendo de métodos diferentes.

La demostracion de la que habla Carcavy, de Pascal y de
Fermat, nunca fue conocida. Edwards (1983) sugiere cémo
podrian haber resuelto ambos teniendo en cuenta los méto-
dos que usaron para resolver otros problemas del mismo con-
texto.

El segundo fragmento corresponde a la carta respuesta de
Huygens, que le envi6 a Carcavy el 12 de octubre de 1656. En
ella, Huygens, ademas de introducir una segunda version del
enunciado del problema, deja entrever cémo lo resuelve pero
no se muestra demasiado explicito. Parece que su preocupa-
cion en la misma es mostrar a su interlocutor que él también
sabe resolverlo. El fragmento es el siguiente:



La proposicién que é1* hace al sefior de Fermat me pareci6
en primer lugar bastante embarazosa, pero he visto pronto
que no es mas que una cuestion de esto, a saber, que cuan-
do uno de los jugadores marca un punto cuando ocurre 11
con tres dados y el otro lo marca cuando ocurre 14, y de
estos dos gana el que primero haya marcado 12 puntos de
ventaja sobre el otro, es necesario determinar la ventaja de
cada uno de ellos. Siendo el problema muy bonito en mi
opinidn, y viendo que el sefior Pascal lo habia juzgado tan
dificil que hasta dudd que el sefior de Fermat lo pudiese
conseguir, no he podido impedirme yo también la busque-
da de la solucién, aunque vos me haydis enviado aquellas
que los dos han efectuado. Me he servido siempre del
mismo teorema que estd arriba, y por medio de éste y del
dlgebra he encontrado la regla general para esta solucidn,
que es muy simple como vos veréis. Estando dadas tales
chances que se quiera de 2 o tres o varios dados, y algin
numero de puntos que finalizan el juego, es necesario ver
en primer lugar cudntos azares hay para cada una de las
chances u otros dos niimeros en la misma razén. Siendo
multiplicados los nimeros de estos azares cada uno por si
mismo tantas veces como puntos haya que finalizan el
juego, los productos tendrdn entre ellos la proporcién
requerida de las ventajas. Por ejemplo, en el caso que el
seflor Pascal propone hay 27 azares para la chance de 11,y
15 azares que dan 14. Ahora bien, como 27 es a 15 como 9
es a 5, es necesario multiplicar el 9 y el 5 cada uno 12 veces
por si mismo, porque se juega a 12 puntos; los productos
son 282429536481 y 244140625, que yo digo, expresan la
verdadera proporcion de las ventajas. También ellos tienen
entre si la misma razén que aquellos del sefior Pascal que
eran 150094635296999121 y 129746337890625, y son los
mds pequeiios que se pueden encontrar. Si la chance de
uno fuese 10, y la del otro 13, y si ellos jugasen a 10 puntos,
las ventajas serfan por esta regla como 3486784401 a
282475249, y si las chances fuesen 13 y 17, jugando a 12
puntos, la ventaja del uno a la del otro serd precisamente
como 13841287201 a 1. Lo que parecerd a primera vista
bastante extrafio.

El método con el que yo encuentro la regla me ensefia tam-
bién al mismo tiempo a hacer la demostracién que resulta-
rd, no obstante, muy larga

Establecidos los antecedentes, creemos interesante a nivel
didactico, de aprendizaje, de formacién complementaria vy,
por tanto, integra, que un alumno de tltimo afio de bachiller-
ato o de primer curso universitario conozca la génesis de este
problema y la resolucién que le dio el primer autor que lo
publicé. Una de las primeras consecuencias que un alumno
aprende cuando se inicia en calculo de probabilidades es el
Teorema de la Probabilidad Total. Pues bien, un uso adecua-
do y reiterado de ese teorema, junto con un buen manejo de
la suma de progresiones geométricas, conduce a una resolu-
cién eficaz y contundente, ademas de sencilla, de un proble-
ma de nombre atrayente pero de resolucion a priori compleja.
Esa es nuestra apuesta, que ya hemos experimentado en
alumnos de primer afio universitario: ensenar calculo de
probabilidades usando problemas “reales” con aparente difi-
cultad pero con resoluciones asequibles si se manejan ade-
cuadamente los instrumentales aportados. Por tltimo, si tras

SUMA 59
Noviembre 2008

la resolucioén cldsica mostramos la solucidén agil y original que
le dio uno de los autores que mas aportaron al desarrollo tem-
prano del cilculo de probabilidades, Abraham de Moivre,
nadie con un minimo de sensibilidad matematica dejard de
sorprenderse. Este es el objetivo que nos proponemos y los
siguientes epigrafes lo van desarrollando en ese mismo orden.

Enunciado y resolucion de Huygens

El enunciado que este autor le dio para aparecer al final de su
Tratado (publicado por primera vez, como se ha dicho, en
1657) es el siguiente:

Habiendo tomado cada uno 12 fichas, A y B juegan con 3
dados con esta condicién de que a cada tirada de 11 puntos,
A debe dar una ficha a B, y que B debe dar una ficha a A en
cada tirada de 14 puntos, y que ganara aquel que sea el pri-
mero en poseer todas las fichas. Se encuentra en este caso
que la chance de A es a la de B como 244140625 es
282429536481.

La resolucién detallada aparece en unas hojas sueltas escritas
por Huygens en 1676 y que la edicién de sus Obras Completas
la incluye como Apéndice VI en el tomo XIV de las mismas,
tomo publicado en 1920. Queremos senalar que estas hojas
sueltas son presentadas como las primeras en la historia que
incluyen arboles de probabilidad para la comprensién y
demostracién de los resultados (Shafer, 1996).

Seguin se desprende de la lectura anterior de los fragmentos
epistolarios, cuando Huygens lee el enunciado propuesto por
Pascal, con la redaccién de Carcavy, inmediatamente lo enfo-
ca pensando que los puntos de los jugadores se acumulan en
la via ordinaria, pero el ganador sera el primero que lleve doce
puntos de ventaja (en 1656), y cuando él lo plantea en su De
ratiociniis (en 1657) lo da en términos de que cada jugador
arranca con doce puntos, y una ganancia de un jugador supo-
ne la transferencia de un punto de su oponente a él mismo, y
el ganador total es el que arruina al otro de todos sus puntos.
Las tres formas de este problema de Pascal son desde luego,
equivalentes, pero es en la dltima forma como el problema es
conocido como el de la “Ruina del jugador”

Describimos a continuacion la resolucion de este autor, adap-
tdndola a un lenguaje mds actual. Podemos decir que en la
formulaciéon de Pascal, los jugadores arrancan con el tanteo
(0,0), donde el primer 0 representa los puntos que tiene el pri-
mer jugador al inicio del juego y el segundo 0 de la pareja lo
mismo para el segundo jugador. El ganador es aquel que pri-
mero consigue 12 puntos (teniendo el otro 0 puntos). Pues
bien, ésta es también la forma que Huygens usa en su resolu-
cién de 1676.
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Copia de un fragmento original del manuscrito de Huygens
donde resuelve el problema de la ruina del jugador y donde
aparece por primera vez en la historia los drboles de decisién

Dado que se lanzan tres dados y el jugador A necesita 11 pun-
tos, el nimero de resultados favorables al mismo es 15 de los
6° = 216 resultados posibles, mientras que el nimero de resul-
tados favorables al jugador B, que necesita sumar 14 puntos,
es 27. En total hay 15 + 27 resultados que favorecen a uno u
otro jugador. El resto, hasta los 216 posibles no favorecen a
ninguno de los dos. Por eso, este autor considera p = 15/42 =
5/14 como una medida de la chance del jugador A en cada
partida o lanzamiento de los tres dados, y g = 27/42 =9/14 la
medida equivalente para el jugador B. Es claro que p + ¢ = 1.
Supongamos que P(a,b) es la probabilidad que tiene A de
ganar el juego (de arruinar a B) cuando este jugador tiene a
puntos y B tiene b puntos. El problema es encontrar P(0,0).
Huygens habla en términos de chances, que identifica con
esperanzas del jugador en cada situacién. Si el total apostado
es la unidad, entonces la esperanza de un jugador en cada
situacion coincide con su probabilidad de ganar.

El autor comienza analizando el caso simple en el que el juego
se acaba cuando uno de los jugadores llega a 2 puntos. Da una
lista de todos los posibles resultados y sus probabilidades en
un diagrama de tipo arbol. El diagrama que presenta, con una
visualizacién actual, es el siguiente:

f‘lu' m =1
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Vemos que Huygens supone que P(1,1) = P(0,0), lo cual es
l6gico, dado que ambos casos, en (0,0) y (1,1), el primer juga-
dor necesita realizar el mismo esfuerzo para conseguir arrui-
nar al segundo.

Del esquema podemos deducir las siguientes igualdades,
usando el Teorema de la Probabilidad Total:

P(0, 0) = p-P(1,0) + g-P(0,1) =

=p(pP2,0) + ¢-P(1,1)) + q(p-P(1,1) + q-P(0,2))=
=p(p+q-P(0,0)) + g(p -P(0,0) + q-0) = p* + 2pq-P(0,0)

Teniendo en cuenta que p + g = 1, podemos obtener P(0, 0),
resultando:

P(0,0)= 2
P
Por tanto, la esperanza del primero es a la del segundo como
pesaq.

Después, Huygens estudia el caso en el que el ganador ha de
conseguir cuatro puntos de ventaja. Ingeniosamente, resuelve
considerando sélo uno de cada dos posibles estados del juego,
a saber los puntos (4,0), (2,0), (0,0), (0,2) y (0,4), y seiiala que
el arbol de sucesos serd similar al primero, salvo que todas las
chances son cuadradas. La justificacién para omitir los puntos
intermedios es, evidentemente, que para pasar de (0,0) a (0,4),
por ejemplo, es necesario pasar por (0,2). Huygens no ofrece
explicacidn, mas alld de un diagrama, aunque el planteamien-
to origina tres ecuaciones con la solucién:

P(0,0)=—
g’

Entonces, las chances de los dos jugadores estan en la relacion

g

Finalmente, sefiala que si es necesaria una ventaja de 8 pun-
tos, aplicando nuevamente el argumento anterior:

A

PlO0)=

-, yast

P+q

Si se requiere una ventaja de 3 puntos para ganar, él hace el
paso de (0,0) a (1,0) con probabilidad p y después a (3,0) con
probabilidad p? y de manera similar para las demds ramas
del diagrama, lo que le lleva a las ecuaciones:

pP(3 []'}+f1r P{I ),} I +q Pl[{]- 1)
g g

P(1,0) =

PPz, 1}+ g P{ﬂ *]-} Pl 0}
g g
P(0,0) = p-P(1,0) + q-P(0,1)

P(0,1) =

con la solucién:
r
PlO,0)=
0:0)=—F—




De aqui él generaliza para:

f J‘|" 3
p" + q"‘

Los casos considerados hasta aqui requieren la solucién de
tres ecuaciones. Si es necesaria una ventaja de 5 puntos para
ganar, el nimero de ecuaciones llega a ser considerablemente
mayor, y Huygens sefala que una soluciéon puede ser obtenida
como para n= 3 pero que tomaria un tiempo mucho mayor.
Finalmente, afirma que, en general, la ratio de las esperanzas
de A a B es p": g", aunque no vemos como concluir en general
que las esperanzas de A y B estdn en la razén de las potencias
lo que justifica la solucién aportada en su tratado de 5: 9™

Una resolucion actual

Uno de los grandes retos del jugador es el de hacer saltar a la
banca, o sea, conseguir que la banca se quede sin fondos. Por
tanto, nos permitimos plantear el problema como un juego
entre un jugador y la banca y nos familiarizamos con los dos
conceptos siguientes:

“Ruina del jugador’, cuando el mismo ha perdido todo su
dinero, quedando en manos de la banca.

“Hacer saltar a la banca’, cuando ésta ha perdido todos sus
fondos, pasando a manos del jugador.

Supongamos que el jugador comienza el juego con #n mone-
das, mientras que la banca dispone de m, donde n y m no tie-
nen que ser iguales, necesariamente. Suponemos que n+m=K.
Por tanto, K es el nimero total de monedas que hay en juego.
En cada partida se juega una moneda. Como antes, supone-
mos independencia de las partidas y probabilidad constante
en cada partida de ganar el jugador o la banca. Nos plantea-
mos, de nuevo, la probabilidad que tiene el jugador de hacer
saltar a la banca.

Sea p la probabilidad que tiene el jugador de ganar en cada
partida, sea g la probabilidad de la banca. Para simplificar el
problema, p+g=1, o sea, en cada partida o bien gana el juga-
dor, o bien la banca, no pudiendo darse un resultado que no
favorezca ni a uno ni a otro.

Sea w; la probabilidad de que el jugador haga saltar a la banca
cuando él dispone de i monedas. Por tanto, 1- w; es la proba-
bilidad de que la banca arruine al jugador cuando éste tiene i
monedas. Podemos escribir:

wo=0, pues el jugador ya ha perdido todas sus monedas, no
puede seguir jugando y, por tanto, no tiene ninguna posibili-
dad de hacer saltar a la banca.
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w;=p-Ww,, pues si al jugador le queda una moneda, la tnica
posibilidad de seguir en el juego es ganando la siguiente par-
tida. Por tanto, la probabilidad de hacer salta a la banca dis-
poniendo de una sola moneda es igual a la probabilidad de
ganar la siguiente partida (juntando entonces 2 monedas) por
la probabilidad de hacer saltar la banca cuando se dispone de
2 monedas.

Wy=p-W3+q-w;, pues, la probabilidad de que haga saltar la
banca con dos monedas es igual a la probabilidad de que gane
la siguiente partida (juntando entonces 3 monedas) por la
probabilidad de que haga saltar la banca con 3 monedas mas
la probabilidad de perder la siguiente partida (quedando
entonces con una sola moneda) por la probabilidad de hacer
saltar la banca con una moneda. Vemos, pues, que el conoci-
do Teorema de la Probabilidad total nos sirve perfectamente
para ir construyendo las igualdades que definen una recu-
rrencia en funcién del nimero de monedas que tiene el juga-
dor.

wyi=1, pues el jugador ya tiene todas las monedas, ha hecho
saltar a la banca.

Podemos generalizar y resumir escribiendo:

WOZO, WKZI,
Wi=p Wi tqwi g i=1,2, .., K-1

Este conjunto de igualdades, conocido como ecuacién en
diferencias, admite una resolucién algebraica sencilla que
pasamos a desarrollar.

Siempre es posible escribir w;=(p+q)-w,=p-w; + g-w;. Igualando
los segundos miembros de esta igualdad y la anterior, tenemos
PWi+ QW=p Wi 1+ Wi, O S€a, pW; - PWi=q'W; - q-w; ;. De
aqui, obtenemos:

Presentamos esta tltima igualdad para distintos valores de i:

Parai=1,w, -w, = i{wl -w,)= 4
b P fal

Wy, pues wy, =0,
Parai=2,w,—w, = i[wJ -w, )= [i] W,
r r

3
P B r
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-1
Para i-1, w, - w,, =i{“’f 1 W .]=[i] W,
y P

K-l

A " ] ]
Parai=K-1,1-w, = i{wx L =Wy :}z[—{ Wy, pues w, =1.
P WP

Si sumamos miembro a miembro las igualdades anteriores
obtenidas para los distintos valores de i, observamos que en el
primer miembro se van cancelando todos los términos menos
dos, mientras que en el segundo miembro podemos sacar fac-
tor comuin w;. Tenemos entonces:

T L[i] [i]
P F P

l=w, 1+i+[i] +...+[1]
P P P

que nos permite obtener el valor de :
1

Wy = 3 -1
1+ q +[ff] +___+(43‘]
P P P

Si la suma anterior hubiese llegado hasta la igualdad i-ésima,
tendrfamos:

Por tanto:

O sea:

2 i-1
W= w, 1+i+[iJ +...+[i]
P \P P

y sustituyendo el valor de w; obtenido arriba, tenemos:

- i-1
“_ff +(f{] +...+[!IJ
po\p P

i 2 K-i
1+ 1 +(q] +..,+['rf]
F \P F

Teniendo en cuenta que el numerador y denominador estan
constituidos por sumas limitadas de progresiones geométri-

cas con la misma razoén y el mismo primer término, la expre-
sion anterior se reduce a:

Y esta seria la solucidon del problema. En el caso particular
presentado por Huygens, donde p=5/14, ¢q=9/14, i=12y
K=24, dicha solucioén se traduce a:

Por tanto, la probabilidad del segundo jugador (de la banca en
este caso) de ganar es:

glE

y la razones de las suertes de ambos estdn en proporcién 5”: 9°.

A partir de la expresion general para w; nos atrevemos a ana-
lizar algunos casos particulares que creemos de interés.

+ Si p=¢, entonces la probabilidad del jugador de hacer sal-
tar a la banca se simplifica muchisimo:

W, = —
K

El resultado se obtiene sustituyendo en la expresion de w;
dada como cociente de dos sumas limitadas de progresio-
nes geométricas, pues, al sustituir en la tltima expresién
nos queda indeterminada. Este resultado nos indica que,
en igualdad de condiciones en cada lanzamiento, la pro-
babilidad de hacer saltar la banca es el cociente entre lo
que dispone el jugador y el dinero total en juego.

+ Si g>p, si considerdsemos i suficientemente grande, o
sea, el jugador con una fuerte suma de dinero, de forma

que:
[i] |
!J



podremos aproximar w; de la siguiente forma:

(a)] (4] B
P r) _(p)"
el (2
3 (3)
F F
Tenemos que dicha probabilidad es el cociente de proba-

bilidades en cada partida elevado al dinero con el que
cuenta la banca.

+ Sip<q, y si K, o sea la cantidad total de dinero en juego,
es suficientemente grande como para:

() -

entonces:

wrefg]

con lo que si el jugador dispone de una cantidad i de dine-
ro resulta casi seguro que hard saltar a la banca. La proba-
bilidad de que el jugador se arruine serfa:

3)

La resolucion de Abraham de Moivre (1711)

En su trabajo De Mensura Sortis, publicado en 1711 en la Phil.
Trans., encontramos la resoluciéon de Abraham de Moivre del
problema que nos ocupa. Dicha resolucién fue reproducida
en las distintas ediciones de su famoso tratado The Doctrine
of Chances (1718, 1738 y 1756). La demostracién aportada por
este investigador destaca por ser muy perspicaz y mucho mas
corta que las presentadas anteriormente. Merece la pena
detenerse y saborear esta forma tan ingeniosa de resolver el
problema.

Volvemos al caso de dos jugadores A y B, con probabilidades
Py q, respectivamente, de ganar en cada partida o lanzamien-
to. En lugar de monedas, De Moivre supone que los jugadores
cuentan cada uno de ellos con un cierto nimero de fichas y
cada una de un valor distinto. Asi, supongamos que al inicio
del juego el jugador A dispone de « fichas y el jugador B cuen-
ta con b fichas, de forma que el total de fichas en juego es a+b.
El juego concluye cuando uno de los jugadores se queda sin
fichas. Ambos jugadores han dispuesto las fichas en dos mon-
tones ordenados con las siguientes valoraciones para las mis-
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mas: En el caso del jugador A, la ficha que ocupa la base del
montoén vale g/p, la que estd por encima de ésta vale (g/p)*, la
siguiente que estd por encima de la segunda vale (g/p)*, y asi
sucesivamente, hasta la tltima ficha de su montén de partida,
la que estd por encima de todas, cuyo valor es (g/p)*. La valo-
racion de las fichas del jugador B lleva un orden contrario.
Asi, la que ocupa la posicién de més arriba, la que estd por
encima de todas en este segundo montdn, vale (¢/p)*'. La que
sigue, la que estd debajo de esta primera, tiene de valor
(¢/p)**. La siguiente mas abajo, (g/p)*”. Asi, sucesivamente,
vamos valorando hacia abajo en este segundo montén, de
forma que la dltima, la de la base del mismo, tiene el valor

(a/p)".

Abraham De Moivre

Se supone que en cada partida la ficha que ocupa la posicién
mds alta en el montdén del que la pierde es transferida al mon-
tén del que la gana ocupando entonces la posicién mas alta de
dicho montdn. O sea, en cada partida es apostada siempre la
ficha mds alta de cada montén. Entonces, en términos de
valoracidn, en cada partida, la apuesta del jugador B es siem-
pre (q/p) veces la del jugador A. Con este ingenioso razona-
miento, De Moivre, garantiza esperanza nula para cada juga-
dor en cada partida. Por ejemplo, en la situacién inicial del
juego, la esperanza del jugador A de ganar la primera partida

seria:
anl a
OROR
P P

(3] -3

lo mismo que para B, con lo que garantiza una partida justa.
La tltima igualdad nos dice que el producto de la probabilidad
del primer jugador en cada partida multiplicada por el valor
de la ficha conseguida es igual al producto que corresponde al
otro jugador.

O sea:
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Entonces, si P, es la probabilidad que tiene el jugador A de
ganar todas las fichas de B, cuando el primero cuenta con a
fichas, o sea, al inicio del juego, y si P, es la equivalente para
el jugador B, De Moivre razona que si la esperanza cero se
mantiene a todo lo largo del juego se ha de cumplir que mul-
tiplicado por el valor total de todas las fichas ganadas por A
(si A arruinase a B) ha de ser igual a por el valor de las fichas
ganadas por B (si B arruinase a A). O sea:

(2 (Y {2 (]

NOTAS

ol

Si sumamos las dos progresiones geométricas limitadas de
ambos miembros y tenemos en cuenta que P +P;=1, podemos
despejar P, y obtenemos:

]-[q]"
ﬂ:%
‘tl

Conseguimos asi, de nuevo, la solucion del problema, o sea, la
probabilidad de que el jugador A arruine al contrario. H

1 Se refiere a Blaise Pascal.

2 Se refiere a Blaise Pascal.
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