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EDITORIAL

RISt s Lo enseianza y aprendizane de Lis matemsis

Nemeras [y 12 1992

"Tempus fugit irreparabile”

Cronos, inmutable, es un dios severo que no concede licencias ni
bulas. Quizas esta introduccion -con inevitable referencia al tiempo,
que pretendemos ganar-,.sea un poco extrafia, suene a escatologica o
frivola tal vez, pero es cierto que desde esta redaccién estamos haciendo
lo imposible por cumplir con los objetivos marcados al inicio de la
edicion de la revista y parece que por fin estamos «al dia». Estamos al
dia porque con la apariciéon conjunta de este "especial' de nuestra
revista conseguimos cumplir el compromiso de tres nameros por afio
v, definitivamente, no ir desfasados. El afio proximo iniciaremos una
nueva €poca en la que esperemos brillara la regularidad en nuestra
publicacién.

Se hacia mencion en el namero pasado a varios acontecimientos, la
Reforma que nos viene, el ICME-7 que nos fue y otros encuentros
importantes de la vida matematica, sin olvidar, por supuesto, la
responsabilidad -que se inicia con los preparativos-, del ICME-8 en
Andalucia, en Sevilla. En este ntmero, heterogéneo, se encuentran
articulos con la Reforma presente, con ideas para fabricar materiales,
para aprovechar los recursos naturales que nos brinda la matematica
popular, Geometria, logaritmos, uso de tecnologia punta en clase y un
primer flash del acontecimiento matematico del afio: el ICME canadiense.

Sirva este namero también para despedir este afio, tan proximo el
93, que tanto ha significado para el mundo, en el que tantos encuentros
hahabido, para el que todo estaba programado, en el que no ha quedado
ni un segundo sin festejar. La aventura de SUMA no acaba aqui, inicia
un nuevo ano con un nuamero tal vez chocante, el 13, pero que seguro
sera positivo para nuestros propésitos ¢no han sentido nunca fascina-
cioén por los ntmeros primos?

"carpe diem”
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ARTICULOS

Mirando la educacion matematica

Josep Maria Fortuny

En épocas de cambios sociales y avances tecnolégicos el sentarse a mirar
placenteramente por una ventana a la educacién matematica (o si se quiere
reflexionar conc,...) parece que esta fuera de lugar. Actuar, renovar, innovar,...
rapidamente es lo mas apropiado segiin las intenciones de las administraciones
educativas. Pero no sélo con intenciones y elucubraciones teéricas se cambian las

cosas.

jHay que ver, practicar, aplicar, revivir,... !

Situados en esta perspectiva estamos de acuerdo con la ley de Brooker: «un gramo
de aplicacién equivale a una tonelada de abstraccién». Por eso en este articulo sobre
las bases epistemolégicas de la educacién matematica analizalizaremos y debatire-
mos algunas bases practicas o escenarios .

Escenario 1: Enculturacién en la
practica :

En las sociedades desarrolladas econémica-
mente, el consumo es uno de los rasgos culturales
que las definen, a parte de otros valores e intereses
como la preocupacion por el medio ambiente, las
relaciones sociales, éticas, estéticas,... La educa-
cion matematica como sistema que debe colaborar
con la integracién, adaptacion y transformacién
del individuo en la sociedad, tiene una funcién que
cumplir: enculturar a partir de la propia practica
social de un individuo. Nace asi una primera idea
de lo que llamamos: «la matematica del consumi-
dor» (Alsina;Fortuny, 1992). Se trata de ver un
aspecto de la educaciéon matematica como
etnomatematicas, es decir, la matematica que esta
dentro del consumo, que hay que explicitar para
entender mejor un aspecto cultural, por ejemplo, la
vivienda como tema de educacién consumerista.

Si nos centramos en la didactica de la mate-

matica, entendiéndola esquematicamente como la
parte de la educacién matemaética que se focaliza
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en el proceso de enseflanza-aprendizaje de las mate-
maticas en un sistema escolar, la nociéon de
enculturacion en la practica puede ser considerada,
por una parte como una «transposicion didactica
practica» de la cultura de la sociedad local al
curriculum escolar, definiendo uno de los objetivos
prioritarios (Atkins et al.,1991), y por otra parte
puede ser considerada como un punto de partida,
que activa un proceso de aprendizaje de las matema-
ticas cognitivo y significativo (Noss, 1988), (Lave;
Wenger, 1989). Si nos salimos un poco del contexto
estrictamente escolar de educaciéon matematica,
encontramos en este escenario de la enculturacién
en la practica, el tema de la popularizacién de las
matematicas como otro aspecto clave de construc-
cién social y cultural (SUMA, 1989).

Escenario 2: Facilitacién de la
Educacién Matematica

Dentro del sistema educativo la funcién de
facilitacion de la educacion matematica es respon-
sabilidad profesional de los profesores. En este
sentido el conocimiento pedagogico de los profeso-
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res puede considerarse como una base episte-
mologica dela didactica de las matematicas. Desde
un punto de vista estratégico este conocimiento
pedagogico puede centrarse en el disefio, especifi-
cacién, conceptualizacién y control de entornos de
aprendizaje.

Entendemos por entornos de aprendizaje una
estructura o espacio educativo cuyos objetos son
situaciones para trabajar matematicamente, tanto
profesores como alumnos y cuyas transformacio-
nes son interacciones que operan sobre las situa-
ciones, activando distintas tipologias de activida-
des de aprendizaje, usando conocimientos pedago-
gicos a medida, implementando orientaciones
tutoriales y desarrollando procesos creativos.

Enun sentido metaforico los entornos de apren-
dizaje pueden considerarse como medio para re-
producir en la clase de matematicas una comuni-
dad intelectual y profesional de trabajadores de
matematicas. El profesor como miembro experto
de esta comunidad, orienta el trabajo de los alum-
nos de cara a dar sentido y a usar las matematicas
como un instrumento de cultura de la comunidad.
(Greeno, 1991).

Un modo practico de entorno de aprendizaje lo
constituye la unidad didactica. «<En un panal de
miel» {Alsina; Fortuny; Giménez, 1992, UD 76).

En los entornos de aprendizaje la interaccién
social constituye un medio natural y pertinente
para facilitar el aprendizaje de las matematicas,
favoreciendo en especial los procesos de argumen-
taciéon, validacion y demostracion.

El trabajo intelectual de los alumnos en el
aprendizaje de los contenidos (incluyendo valores
y normas) de las matematicas puede y debe ser
activado, estimulado, ayudado, potenciado,..., en
una palabra, facilitado por el profesor de matema-
ticas.

Escenario 3: Comunicacion interactiva

La educacién matematica es un proceso social
que tiene lugar en diferentes culturas, sociedades,
sistemas educativos y en diferentes medios en
interaccion.

La construccion del conocimiento consiste en la
progresiva construccion de representaciones men-
tales internas a través de multiples perspectivas en
medios interactivos (Vergnaud, 1990).

El proceso de constitucion interactivo ocurre
cuando un alumno intenta evitar una creencia
erronea {(«miscommunication») siendo influenciado
por el trabajo con otros comparnerosy también por
la simultaneadad de los diferentes medios e
interpretacions en que se presenta la actividad
matematica (Jaworski, 1991) (Cobb; Yackel; Wood,
1992). Este proceso lo podemos ilustrar de modo
practico enlaunidad didactica «Convencer» (Alsina;
Fortuny; Giménez, 1992. UD. 57).

Esta forma de acceder al conocimiento median-
te una comunicacién interactiva, supone por una
parte, la consideracion de que el aprendizaje de las
matematicas es una acomodacién y reestructura-
ci6n individual en un medio social, que se concreta
en la clase de matematicas. Esta acomodacion
supone un proceso cognitivo que se va desarrollan-
do mediante la interaccion de los mltiples ele-
mentos que conforman una situaciéon didactica. Y
por otra parte, supone definir la funcién del profesor
como un tutor que inicia, guia y gestiona la nego-
ciacidn y el concenso en la clase de los significados
y practicas matematicas.

Escenario 4: Modelizaciéon cognitiva

Para analizar el desarrollo de la educacién ma-
tematica necesitamos disponer de resultados de
investigacion en la correspondiente area del saber.
Una de las lineas prioritarias de investigacion es la
relativa a identificar las maneras y los tipos en que
se produce aprendizaje vy razonamiento. Interesa
disponer de construcciones de modelos procesales
del conocimiento de los alumnos para poder plani-
ficar, actuar y reproducir las tareas docentes de
manera eficaz. Se desea definiry categorizar modos
de construir estructuras, descripciones, especifi-
caciones de contenido, procedimientos, estrate-
gias, rutinasy tacticas en el proceso deensefianza/
aprendizaje de las matematicas.

Los instrumentos de investigaciéon correspon-
dientes se basan en métodos exploratorios cualita-
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tivos, como son las secuencias cognitivas de
ejemplos y contraejemplos (ver el dispositivo
didactico «Bitrians» en Alsina; Fortuny; Giménez,
1992) y (Goldberg; Hershkowitz, 1992), las redes
semanticas (Cirera, 1991), arboles de decisién
(Anderson, Boyle; Yost, 1985), etc.

En este escenario las técnicas de ingenieria del
conocimiento sobre informacién-diagnosis de
comportamientos cognitivos y representacién del
conocimiento, propios de la ciencia cognitiva,
constituyen otra base epistemolégica de la educa-
cién matematica.

Escenario 5: Control de funcionamiento

Para regular y tener transparencia en el funcio-
namiento de la educacion matematica, debemos
explicitar los mecanismos de control del sistema.
Este control lo podemos aplicar a los diferentes
ambitos de la educacion matematica. Por una
parte, debemos tener medios para hacer transpa-
rente el complejo proceso de enseflanza/aprendi-
zaje de las matematicas, de cara a regular y tratar
adecuadamente los diferentes aspectos implica-
dos, tanto los relativos a la construccion social de
conocimiento comolos individuales de acomodacion
'y desarrollo. Desde esta perspectiva, un elemento
clave de control, lo constituye el disefio del sistema
de evaluacion. En este ambito distinguiremos para
cada unidad de programacién o crédito, por un
lado, una evaluacién formativa especificada por
elementos de observacion sistematica del trabajo
de clase (elementos actitudinales, instructivos,
conativos,...) y descripciones de la realizacion de
un trabajo global, orientado por proyectos (disefio
globaly estratégico, contenido matematico, exacti-
tud, claridad, comunicacion, actitud matematica,
autonomia y evaluacién) y por otra parte, la pro-
puesta de actividades de seguimiento, que tienen
una funciéon diagnéstica sobre conceptos y estruc-
turas, operaciones y elementos instrumentales,
estrategias de resolucién de problemas, lenguajes
y visualizacioén y procesos de razonamiento. Estas
informaciones se registran en guias y pautas de
observacion, correccion, criterios y parrillas de
evaluacion. La conjuncion de estas informaciones
permiten describir con bastante amplitud y preci-
si6n el comportamiento individual de cada alumno

6 LHTA| 11-12/1992

y el colectivo del grupo clase, lo cual permite la
realizacién de un tratamiento de la diversidad en
distintos niveles de itinerarios formativos. Estas
descripciones y propuestas de tratamiento de la
diversidad son registradas en el informe individual
para cada crédito. El informe final de un ciclo
educativo es la expresion de la evaluacion sumativa
queviene determinada por las respectivas evaluacio-
nes formativas, actividades de control terminal y
seguimiento (Alsina; Fortuny; Giménez, 1992).

Por otra parte si queremos generar informaciones
precisas sobre la profesionalizacién de los profeso-
res de cara a mejorar la educaciéon matematica,
podemos especificar distintos indicadores de cali-
dad del profesor formado, a saber: 1. Grado estruc-
turacién de contenidos, 2. Es exacto y preciso, 3.
Tiene agilidad en la utilizacién de técnicas visuales,
4, Procura dar sentido, 5. Utiliza diferentes medics
de presentacién, 6. Facilita instrumentos de ex-
ploracién y expresion, 7. Organiza y rentabiliza
discusiones, 8. Encamina argumentaciones y ra-
zonamientos, 9. Orienta y da fluidez a las tareas,
10. Conecta y cohesiona actividades, 11. Realiza
«feedback» diferidos, 12. Implementa disefios
creativos, 13. Construye relaciones sociales, 14.
Mejorarendimientos, 15. Encultura los contenidos
matematicos, 16. Trata la diversidad, 17. Trabaja
cooperativamente, 18. Demuestra «eeling» haciala
profesion, 20. Tiene espiritu de innovacion, 21.
Explica objetivos y organiza subobjetivos para un
aprendizaje transparente, 22. Orienta la gestion de
la clase, 23. Asiste a los estudiantes, 24. Flexibiliza
y remedia. (Fortuny; Azcarate, 1992).

Escenario 6: Modelizacion profesional

Un escenario esencial desde donde podemos
mirar a la educacién matematica para analizar su
desarrollo y producciones, es el de la modelizacion
profesional de la formacion del profesorado.

Aquiidentificamos la ocupacion profesional como
la que hace uso de un conocimento practico especi-
fico (vexpertise») de manera juiciosa para llevar a
cabo un trabajo. Consideramos como atributos
profesionales tanto caracteristicas estructurales
(sentido de colectividad o colegiacion y servicio publi-
co) como caracteristicas actitudinales (autore-
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gulacion, vocacion y autonomia). Desde esta pers-
pectiva de profesionalizacion, fundamentamos el
modelo profesional mediante dos categorias:

- El conocimiento profesional para ensenar mate-
maticas.

- El marco de desarrollo de la organizacion colecti-
va o colegial.

En el conocimiento profesional de un profesor
de matematicas podemos distinguir a su vez, tres
subcategorias:

1. El conocimiento de la naturaleza de las mate-
maticasy su correspondiente transposicion didactica.

2. El conocimiento pedagbégico, incluyendo los
aspectos de comunicacién, interaccién social y
. facilitacion del aprendizaje.

3. El conocimiento gerencial o de toma de de-
cisiones juiciosas, rutinasy heuristicas frente a las
situaciones complejas que comporta la ensefianza
de las matematicas.

En cuanto a la categoria de marco profesional
debemos considerar las aspiraciones culturales y
colectivas del profesorado de matematicas como
medio para desarrollar su madurez profesional en
relacidn a sus colegas, a su centro, a los colectivos
profesionales y como miembro de la comunidad
cientifica del area de didactica de las matematicas.
(Fortuny; Azcarate, 1992).

Estas especificaciones, nos configuran una ma-
nera de analizar la educacion matematica desde lo
que se conoce como «epistemologia de la practica»
(Schon, 1991), en la que el profesor, trabajando
desde una perspectiva filosé6fica constructivista, se
convierte en un practicante reflexivo, enfrentando-
se al dilema producido por la tensién construc-
tivismo/didactica (Jaworski, 1991). Una concre-
cién practica de este proceso de reflexiéon en accion
pasa por las siguientes fases: situarse, sorprender-
se, concienciarse, cuestionarse y afianzarse, como
queda ilustrado en la actividad «expresando genera-
lidad» (Fortuny; Azcarate, 1992).

Ingenieria del sistema de educacién
matematica

Desde estarapiday esquematica visita a distintos
escenarios arquitecténicos de la ciudad de la educa-
cibn matematica, vamos a concentrarnos en la plaza
del dominio del conocimiento del area de didactica de
las matematicas. Actualmente hay diversos intentos
de elaborar una teoria de la educacion matematica:
TME (Diaz Godino, 1991) ode construirun paradigma
cientifico en el sentido de Kuhn (Fischbein, 1990).
Hasta la fecha no se ha logrado un amplio consenso
en la comunidad de educadores de matematicas en
estos intentos. Nosotros en vista a integrar los
escenarios descritos anteriormente, nos inclinamos
a considerar a la educacion matematica como un
sistema integrado de fenémenos, cuyo resultado no
es la suma directa de cada una de las componentes
o escenarios (enculturacion, facilitacién, comunica-
cién, cognicién, control, profesionalizacion), sino
que constituyen una estructura sinergética (Fuller,
1975) resultante de fuerzas de tensién y compren-
sibn. Asimiramos la educacion matematica como un
proceso de creaciéon de un artefacto o sistema com-
plejo ala manera que lo haria un ingeniero, tomando
ideas de distintas disciplinas, articulandolas de for-
ma Optima, de cara a resolver un problema practico:
el trabajo de educador mateméatico, que nos permita
revisar nuestras propias concepcionesy actuaciones
profesionales como profesores de matematicas.

A modo de reflexion final recogemos las ideas de
Ortega y Gasset citadas en (Bauersfeld, 1988):

«t is with the constitution of our world

that it can become a reality given under

a certain perspective only. Perspective is one
of the components of reality... A reality with an
identical face for every observer is nonsense....
Spinoza’s species aeternitatis, the overall,
absolute standpoint, does not exist».

(José Ortega y Gaset, «El tema de nuestro tiempor,
1923)
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., Como cambiar las concepciones erroneas

de los estudiantes?

Una experiencia en matematicas

José del Rio Sanchez

Uno de los objetivos mas importantes de la ensefianza es conseguir cambiar las
ideas previas erréneas de los estudiantes.'En este articulo, se disefian dos
metodologias didacticas (resoluciéon de problemas y descubrimiento dirigido) que
fueron experimentadas durante veinte clases por dos grupos de alumnos de
ensefianza secundaria mientras otro grupo utilizaba una metodologia expositiva
tradicional. Controladas las principales variables intervinientes, los resultados
obtenidos indican que un método basado exclusivamente en la resolucién de
problemas produce un nivel de cambio conceptual y de rendimiento algo inferior
al producido por un método mas orientado aunque ambos métodos superan al

método expositivo tradicional.

Introduccion

El analisis de las concepciones erréneas de los
estudiantes esta adquiriendo, para investigadores
y docentes, una importancia decisiva ya que esas
ideas condicionan fuertemente el aprendizaje v,
por lo tanto, cualquier desarrollo curricular, como
han puesto de relieve numerosas investigaciones
tanto tedricas como experimentales. En el campo
de las matematicas, existen muchos estudios que
se han ocupado de detectar y analizar estas con-
cepciones erroneas entre las cuales mostramos, a
modo de ejemplo, las siguientes:

El numerador y el denominador son ntimeros
independientes. Segiin Tatsuoka (1984), estaidea
es la responsable de errores como

5 3 8 3 1 2

5

No se pueden sumar letras con niimeros.
Esta idea ha sido detectada por Booth (1982) en
los primeros cursos de Educacién Secundaria.

El signo igual siempre representa una accién
que debe llevar a un resultado, no un equilibrio
manipulable en dos sentidos (Grupo Azarquiel,
1987; en 1° de BUP).

Un concepto geométrico se identifica con su
representacién «candnica».

Esta idea, segiin Hershkowitz (1987) y Medeciy
otros (1986), hace que, por ejemplo, muchos estu-
diantes no reconozcan las figuras 1 como triangu-
los rectangulos o las figuras 2 como cuadrilateros,
debido a que no estan dibujados en la posicion o en
la forma estandar.

NN

Figura 1
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Figura 2

La definicién de un objeto geométrico esta
formada por una lista de propiedades que lo
describen, y estas propiedades no tienen por

qué ser atributos criticos del concepto ni

constituir un conjunto «<minimo» (Viennery Zur,
1987).

Una grafica es el dibujo de una situacion.

Esta idea fue detectada por Bell y otros (1987)
cuando planteaban, a estudiantes de los ultimos
cursos de primaria, problemas como el de la figura
3. Las respuestas mas frecuentes fueron de este
tipo: «Han caminado sobre una colina muy empi-
nada y entonces, cuando llegaron a la cima, era
muy recta. Entonces, cuando bajaron, fueron otra
vez por una colina muy empinadan.

(5]

Este grafico muestra el -
Distanciaa 4 desarrollo de una excursion. )
casa (Kms) 3 Describe lo que ha ocurride. ¢

- M

(7] 1 2

23 45

Tiernpo (horas)

Figura 3
(Una revision de las principales investigaciones

realizadas sobre este tema puede verse en Del Rio,
1991).

El origen de las concepciones erréneas es, en
algunos casos, preinstruccional (medios de comu-
nicacion, familia, ambiente sociocultural, lenguaje
coloquial, analogia con otras materias, etc.), pero,
en otros casos, se generan durante el proceso
instructivo, ya que, con la metodologia expositiva
habitual:

10 &z 11-12/1992

* no se dan oportunidades a los estudiantes para
que pongan en juego lo que ya saben sobre el
«temar» antes de su estudio;

e se presentan los conceptos y los procedimientos
como algo perfectamente elaborado y rematado
donde no es posible ninguna intervencion perso-
nal;

¢ se valora mas la memorizacién de los conceptos
y, sobre todo de los procedimientos, que su
comprension, con lo cual los alumnos memori-
zan sin intentar entender;

. e ne se analizan sistematicamente los errores mas

frecuentes de los estudiantes.

JEs posible disefiar una metodologia didactica
que sea capaz de cambiar las concepciones erro-
neas de los estudiantes?

Entre las pocas «respuestas» suficientemente
contrastadas que existen, destaca la enseflanza .
por diagnostico, estrategia desarrollada en el Shell
Centre for Mathematical Education, cuyas lineas
generales pueden verse en Bell (1986, 1987).

En este estudio presentamos, en primer lugar,
el disefio de dos metodologias didacticas que, ba-
sadas en un modelo constructivista del aprendizaje,
aspiran a cambiar las concepciones erroneas de los
estudiantes y a incrementar su nivel de aprendi-
zaje conceptual. En segundo lugar, describimos la
experimentacion de estas metodologias con estu-
diantes de 3° de BUP. Finalmente, comparamos el
nivel de cambio conceptual y de rendimiento ob-
tenido por estos alumnos con el obtenido por
quienes siguieron una metodologia expositiva ha-
bitual. Los resultados y las conclusiones cierran el
presente trabajo.

Diseno de las metodologias didacticas

Las dos metodologias que presentamos se fun-
damentan en los principios teéricos del aprendizaje
por descubrimiento, concebido como un proceso
cognoscitivo que parte de la identificacién de un
problemay, mediante un procedimiento resolutivo
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al que le es consustancial la evaluacién de hipdtesis,
autorregulado por el propio sujeto con la necesaria
orientacién sociocultural, produce una construc-
cién intrapsiquica novedosa (Barron, 1991).

La estrategia instructiva es una sintesis de las
propuestas por diferentes autores (Joyce y Weil,
1985; Barrén, 1991; Marks, 1980; Guzman, 1987;
Libeskind, 1977; Bautista, 1987;etc.) y se desarrolla
en tres fases cuya sintaxis es la siguiente:

Fase 1: Contextualizacién. El profesor identi-
fica las ideas previas, las concepciones intuitivas,
que poseen ya los alumnos sobre el tema de estudio
asicomo su nivel de competencia en las estructuras
conceptuales sobre las que se asientan los nuevos
conceptos o procedimientos algoritmicos. A partir
de estos datos elabora y propone una o varias
situaciones problemaéticas tras cuya exploracién
cada alumno formula sus propias conjeturas o
propuestas de solucion.

Fase 2: Construccién. En esta fase, los alum-
nos deben demostrar o refutar sus conjeturas. Este
proceso puede facilitarse si poseen mas informa-
cién que la suministrada en el enunciado de la
situacién problematica. La tinica diferencia entre
las dos metodologias es la siguiente: en la primera,
los estudiantes adquieren esa informacién reali-
zando una secuencia de actividades, expertamente
planificadas por el profesor, como elaboracion de
definiciones, razonamientos dirigidos, correccién
-y/o complementacién de calculos, generalizaciones,
etc.; en la segunda metodologia, los alumnos han
de buscar toda la informacién necesaria en el
propio proceso resolutivo. Al final de este proceso,
deben quedar construidos los nuevos conceptos,
estructuras conceptuales o procedimientos algo-
ritmicos.

Fase 3: Ampliacién. Con el fin de reforzar los
conocimientos, habilidades y actitudes que van
generandose con este aprendizaje, se proponen
una serie de actividades algoritmicas, problemas o
investigaciones cuya resolucién permita al alumno
incrementar la significacion y la red de relaciones
de los nuevos conceptos o procedimientos
algoritmicos al mismo tiempo que ponga en juego
su poder de transferencia. '

El sistema social de ambos modelos se basa en
el trabajo de los alumnos en pequenos grupos y en
la puesta en comun de los resultados después de
cada una de las fases con el fin de asegurar que los
resultados correctos son conocidos y compartidos
por todos los alumnos, puesto que algunos con-
ducen a estructuras conceptuales que es necesario
utilizar en actividades posteriores. Cuando los
alumnos estan realizando las actividades, el pro-
fesor pasa por los distintos grupos de trabajo, no
como un inspector, sino como una persona que
procura atender y ayudar individualmente a todos
los alumnos sin discriminaciones. Un interés sin-
cero y evidente por parte del profesor en lo que
piensan sus alumnos ayuda a aumentar su dis-
posicion a compartir sus pensamientos. De este
modo, genera en ellos la suficiente confianza y
admiracién como para que surja el didlogo. En ese
dialogo personal o de pequerio grupo, el profesor no
facilita informacién a los alumnos, sino que con-
sigue que éstos sientan curiosidad y piensen por si
mismos, pero sin abocarlos al desaliento o a la
desesperacion porque no encuentren las solucio-
nes; por el contrario, intenta que los alumnos
obtengan éxitos (aunque sean parciales) con el fin
de aumentarles la confianza y la seguridad en su
quehacer matematico. Al mismo tiempo, procura
convencer a los alumnos de que, también en ma-
tematicas, el trabajo y el esfuerzo conducen al
éxito; para ello, detecta los logros conseguidos de
esta forma y los elogia explicitamente.

El principal sistema de apoyo es un guién de
actividades o problemas cuidadosamente estruc-
turados de manera que pueda ser utilizado de modo
individual por todos los estudiantes. Parala segunda
metodologia, es conveniente, ademas, una guia
heuristica o estrategia directiva parecida a la de
Polya (1965) con el fin de facilitar el proceso de
resolucién de problemas. En resumen, podemos
conceptualizar la primera metodologia como descu-
brimiento dirigido y la segunda como resolucién de
problemas.

Analisis de las ideas previas
La aplicacidon de estas metodologias exige, en

primer lugar, que se conozcan las ideas previas de
los estudiantes como punto de partida de todo el
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proceso instructivo. Escogimos como unidad
didactica objeto de estudio las Cénicas (3° de BUP)
y procedimos a realizar una investigacion para
diagnosticar qué ideas previas poseen los estu-
diantes de este curso sobre estas curvas antes de
comenzar su estudio sistematico.

La investigacion se desarrolld en dos fases:

Primera fase: Se pretendia obtener una infor-
macion aproximada de cardcter general sobre las
ideas previas que poseian los alumnos. Para ello se
elabor6 un cuestionario breve y muy abierto en el
que, sobre cada una de las curvas, se pedia a los
alumnos queladibujasen, la definieran, enunciaran
alguna propiedad y describieran algan objeto o
fenomeno real donde se encontrase esta curva. Fue
contestado por 76 alumnos de 32 de BUP (17 afios)
en el mes denoviembre de 1987, cuando todavia no
habian comenzado su estudio sistematico. Utili-
zaron una hoja para cada curva, tenian regla y
compas y disponian de una hora, tiempo que fue,
en todos los casos, suficiente, Las contestaciones
fueron anénimas, lo cual favorecio el alto grado de
espontaneidad que necesitaba esta primera
aproximacion al objetivo de la investigacion.

Segunda fase: A partir de los resultados obteni-
dos en la primera fase se confeccioné un cuestio-
nario de 40 items de verdadero-falso (anexo 1) que
fue contestado por 305 estudiantes de tres centros
distintos durante el primer trimestre del curso
1988-1989, antes de comenzar el estudio siste-
matico de estas curvas.

Los resultados obtenidos indican que la mayor
parte del conocimiento que poseen los alumnos
sobre las coénicas es de tipo fisico y social pero no
logico-matematico en el sentido que da Piaget a
estos términos, pues solamente han realizado una
abstraccién empirica (conocimiento fisico) v han
asignado a esas curvas el nombre convencional-
mente aceptado en el entorno socio-cultural (co-
nocimiento social). Las definiciones de elipse,
hipérbola y parabola, aceptadas de modo casi
unanime, estan constituidas por una sucesiéon de
propiedades obtenidas perceptualmente que in-
tentan describir por exhaustion la forma de la
curva. Por ejemplo:
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- Una elipse se define como una curva plana,
cerrada y simétrica en la que sus puntos no
equidistan del centro.

- Unaparabola se define como una curva abierta,
simétrica e ilimitada que se caracteriza por ser la
grafica de una funcién.

Como consecuencia, se detectaron las siguien-
tes ideas erréneas:

1. Un 6valo construido con cuatro arcos de
circunferencia, como el dela figura 4, es una elipse.

. |
\
\

%
/
I

Figura 4

Figura 5

2. Un arco de circunferencia y dos semirrectas
tangentes en sus extremos, como muestra la figura
5, forman una parabola.

3. Todas las conicas pueden dibujarse perfecta-
mente empleando s6lo la regla y el compas.

4. Los tres tipos de cénicas (elipse, hipérbola y
parabola) son independientes, no guardan ningu-
na relacién estructural entre si, ni directa ni indi-
recta (a través de un elemento externo como podria
ser una superficie conica).

5. Una parabola (y, en general, cualquier curva)
no es un objeto geométrico independiente del sis-
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tema de referencia; por el contrario, primero existe
el sistema de referencia como algo dado a prioriy
después la curva completamente encadenada a €l;
esto implica que una curva no tiene infinitas
ecuaciones dependiendo del sistema escogido, sino
una sola.

6. Pueden trazarse dos tangentes distintas en
cada punto de una conica.

7. En general, los estudiantes perciben que las
conicas estan poco conectadas con la realidad.

(Puede consultarse una descripcién completa
de este estudio en Del Rio, 1989).

Materiales y recursos didacticos

Procedimos, en primer lugar, a la formulacion
de los objetivos y a la seleccién de los contenidos,
comunes para todos los grupos, teniendo en cuenta
los temarios vigentes y las caracteristicas de los
estudiantes. Después, a partir de las ideas previas
que enumeramos en el apartado anterior, elabo-
ramos los materiales didacticos.

Para la primera de las metodologias didacticas
(descubrimiento dirigido), disefiamos un guién de
actividades instructivas para el alumno entre las
cuales se intercalan breves informaciones o co-
mentarios. Las actividades, escritas en letra cursi-
va, numeradasy con un espacio en blanco para que
los estudiantes anoten en él sus resultados, son de
distintos tipos: exploraciones y analogias, correc-
cién y/o complementacion de calculos, evaluacién
de conjeturas, ejercicios algoritmicos, problemas
de determinacion, problemas de demostracion y
problemas de descubrimiento de propiedades. Es-
tos tipos de actividades se distribuyen a lo largo de
todo el guion ajustandose, enla ensefianza de cada
estructura conceptual, a las tres fases instructivas
descritas anteriormente. Dado que la extension de
este trabajo no nos permite mostrar el material
completo, describimos, a modo de ejemplo, las
actividades que se refieren a la ensenanza de la
estructura que hace equivalentes los conceptos de
elipse como seccion conicay como lugar geométrico
basado en la propiedad focal.

En la primera actividad se desarrolla la fase de
contextualizaciéon. En ella, los alumnos analizan
nueve curvas distintas relacionadas con las coni-
casyvan formulando una conjetura sobre el tipo de
curva que es cada una de ellas (anexo 2). De este
modo, salen a la luz ideas previas que ya poseen
sobre las conicas, el profesor toma conciencia de
cuales son las conjeturas erroneas mas frecuentes
y en qué grupos se producen con el fin de orientar
el cambio conceptual que debe producirse en esos
alumnos cuando, en actividades posteriores, deban
refutar su conjetura utilizando argumentos basa-
dos ya en los conceptos matematicos. Se utilizan
como recursos materiales la regla, el cartabén, la
escuadra, el compas, una hoja de papel vegetal y
una lampara con pantalla cilindrica.

A partir de este momento, comienza la fase de
construccion. Las actividades siguientes van enca-
minadas a que el alumno obtenga una informacion
adicional suficiente que le facilite la evaluacion
matematica de las conjeturas formuladas antes.
Mediante los dibujos del guién y cortando super-
ficies conicas de cartdn, los alumnos obtienen las
definiciones de los tres tipos afines de secciones
conicas que materializan también iluminando la
pared con una lampara de mesa que tenga una
pantalla cilindrica. A continuacion, completan un
razonamiento que conduce al descubrimiento dela
propiedad focal de la elipse, ayudados por modelos
materiales construidos con transparencias y pe-
lotas. Refuerzan este aprendizaje con el trazado de
una elipse utilizando un cartén, dos chinchetas y
un trozo de hilo. Una vez adquirida toda esta
informacion, se enfrentan, ya, a la refutacion o la
demostracion matematica de las conjeturas que
formularon al examinar las curvas de la primera
actividad y, en la puesta en comun subsiguiente, se
resuelven los conflictos cognitivos que hayan sur-
gido.

El guion contintia proponiendo actividades para
la construccién de las estructuras conceptuales
equivalentes de la hipérbola y de la parabola y,
finalmente, plantea una serie de situaciones pro-
blematicas que relacionan todas ellas y que cons-
tituyen la fase de ampliacién del proceso instruc-
tivo, tal como fue descrita anteriormente: los arcos
a través de la historia, las superficies cuadricas en
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la arquitectura, las coénicas como envolventes,
billares circulares y elipticos, antenas y radares,
etc. (El material completo, junto con la guia del
profesor, puede consultarse en Del Rio, 1990,a,b).

Los materiales de la segunda metodologia
estan constituidos por una coleccion de 18 situa-
ciones problematicas precedida por una guia
heuristica que puede ser utilizada por los alumnos
de forma sistematica en su tarea resolutiva. De este
modo, al mismo tiempo que sistematizan sus
procesos de resolucion, usan de modo consciente
estas estrategias, reconocen su validez en proble-
mas de contenidos diversos y las interiorizan. Para
conseguir mayor eficacia en el uso de esta guia, los
problemas se han clasificado, por su tarea, en
problemas de determinacién, problemas de de-
mostracién y problemas de descubrimiento de
propiedades. Para cada tipo, se relacionan las
heuristicas mas especificas, estructuradas en las
cuatro fases del modelo de Polya (1965): comprender
el problema, concebir un plan de resolucion, eje-
cutar el plan y examinar la solucion.

La secuencia de contenidos no coincide exacta-
mente con la propuesta en la otra metodologia,
debido a que, al ser menor la orientacién externa,
hay que apoyarse exclusivamente en los conoci-
mientos previos del alumno y conseguir en los
primeros problemas instrumentos y modelos para
los siguientes. Esto nos indujo a empezar con la
ecuaciéon de la circunferencia (instrumento y mo-
delo para las demas ecuaciones) y seguir con el
concepto de elipse (modelo para los conceptos de
las demas conicas). En el anexo 3 mostramos, a
modo de ejemplo, la situacion problematica en que
se construye la equivalencia de los conceptos de
elipse como seccién conicay como lugar geométrico
basado en la propiedad focal. Como en la primera
metodologia, los alumnos, tras el examen de las
curvas obtenidas, formulan sus conjeturas; pero,
aqui, la evaluacion de esas conjeturas se realiza
empleando como Unica informacién adicional la
definicién de elipse como lugar geomeétrico. El
proceso, por lo tanto, es mucho mas abierto; por
ello, el niimero de curvas propuestas es menory la
formulacion de la tercera actividad (seccién con
plano tangente a las esferas) esconde una valiosa
ayuda para el descubrimiento de la estructura
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conceptual. En esta tinica situacion problematica,
se recogen la fase de exploraciéon y la fase de
construccion. Tras una puesta en comun, donde se
resuelven los conflictos cognitivos, enlos siguientes
problemas se construyen, de modo analogo, las
estructuras de hipérbola y parabola y, luego, se
proponen las mismas situaciones problematicas
que en la primera metodologia para relacionar
todas ellas y completar el proceso instructivo (fase
de ampliacion).

Experimentacion

La primera versién provisional de los materiales
didacticos se experiment6 entre abril y mayo de
1988. Participaron en ella cuatro grupos de alumnos
con cuatro profesores distintos. Esta experiencia
piloto sirvié para comprobar la adecuacion de los
materiales disenados a la situacién educativa real.

La experimentacion definitiva se realizé entre
enero y marzo de 1989 y en ella participaron 230
alumnos de Salamancay Zamora distribuidos dela
siguiente manera:

Grupo 1 (Primera metodologia: Descubrimiento
dirigido): 90 estudiantes pertenecientes a tres gru-
pos de 32 de BUP.

Grupo 2 (Segunda metodologia: Resolucién de
problemas): 58 estudiantes pertenecientes a dos
grupos de 3° de BUP, a cargo de un profesor
distinto de los anteriores.

Grupo 3 (Metodologia expositiva tradicional): 82
estudiantes pertenecientes a tres grupos de 3° de
BUP, a cargo de los tres mismos profesores que
utilizaron la primera metodologia.

Puesto que la muestra no fue escogida al azar,
no teniamos la certeza de que los tres grupos
fueran homogéneos y, como consecuencia, eva-
luamos su grado de homogeneidad respecto de las
principales variables que podrian influir en el
rendimiento del proceso instructivo: sexo, profesiéon
del padre, estudios del padre, aptitud espacial y
numeérica, factor «g», estilo cognitivo, actitud hacia
las matematicas y nivel de conocimientos previos.
La tabla I muestra los instrumentos elegidos para
la obtencion de los datos.
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Antes de comenzar el periodo instructivo, se
pasaron a todos los estudiantes estas pruebas y
cuestionarios y se procesaron los datos obtenidos
mediante los paquetes estadisticos Statview y
Systat. Utilizando las pruebas «i-cuadrado» y
analisis delavarianza, no se apreciaron diferencias
significativas al 95% entre los tres grupos salvo en
la actitud inicial hacia las matematicas que, por lo
tanto, incorporamos como variable independiente
(covariable) en el disefio de la investigacién, para
que en la comparacion de rendimientos, no influ-
yera esta diferencia inicial.

Durante la experiencia en las aulas, cuya dura-
cion fue igual para todos los grupos (20 clases), los
profesores tuvieron el apoyo del investigador que
hizo un seguimiento puntual de la misma velando
porlafiel realizacion de ambas metodologias. A pesar
de que ninguno de los grupos de alumnos habia
trabajado con estrategias instructivas de este tipo,
todos, en general, acogieron bien las dos nuevas
metodologias a las que se adaptaron perfectamente
aunque tardaron algo mas en la segunda debido ala
mayor exigencia de participacion. Trabajaron en
grupos de tres, que ellos mismos constituyeron, tal
como estaba previsto, y no se observaron conflictos
ni enfrentamientos notables. Sobre las puestas en
comun, puede decirse que se ajustaron al programa
previsto aunque algunos de los debates que se
suscitaron podrian haberse alargadomas si el tiempo
no hubiese tenido que ser controlado.

Resultados

Con el fin de evaluar el rendimiento en el apren-
dizaje conceptual, se elabor6 una prueba afiadiendo
20 items mas al cuestionario que se utiliz6 en el
diagnostico de las ideas previas (Anexo 1). La
validez de la prueba resultante se asegurd por su
concomitancia con los objetivos y contenidos se-
leccionados, y su fiabilidad se midié con la férmula
20 de Kuder y Richardson obteniéndose un valor
mas que aceptable: 0,94898. Los alumnosrealizaron
esta prueba al acabar el periodo instructivo. Pro-
cesamos los datos obtenidos utilizandolos paquetes
estadisticos Statview y Systat y las medias encon-
tradas fueron las siguientes:

Grupo 1= 16,88 ; Grupo 2= 12,617 ; Grupo 3= 9,132

Mediante analisis de la covarianza, tomando
como factores las metodologias (grupos), como
covariable la actitud inicial y como variable de-
pendientela puntuacion dela prueba, constatamos
que las diferencias entre las medias de los tres
grupos eran significativas al 99%, es decir:

Grupo 1> Grupo 2> Grupo 3

Este resultado muestra que, frente al método
expositivo tradicional, las metodologias didacticas
para el aprendizaje por descubrimiento, tal como
se han descrito aqui, mejoran el aprendizaje sig-
nificativo de los conceptos pues emplean como
punto de partida los conocimientos previos de los
estudiantes y permiten la superacion de los con-
flictos cognitivos mediante un procedimiento re-
solutivo de problemas que incluye la evaluacion de
las conjeturas. Ademas, apreciamos que la mayor
orientacién usada en la primera metodologia, sin
anular este proceso resolutivo autorregulado por el
propio sujeto, garantiza que la construccion de los
conceptos es realizada por un ntimero mayor de
estudiantes y, como consecuencia, produce un
rendimiento medio mas alto.

Para comparar el nivel de cambio conceptual
entre los tres grupos, calculamos el porcentaje de
respuestas correctas en los items de la prueba que:
contenian las ideas previas erroéneas detectadas en
el diagnoéstico inicial. Estos fueron los items es-
cogidos (Anexol): 2, 9, 12, 13,16, 17,19, 20, 23,
24, 25, 27, 29, 32, 33, 35, 36, 37, 39 y 40.
Utilizando la prueba i-cuadrado», encontramos
las diferencias significativas que se muestranenla
Tabla II donde se aprecia que el porcentaje de
respuestas correctas de los Grupos 1 y 2 es
significativamente superior al del Grupo 3 en doce
y siete items respectivamente. Resumiendo, pode-
mos decir que se produce un nivel de cambio
conceptual analogo con las dos metodologias ex-
perimentales, que es superior al producido por la
metodologia expositiva tradicional.

Un analisis minucioso de esta tabla todavia
permite extraer algunos otros resultados intere-
santes. Por ejemplo, se observa que las dos
metodologias experimentales, aunque consiguen
cambiar casi todas las ideas previas erroneas,
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todavia son incapaces de conseguir que la mayoria
de los alumnos superen estas tres:

- Una parabola puede construirse perfectamente
empleando soélo la regla, el compas y el lapiz (item
20).

- Una parabola no tiene infinitas ecuaciones no
equivalentes entre si (item 32),

- Una parabola se define asi: es una curva
abierta, simétrica e ilimitada que se caracteriza por
ser la erafica de una funcién (item 35).

Por su parte, la mayoria de los alumnos del
grupo de control mantiene estas tres ideas previas
erroneas y ademas las siguientes:

- Un o6valo construido con cuatro arcos de
circunferencia (figura 4) es una elipse (item 2).

- Una elipse o una hipérbola pueden dibujarse
perfectamente empleando soélo la regla, el compas
y el lapiz (items 9 y 29).

- Una elipse se define como una curva plana,
cerrada y simétrica en la que sus puntos no
equidistan del centro (item 19).

- Los huevos de gallina tienen forma de elipsoide
(item 24).

- Una horquilla de pelo como la de la figura 6.
tiene forma de parabola (item 25).

Figura 6
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- Si cortamos una superficie cénica con un
plano paralelo a una generatriz, obtenemos una
curva que no es del mismo tipo que la obtenida
iluminando una hoja de papel con una linterna
inclinada segiin muestra la figura 7 (item 39).

Esto demuestra, una vez mas, la resistencia al
cambio que ofrecen este tipo deideas y lanecesidad
de contar con ellas para que la ensefianza sea
realmente eficaz.

Conclusiéon general

Como conclusién, se deduce de los resultados
anteriores que, tanto en la superacion de concepcio-
nes erréneas como en el aprendizaje de nuevos
conceptos, las metodologias expositivas tradiciona-
les son menos eficaces que las metodologias que
favorecen el aprendizaje por descubrimiento, enten-
diendo éste como un proceso cognoscitivo que parte
de la identificacién de un problema y, mediante un
procedimiento resolutivo al que le es consustancial
la evaluacion de hipétesis, autorregulado por el
propio sujeto con la necesaria orientaciéon socio-
cultural, produce una construccién intrapsiquica
novedosa. Ademas, hemos constatado que esta
orientacioén sociocultural, en el aprendizaje por des-
cubrimiento, es uno delos factores determinantes de
la eficacia instructiva, alcanzando su grado 6ptimo
en un punto intermedio que, sin anular la
autorregulacion interna que debe ejercer el propio
sujeto sobre su proceso de aprendizaje, utilice un
rico contexto de orientaciones externas expertamente
estructuradasy organizadas que faciliten la compro-
bacién de las conjeturas. Esta es la caracteristica
diferenciadora de la primera metodologia y de ahi su
eficacia al no discriminar a estudiantes que, por sus
rasgos personales, podrian sentirse poco motivados,
desbordados o inseguros ante estas metodologias.

Creemos que, con esta investigacion educativa,
hemos contribuido a esclarecer qué modelos de
ensefianza pueden suponer una respuesta a la
desesperacion confesada por los profesores de
matematicas cuando, un afo tras otro, constatan
que sus alumnos siguen cometiendo los mismos
errores.
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Anexo 1

Analisis de las ideas previas sobre las cdnicas.
Cuestionario definitivo

Las primeras 8 frases hacen referencia a las
curvas de las siguientes figuras en las cuales las
lineas de puntos no forman parte de las curvas, sélo
sirven para indicar cémo se trazaron:
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1. La curva 1 podria ser una hipérbola.
2. La curva 2 podria ser una elipse.

3. La curva 3 podria ser una hipérbola.
4, La curva 4 podria ser una parabola.
5. La curva 5 podria ser una hipérbola.
6. La curva 6 podria ser una parabola.

7. La curva 7 podria ser una elipse.
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8. La curva 8 podria ser una hipérbola.

9. Una elipse puede dibujarse perfectarnente
utilizando sé6lo el compas, la regla y el lapiz.

10. Si representamos la funcién y = 3x2, obte-
nemos una parabola.

11. Si sefialamos los puntos medios de todas las
semicuerdas verticales de una circunferencia (como
en la figura siguiente) y los unimos, entonces se
obtiene una elipse.

12. Una hipérbola se define asi: es la curva
obtenida al seccionar una superficie conica com-
pleta mediante un plano que no pasa por el vértice
y corta a sus dos hojas.

13. Las Uinicas elipses que existen en larealidad
son las orbitas de los planetas alrededor del sol y
las de algunas particulas atémicas alrededor del
nucleo.

14. La longitud de una parabola es infinita.

15. Si disparamos un cafién antiguo con una
inclinacion de 45° y suponemos que el rozamiento
del aire no existe, la trayectoria completa de la bala
es una curva como la de la siguiente figura:
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16. Una hipérbola no puede formarse con las
dos mitades de una elipse enfrentadas entre si.

17. Fijado un punto de una hipérbola, siempre
es posible trazar dos tangentes a dicha hipérbola
pasando por ese punto.

18. La zona de una cancha de baloncesto que se
muestra en la figura siguiente tiene forma de
parabola.

19. Una elipse se define como una curva plana,
cerrada y simétrica en la que sus puntos no
equidistan del centro.

20. Unaparabola puede dibujarse perfectamente
empleando s6lo una regla, un compas y un lapiz.

21. Las hipérbolas no aparecen en objetos o
fenémenos reales.

22.y? = 2x es la ecuacion de una parabola cuyo
eje coincide con el eje de abscisas.

23. Por cualquier punto de una elipse pasan dos
tangentes distantas.

24. Los huevos de gallina tienen forma de
elipsoide.

25. Una horquilla de pelo, como la de la siguiente
figura, tiene forma de parabola.

26. Si un jugador de baloncesto lanza el balon
desde el centro del campo y consigue una canasta,
entonces el camino recorrido por el balén tiene
forma de parabola.

27. Una parabola se define asi: es la curva
obtenida al cortar una superficie cénica por un
plano paralelo a la generatriz.

28. Las parabolas no tienen centro de simetria.

29. Una hipérbola no puede dibujarse perfecta-
mente empleando solo el compas, la regla y el lapiz.

30. Unaelipse se define como el lugar geométrico
de los puntos del plano tales que la suma de sus

distancias a dos puntos fijos es siempre la misma.

31. La grafica de la funcién y = 1/x es una
parabola.

32. Cualquier parabola tiene infinitas ecuaciones
no equivalentes entre si.

33. Un melén perfectamente simétrico tiene
forma de elipse.
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34. La ecuacién x2 = 2y es una parabola cuyo eje
coincide con el eje de ordenadas.

35. Una parabola se define asi: es una curva
abierta, simétrica e ilimitada que se caracteriza por
ser la grafica de una funcion.

Las proximas cinco frases hacen referencia a las
siguientes actividades:

A. Tommamos una superficie conica (completa) en
la cual las generatrices forman con el eje un dngulo
de 30°. La cortamos con un plano que no pasa por el
vértice y que forma con el eje un angulo, 3. Conside-
ramos la curva obtenida en esta seccion.

B. Clavamos dos chinchetas sobre una hoja de
papel y trazamos la curva que resulta al desplazar
un lapiz manteniendo tenso un hilo cuyos extremos
se han unido a las chinchetas como muestra la
figura siguiente:

C. Con una linterna cuyo haz luminoso forma un
cono perfecto, iluminamos una hoja de papel con la
inclinacién que muestra la figura siguiente; conside-
ramos la curva formada por el borde del recinto
illuminado.

20  &WPA| 11-12/1992

36. Si, 3 = 30°, la curva obtenida en A es una
seccidn conica del mismo tipo que la obtenida en C.

37. Si, 3 es menor que 30°, la curva obtenida en
A es siempre una seccidon conica del mismo tipo que
la obtenida en B.

38. Si, 3 es mayor que 30°, la curva obtenida en
A, en algunos casos, es del mismo tipo que la
obtenida en C.

39. Si cortamos la superficie conica de la activi-
dad A con un plano paralelo a una generatriz,
obtenemos una curva del mismo tipo que la obte-
nida en la actividad C.

40. Si seccionamos la superficie conica de la
actividad A con los planos que cortan a todas las
generatrices, podria obtenerse, en algiin caso, una
curva del mismo tipo que la obtenida en la activi-
dad B.

Anexo 2
Materiales de la primera metodologia

Entre las primeras curvas descubiertas y anali-
zadas por los griegos figuran las elipses, las
hipérbolas y las pardbolas. Como tit ya tienes una
cierta idea intuitiva sobre la forma de estas curvas,
a continuacién apareceran 9 curvas y tit vas a
decidir, apoydandote en esa idea, qué tipo de curva
es cada una:

Curval

Imagina que, con una linterna cuyo haz lumino-
so forma un cono perfecto, iluminas una hoja de
papel con una inclinacién parecida a la que indica
la siguiente figura: '

Considera la curva que delimita el recinto ilumina-
do. /Qué tipo de curva es?
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Curvya IV

Descubre cémo se trazd la siguiente curva:

Curva II

La zona de una cancha de baloncesto tiene
aproximadamente la siguiente forma:

,Qué tipo de curva es?

Curva V

,Qué tipo de curva es la formada por el arco del
puente y su reflejo, en la siguiente fotografia?
¢Queé tipo de curva es? (Puedes utilizar papel vegetal para calcar esta

curva y hacer luego su estudio).
Curva III

El siguiente dibujo muestra dos semicircun-
ferencias enfrentadas y separadas:

,Qué tipo de curva es?
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Curva VI

JQué tipo de curva es la formada por una
horquilla del pelo como la siguiente?

Curva VII

Ilumina la pared con una lampara de mesa que
tenga una pantalla cilindrica manteniendo el eje de
la lampara paralelo a la pared como muestra el
suguiente dibujo:

AN

J,Qué tipo de curva forma el borde del recinto
iluminado?

Curva VIII

Considera una circunferencia de 4 cm. de radio.
Vamos a «achatarla». Para ello, escogemos un
diametroytrazamosvarias cuerdas perpendiculares
a él (fig. 1). A continuacion, «<bajamos», cada punto
P de la circunferencia al punto P’ que esta en la
mitad de RP, y «subimos» cada punto Q al punto Q’
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que esta en la mitad de RQ (fig. 2). Unimos todos los
puntos P’y Q' asi obtenidos. ¢Qué tipo de curva
obtenemos?

— e e e e ———

0

¢ —— —0— —

X

of-——¢——=

Figura 2

Curva IX

Aqui tienes la grafica de la funcién y = 0’25x>
obtenida a partir de su tabla de valores:

2Qué tipo de curva es?
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2. Descubre el trazado de la curva siguiente
(figura 3.2) y reproduicela en tu cuaderno:

Y
XY
gl o
*1]0'25
t2| 1
+3(2'25
4| 4
5| 625
0 8
Figura 3.2
X
3. Considera un cono en el que se han introducido
dos esferas de distintos radios, no tangentes entre
si (como muestra la figura 3.3). Secciona el cono
Ane con un plano tangente interiormente a las dos
x0 3 o . -
esferas (como indica esquematicamente la fig. 3.4)
Materiales de la segunda metodologia y dibuja aproximadamente la curva que resulta de

dicha seccion.

Las aparencias pueden o no enganar.

Actividades:
Realiza las siguientes actividades:

1. Sobre un cartén coloca una hoja de papel y
clava en ella dos chinchetas. Manteniendo tenso
un hilo unido a ellas, ve trazando con un lapiz una
curva como indica la figura 3.1:

Figura 3.1 Figura 3.3 Figura 3.4
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4. Imagina que, con una linterna cuyo haz
luminoso forma un cono perfecto, iluminas una
hoja de papel con una inclinacién parecida ala que
aparece en la siguiente figura 3.5:

Figura 3.5

Dibuja aproximadamente la curva formada por
el borde del recinto iluminado.

5.  Considera una circunferencia de 4 cm de
radio. Vas a "achatarla". Para ello, escoge un
diametro y traza varias cuerdas perpendiculares a
¢l (fig.3.6). A continuacioén, "baja" cada punto P de
la circunferencia al punto P' que esta en la mitad de
RP, y "sube" cada punto @ al punto Q' que esta en
la mitad de RQ (fig. 3.7). Une todos los puntos P'y
Q' asi obtenidos y resultara una "circunferencia
achatada".

Figura 3.6
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Cuestiones

a) En las actividades anteriores, han aparecido
curvas que parecen elipses. Como tti ya tienes una
idea intuitiva de lo que es una elipse, después de
analizarlas y compararlas detenidamente, indica
cuales crees que son elipses y cuales no, segiin esa
idea.

b) Es logico que tu respuesta a la pregunta del
apartado anterior difiera de la de algunos de tus
comparieros, porque el criterio para decidir qué es
una elipse ha sido subjetivo y, por lo tanto, distinto
en cada uno. ;/Quién tiene razén? Para decidirlo,
nos hace falta un criterio Ginico, objetivo, que sirva
para que todas las personas se entiendan sin
ambigiiedades cuando hablan de elipses. Este
criterio consiste en establecer una definiciéon pre-
cisante aceptada de lo que es una elipse. Los libros
de texto de matematicas suelen definirla asi:

La elipse es el lugar geométrico de los puntos del
plano tales que la suma de sus distancias a otros
dos puntos fijos, llamados focos, es siempre la
misma, es decir, es constante.

Tal vez te resulte extrafia esta definicién e
inclusocreas que estamal, que eselugar geométrico
no tiene nada que ver con un elipse. Acéptala por
un momento y realiza la siguiente investigacion:

JCuales de las curvas que has obtenido antes
son elipses y cuales no de acuerdo con esa defini-
cién? jOjo, ahora ya no te fies sélo de tus ideas
intuitivas: razona lo mejor que puedas!

¢) Compara estas ultimas respuestas con las
primeras. ¢Las apariencias enganan?

José del Rio Sanchez

Grupo Gauss

Instituto Universitario de Ciencias
de la Educaciéon

Universidad de Salamanca
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Matematicas experimentales!

Introduccién

En primer lugar, quiero manifestar mi mas
sincero agradecimiento a los Organizadores de
estos Il Encuentros Extremefios por la amabilidad
que han tenido al invitarme.

Antes que nada, una aclaracioén. Al hablar de
matematicas experimentales me estaré refiriendo
siempre a la enseflanza de nuestra materia. Nada
mas lejos de mis posibilidades que intentar adjetivar
las propias matematicas. Hablaré de enseflanza de
las matematicas y, en general, de la utilizacion de
recursos que posibiliten la accion del alumno y su
protagonismo en el aprendizaje. No pretendo,
obviamente, magnificar ni dar valor absoluto a
nada; las matematicas experimentales seran,
simplemente, una propuesta metodologica y
organizadora del espacio educativo.

He elegido un tema que considero de actualidad.
De actualidad no porlonuevo, que no lo es, sino por
lo “novedoso”. En los tiempos de Reforma que nos
ha tocado vivir en Espafia, se estan propiciando
unos cambios que yo no dudaria en calificar de
profundos: estamos pasando desde un paradigma
de ensefianza expositivo, contemplativo, de “rigor
matematico” y teérico, a otro en el que predomina
la propia reflexién del alumno, el planteamiento de
actividades y preguntas por parte del profesor, el
“rigor didactico”, lo cultural.

Antonio Pérez Jiménez

Profundo, porque arranca desde el propio
profesorado: desde casi al mismo tiempo que se
implantan los actuales programas de EGB y BUP,
en la década de los setenta, grupos de profesores
relacionados con o aglutinados por los movimientos
de Renovaciéon Pedagogicas (los actuales MRP's)
manifiestan su desacuerdo con los programas
implantados por los “expertos” (las “matematicas
modernas”, en nuestro caso; la “lingtistica
estructural”, etc.). Pronto aparecen textos y métodos
alternativos y, cada vez mas, gruposy asociaciones
que reivindican de una u otra manera, un cambio
de programa, del curriculo, que decimos hoy.

El Grupo Cero de Valencia puede ser, para los
que ensenamos matematicas, un primer ejemplo:
irrumpen en la escena educativa en una “Escola
d’Estiu” de Barcelona,, en 1975, dentro del marco
delas actividades de “Rosa Sensat”. Sus propuestas
de entonces suponen un revulsivo: basta de hacer
matematicas sin sentido; hagamos clases con
problemas de interés, vienen a decir. Comienzan a
aparecer, en distinta época y hasta nuestros dias,
otros grupos: Zero de Barcelona, Azarquiel de
Madrid, Beta de Badajoz, Halley de Caceres; los
colectivos de didactica de Leén, Cantabriay Sevilla;
los Seminarios Permanentes de Salamanca y
Malaga; las asociaciones de profesores de Canarias,
Andalucia, Castilla, Aragén, Navarra, Castellon,
Extremadura, Alicante, Madrid y Galicia.

1 Conferencia pronunciada por el autor en los II Encuentros Extremefios de Educacién Matematica, organizados por la
Sociedad Extremenia de Profesores de Matematicas, y celebrados en Caceres del 19 al 21 de noviembre de 1991.
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La propia Administracion, en el afio 83, lanza la
Reforma en plan experimental. pero a diferencia de
otras Reformas, el posicionamiento de Grupos de
profesores es claro y, en cierta medida, la
administracion lo tiene en cuenta. Y es desde este
punto de vista, del de la accién del profesorado, y
desde el de la incorporacién masiva del alumnado
a la ensenanza secundaria, desde el que digo que
se esta produciendo una Reforma en profundidad.

Ya sé que el desencanto invade hoy muchos de
nuestros Centros. Muchos son los problemas: desde
los laborales y administrativos hasta los de
“identidad”, pasando porlafalta deespaciosyrecursos
que sonimprescindibles en esta Reforma pregonada.
Pero desde el centro mismo de la crisis, el
posicionamiento didactico, que para mi equivale a
cientifico, es cada vez mas importante.

Dije al principio que el planteamiento que voy a
hacer no es nuevo, sino novedoso. Veamos un
ejemplo.

Se trata de un problema que suelo contar. La
situacién es la siguiente:

P NNZZZ NS /NS

Nos muestran, entreabierta, una caja cuadrada
en la que hay un masaico construido con dos tipos
depiezas: triAngulosrectagulos eisosceles yrombos
conladosiguales alos catetos delos triangulos. Los
catetos y los lados del rombo son iguales. Se
observa una primera fila compuesta por dos
triangulos, con las hipotenusas hacia nosotros y

LA 11-12/1992

situados en los extremos, y cuatro rombos. Se trata
de averiguar cuantas piezas de cada tipo hay en
total.

Cada vez que he propuesto este problema, los
profesores han actuado, en general, como los
alumnos: bien mediante dibujo o bien mediante
piezas han intentado reconstruir el mosaico. En
alguna ocasion, alguien dala solucion “matematica”
a primera vista: (4+2v2)2 = 24+16V2 y por lo tanto
el mosaico estard compuesto por 48 triangulos
(area 1/2) y 32 rombos (area V2/2).

Los problemas sobre mosaicos son de rabiosa
actualidad en la ensefianza, perono son nuevos. El
problema que he referido esta contado por el profesor
Puig Adam a prop6sito de un juego popular entonces
conocido como “Rombo”.

El problema viene a cuento de nuestra charla.
Es un prototipo de problema en el sentido de que
con problemas como éste podemos introducirnos
en el mundo de las cantidades inconmensurables:
la existencia de la V2, en nuestro caso, nos lleva a
no poder “mezclar” rombos y tridngulos en el
recuento.

Y podemos introducir al alumno experi-
mentalmente: acudiendo a la estrategia de resolver
un problema con la misma estructura, pero mas
simple en sus datos; por ejemplo, en un friso puede
observarse la imposibilidad de mezclar cantidades
no conmensurables. Por otro lado, una progresiva
generalizacion en los datos, conduce a un método
general de resolucion del problema planteado.

La experiencia con profesores de matematicas, en
su intento de resolver este problema, también nos
dice mucho. Casitodos, intentan la via experimental;
no acuden directamente al modelo matematico, a
pesar de quela caja, siendo cuadrada, podria apuntar
al calculo del area del cuadrado antes descrito.
Parece que ante una situacion nueva, todos la
abordamos “tirando” de lo experimental. No siempre
se acude directamente al bagaje de conocimientos, ni
siquiera en matematicas.

Pero retomemos el hilo de la charla alli donde lo
habiamos dejado. Deciamos que el tema no era
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nuevo sino novedoso. Y no es nuevo porque, salvo
con los actuales programas de matematicas
modernas, la ensefanza de las matematicas ha
estado siempre relativamente centrada en la propia
experiencia, en lo empirico, en lo concreto. Bien es
verdad que con distintos enfoques, principalmente
dos: uno consistente en considerar los procesos de
aprendizaje vinculados a una intuicién estatica, en
la que la construccién del conocimiento estaba
centrada en una especie de actitud contemplativa, y
otro en el quela intuicion se entendia desde un punto
de vista dinamico. El punto de vista dinamico se
impone al estatico; Gattegno, Castelnuovo, Puig
Adam, Nicolet, miembros de la CIEAEM, (Comision
Internacional para el Estudio y Mejora de la
Ensefianza de las Matematicas), hablan de una
ensenanza en la que el aprendizaje adquiera una
mayor importancia. Decir aprendizaje es decir,
también, protagonismo del nifio. Las tesis de Piaget
sobre psicologia evolutiva aparecen ya reflejadas en
el primer libro de la Comisién. Puig Adam llega a
afirmar que el profesor debe parecerse cada vez
menos a un conferenciante y cada vez mas a un
maestrodetaller. E1 Aula-Taller, incluso el Laboratorio
de Matematicas, no es una invencion de los ochenta.

Tras el Congreso de Royaumont, el academi-
cismo matematico se impone y las llamadas
“matematicas modernas” impregnan los conte-
nidos y métodos de la ensefianza.

Cuando decidi hablar de matematicas expe-
rimentales en esta Conferencia, lo hice adrede: es
importante dar un giro a la actual ensenanza de
nuestramateria; nuestros actuales programas llevan
a impartir una matematica carente de significado,
ahistéricayacultural: el formalismo por el formalismo.
Elalumno esta obligado a trabajar de forma rutinaria
y memoristica: la falta de referencias es absoluta.
Frente a ello, creo que se impone la utilizacién de
recursos, demateriales que “encarnen”los conceptos,
los métodos y permitan aquello que constituye la
esencia de toda disciplina cientifica y, muy en
particular, de la nuestra: la abstraccién. Partiendo
delformalismo bourbakista, s,qué puede abstraer un
alumno?. Podra memorizar, s6lo memorizar. El
alumno aprendera matematicas, pero no en la
escuela. O como nos ha recordado recientemente
Leone Burton, en todo caso el alumno se

acostumbrara a pensar en matematicas, perono a
pensar matematicamente.

¢Es la Matematica una ciencia experimental?

El titulo de la conferencia puede conducir a la
afirmacién: La Matematica es una ciencia
experimental. Si en algo han estado de acuerdo
empiristas y racionalistas ha sido precisamente en
la consideracion delamatematica como una ciencia
no empirica del conocimiento matematico.

Frege, que se sittia en una posicion platonica al
afirmar: “Si en el flujo continuo de todas las cosas
no persistiera nada firme, eterno, desapareceria la
inteligibilidad del mundo y todo se precipitaria en
la confusién”, considera, sin embargo, que “El
modo de consideracién histérico, que trata de
detectar el devenir de las cosas y de descubrir su
esencia a partir de su devenir, tiene, sin duda, una
gran justificacion” y afiade, “pero también tiene
sus limites”. (Gottlob Frege, Fundamentos de la
Aritmeética, Ed. Laia, 22 edicién, Barcelona 1973).

Lo que si parece claro, es la vinculacién de la
matematica, en sus origenes, con la experiencia y
el quehacer humanos. Asi, Boyer, en su Historia de
la Matematica, afirma: “Durante un cierto tiempo
se penso que lamatematica sereferia directamente
almundo de nuestra experiencia sensible, y s6lo en
el siglo XIX se liberd la matematica pura de las
limitaciones que implican las observaciones de la
naturaleza. Esta totalmente claro, no obstante,
que la matematica apareci6 originariamente como
parte de la vida diaria del hombre (...)”

Y mas adelante, hablando del Papiro de Moscti
(1890 a. C.) y refiriéndose al calculo del volumen
del tronco de piramide, Boyer dice, “No se sabe
como llegaron los egipcios a estos resultados, pero
parece muy posible que laregla para el volumen de
la piramide tuviera un origen experimental, y quiza
también para el volumen del tronco, aunque no es
tan facil. Para este uiltimo, parece mas probable
una explicacién de base tedrica, y se ha sugerido
que los egipcios pudieron proceder aqui de una
manera analoga a como hicieron en los casos de los
triangulos isdsceles y del trapecio isosceles, es
decir, pudieron haber descompuesto, al menos
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mentalmente, el tronco de piramide en parale-
lepipedos, prismas y piramides”.

Otro historiador, Eric Temple Bell, (Historia delas
Matematicas”, 1985 -12ed. original, 1945) refiriéndose
al caracter deductivo de las matematicas, afirma:
“Existe un abismo entre el empirismo practico de los
agrimensores que parcelaban los campos del antiguo
Egipto, y la geometria de los griegos del siglo VI a. C.
Aquello fue lo que precedi6 a las matematicas; esto,
las matematicas propiamente dichas; ese abismo lo
salva el puente del razonamiento deductivo aplicado
en forma consciente y deliberada a las inducciones
practicas de la vida diaria. Las matematicas no
existen sin la estricta demostracién deductiva a
partir de hipoétesis admitidas y claramente
establecidas como tales. Lo anterior no niega que la
intuicién, los experimentos, lainducciény el golpe de
vista sean elementos importantes en la inventiva

- matematica; inicamente establece el criterio por el
cual el resultado de todo golpe de vista, sea cual sea
el nombre que se le asigne, se juzga o no como
matematicas. Asl, por ejemplo, laregla titily practica
delosbabilonios -que el area de un campo rectangular
puede medirse multiplicando “ellargo por el ancho”-
puede verificarse en la practica con toda la exactitud
fisicamente posible, pero esareglano seincorpora en
las matematicas hasta que se ha deducido de
supuestos explicitos”.

Y, a continuacion, en vista del auge de las
matematicas aplicadas, Bell habla del prestigio
matematico de los procedimientos semiempiricos
de calculo. Esta son sus palabras: “Es significativo
asentar que esta diferencia tajante entre las
matematicas y las demas ciencias empezd a
desaparecer por elrapido desarrollo delas llamadas
matematicas aplicadas durante la segunda guerra
mundial. Los procedimientos semiempiricos de
calculo, necesarios por su utilidad practica en la
guerra, alcanzaron un completo prestigio mate-
matico”.

,Qué diria Bell ante la demostracién por
ordenador del teorema de los cuatro colores dada
a conocer por Hankel y Appel en 1976 y anunciada
en las paginas del New York Times? Segiin Davis y
Hersh (Experiencia Matematica, Ed. Labor-MEC,
1988), la critica del filosofo consistiria en afirmar
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que “se esta sacrificando una parte esencial de la
certeza matematica alnivel vulgar del conocimiento
ordinario, que esta sujeto a un escepticismo posible
y cierto del cual siempre estuvo libre el conocimiento
matematico”. Sin embargo, para estos mismos
autores, el matematico lo vera de distinta manera
seglin pertenezca ono a esafamilia de matematicos
que se sienten cémodos con el ordenador.

El ordenador es, qué duda cabe, la herramienta
moderna conla que vienen trabajando tlltimamente
algunos matematicos. Los matematicos han venido
utilizando desde siempre multitud de herramientas
y artilugios; laregla y compas, los abacos y laregla
de¢calculo, son los mas conocidos junto con las
calculadores modernas y los ordenadores.

Aesterespecto, cuenta Henri Poincare lamanera
de proceder, tan distinta, de los matematicos. Y,
hablando de Klein, refiere: “(...) estudia una de las
cuestiones mas abstractas delateoria de funciones;
se trata de saber si sobre cierta superficie de
Riemann, existe siempre una fucion que admite
singularidades dadas. ¢Qué hace el célebre
matematico aleman? Reemplaza la superficie de
Riemann por una superficie metalica, cuya
conductibilidad eléctrica varia segun ciertas leyes.
Pone dos de sus puntos en comunicacién con los
polos de una pila. La corriente, dice, tendra que
pasary, laforma como esta corriente sea distribuida
sobre la superficie, definirda una funcién cuyas
singularidades seran precisamente las que estan
previstas por el enunciado.

Sin duda, Klein sabe bien que ahi no ha hecho
mas que una estimacion aproximada; sin embargo,
no ha vacilado en publicarla. Probablemente creia
encontrar en ello, sinouna demostracién rigurosa,
por lo menos no sé que certeza moral. Un légico
habria rechazado con horror una concepcién
semejante o, mas bien, no habria tenido que
rechazarla, pues nunca habria podido nacer en su
mente". (H. Poincaré; El Valor dela Ciencia; Espasa-
Calpe, 32 Ed.).

Elnombre de Matematicas Experimentales esta
sacado de una cierta clasificacién que suele hacerse
de las tendencias en la ensefianza de las mate-
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maticas. Segun esta clasificacién, se distinguen
tres tendencias:

1.- Las Matematicas y el Entorno.
2.- La Resolucion de Problemas.
3.- Las Matematicas Experimentales.

La primera de estas tendencias supone, antes
que nada, un rechazo a las llamadas matematicas
modernas: :

- Busca la motivacion.

- Pretende la interdisciplinariedad.

- Considera alas matematicas comouna ciencia
auxiliar.

- Aborda problemas de la realidad.

- La ensefanza se entiende integrada dentro de
la realidad cultural. En este sentido, las
matematicas no son sino un instrumento
cultural.

El Grupo Cero de Valencia, al que ya he aludido,
fue en el segundo lustro de los 70 el principal
impulsor de esta corriente. Anivel tedrico, la escuela
holandesa de Freudhental, con sus estudios sobre
fenomenologia de las estructuras didacticas, sera
la principal valedora de esta tendencia.

La segunda de las tendencias senaladas, la
Resolucion de Problemas, retoma lalinea de Polya.-
Las matematicas son, alfiny al cabo, los problemas
que la originan. Resolver los problemas es un
proceso intimamente vinculado al de construccion
y descubrimiento de las matematicas. La N.C.T.M.
(National Council of Teachers of Mathematics),
recomienda que la Resolucién de Problemas sea el
principal objetivo de la ensefianza de los 80. Alan
Schoenfeld, uno de los principales teéricos de esta
tendencia, distingue cuatro enfoques principales:

1.- Ejercicios muy sencillos situados en el
contexto del mundo real.

2.- Problemas de Matematicas :\plicadas o de
“Modelos Matematicos”.

3.- Problemas que intentan explorar, desde un
punto de vista psicolégico, los aspectos del
pensamiento matematico.

4.- Resolucién de problemas en el sentido de

2 Ver ejemplificacion en la seccién "Para Coleccionar”

Polya, en cuanto al método heuristico y a las
estrategias generales de Resolucién.

Encuantoalaterceratendencia, las Matematicas
Experimentales, que dan nombre a nuestra charla,
reune aspectos de las tendencias anteriores: por
unlado, considera muy importante los procesos de
elaboracién empiricos y, en este sentido conecta
con la primera tendencia; por otra, utiliza como
meétodo la Resolucidén de Problemas. Cuando se
habla de matematicas experimentales, se le suelen
asociar las siguientes notas caracteristicas:

1.- Las matematicas experimentales se basan
en el método cientifico de ensayo y error. '

2.- La matematizacién se produce mediante un
proceso de construcciéon de modelos.

3.- Disminuye el énfasis en las demostraciones
deductivas y se atiende mas a las aportaciones de
pruebas y conjeturas, conectando de esta manera
conlalinea de matematicas informales de Lakatos.

4.- Por otrolado, las matematicas experimentales
determinan un espacio “natural” para el aprendizaje:
el taller o Laboratorio de Matematicas.

Pero antes de seguir con esta ya largd perorata
con la que tengo el riesgo de aburrir al auditorio,
vamos a comentar algunos ejemplos.

12 Ejemplo: Trabajando con poliedros.2

La matematica sobre poliedros suele consi-
derarse una materia acabada. Parece que pocomas
hay que decir y, mucho menos de los platénicos.
Hablar de ellos a los nifios suele ser un ejercicio
entre cultural, estético y de descripcion. Es ésta
una opinién que debe estar bastante extendida,
porque poco, muy poco se habla de ellos en los
programas actuales. Pero siala ensefianza se le da
el enfoque constructivo de elaboracién de las
matematicas por los alumnos, de la aprehension
por estos del proceso de elaboracion, entonces
tratar en clase el tema de los poliedros puede ser
muy instructivo.

El ejemplo se refiere exclusivamente a una parte
de todo el partido que se le puede sacar al estudio
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de poliedros, dentro de otro mas general, de
percepcion y matematizacion del espacio tridi-
mensional.

Utilizaremos como material los troqueles “Plot”
o los poligonos de plastico engarzables conocidos
como Polydron.

En una primera fase, dejamos que los alumnos
jueguen con el material, que se familiaricen con él.
Aparecen ya poliedros “monstruos”, quizas por un
tendencia natural en los nifios de alejarse de lo
convencional o simplemente por una estética
distinta.

Solicitamos que construyan poliedros con un
solo tipo de piezas (poligonos regulares). Construyen
el cubo, el dodecaedro, el tetraedroy suele aparecer
el octaedro y, a veces, también el icosaedro. No
suelen faltar algunos deltaedros (poliedros con
caras triangulos equilateros) no regulares.

Durante este proceso, los alumnos han
observado que no se pueden construir poliedros
con el hexagono. El profesor interviene para solicitar
si pueden obtenerse poliedros regulares con
poligonos de seis o mas de seis lados. He aqui una
buena cuestion para reflexionar sobre los angulos.

Descartados el hexagono y los poligonos de mas
lados, nos centramos en el tridangulo, cuadrado y
pentagono. La evidencia empirica lleva a que con el
cuadrado s6lo se puede montar un poliedro, el
cubo, y lo mismo con el pentagono. Cuatro
cuadrados suman en un vértice 3602 y por lo tanto
no pueden “subirse al espacio”. Cuatro pentagonos
suman mas de 360° en un vértice.

Noocurrelomismo conlos triangulos equiléteros:
aparte de los deltaedros que ya han obtenido,
(tetraedro, octaedro, y algunos no regulares)
comienza a aparecer toda una fauna. Solicitamos
quelosnombreny los caractericen. Surgen nombres
mas variopintos y una conjetura: sélo hay deltaedros
con numeros pares de caras: 4, 6, 8, ...

JPor qué no puede haber deltaedros con un
numero impar de caras? ;Como se puede construir
un deltaedro a partir de otro, del anterior? Ambas
preguntas estan relacionadas y el proceso de
construcciénnos facilita una prueba de la primera.
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Debemos entrar en una sistematica de cons-
trucciony clasificacién. Desechamos los deltaedros
concavos porque pueden ser obtenidos por
yuxtaposicion de los convexos. Nombramos y
buscamos caracteristicas: el orden del vértice
aparece casi a primera vista. Escribimos una tabla
sobre el enceradoy facilitamos los nombre genéricos
y los “vulgares” cuando los conozcamos.

DELTAEDRO C AV V-3 V4 V-5
Tetraedro 4 6 4 4

Delta-6 6 9 5 2 3
Octaedro 8 12 6 6
Delta-10 10 15 7 5 2
Delta-12 12 18 8 4 4
Delta-14 14 21 9 3 6
Delta-16 16 24 10 2 8
Icosaedro 20 30 12 12

En esa tabla, se echa de menos el deltaedro de
18 caras. ¢Existira o no el delta-18? ;Por qué no
aparece? Los intentos de cosntruirlos han sido
vanos. Se impone la reflexién. Y lo natural es
hacerlo sobre el propio proceso de cosntruccion y
teniendo en cuentalas caracteristicas de los vértices.
Anadir solo dos triangulos al delta-16 obligaria a
un vértice a ser de orden 6., es decir, plano; sin
embargo si puedo anadir cuatro al delta-16,
abriéndolo desde los dos tnicos vértices de orden
4. [Un estudio detallado de lo que acabo de hacer,
y mas general sobre Poliedros, aparece en el libro
de Gregoria Guillén Poliedros (Ed. Sintesis, Madrid,
1991)].

He aqui una construccién empirica y una prueba
de la misma naturalea. Por el camino, los alumnos
no s6lo se han familiarizado con los poliedros y han
aprendido sus nombres, también han efectuado
caracterizaciones y clasificaciones, han realizado
pruebasbasadas en el propio proceso de construccion,
se han hecho preguntas y han elaborado conjeturas.
La actividad ha sido, sin duda alguna, muy rica.
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2° Ejemplo: Midiendo en la realidad.
Trigonometria.

El enfoque usual de la trigonometria, que se suele
restringir a 2° de BUP, es decir a alumnos de 15 anos,
esta encaminado al estudio de las funciones
circulares. Por ello, tras una alusién a la semejanza,
se suelen definir las razones trigonométricas, se
generalizan para angulos mayores de 90°, se
representan graficamente, se establecenlasrelaciones
entre ellas y se estudian las férmulas centrales
{desde la llamada férmula fundamental, hasta los
conocidos desarrollos del seno, el cosenoylatangente
dela suma de angulos; férmulas para el angulo doble
y mitad). Los ejercicios suelen girar sobre la
adquisicion de habilidades con éstas formulas para
lo que se suele acudir a la comprobacion de
identidades y a las ecuaciones trigonométricas. Por
ultimo, se estudia la llamada Trigonometria plana,
con los teoremas del seno y coseno. En definitiva, un
enfoque en demasia internalista, con ejercicios de
aplicacion.

Desde una perspectiva de enseflanza experi-
mental, el enfoque es otro y, desde luego, deberia
empezarse a edades mas tempranas, pueslo esencial
de la trigonometria es la medicién.

La trigonometria nos proporciona una extra-
ordinaria ocasion para imbuir a nuestro alumnos en
una perspectiva mas histérica y cultural, de
matematica aplicada. En este sentido, un aspecto
esencial es explicitar los llamados trabajo de Campo
y trabajo de Gabinete. Es decir, hay unas medidas
que se toman en la realidad, con unos instrumentos
de medicién, y unas tareas a realizar sobre la mesa,
en la que se traducen los problemas reales de
medicién a problemas semejantes y se utiliza un
cierto bagaje teorico.

Desde esta perspectiva, los clasicos problemas
escolares de calculo de distancias a puntos
inaccesibles pueden hacerse simplemente a escala
(incluidos los de pies inaccesibles): se utilizan los
datos, distanciasy angulos, para elaborar, a escala,
un dibujo en el que las incognitas seran segmentos
que hay que medir sobre el papel y restituir la
escala. Es un método sencillo y de una gran
potencia.

Lasrazones trigonométricas empiezan a jugar un
importante papel en el momento en que intentamos
prescindir del dibujo a escala, para hacer un trabajo
mas preciso, menos laborioso e independiente de los
atiles de dibujo. Definir las razones trigonométricas,
calcular tablas por medicion y su generalizacion a
angulos mayores de 90°, son eslabones que pueden
ir perfectamente engarzados en el planteamiento de
problemas sobre medidas.

Un ejemplo simple: el calculo dela altura de una
torre. Sobre el terreno, se han medido la distancia
desde el pie dela torre hasta el punto del observador,
y, con un gonidémetro vertical, se ha calculado el
angulo de la visual trazada hasta la cima de la
torre. El dibujo de gabinete supone, en primer
lugar, una decision sobre qué escala se usara, la
realizacion del propio dibujo y, finalmente, la
restituciéon de la escala correspondiente. Al entrar
en juego las razones trigonomeétricas, el problema
se reduce a multiplicar la medida tomada por la
tangente del angulo medido. Asi, disponer de una
tabla de tangentes nos permitird economizar
esfuerzos y ahorrar tiempo.

De esta manera, las razones trigonomeétricas se
introducen con problemas elementales; los alumnos
construyen pequenas tablas midiendoy calculando
sobre tridangulos rectangulos que ellos mismos han
dibujado; han de decidir cual sea la unidad de
medida mas conveniente, para calcular con mas
precision, y sobre qué lado conviene tomarla para
ahorrar calculos. En este proceso, surge la
circunferencia goniométrica, que a su vez, nos
sugiere la generalizacion a angulos mayores de 90°
y negativos, y la representacién grafica.

La llamada trigonometria plana no es
necesariamente el ultimo eslaboén, para el que
ademas se necesitanlos teoremas del senoy coseno,
como sugieren los planteamientos escolares
tradicionales. Como se ha estado trabajando con
triangulos cualesquiera, v no sélo con triangulos
rectangulos, los alumnos han tenido que utilizar la
estrategia de la altura. Trazar la altura permite
reducir el problema a tridngulos rectangulos. La
utilizacion de este recurso tan simple, no debe ser
un paso dado por el profesor para demostrar los
consabidos teoremas, sino un objetivo de cono-
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cimiento. Con la “estrategia de la altura”, los
teoremas de seno y coseno se introducen mediante
la generalizacion de aquellos problemas que ya han
sido resueltos.

Otro aspecto que me parece importante destacar
desde la 6ptica experimental, es el calculo exacto
de razones trigonométricas. Es usual calcular las
razones de 30°, 60° etc. y, curiosamente, “por
decreto”, se suele trabajar con ellas mas que con
las aproximadas. Calcular valores exactos tiene el
interés de trabajar directamente desde la teoria. Si
calculamos el seno de 60°, tomaremos un triangulo
equilatero, de lado unidad, trazaremos su altura,
que ademas es mediatriz, mediana y bisectriz.
Sobre uno de los triangulos rectangulos aplicamos
la definicién de seno al angulo de 30° y obtenemos
su valor exacto. A mi me gusta méas hablar de valor
teorico. Este valor me va a permitir obtener, si
quiero, la aproximacion que desee. He aqui una
buena ocasién para que el alumno discierna la
teoria de la practica, que aqui aparece servida, en
una confrontacién ofrecida por los propios
problemas y ejercicios. Desde esta oplica, el
desarrollo de las razones trigonométricas de la
suma, resta, angulos doble y mitad, etc., adquiere
una justificaciéon clara, pues permitira obtener
masrazones trigonométricas exactas, lo que parece
deseable en calculos de envergadura.

Por tltimo, unas palabras sobre recursos. Desde
la utilizacién de sombras hasta la astronomia,
pasando por la construcciéon y utilizaciéon de
goniometros, deben ser puestos en juego para
engarzar, desde la 6ptica en la que estoy situado,
todos los elementos que pueden hacer de la
trigonometria en la ensefianza secundaria una
herramienta cultural, histérica, empirica y teérica.

No estara de mas salir alguna vez al campo y
realizar alguna mediciones sobre el terreno, provisto
de una cinta métrica y de un teodolito (siempre que
este no tenga tal margen de error que, a simple
vista, consigamos mejores mediciones). Construir
un goniémetro puede ser un ejemplo sencillo: una
regla, un transportador de angulo la canula de un
boligrafo y una plomada casera, bastaran para que
los alumnos construyean un goniémetro vertical y
se hagan una buena idea de céomo se miden los
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angulos en la realidad. La clase, un laboratorio o
taller, desde el punto de vista experimetal, debe
estar provista de distintas herramientas de
medicién: desde el teodolito seflalado, hasta un
curvimetro pasando por los aparatos de medicién
mediante ultrasonidos, relativamente econdmicos.

Sobre la utilizacién de la Astronomia les invito a
leer un hermoso documento de trabajo titulado
“Geometria y Luz”, elaborado por nuestros
companeros del Grupo Halley.

3° Ejemplo: Probabilidad. El Problema de los
Repartos.

Vamos a abordar un problema historico, el de
los Repartos, para diagnosticar un obstaculo
epistemolégico y enfrentarlo por via experimental.

He aqui el segundo problema propuesto por De
Meéré a Pascal y que se considera histéricamente
como el origen del modermo calculo de proba-
bilidades, tras la fructifera correspondencia
mantenida por el propio Pascal con Fermat:

“Dos jugadores, de comun acuerdo,
deciden interrumpir una partida antes de su
final y quieren hacer un justo reparto de las
cantidades apostadas, de acuerdo con las
probabilidades que tienen cada uno de ganar”

Pascal comenta a Fermat, en carta de 29 de julio
de 1654:

“Admiro mas el método de las partidas
que el de los dados [serefiere Pascal al primer
problema planteado por De Méré, en el que se
trata de averiguar a cuantos lanzamientos
hay que jugar con dos dados, para tener la
seguridad de que se apostara con ventajal.
He visto a varias personas descubrir el de los
dados, como el caballero De Méré, que es el
que me propuso estos problemas, y también
a Monsieur de Roberval, pero el sefior De
Méré no pudo hallar nunca el valor exacto de
los repartos, ni tampoco ningun rodeo para
conseguirlo, de suerte que me encontré con
que era yo el Ginico que habia conocido esa
proporcion”.
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Pascal resuelva el problema de la siguiente
manera (en la hipotesis de que se juegue a ganar
tres partidas y de que, en el momento de la
interrupcion, el primer jugador haya ganado dos
partidas y el segundo una): “considerad, pues
senor, [dice en la citada carta a Fermat] que si el
primero gana, le corresponden 64 monedas
(“pistolas”); si pierde, le pertenecen 32 [pues en ese
momento ambos jugadores estarian empatados].
Por lo tanto, si quieren no arriesgar esta partida y
separarse sin jugarla, el primero debe decir: “Estoy
seguro de tener 32 monedas, porque incluso la
pérdida me las da, pero en cuanto a las otras 32, tal
vez yo las consiga, tal vez vos: la probabilidad es la
misma; repartamos pues esas 32 monedas por la
mitad y dadme, ademas, mis 32 monedas que
tengo seguras”. Tendra pues 48 monedas y el otro
16”.

Es decir, el reparto se hace de acuerdo con las
proporciones: 3/4y 1/4, que son las probabilidades
calculadas por Pascal.

El analisis que hace Fermat, se basa en la
Combinatoria. Pascal opina que ese método es
excesivo y que el suyo es mas corto y mas claro.

En una segunda carta a Fermat, de 24 de agosto
de 1654, le dice que Roberval ha objetado su
método: “Que es un error que se establezca que el
arte de hacer el reparto basandose en la suposicién
de que se juega en cuatro partidas, habida cuenta
que, cuando le faltan dos partidas a un jugador, y
tres al otro, no es necesario que se jueguen cuatro
partidas, pudiendo suceder que sélo se jugaran
dos o tres o, a la verdad, tal vez cuatro”. (Roberval
se esta refiriendo al caso en que a un jugador le
faltan tres partidas y al otro dos).

La posicion de Roberval lleva implicita que en el
caso de que aunjugador lefalte 2 partidas y al otro
1 las probabilidades respectivas serian de 1/3 y
2/3.

Y hasta aqui, la referencia historica.
& Qué ocurre en clase?

Suelo plantear, en lugar del enunciado histérico,
otro de idéntica estructura:

“Se lanza una moneda en dos ocasiones.
El jugador A gana en cuanto sale Cara y el
jugador B cuando salen dos Cruces. /Qué
probabilidad tiene cada jugador de ganar?”..

El planteamiento de los alumnos es similar al de
Roberval: organizan tres tipos de partidas: C, +Cy
++; es decir Cara, Cruz-Caray Cruz-Cruz. Y afiaden:
“A tiene 2 posibilidades sobre 3; su probabilidad
sera 2/3. La de B sera 1/3”.

Este problema es facil de realizar experi-
mentalmente. Se puede simular bastante bien con
una tabla aleatoria. Realizada la simulacién, el
resultado se sitia en torno a 3/4 y 1/4. Los
alumnos han de enfrentarse con la discrepancia
entre sus modelos.

Cuando he planteado directamente el problema
histérico, en el supuesto de jugarse a tres partidas
y habiendo ganado ya A le queda una partiday a B
dos para ganar; el reparto estara en la proporcion
2:1. Es decir, las probabilidades asociadas seran
2/3y1/3". Estamos enla misma situaciéon que con
el juego de Cara y Cruz. Antes, los alumnos lo
abordaron por el método de Fermat y ahora, segiin
el de Pascal. Desafortunadamente, mal en ambos
casos.

Nos enfrentamos a una situacion didactica
conocida: un obstaculo epistemologico. Los modelos
teoricos elaborados por los alumnos son claros y
rotundos (como lo era para Roberval). Didac-
ticamente, los obstaculos deben ser sacados a la
luz y los alumnos deben enfrentarse a ellos. La
utilizacion de recursos experimentales (en este
caso, la simulacion) viene en nuestra ayuda al
plantear a los alumnos el conflicto entre resultados
dispares para un mismo problema.

El obstaculo citado esta relacionado con la
nocién de equiprobabilidad. Los alumnos han
considerado que todos los casos son equiprobables
y han efectuado la proporcién. ¢Qué ocurre, pues,
con las clases ordinarias en las que la probabilidad
se centra en el modelo de Laplace de casos favorables
entre casos posibles?. Pues ocurre que los alumnos
jamas se enfrentan al citado obstaculo, que se
rehuye mediante la combinatoria, en busca de
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espacios probabilisticos equiprobables. Pascal le
decia a Fermat que su método era laborioso. Y no
le faltaba razon. Nuestros programas oficiales de
probabilidad se centran més en la combinatoria
que en el estudio del azar, con lo que no se da al
tema su cardcter mas apreciado: el de adentrar a
los alumnos en un modelo no determinista.

La realizacién y simulacion de experiencias son
una estrategia sencilla, que deberia ser utilizada en
la escuela como sefialaban Vergas y Glaymann en
su extraordinario librito “La Probabilidad en la
Escuela”. Hacer la probabilidad de esta manera, es
adentrarse en lo que estoy definiendo como
matematicas experimentales.

Con los ejemplos anteriores he pretendido
ejemplificar el enfoque experimental de la ensenanza
de las matematicas. '

En el ejemplo de los poliedros platénicos, hemos
visto como se puederealizar un proceso constructivo

delenguaje, conjeturasy pruebas desde una optica

empirica.

Con la trigonometria, hemos utilizado problemas
reales que hemos matematizado a través de la
semejanza, construyendo las razones trigonomeé-
tricas; hemos marcado claramente la diferencia
entre los procedimientos experimentales de
medicién y la utilizaciéon de modelos teéricos (en el
calculo de valores exactos), adentrandonos asi en
una valoracién de la propia teoria.

En el ejemplo de los Repartos, hemos visto c6mo
desde la 6ptica experimental pueden abordarse los
obstaculos epistemologicos a través del conflicto
cognitivo que suponela confrontacion deresultados
dispares obtenidos por procedimientos distintos.
Ademas, hemos comprobado cémo la historia nos
puede servir para detectar posibles obstaculos que
también tienen lugar en la ensefianza.

En los tres ejemplos hemos utilizado distinto
tipo de materiales. En el caso de los poliedros, el
material “Plot” o “Polydron”; en Trigonometria,
desde los gonidémetros hasta los instrumentos de
dibujo para el trabajo de gabinete. En Probabilidad
hemos utilizado monedas o hemos simulado el
problema con tablas aleatorias.
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La utilizacion de materiales y recursos diversos
suele ser una .caracteristica esencial de las
matematicas experimentales. El lugar idoneo para
trabajar con estos materiales es un Aula-Taller de
Matematicas y se concreta en una estructura
educativa conocida como Laboratorio de Mate-
maticas.

El Laboratorio de Matematicas

Ya he sefialado como el espacio natural para el
desarrollo de la ensenanza y aprendizaje desde el
punto de vista experimental es el Laboratorio de
Matematicas. Pero al decir espacio natural, no nos
estamos refiriendo a un Laboratorio en el sentido
escolar clasico de un lugar al que se va a
experimentar, a hacer practicas. No. Se podria
hablar de Laboratorio de Matematicas sin que hay
un lugar especifico y determinado; es decir, sin
disponer de un Aula-Taller. De hecho, mas adelante,
nos referiremos a los Laboratorios Moviles.
Aclaremos, pues, que €l Laboratorio es, antes que
nada, una estructura para la ensefianza y el
aprendizaje en la que se concreta la ensefianza
experimental. Tendriamos que hablar entonces,
mas que de Laboratorio, de situaciones de
Laboratorio.

Segun Fortuny y Giménez, (Els Material del

Laboratori de Matematiques, Dpto. de Didacticade .~

la UAB, 1988) que citan al pedagogo italiano De
Bartolomeis, un Laboratorio es “un espacio de
comportamiento y una forma de produccion”.

Veamos las dos notas caracteristicas que sefiala
De Bartolomeis.

Una forma de produccion quiere decir, “una
actitud investigadora respecto ala construccion de
conceptos, laresolucién de problemas, la innovacion
organizada, la preparacion de procedimientos de
investigacion, de técnicas de colaboracion, etc.”.

Por espacio de comportamientos, se entiende “el
proceso o forma de construir un concepto, de
asumirunalinea gradualy personal de aprendizaje”.

Desde el punto de vista de las matematicas, la
estructura de Laboratorio se basa enuna concepcion
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informal de las mismas, en el sentido de Lakatos.
Hacer matematicas es un proceso constructivo,
nunca terminado, en el que se realizan pruebas y
conjeturas. Yalovimos en el ejemplo de los poliedros.
Los alumnos conjeturan que se pueden construir
los deltaedros con un niimero par de caras, hasta
20. Elproceso de construccién refuta esta conjetura
al no encontrarse deltaedros de 18 caras.

La estructura de Laboratorio se fundamenta en
las tesis constructivistas dela ensenanza. El alumno
se enfrenta a su aprendizaje a través de la accion,
poniendo en juego su intuicién, su lenguaje, su
capacidad descriptiva y de abstraccién, su visiéon
estética. En unos casos, la accion es manipulativa
y concreta, aveces lidica; en otros es representativa
y simbélica y, finalmente, formal, de acuerdo con
los estadios evolutivos por los que atraviesa el
alumno.

En cuanto a la pedagogia, el Laboratorio se basa
en elmétodo experimental, que abarca, conlos pasos
anteriormente sefialados, desdelointuitivoy empirico
hasta lo teérico, pasando por el experimento mental.
Segun Giménez y Fortuny: “La estructura de
Laboratorio dala oportunidad de experimentar: mas
que en la idea clasica de laboratorio, pensamos en
situaciones de Laboratorio, que enfatizan el hecho de
que el alumno es un participante activo que construye
sus propios conocimientos, en contraposicion a la
concepcion del alumno como receptor de los
conocimientos ya acabados. Por tanto, el profesor ha
de convertirse en el promotor del conocimiento méas
que en su emisor”.

Para queunaestructura de Laboratorio sea posible
hay que disponer de un espacio organizadoy equipado
quefavorezcala actividad investigadora. Debe, pues,
disponerse necesariamente de un Equipo de
Profesores que hara las veces de Centro de
Programacion y Control del trabajo del Laboratorio.
Sera mision de este equipo, tomar las decisiones
sobre qué tipo de actividades se realizan y con qué
materiales, qué problemas se proponen y qué
gjercicios; como enlazan las actividades con el
programadel departamento, cuando estas actividades
han de ser de investigacion de consolidacién o de
evaluacion del alumno; corresponde igualmente a
este equipo la evaluacién de las experiencias

realizadas, es decir, del propio laboratorio. En
definitiva, y dicho brevemente, el Equipo de
Profesores ha de realizar la tarea de programacion
y organizacion.

Ademas del Equipo de Profesores, el Laboratorio
debe disponer de medios y material. Respecto a los
medios, retroproyector, proyector de diapositivas,
pantalla, pizarra, video y monitor y ordenadores.
En cuanto al material, desde el software y videos
didacticos hastalas tramas, pasando porlos clasicos
instrumentos de regla y compas, troqueles para
poliedros, poligonos paramosaicos, dados, ruletas,
calculadoras, y un largo etc. cuya enumeracion
nos llevaria al aburrimiento. A los ordenadores y al
software didactico dedicaré la iltima parte de esta
charla.

Segun la ubicacion delos materiales, se distingue
entre Laboratorios Moviles y Laboratorios Fijos.
Los primeros suponen evidentemente una tarea
suplementaria para el profesor, que ha de estar
llevando, cadavez, el material al aula delos alumnos.
Esta estructura moévil se lleva a cabo cuando no se
puede disponer de un Aula-Taller. Lo deseable,
evidentemente, es un Aula-Taller en la que se
dispone del material y medios, organizados de tal
manera que su utilizaciéon no demore la marcha de
la clase.

Si lo deseable, desde mi punto de vista, es
disponer de un Aula-Taller y de muchos medios y
materiales, quiero insistir en la idea de que lo
importante son las llamadas situaciones de
laboratorios. O dicho de otra manera, atin cuando
no se disponga de un espacio fisico ad hoc, muchas
actividades pueden ser realizadas en el aula de la
clase y con pocos medios.

Un ejemplo muy simple: el trabajo con tramas.
Repartimos tramas cuadradas a los alumnos.
Solicitamos que construyan poligonos de perimetro
8+4V2. Los alumnos obtienen soluciones diversas.
Algunos, muy pocos, obtienen también poligonos
estrellados. '

Sobre éstos ultimos surgen las dudas: ¢Valen o
no valen como solucién? ¢Es o no un poligono esa
figura?. La discusion se centra sobre si es o no un
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poligono. Hay quien dice que si; hay quien opina
que son dos triangulos. El profesor plantea la
pregunta, /,Cuando una figura es un poligono?

Es ésta una situacién tipica de laboratorio que
se puede realizar sin mas medios que una trama
cuadrada de puntos. Hay otras muchas que pueden
ser realizadas con pocos materiales y medios o con
medios muy rudimentarios. Al fin y al cabo, de lo
que se trata es de fomentar situaciones en la que el
alumno se adentre en su propio aprendizaje y lo
haga con curiosidad e interés.

Para terminar, quiero sefialar dos cosas. Por un
lado, que, en conexion con la Reformaylainnovacion,
el Laboratorio puede ser planteado como una
estrategia para el cambio. Una estructura de
Laboratorio es lo suficientemente flexible como para
que en ella pueda trabajar un equipo de profesores
y no todo el departamento o Seminario del Centro.
Ademas, es una estructura que se hace; es decir, las
experiencias pueden abordarse parcialmente y poco
a poco. Por otro lado, hay un referencia en los
centros: los laboratorios de las materias
experimentales; de ellos se puede partir comomodelo;
pero, eso si, con la idea de llegar al Laboratorio en el
sentido que hemos sefialado desde el principio. Por
otro lado, el Laboratorio hay que entenderlo como
una integracion de las viejas y nuevas tecnologia. No
se trata de tener los mejores medios y materiales,
sino los mas adecuados y aquellos que cumplen una
clara funcién en el aprendizaje, aportando alguna
especificidad. Las nuevas tecnologias suelen ser un
mito; s6lo su confrontaciéon en un mismo espacio de
trabajonosharaver quéventajastienen éstasrespecto
deaquéllasy cuando ambas pueden complementarse.

Dedicaremos la Gltima parte de nuestra charla
a una de esas nuevas tecnologias: los ordenadores
y el software didactico.

Las nuevas tecnologias

Mevoyacentrar, comohedicho, enlos ordenadores
y el software didactico, pero antes quiero dedicar,
aunque so6lo sea una alusién, a los videos y a las
calculadoras.

Losvideos son un extraordinario material visual
en los que las imagenes adquieren su mejor
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dinamismo. Son, desde el punto de vista de la
ensenanza de las matematicas, una continuacién
de los filmes matematicos de Nicolet bajo un nuevo
soporte mas agil y econoémico. Su incorporacién a
las aulas supone llevar la ensefianza al terreno
donde ha encontrado una mayor competencia fuera
de las clases; se dice que estamos en una cultura
delaimagen. Incorporémosla, pues, ala educacion.

En cuanto a las calculadoras, atn persiste la
duda sobre su uso. La polémica, ciertamente, es
cada vez mas apagada, pero se insiste en “el buen
uso dela calculadora”, o en “un uso adecuado”; s es
que de los demas medios no hay que hacer también
un buen uso?. Por supuesto, cuando se utilizan
eufemismos comolos indicados, no se estd pensando
en la calculadora como favorecedora del calculo
mental o como un instrumento para la Resolucién
de Problemas; se esta pensando en las habilidades
algoritmicas. En relaciéon con estas habilidades,
decia Peter Hilton (entrevista publicada en Crénica
d’Ensenyament}, que “seguimos intentando que
los alumnos calculen de manera rapida y precisa,
cuando las verdaderas matematicas son las que
llevan a comprender el por qué del funcionamiento
de las operaciones elementales. Saber dividir con
precision y rapidez no tiene sentido desde el
momento en que hay una maquina que lo hace”.

Yo afladiria que los algoritmos estan vinculados
a los medios y que nuevos medios posibilitan la
utilizacidén de nuevos algoritmos. Es una realidad
que cada vez se enserfia menos el algritmo usual de
larajz cuadrada (por supuesto, nadie aprende ya el
de la raiz cubica).

La calculadora esta haciendo posible larealizacién
de calculos antes impensables y permitiendo el
planteamiento de problemas que, por sulaboriosidad,
antes nunca se acometian.

Perosila calculadora esta cambiando el panorama
de la ensefianza, dando alternativas a los algoritmos
elementales de suma, resta, multiplicaciény division,
y permitiendo su utilizacién el abordaje de otros
problemas, entrando en el terreno de la Resolucion
de Problemas, ¢/qué decir de los ordenadores?

Yo creo quelos ordenadores son un extraordinario
recurso para una ensefnanza experimental de las
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matematicasy quiero, al final, poner algtin ejemplo.
Pero antes, creo que es obligada una reflexién
sobre su utilizacion.

La importancia de los ordenadores, y en general
delasnuevas tecnologias, parece tal que los distintos
Gobiernos han elaborado y elaboran planes
institucionales de preparacién del profesorado, de
utilizacién en clasey de suinclusién enlos curriculos
escolares. Las esperanzas puestas enlos ordenadores
hacia final de los 70 y principios de los 80 sobre las
virtualidades de los mismos parecen que, hay por
hoy, no se cumplen. Tal vez el papel del ordenador en
la ensefnanza sea mas modesto del que, en principio,
se le suponia. El Logo que, antes que un lenguaje de
programacion, es una filosofia de la ensefianza,
parecia una herramienta tal que su introduccion en
lasaulasiba arevolucionarlaeducacion. Sin embargo,
no ha sido asi y hoy se le asigna un papel mas
humilde que el que se le suponia. S. Papert, su
creador, denomina tecnocentrismo a aquella actitud
consistente en colocar al ordenador en el centro del
proceso de enseflanza y advierte que, “(...) si nos
interesa eliminar el tecnocentrismo del tema de las
computadoras, podemos encontrarnos en la
necesidad de revisar nuestros conceptos sobre la
educacion, que son muy anteriores al advenimiento
de los ordenadores”, indicando inmediatamente que
“podria argiiirse que la principal contribucion de las
computadoras ala educacion ha sido el obligarnos a
repensar en temas que, en si mismos, nada tienen
que ver con las computadoras”. Y mas adelante,
refiriéndose al Logo, dice: “No preguntéis qué puede
hacer Logo con la gente, sino qué puede hacer la
gente con Logo”. (S. Papert, “Critica del
Tecnocentrismo”, articulo publicado en Idealogic,
1986).

La actitud tecnocentrista ha desarrollado un
conjunto de sintomas que yo no he dudado en
calificar de “sindrome dela quincalleria” o “sindrome
de la cacharreria”. El ordenador ha adquirido tal
importancia que, en muchos casos, se ha convertido
en sujeto, desvirtuando el discurso educativo. Esta
actitud, seguramente obligada en el proceso de
adecuacioén de esa tecnologia a la ensefianza, ha
imposibilitado un mayor y mejor avance en los
cambios curriculares, necesarios en toda Reforma
que contemple la realidad en la que esta inmersa.

Pero, apesar de esta actitud, se ha avanzado. No
se hallegado al punto que muchos podrian esperar
en cuanto a su presencia en las aulas. Pero hay un
abundante software cuya utilizacién incidira en la
mejora de la ensefianza.

Llegado a este punto, debemos preguntarnos,
Jqué software?.

Creo que, en clase, hay tres enfoques posibles de
los ordenadores, teniendo en cuenta el software
que se utilice: Mimético, Conductista y, por tltimo,
Experimental.

El enfoque mimético, que también es frecuente
en los videos, consiste en utilizarlo como un medio
sin especificidad propia; constituyen un ejemplo de
mimetismo todos aquellos programas que “copian”
el libro de texto y lo transcriben a una pantalla,
utilizando el color y la movilidad del ordenador vy,
como pretexto, la pantalla (con estos programas se
corre el peligro de hacer a los nifios y niflas mas
teleadictos cada vez...1). Es también mimético todo
software que, con uno u otro estilo, desarrolla una
programacion didactica, o parte de ésta, sin
habérsela cuestionado previamente. El desarrollo
de todas las férmulas trigonométricas, tal y como
aparecen en los programas ordinarios, puede
prepararse mediante una hoja de calculo; pero el
punto de vista del enseflante deberia ser anterior:
Jtiene interés o es conveniente dicho desarrollo?;
caso contrario, resucitariamos las férmulas de
Briggs; y el problema no esta, obviamente en su
resurreccion, sino en su sentido didactico y en su
oportunidad. ‘

En cuanto al enfoque conductista, también
conocido como ensefanza programada, consiste
en realizar una ensefianza del paso a paso, con
retrocesos (feed-bak), con “repasos” en aquellos
puntos en que se producen errores. La “maquina
de ensenar” fue utilizada como herramienta antes
de la introduccién masiva de los ordenadores.
Estos serian para los conductistas las mejores
magquinas de ensenar.

Hay muchos programas con este enfoque; al
alumno se le va llevando poco a poco hacia la
solucién, con pequenas unidades de informacioén.
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La utilizacién de los ordenadores, en este caso, es
especifica: un libro nunca tendra la movilidad y
agilidad requerida para éste tipo de ensenanza.
Pero, en este tipo de programas, la interaccion de
los alumnos suele ser minima, pues la propia
filosofia conductista es, precisamente eso: un tinico
camino en el que si el alumno se pierde debe volver
a rememorar para seguir por ese mismo sendero.

Por dltimo, hay un enfoque que he llamado
experimental, es decir, consistente en la utilizacién
de los ordenadores desde la é6ptica del método
experimental. Se concibe el ordenador como una
herramienta mas que el alumno utiliza en su
aprendizaje. No se pretende que el ordenador
sustituya a nada ni a nadie; ni a los libros, como en
la O6ptica mimética, ni a los profesores, como puede
pretender el conductismo. El ordenador, desde el
momento que esta inserto en una estructura de
Laboratorio, juega un papel especifico, acorde con
su virtualidad.

El principal elemento que se pone en juego en un
software experimetal es el caracter interactivo del
ordenador: el ordenador no hace preguntas y el
alumno responde, sino que se establece un flujo de
comunicacién mediante el cual el alumno puede
explorar, comprobar, investigar, elaborar conjeturas,
refutarlas; en definitiva, experimentar.

Hay un par de programas didacticos que, a modo
de ejemplos, y para terminar, quiero comentar. Uno
de ellos, se titula GRAFICOS y esta elaborado por D.
Tall y otros, y traducido por el equipo “Abaco”, de la
Comunidad Canaria. Parte del programa es parecido
al Eureka o a la parte grafica del Derive. Dicho
programa se dedica a la representacién grafica,
desdelasfunciones elementales hastalas devariable
compleja, pasando la representacién de funciones
en el espacio (de dos variables y paramétricas).
Calcula graficamente la derivada e integrales por
distintos métodos y resulve ecuaciones por métodos
numeéricos.

La exploracién que el programa permite hacer
de las funciones es tipicamente experimental. El
alumno puede verificar sital o cual funcién tiene la
representacion grafica esperada. Puede explorar
dénde hay asintotas, ddnde un maximo, etc. Puede,
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ademas, introducir funciones con parametros dados
y ver qué influencia tienen tales parametros. A
modo de ejemplo sencillo, diré que se puede
experimentar como cambia laforma de una parabola
al variar la amplitud. En pantalla pueden
mantenerse varias representaciones para su
comparacion. Ademas, podemos hacer el proceso
inverso: dar una grafica y solicitar su ecuacion.

La derivadayla integral, pueden ser igualmente
exploradas a nivel grafico. En el primer caso
podemos ver cémo varia la recta tangente dentro
del dominio especificado y obtener, ademas, a
través de los distintos métodos de integracion
(rectangulos, trapecios, Simpson).

El segundo programa al que me voy a referir es
conocido como CABRI. Ha sido elaborado por El
Laboratorio de Estructuras Discretas de la
Universidad de Grénoble y fue presentado en el
ICME-6 (6% Congreso Internacional de Educacion
Matematica), celebrado en Budapest en agosto de
1988. Hay implementaciones de este programa
para PC’s y Macintosh.

Es un programa sobre geometria elemental.
Reconoce como objetos los puntos, segmentos,
rectas, tridangulos y circulos. Pueden construirse
mediatrices, puntos medios, medianas, centros de
circulos, rectas paralelas, bisectrices de angulos.
El usuario puede, por su cuenta, preparar otras
construcciones mediante un proceso denominado
“macro-construcciones”, e incorporarlas al ment.
Las construcciones usuales dereglay compasy los
lugares geométricos de puntos, se realizan con
bastante facilidad, aunque en este tltimo caso, los
objetos generados no son reconocibles como tales
por el programa.

Dispone también de un “histérico” y un diario de
sesiones, quenos permitenrecrearlas construcciones
realizadas, desde el primer paso hasta el tltimo.
Finalmente, pueden medirse angulos y segmentos.

El programa es facil de manejar y totalmente
interactivo. Es ideal para el aprendizaje de la
geometria elemental plana y el desarrollo del
lenguaje correspondiente.
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Los objetos pueden ser desplazados por la
pantalla, segin el grado de libertad y con las
condiciones de dependencia que haya entre ellos.
Estos desplazamientos permiten comprobar
experimentalmente teoremas como los referidos a
los puntos notables delos triangulos, equidistancias
de la bisectriz y la mediatriz, teorema de Pitagoras,
condiciones para la existencia de un triangulo,
segin las medidas de los lados, etc.

Es, en fin, un programa que genera situaciones
dinamicas para el aprendizaje de la geometria
elemental plana.

Antonio Pérez Jiménez
L. B. Nervion. Sevilla
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El desarrollo del razonamiento logico en
matematicas: correlacion y combinatoria

José Antonio Acevedo Diaz
Sixto Romero Sanchez

En la teoria del pensamiento formal de Piaget aparecen diversos esquemas
operatorios relacionados con el razonamiento matemaitico. En el presente
articulo se estudian algunos aspectos de dos de estos esquemas: la correlacion y
lacombinatoria. Se analizan las respuestas de estudiantes de Educacion Secundaria
(BUP, COU y Reforma) a cuatro tareas del Test de Razanamiento Léogico (TRL). La
evaluacion se ha centrado sobre todo en la discusion de los pincipales errores
sistematicos encontrados. Asimismo, se sugieren implicaciones parala ensefianza
de estas nociones desde el punto de vista del aprendizaje y el desarrollo cognitivo

de los estudiantes.

Introduccion

Como es sabido el razonamiento correlacional
implica identificar y verificar relaciones entre
variables, siendo precisa alguna forma de compa-
racion entre aquellos datos que confirmen la
hipétesis a pruebaylos que se muestren contrarios
aella. Segtin Inhelder y Piaget (1955) la adquisicién
del concepto de correlacién supone la conjuncién
de otros esquemas operatorios formales, taly como
los de proporcionalidad y probabilidad, ya que son
necesarios calculos de ambos tipos para hacer una
estimacion correlacional. Desde esta 6ptica puede
considerarse entonces que la nocioén de correlacion
seria un poco mas compleja que la de probabilidad.

Por otro lado, estos mismos investigadores
entonces encontraron también que, durante el
periodo de las operaciones concretas, los nifios y
las nifas intentan la construcciéon de todas las
combinaciones posibles de los elementos de un
conjunto, llegando a elaborar espontaneamente,
por ensayo y error, algunos procedimientos
rudimentarios cuando el niimero de elementos es
pequerio (Piaget e Inhelder 1951). Sin embargo, a
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partir de ahi no conseguirian generalizar ni usar
ningtin método sistematico, competencia que se
adquirira plenamente una vez alcanzado el
pensamiento formal. Otros autores, en cambio,
opinan que esto tltimo es solamente mas bien una
capacidad potencial para la mayoria de los sujetos,
que pueden extenderse incluso a esades mas
tempranas (Fischbein, 1975), por lo que dirigen su
atencion al efecto dela ensefianza sobre la formacion
de estas habilidades cognitivas.

Enestetrabajoindagaremos enlos razonamientos
correlacional y combinatorio de los estudiantes de
Ensefnanza Secundaria para, entre otros fines, tratar
de establecer una posible clasificacién en categorias
de sus respuestas mas representativas a diferentes
tareas, haciendo especial hincapié en la evolucién a
lolargo dela escolarizacion de los principales errores
sistematicos encontrados. De este modo el presente
estudio complementa otro anterior sobre la
proporcionalidadyla probabilidad (Acevedoy Romero
1991}, nociones con las que, desde el punto de vista
del desarrollo cognitivo, se emparentan de alguna
manera la correlacion y las operaciones combi-
natorias. Ampliaremos pues aqui la evaluacion que
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venimos realizando sobrela comprension de algunos
conceptos de gran interés interdisciplinar y los
procedimientos matematicos asociados a ellos,
cubriéndose asi uno de los principales propositos
del Proyecto TRL (Acevedo, 1991) en el cual se
inserta esta investigacion.

Procedimiento

La muestra participante en el esetudio ha sido de
581 alumnas y alumnos de Ensefianza Secundaria
(BUP, COU y Reforma) que, durante el curso 1989-
90, estudiaban en tres Institutos de Bachillerato de
Huelva, uno de la capital y dos de la provincia. La
distribucion de la misma por niveles escolares fue la
siguiente: 135 de 1°, 225 de 22, 133 de 3%y 88 de
COU/4°, con edades comprendidas entre 14y 19
afios. Socioculturalmente la poblacién delamuestra
puede considerarse entre media y media-baja.

Los problemas que se han utilizado en este
trabajo son las cuestiones 7, 8, 9y 10 del Test de
Razonamiento Légico (TRL), el cual es la traduccion
castellana, realizada en 1989 por profesores de
Cadiz miembros del Seminario Permanente de
Investigacion en Didactica de las Ciencias, del Test
of Logical Thinking (TOLT) de Tobin y Cpie (1981),
que han sido validados respectivamente con
muestras de alrededor de un millar y medio de
estudiantess de un amplio rango de edades y
niveles de escolarizacién, tanto en su version original
inglesa (Tobin, 1988) como en la esparola (Acevedo
y Oliva, 1990). Como puede comprobar en el anexo,
dos de las tareas son de correlacion de proba-
bilidades y las otras dos de operaciones combi-
natorias (ordenaciones por permutacion y agrupa-
ciones por combinatoria simple).

Las respuestas a los problemas planteados se
han asociado en distintas categorias, 1o que nos ha
permitido elaborar una clasificacion de los
principales tipos de razonamiento, correctos y
erroneos, para cada una de las dos nociones
manejadas. Por otra parte, aunque la metodologia
seguida ha sido de naturaleza transversal, se ha
hecho una extrapolacién a partir de las frecuencias
relativas de los distintos razonamientos para asi

poder estimar como evolucionan éstos a través del
Bachillerato.

De esta forma los resultados que se describen y
discuten a continuacién permiten valorar los
progresos de los escolares, desde una perspectiva
psicoevolutiva del aprendizaje de las Matematicas
que presten atencioén a los obstaculos que encuen-
tran para adquirir los conocimientos (Velazquez,
1991), asi como evaluar también la incidencia de la
ensenanza en los aspectos citados.

Resultados

¢
Esquematicamente podemos clasificar las
respuestas a las cuestiones segiin los siguientes
modelos de razonamiento:

a) Categorias correspondientes a las tareas de
correlacion

CR.1 Correlacion correcta.

CR.2 Observaciones cualitativas sin relacionar
las frecuencias.

CR.3 Se computan todos los datos aunque sin
considerar por separado las frecuencias.

CR.4 Laestimulacion se hace a partir de sélo dos
clases de datos.

b) Categorias correspondientes a las tareas de
combinatoria

CB.1 Agrupaciones combinatorias y permuta-
ciones correctas.

CB.2 Seintenta controlarlasvariables necesarias,
pero no hay un procedimiento sistematico
en la resolucién.

CB.3 No hay control efectivo de las variables. Las
respuestas parecen generadas al azar.

En la tabla 1 se muestran los porcentajes de los
distintos tipos de razonamiento para cada una de
las cuestiones de correlacién, indicAndose también
qué tanto por ciento de la muestra resuelve
correctamente los dos problemas y cual no hace
bien ninguno delos dos. En la tabla 2 se hace lo
mismo con los datos correspondientes a las
cuestiones de combinatoria.
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Tabla 1 Frecuencias relativas, expresadas en
tanto por ciento, de las categorias de razona-
miento utilizados en la resolucién de tareas de
correlacion del TRL

Tareas CR.1 CR.2 CR.3 CR4

Correlacion (1) 28,4 28,6 25,5 6,4
Correlacion (2) 35,3 35,6 7,6 6,9

El 14,5% resuelven bien los dos problemas, mientras que el
50,9% no hace bien ninguno de los dos.

Tabla 2 Frecuencias relativas, expresadas en
tanto por ciento, de las categorias de razona-
miento utilizados en la resolucién de tareas de
combinatorias del TRL

Tareas CB.1 CB.2 CB.3
Combinatoria (1) 34,4 50,4 13,1
Combinatoria (2) 32,56 37,3 21,2

El120,3% resuelven bien los dos problemas, mientras que el
53,2% no hace bien ninguno de los dos.

Por ultimo, en las tablas 3 y 4 se expresan,
distribuidos por niveles escolares, los porcentajes de
los principales modos de razonamiento referentes,
respectivamente, a los problemas de correlacion y
combinatoria. Estos datos permiten construir las
trazas evolutivas que serepresentan en las figuras 1,
2,3y4.

Tabla 3 Distribucién por cursos de las
frecuencias relativas, expresadas en tanto por
ciento, de los modos de razonamiento utilizados
en la resolucion de tareas de correlacion del TRL

Categorias BUP/REF COU/4° REF
1° 90 30
CR.1 (1) 23,0 |31,6 | 27,8 29,5
CR.2 (1) 40,7 (24,4 | 27,1 22,7
CR.3 (1) 17,8 |131,6 | 27,1 19,3
CR.4 (1) 52| 3,1 9,8 11,4
CR.1 (2) 29,6 33,8 | 32,3 52,3
CR.2 (2) 48,9 133,8 | 35,3 21,6
CR.3 (2) 8,1 | 8,4 9,0 1,1
CR.4 (2) 30| 7,6 7,5 10,2
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Entre paréntesis se indica la referencia a la primera o a la
segunda tarea de correccion.

Tabla 4 Distribucion por cursos de las
frecuencias relativas, expresadas en tanto por
ciento, de los modos de razonamiento utilizados
en la resolucion de tareas de combinatoria del
TRL

Categorias BUP/REF COU/4° REF
1¢ 90 30
CB.1 (1) 23,7 129,8 | 43,6 48,9
CB.2 (1) 55,6 | 56,0 | 42,9 39,8
CB.3 (1) 16,3 12,4 | 12,0 11,4
CB.1 (2) 21,5 (32,9 | 32,3 48,9
CB.2 (2) 37,8 37,8 | 42,1 28,4
CB.3 (2) 27,4 121,81 13,5 21,6

Entre paréntesis se indica la referencia a la primera o a la
segunda tarea de combinatoria.

Discusion
Razonamiento correlacional

En las tareas de correlaciéon del TRL hay dos
variables dicotomizadas que, al combinarlas entre
si, dan lugar a cuatro clases de casos. Laresolucion
correcta de ambos problemas implica utilizar
separadamente los datos de las diferentes clases
establecidas para calcular dos probabilidades en
forma de proporcién que después hay que comparar.

Las justificaciones de las respuestas incluyen
basicamente tres tipos de razonamientos erréneos.
Elque se ha detectado mas frecuentemente, con una
incidencia préxima a la tercera parte de la muestra,
consiste en hacer tinicamente observaciones cuali-
tativas que, evidentemente, resultan insufi-cientes.
Este modo de razonar se manifiesta un poco mas en
la segunda cuestion que en la primera, subyaciendo
también en el mismo dificultades con la nocién de
probabilidad.

Otro razonamiento incorrecto supone centrar la
atencion en las sumas parciales de los datos
correspondientes a cada categoria de una de las
variables. Aunque en el computo se usan todos los
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datos del problema, las frecuenciasno se consideran
por separado, lo que conduce a una comparaciéon
inttil para la correlacion pedida. Este fallo se
comete sobre todo en la primera de las tareas, en
donde aparece para alrededor de la cuarta parte de
las explicaciones recogidas.

Por ultimo, hay un error mas minoritario que,
sin embargo, ha supuesto aproximadamente una
de cada diez respuestas de los estudiantes de COU
en ambas cuestiones. En este tipo de razonamiento
no se emplean todos los datos necesarios,
limitandose el sujeto a estimar una sola frecuencia
relativa a partir delos correspondientes a dos delas
cuatro clases posibles.

Practicamente la mitad de los estudiantes
encuestados no resuelven correctamente ninguno
de los dos problemas, mientras que solamente uno
de cada siete hace bien los dos. Los resultados son
ligeramente mejores para la segunda de las tareas,
lo que concuerda con lo obtenido anteriormente

por Garnett y Tobin (1984). Asimismo, cabe sefa-
lar que los porcentajes de ausencia de respuesta
son similares en ambos problemas (3,1% en el
primero y 2,8% en el segundo).

Desde el punto de vista evolutivo no se observa
ninguna mejora significativa en los aciertos parala
primera de las tareas, mientras que en la segunda
hay un aumento importante de los éxitos Uni-
camente en el paso de 3% a COU (figuras 1y 2). Los
diversos razonamientos erréneos persisten
generalmente de la forma apreciable en todos los
niveles escolares, sibien el cualitativo muestra una
clara tendencia a disminuir pronto aunque
manteniendo siempre su importanciarelativa. Otro
dato de interés para la reflexion lo proporcionan los
logros al final del Bachillerato, donde menos de la
tercera parte de los estudiantes de COU resuelven
bien la primera de las cuestiones planteadas y un
poco mas de la mitad de los mismos consiguen
hacer acertadamente la segunda (tabla 3).
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Figura 1. Secuencia evolutiva de razonamientos en tarea 1 de correlaciones.
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Figura 2. Secuencia evolutiva de razonamientos en tarea 2 de correlaciones.

Algunos autores han cuestionado la validez de
las tareas de correlaciéon del TRL en cuanto a su
capacidad para valorar adecuadamente las
habilidades propias del esquema operatorio formal
correspondiente. En efecto, si se considera que el
razonamiento correlacional implica de algunaforma
hacer estimaciones probabilisticas, podria parecer
sorprendente que los resultados obtenidos en la
resolucion de estos problemas sean superiores a los
alcanzados por los mismos sujetos en las tareas de
probabilidad del TRL (Acevedo y Romero 1991);
hecho que se repite también en otros estudios,
utilizando siempre los mismos problemas, con
profesores australianos en formacion (Garnett y
Tobin 1984), con escolares australianos de Educacion
Secundaria (Garnett, Tobin y Swingler 1985) y con
estudiantes onubenses de Escuela Universitaria
Politécnica (Acevedo, Romero y Romero 1990).

Ahora bien, por otra parte, los analisis factoriales
hechos para validar la construccion del TOLT (Tobin
1988) y la del TRL (Acevedo y Oliva 1990) muestran
la existencia de cinco factores, de tal manera que
cada uno de ellos correlaciona significativamente
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solo con las puntuaciones de los sujetos en cada una
delas cinco parejas de cuestiones que constituyen el
test. Esto significa que las dos tareas que estamos
discutiendo valoran algin tipo de razonamiento
especifico que no es evaluado por las otras.

Mc Kenzie y Padilla (1982) intentaron solventar
esta aparente incongruencia sugiriendo que los
problemas del TOLT podrian ser validos para medir
una forma temprana del razonamiento correlacional,
ya que los mismos, taly como se presentan en el test,
no requieren la elaboracion de una explicacion sino
simplemente elegir una entre varias dadas. Esta
interpretacion se veria avalada por los resultados de
algunos estudios realizados con estudiantes
norteamericanos de distintos niveles escolares, en
los que se han empleado las mismas tareas que en el
TRL pero dejando abierta la justificacion. En estos
(Karplus, Adi y Lawson, 1980, Lawson 1982, 1983,
Lawson y Bealer, 1984, Lawson, Karplus y Adi 1978)
los aciertos disminuyen notablemente en compa-
racion con los mostrados en los trabajos que han
usado el TOLT o el TRL. Asimismo, en las investi-
gaciones estadounidenses indicadas, lasrespuestas
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correctas a las cuestiones de probabilidad superan
siempre a las de correlacion.

Profundizando en estas observaciones, pensamos
que la seleccién de la explicacion adecuada en los
problemas de correlacién del TRL se ve favorecida
por la ausencia de otras alternativas plausibles, las
cuales dificultarian posiblemente su resolucion. Asi
pues, podrian haberse sugerido relaciones entre
probabilidades que no son validas parala correlacion
solicitada, tal y como comparar, por ejemplo, las
frecuencias relativas de los datos de cada una de dos
de las clases respecto del total de datos, o bien hacer
lo mismo en las frecuencias, relativas referidas esta
vez a la suma parcial de los correspondientes a las
dos clases consideradas. En definitiva, creemos
necesaria la realizacién de mas estudios destinados
a aclarar algunos puntos oscuros sobre los aspectos
apuntados en esta discusién.

Razonamiento combinatorio

En el TRL se proponen dos tareas de operaciones
combinatorias, una en la que no importa el orden de
los elementos pero si el no repetir dos de un mismo
subconjunto en cada agrupaciéon, y otra de
permutaciones en la que, como es notorio, la orde-
naciéon resulta clave. Con estos problemas no se
pretende evaluar silos escolares estdn en condiciones
de formular explicitamente una expresion matematica
que permita su resolucioén, sino mas bien si son
capaces de utilizar un método exhaustivo y siste-
matico para generar todas las agrupaciones que
constituyen la solucién correcta.

A causa de la estructura del formato utilizado en
las cuestiones planteadas, resulta mas dificil iden-
tificar los modos de razonamiento inadecuados. No
obstante, €l analisis de las estrategias subyacentes
en las respuestas nos ha permitido clasificar las
equivocadas en dos grandes tipos. En el primero se
observan intentos de los sujetos por controlar las
variables relevantes dela tarea, sin embargo éstosno
son capaces de establecer un procedimiento siste-
matico suficientemente riguroso que les permita
construir todas las combinaciones o permutaciones
posibles. Como consecuencia de esta dificultad hay
tanto agrupaciones repetidas como ausencia de
otras. Este ha sido, sin duda, el error mas frecuente

enlaresolucién de ambas tareas, detectandose en la
mitad de la muestra en el caso del problema de
combinatoria simple y en mas de la tercera parte
para el de permutaciones.

La segunda de las limitaciones supone la
incapacidad delos sujetos en elmomento de controlar
lasvariables necesarias para resolver las cuestiones,
de tal manera que da la impresion de que las
respuestas han sido generadas al azar. Esta forma de
abordar los problemas, que conduce muchas veces
a abandonar pronto la busqueda de una solucién
completa a los mismos, aparece en mas de la quinta
partedelamuestra parala cuestiéon de permutaciones
y, aproximadamente, en unode cada ocho estudiantes
en la de combinatoria.

Por otra parte, algo mas de la mitad de los
escolares no resuelven bien ninguna de las dos
tareas y la quinta parte hace correctamente las
dos. También hay que indicar que dejaron sin
responder en menos ocasiones el problema de
combinatoria que el de permutaciones (2,1% y
9,0% respectivamente). En cambio, los aciertos
son muy similares en ambas cuestiones, alrededor
de uno de cada tres. Asi pues, en conjunto, no
hemos encontrado diferencias importantes que
prueben lo expresado por Piaget e Inhelder (1951)
quienes afirmaron que las permutaciones resultan
algomasdificiles quelas operaciones combinatorias.
Sin embargo, nuestros resultados si guardan
paralelismo con los obtenidos anteriormente por
Garnett y Tobin (1984).

Para terminar, es preciso seflalar que a lo largo
del Bachillerato se produce un aumento significativo
de los éxitos en ambos problemas (figuras 3y 4), si
bien es destacable que el final del mismo, en COU,
solo en torno a la mitad de los sujetos hacen bien
cada una de las cuestiones (tabla 4). Asimismo,
resulta de interés el analisis evolutivo de los dos
tipos de limitaciones catalogadas. Este revela que
los errores debidos fundamentalmente a la falta de
control de variables se mantienen practicamente
semejantes en todos los niveles escolares, mientras
que los relacionados con la incapacidad para
elaborar un método sistematico descienden sobre
todo para los alumnos y las alumnas de COU. De
estamanera, aunque en nuestro trabajo esta tiltima
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dificultad es siempre la mas importante, todo indica
que podria disminuir conforme los sujetos tuvieran
mas edad y mayor experiencia escolar; hipotesis
que se veria reforzada por lo mostrado en otras
investigaciones con estudiantes universitarios

(Acevedo, Romero y Romero 1990, Garnett y Tobin
1984) en las que observaron menos fracasos
ocasionados por la ausencia de un procedimiento
sistematico que por no controlar las variables
necesarias.
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Implicaciones

Independientemente de que se admita o no la
teoria unitaria del pensamiento formal elaboradas
por Piaget, los estudios sobre los esquemas
operatorios que aparecen en la misma, tal y como los
analizados en este trabajo, resultan de gran interés
portratarse derazonamientos titiles parala formacién
de distintos aspectos del pensamiento cientifico
(Carretero 1985). Ademas, inclusoaunqueno se esté
de acuerdo con la existencia de una unidad cognitiva
subyacente a los diferentes esquemas (Lawson,
Karplus y Adi, 1978), es dificil negar la presencia de
interrelaciones entre éstos (Shayery Adey,1981). En
cambio es mas habitual cuestionar la posicién
piagetiana sobre la escasa influencia que, segiin este
epistemologo, tendria la ensefianza enla adquisicion
de estos razonamientos. Esta polémica nos lleva a
centrar las reflexiones que se hacen a continuacién
en la dualidad que, desde una perspectiva cons-
tructivista, deben conformar el aprendizaje de las
matematicasy el desarrollo cognitivo delos escolares
(Acevedo, 1989).

La habilidad para razonar correlacionalmente
parece ser que se elabora con bastante lentitud.
Sin embargo, es posible ensefiar a los estudiantes
a reconocer formas incorrectas de esta modalidad
de razonamiento, por ejemplo planteandoles
preguntas adecuadas en la resolucién de tareas
diversas. Ahorabien, paralograr ésto el profesorado
debe conocer a fondo la problematica de la
correlacion, asi como ser sensible alaslimitaciones
de los razonamientos de sus alumnas y alumnos
(Acevedo et al., 1991).

Otro tanto podriamos decir del razonamiento
combinatorio. Ya se ha indicado anteriormente que
los escolares pueden, en el pensamiento concreto,
tantear espontaneamente la construccién de
procedimientos sencillos para hacer agrupaciones
con los elementos de un conjunto, sobre todo
cuando el ntmero de éstos es pequerfio. Aunque,
por supuesto, en esta situacion se encuentran
todavia lejos de alcanzar la capacidad para
desarrollar un método sistematico para resolver
este tipo de problemas, Fischbein (1975) ha
mostrado que se puede aprovechar con éxito la
intuicion de estos sujetos para ayudarles, mediante

la ensefianza, a aprender algunos procedimientos
generales como, por ejemplo, los empleados en la
construccion de diagramas en arbol (Diaz, Batanero
y Canizares 1987).

Segun se desprende de nuestros resultados, un
elevado ntimero de alumnas y alumnos no dominan
aniveles elementales los razonamientos ligados alas
nociones de correlaciony combinatoria, incluso en el
caso de aquellos de mayor edad que se encuentran
proximos a finalizar sus estudios secundarios. Estos
datos pueden usarse para negar la formacién
generalizada, al final de la adolescencia, de las
capacidades propias del pensamiento formal; pero
también sirven para denunciar la escasa incidencia
que parece tener la ensefianza en el desarrollo de
estosrazonamientos o, almenos, que estas cuestiones
no se contemplan o no se cuidan suficientemente en
los actuales curricula.

Desde otros puntos de vista podria dudarse de
lavalidez de la interpretacion que hemos dado alos
resultados obtenidos. Si bien es razonable discutir
algunos aspectos controvertidos de las tareas
utilizadas, y asi se hahecho en el articulo, creemos,
no obstante, que las respuestas recogidas no se
deben al azar, sino que responden a verdaderos
obstaculos cognitivos que los estudiantes deben
superar en el aprendizaje de los razonamientos
correlacional y combinatorio. En efecto, la
persistencia cualitativa, y a veces cuantitativa, de
algunos tipos de error, asi como la concordancia
con lo mostrado en otros estudios ya citados, les
confiere un cierto caracter universal; esto es, se
trata de errores sistematicos a los que la ensefianza
tendria que prestar una especial atencion.

En definitiva, es un hecho que los escolares
suelen tener ideas tempranas, generalmente difusas,
sobre las nociones matematicas que se han tratado
aqui, y también sobre otros conceptos. Ahora bien,
estas intuiciones, aun siendo importantes, no se
pueden articular de modo espontaneo con las
caracteristicas especificas de los correspondientes
esquemas operatorios formales. Como acertadamente
senala Fischbein (1987), para intentar conseguir lo
anterior es preciso ensenar a los estudiantes a
desarrollar, mediante la intervencion didactica,
aquellas intuiciones que puedan resultar mas
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relevante para el razonamiento matematico. Cuestion
ésta que, debiendo ser uno de los objetivos de la
educacion matematica, supone un gran reto para el
profesorado.
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Anexo

Cuestiones de correlacion y operaciones
combinatorias del Test de Razonamiento
Légico (TRL)

Cuestion 7

La figura adjunta representa una muestra de
ratones capturados en el campo. Decide, a partir de
la misma, si es mas probable que tengan el rabo
negro los ratones gordos que los delgados.

Respuesta

a) Si,losratones gordos tienen mayor probabilidad
de tener el rabo negro que los delgados.

b) No,losratones gordos notienen mas probabilidad
de tener el rabo negro que los delgados.

Razonamiento

1) 8/11 delos ratones gordos tienen rabo negroy
3/4 delosratones delgados tienen rabo blanco.

2) Tanto algunos de los ratones gordos como
algunos de los ratones delgados tienen el rabo
blanco.

3) Delos 30 ratones, 18 tienen el rabo negroy 12
lo tienen blanco.

4) Nitodos los ratones gordos tienen el rabo negro
ni todos los delgados lo tienen blanco.

5) 6/12delosratones conraboblanco son gordos.

Cuestion 8

¢Es mas probable que tengan rayas anchas los
peces gordos que los peces delgados?

Respuesta

a) Si, los peces gordos tienen mayor probabilidad
de tener rayas anchas que los delgados.

b) No, los peces gordos no tienen mas probabilidad
de tener rayas anchas que los delgados.

Razonamiento

p—t

) Unos peces gordos tienen rayas anchas y otros
estrechas.

2) 3/7delospeces gordos tienen las rayas anchas.

3) 12/28 tienen las rayas anchas y 16/28 las
tienen estrechas.

4) 3/7 de los peces gordos y 9/21 de los peces
delgados tienen las rayas anchas.

5) Algunos de los peces con rayas anchas son
delgados y otros son gordos.
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Cuestion 9

Tres estudiantes por cada uno de los cursos de
1¢, 2% y 3% de BUP son candidatos al Consejo
Escolar. La representacion quedara constituida
por un estudiante de cada curso. Cada votante
debe considerar todas las combinaciones posibles
antes de decidir su voto.

Dos ejemplos de combinaciones posibles serian:
Tomas, José y Pedro (T, J, P) e Isabel, Carmen y
Maria (I, C, M).

Haz una lista con todas las combinaciones
posibles usando para ello los espacios de la HOJA
DE RESPUESTAS. ten en cuenta que en ésta hay
mas espacios de los necesarios.

52 - &N 11-12/1992

CANDIDATOS AL CONSEJO ESCOLAR

1¢ BUP 2°¢ BUP 3° BUP
Tomas (T) José (J) Pedro (P)
Isabel (I) Carmen (C) Maria (M)
Antonio (A) Beatriz (B) Luis (1)

Cuestion 10

Se prevé abrir 4 tiendas en un nuevo centro
comercial. Los locales seran destinados a una
Barberia (B), una Farmacia (F), una Pasteleria (P) y
una Cafeteria (C). Cada uno de los negocios
mencionados ha de ocupar uno de los locales
previstos. Un ejemplo de posible ocupacién seria B,
F, P, C.

Haz una lista con todas las formas posibles de
ocupar los cuatro locales usando para ello los
espacios de la HOJA DE RESPUESTA. Ten en
cuenta que en ésta hay mas espacios de los
necesarios.

LOCAL LOCAL LOCAL LOCAL
1 2 3 4

José Antonio Acevedo Diaz
Sixto Romero Sanchez
Coordinaciéon General del I.C.E.
en Huelva
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Mirando el problema al revés

Vicente Ibafiez Orts

Este articulo es continuacion del titulado (Qué es la induccién matematica?
publicado en 1arevista «<Mundo Cientificonn® 123 de abril del 92, En €], los mismos
personajes O’'Maggi, Valdemar y el propio profesor Polya vuelven a recrear una
de las clases del ilustre pedagogo. Esta vez trata sobre el método propuesto por
Pappus de atacar un problema suponiendo que ya se conoce la solucion.

Es la clase. En una esquina hay colgada una
litografia de Durero: Melancolia l. En ella, un joven
angel pensativo apoya la cabeza en su mano iz-
quierda mientras mantiene un compas en su rega-
zo. Esta sentado frente a una ventana en la que
declina el soly da profundidad al dibujo. Junto a él,
en el suelo, hay una esferay un enorme octaedro de
piedra negra bruiida formado por dos tridAngulos
equilateros y seis pentagonos irregulares, de modo
que el espectador del cuadro no puede por menos
de preguntarse que hace alli aquel extrano objeto
teltrico. Un reloj de arena pende del muro, junto a
un cuadrado magico 4x4 empotrada en la pared
que indica la fecha de ejecucion del grabado: 1514.

Una tarde clara y fria de otorio. Tras el escritorio
y con la pipa en la mano, el profesor Polya (1)
exclama:

Sefiores, son Ustedes afortunados. Les gusta la
ensefianza y ademas poseen una honda aficiéon
desinteresada por el canto puro de Pitagoras. Hoy
quiero hacer hincapié en una forma particular y
quizas algo enrevesada de resolver con caracter
general un problema matematico. Pero no adelan-
temos los acontecimientos y vayamos por partes.
Sta. O’Maggi, ¢Quiere salir al encerado?

El problema que les voy .a presentar y que
O’Maggi va a intentar resolver es este: Dibuje Sta.
dos recipientes, uno de 9 litros de cabida y otro de
4, en los que se da la circunstancia de que no hay
marca alguna en sus bordes que nos de idea de su
capacidad, por lo que tan solo conocemos el volu-
men total. ¢Sta., los tiene ya dibujados?. Piensen
que cada uno de Ustedes dispone en su mesa de
estos dos recipientes. ¢Se ha formado todo el

(1) El profesor George Polya nacié en Budapest y esta afincado en Estados Unidos. Ha sido profesor de las Universidades de
Princeton, Brown y Stanford. Del breve curso que dio en esta tltima, situada en Palo Alto, California, sobre «Docencia y retérica
en matematicas» al que tuvo la oportunidad de asistir su alumno e incondicional admirador Ignacio Valdemar, y a partir de las
notas manuscritas que este dej6 de su asistencia, -por lo demés tinica prueba evidente de que se impartié dicho curso - junto con
partes del conocido librito de Polya «How to solved it» {¢,Cémo resolverlo?) Princeton University Press (1945), especialmente de su
capitulo «Trabajando hacia atras», se han entremezclado para configurar este articulo. Creemos que al eminente pedagogo no le
importara este plagio, hecho, al finy al cabo, en aras de una mayor difusién de sus brillantes ideas y en recuerdo de su malogrado

discipulo. :
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mundo una imagen mental de los mismos?. Bien,
la pregunta que hago extensiva al conjunto de la
clase es esta: 4 Como podemos utilizarlos de forma
combinada para tomar exactamente 6 litros de un
gran tonel?

Veamos, O’'Maggi, a pesar de que este ejercicio
tiene un enunciado excesivamente académico con
liquidos y volimenes ficticios, y lo mas indicado
seria disponer de un vaso convenientemente gra-
duado, ¢Sele ocurre algunaidea?. En ese momento
O’Maggi suspir6, y con las manos en la espalda se
separo0 ligeramente de la pizarra como si quisiera
observar en perspectiva el dibujo que acababa de
hacer. Después de un momento de- reflexién,
respondi6 tras un breve carraspeo:

Senor, podriamos llenar el primer recipiente en
toda su capacidad, mientras alzaba su mano iz-
quierda como si mantuviese en ella el vaso de
cristal lleno de liquido, y vaciar parte de é1 en el
segundo, y realizaba el acto de trasvasar el agua a
sumano derecha, conlo que tendriamos 5y 4 litros
respectivamente, y después, bueno,...después...

Efectivamente, apostillé Polya, el método que
emplea su compafiera es muy grafico y adecuado.
Consiste en probar y tantear. Esta actuando como
cualquier persona al enfrentarse a un problema.
Partimos de dos recipientes vacios, y el profesor
levantaba las manos como si sujetasen también los
dos vasos, ensayamos esto y aquello, y aunque
fracasemos en el primer intento, seguimos pro-
bando. Fijense Ustedes que siempre se trata de ir
hacia delante, buscando a tientas la solucion que
nos permita resolver el rompecabezas. Tal vez con
perseverancia, mediante pruebay error, lleguemos
atener éxito... Sin embargo hay personas intuitivas
o aquellas que hayan tenido la oportunidad de
aprender en sus clases de matematicas algo mas
gque meras operaciones de rutina, que conocen otra
manera muy astuta de enfrentarse a esta cuestién.

En este momento €] profesor Polya corté su
discurso, y dirigiéndose a O’Maggi comento: gra-
cias-Senorita, ya puede sentarse, pero antes tenga
la amabilidad de dejar los recipientes sobre mi
mesa procurando no derramar el liquido. ¢ Estaban
llenos de agua? ¢No? Seguidamente nos mird con

socarroneriay comenzo la ardua tarea de limpiary
recargar su cachimba. Era su manera personal de
indicarnos que debiamos poner a cavilar nuestros
cerebros para buscar alguna respuesta. Cuando
finalmente encendi6 su pipa y expulsé una largay
tranquila bocanada de humo, prosiguié:

Seriores, hemos comentado en anteriores oca-
siones que resolver un problema, por nimio que
sea, es realizar un pequefio descubrimiento, y al
hacerlo podemos gozar, a nuestro nivel, de la
tensioén y zozobra que embargd a su descubridor.
Por tanto, veamos, /Qué se nos pide? O en términos
matematicos ;/Cual es la incognita? Actuemos
conscientemente por una vez al revés, y partamos
del principio de que ya hemos dado con la solucién.
Ahora es el momento de que razonemos hacia
atras. Por ejemplo, podriamos llenar el primer
recipiente a plena capacidad, 9 litros. Si lograra-
mos verter 3, obtendriamos los 6 que buscamos...
Claro que para ello nos bastaria con que en ese
momento el recipiente pequefio tuviese justamente
1 solo litro. El problema inicial, por tanto, se ha
transformado en encontrar el modo de llegar a esta
altima situacién.

No piensen que es facil dar con la solucién que
les sugiero, aunque nunca hay que descartar que
se pueda descubrir por azar tras sucesivos inten-
tos. Lo que hemos de hacer es llenar hasta arriba
el recipiente de 9 litros, mientras levantaba su
mano izquierda, y después vaciarlo dos veces en el
de 4, -mientras nosotros nos representabamos
mentalmente esta operacién- con lo que nos que-
dard exactamente un litro en él. jJusto lo que
buscabamos!

Sin darnos cuenta hemos seguido un razona-
miento muy antiguo, ya propuesto por el filésofo y
matematico griego de Alejandria, Pappus «partamos
de lo que se nos pide y razonemos a la inversa» tal
como lo describe en su obra «Tesoro del Analisis» en
la que iniciaba en el arte de resolver cualquier
problema;y, segtin él, éste fue el método usado con
gran profusion por los afamados matematicos que
le precedieron como Platén, Euclides o Apolonio. El
tema es trascendente y su riqueza creativa induda-
ble. Espero que se enamoren de é1 como lo hicieron
aquellos grandes personajes, ya que se trata de
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una maxima perdurable que sin duda les ayuda-
ra a afinar su légica deductiva. Efectivamente,
unaveztengamos unlitro en el recipiente pequerio,
nos bastara con llenar hasta el tope el de 9 litros
y vaciarlo en €l hasta el borde, para que queden
exactamente en €1 los 6 litros buscados. Como
ven, hemos llegado a algo que ya conociamos,
puesto que habiamos partido de este valor, y
trabajando hacia atras, hemos logrado recons-
truir la sucesion apropiada de operaciones que
nos han llevado a la solucién.

Seniores, no se necesita ser un genio para
resolver un problema mediante el método de
analisis expuesto; basta con actuar con un poco
de sentido comtin. Primero nos concentraremos
sobre el fin deseado, y acto seguido analizaremos
la solucion final que deseamos obtener. En este
punto nos formularemos la pregunta: ¢ A partir de
que posicién precedente podriamos conseguir
esta? Si el analisis nos conduce a un absurdo, el
problema sera también insoluble, ya que una
conclusion falsa implica una premisa equivoca-
da. Espero que anclen con fuerza en su consciencia
este valioso instrumento de analisis.

El profesor Polya nos dio un respiro y con
parsimonia volvi6 a encender su pipa. Mir6 aten-
tamente el cuadro de Durero y sigui6 los ojos del
angel a través de la ventana. A nosotros, que
desde el fondo del aula dominabamos toda la
escena, nos producia la sensacion irreal de que
tanto el rostro del angel dubitativo como el de
nuestro maestro se fundian en la cara pentaédrica
del octogono irregular que actuaba como un
espejomagico entrelas dos figuras melancélicas.

E1 tiempo se habia detenido. Tras un breve
esfuerzo, el profesor se escap6 del hechizo de la
puesta de sol que veia reflejado en otras pupilas
y continud su discurso:

Estimados alumnos, para finalizar, me van a
permitir que en este curso de «Docencia y retorica
en matematicas» en el que como todos saben
también interviene la ética, la estética y la historia,
me permita una cierta transgresion y les comente
un modesto experimento de conducta comparada
con animales: disponemos de un lugar cerrado en
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el que se encuentra un perro. En uno de sus lados
hay una puerta abierta. Frente a ella, pero al otro
lado del vallado opuesto, hemos colocado un cebo
atractivo, como por ejemplo comida suculenta. La
dificultad es muy facil de vencer para el animal. Al
principio puede ladrar y corretear nervioso de un
lado a otrodelrecinto, o intentar saltarla valla, pero
rapidamente captaralasituacion, daramediavuelta
atravesando la aberturay dando un rodeo alcanza-
ra rapidamente la comida.

El mismo problema es extraordinariamente
dificil de resolver para una gallina. La veremos
corretear exaltada de un punto a otro de la valla,
piandoy agitando desacompasadamente las alas,
y puede pasar mucho tiempo antes de conseguir
la pitanza, si es que la llega a conseguir.

Piensen Ustedes que lo que hacemos al resolver
un problema es también sortear un obstaculo.
Este experimento tiene por tanto una especie de
valor simbolico. La gallina actud al igual que
aquellas personas que resuelven un problema
por casualidad, desordenadamente, topando con
la solucion al volver sobre é1 machaconamente
una y otra vez, mas que por aplicar un plan
metodico para alcanzar la meta. Por el contrario,
el perro resolvi6 el problema tan bien como no-
sotros el de los recipientes: de una manera
estructurada. Recuerden que primero intentamos
solucionarlo hacia adelante, para después pa- .
rarnos € imaginar que ya lo teniamos resuelto y
desde ese punto final como comienzo, trabajar
hacia atras. El can que tras una breve inspeccion
de la situacion y algunos ladridos dio media
vueltay selanz6 fuera, nos da, de alguna manera,
la impresién de tener una vision de la situacién
muy superior a la gallinacea.

Todos tenemos una cierta propension a ir
directamente a lo que creemos esencial en la
resolucion del problema sin darnos cuenta que es
mejor observarlo con perspectiva, y adelantarnos
a imaginar que ya tenemos la solucion, y desde
ese punto, empezar a razonar a la inversa. Aveces
no hay que seguir la linea recta, ni tan siquiera la
transversal, sino la direccién contraria a la habi-
tual, aunque ello conlleva, no cabe duda, un
esfuerzo adicional. Por tanto, anadio, mientras
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comenzaba a recoger sus Uutiles de fumador y su
manojo de libros, no hay que criticar al ave por su
falta de tino al solucionar el problema, sino,
lamentablemente, reconocer que hay un cierto
paralelismo entre sus dificultades y las nuestras.

Y poniéndose de pie exclamé mientras se dirigia
a la puerta: jSefores, hasta la proxima clase!

Vicente Ibanez Orts
Sociedad de Profesores de
Matematicas de Alicante

Litografia de A. Durero titulada Melancolia. Su fecha de ejecuciéon fue 1514, y aparece en las dos casillas

centrales de la parte inferior del cuadrado magico.
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Simetria Plana en la clase:
Grupos y Geometria

Juan Bosco Romero Marquez

En este articulo relatamos una experiencia sobre Simetria de las letras del
abecedario, vivida con los alumnos de 1°y, 32 de BUP, en la clase de Matematicas.

El problema principal fue el estudiar las diferentes simetrias que presentan las
figuras planas: simetrias axiales (respecto de un eje o una recta), y la simetria
central u homotecia de razén - 1, o semigiro de 180° (respecto de un punto).

A cada tipo de alumnos se les mand6é hacer un trabajo sobre este tema, de
acuerdo con su nivel de conocimientos: a los alumnos de 1° de BUP, sobre todo,
la manipulacién de todo tipo de simetria; a los alumnos de 3° de BUP, aparte de
lo anterior se les pidi6 el estudio geométrico-algebraico de la simetria: el aspecto
analitico de coordenadas y la estructura del grupo de simetria de las letras del
abecedario, y los diferentes grupos de simetria que aparecen cuando éstas vieneh
escritas en la tipografia de imprenta (figura 1): grupos de un elementc, de dos y

de cuatro elementos.

Conceptos iniciales previos

Sea E el plano euclideo en el que se ha hecho la
identificacién de los puntos y de los vectores libres,
respecto de un origen de coordenadas.

Una ﬁgﬁra plana F es cualquier subconjunto no
vacio de E.

Una simetria (isometria, movimiento rigido) de
una figura F es una aplicacién biyectiva s de F
sobre F que conserva la distancia euclidea: la
distancia d(P,Q) entre dos puntos cualesquiera de
F y la distancia entre sus imagenes u homologos
s(P) y s(Q), esto es, que

d(P,Q) = d (s(P), s(Q)).

Describamos algunos casos particulares de si-
metrias: cualquier figura F tiene la simetria trivial,
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es decir, la aplicacion identidad que pasa cada
punto de la figura en el mismo. Ademas, se com-
prueba de forma inmediata que si sy s’ son dos
simetrias de F, es claro que la composicién como
aplicaciones de s, s’ es otra simetria. Designamos
por S(F) el conjunto de todas las simetrias de la
figura F con la estructura internma dada por la
composicién de aplicaciones se prueba que es un
grupo, llamado el grupo de simetria de la figura F.
Supuesto, que la figura F, tiene un grupo de
simetria, S(F) finito, tendra una tabla de Cayley que
se construye en la forma habitual. Es claro que la
simetria trivial o identidad e {(giro de 360°) de la
figura F es el elemento unidad, ya que si s es
cualquier otra simetria de F, entonces e.s=s.e=s.
La simetria trivial e actaa bajo la composicion de
aplicaciones de la misma forma que el namero 1,y
por eso, a veces, ambas se identifican a efectos de
calculos.
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ABCDEFGHIJKLM
NOPQRSTUVWXYZ

FiguraA 1
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Notas y observaciones.- Una simetria de un objeto
F es una transformacion o permutacion de F que,
es una biyeccion | F-F, conservando un conjunto
de propiedades P, es decir, se mueven todos los
puntos individuales de F, pero deja invariante a F
como un todo. .

Si F es un subconjunto de un espacio métrico,
tal como una figura F de un espacio euclideo P, y
P consiste de las distancias d(P,Q) entre los distin-
tos puntos P y Q de F, por tanto la simetria s
aplicara estos puntos, respectivamente, en s(P), y
s{Q) verificando:

d(s(P), s(@Q)) =d(P.Q).

La simetria desde el punto de vista racional del
analisis de la estética significa armonia y propor-
cion en los objetos y en los seres.

Grupos de simetria de las letras del
abecedario

Empecemos calculandolas simetrias y por tanto,
los grupos de simetria de dos letras representativas
del abecedario: la letra Ay la Z.

Simetrias y grupo de simetrias de la letra A. (fi-
gura 2). Sireflejamos laletra A segiin un eje vertical
$=V que pasa por su apex (vértice), entonces cada
punto P es transformado o aplicado en su corres-
pondiente punto imagen v(P) sobre el semiplano
contrario u opuesto al que se encontraba P. Los
puntos R sobre el eje (como el vértice, por ejemplo,
quedan fijos o invariantes, esto es v(R)=R). La
transformacion o permutacién anterior se ilustra
en la figura 2, y deja, la letra A como un todo
invariante al no saber distinguir el lado anterior y
posterior de la letra antes y después de aplicarle v.
Mas atin, v conserva la distancia entre dos puntos
cualesquiera de la letra A. Por lo tanto v es una
isometria de la letra A. Esta isometria también la
tienenlasletras: A\M,T,H,U,V,W,Yy X, yesllamada
simetria bilateral, ya que ella intercambia los dos
lados de A. Similarmente, B y E se reflejan sobre
un eje horizontal, y H sobre ambos ejes: horizontal
y vertical.

Otros tipos de isometria o simetria es la formada
por las rotaciones. Por ejemplo, si giramos la letra
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. Z alrededor de su centro por un giro de 180°, como

en la figura 3, entonces la letra Z se transforma en
si misma, y la distancias entre pares de puntos
originales y transformados se conservan por dicha
rotacion que es por lo tanto una simetria de la letra
Z, mientras que la rotacién de 90° no lo es, para
dicha letra Z. De la misma forma, las letras H,N, vy
S tienen la simetria dada por el giro de 180°
alrededor del centro de la figura de cada letra. El
tridngulo equilatero tiene las simetrias dadas por
los giros, respectivamente, 120° y 240°; y la letra O
identificada, a un circulo tiene cualquier tipo de
simetria obtenida por rotacién de la misma, cual-
quier angulo alrededor de su centro.

%

Aplicacion a la obtencion de todas las
simetrias y grupos de simetria de las
letras del abecedario escritas en la
tipografia de imprenta

Se trata de estudiar y obtener las simetrias de
cada letra y el grupo de simetria asociada a la
misma. Clasificar cada letra por el mismo tipo de
simetria cuando tienen el mismo grupo de simetria
o uno isomorfo. Dos letras se diran distintas desde
el punto de vista geométrico o algebraico cuando
tengan grupos de simetria no isomorfos. De esta
forma, obtenemos una relacion de equivalencia en
el conjunto de las letras del abecedario, a saber:

Dos letras son equivalentes geomeétrica-
algebraica cuando sus dos grupos de simetria son
el mismo, o siendo distintos son isomorfos.

Finalmente, obtendremos las clases de equiva-
lencia.

Descripcion de las simetrias y grupos de sime-
tria: ‘

1.- Las letras AM,T,UV,W, y Y admiten el
mismo grupo de simetria. Es un grupo con dos
elementos: la identidad o trivial e y la simetria o
reflexion de eje vertical v. Su tabla de Cayley es:
S(F)= {e,v}
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Ejercicios.- Dibujar otros conjuntos geométricos
del plano que tengan el mismo grupo de simetria
anterior.

2.- Las letras B,C,D,E y K admiten el mismo
grupo de simetria (es decir, tienen los mismos tipos
de simetria), a saber: es un grupo de dos elementos:
la identidad ey la reflexion o simetria de eje hori-
zontal h. Su tabla de Cayley es: S(F)={e,h}.

e h
e e h
h h e

Los grupos delos epigrafes 1) y 2) tienen elemen-
tos distintos, pero, son isomorfos, es decir, existen
entre ellos, una aplicacién biyectiva que conserva
la estructura algebraica de los dos, o que transpor-
ta la estructura de grupo ciclico, de uno en el otro.

Ejercicios.- Dibujar otros conjuntos geométricos
del plano que tengan el mismo grupo de simetria
anterior.

3.-Lasletras F,G,J,L,P,Q,R poseen solo la sime-
tria trivial. Su grupo de simetria es el grupo trivial,
con un soélo elemento, S(F)={1=¢}. Su tabla de mul-
tiplicacion es:
1

1 1

Ejercicios.- Dibujar otros conjuntos geométricos
del plano que tengan el mismo grupo de simetria
anterior.

4.- Las letras N,S y Z admiten como simetria no
trivial g, un semigiro o rotacion de 180°, alrededor
del centro de la figura, es decir, de su centro de
simetria. El grupo de simetria de tales letras tiene
dos elementos y por lo tanto, es isomorfo a los
grupos obtenidos en 1) y 2) esto es S(F)= {e,g}. Su
tabla de Cayley es la siguiente:

1 g
1|1 g
g | g 1

Los grupos de 1), 2) y 4) son isomorfos como
grupos abstractos, aunque, obviamente, tienen
significados geométricos diferentes.

5.- Las restantes letras con la tipografia en que
han sido dibujadas, H,I,0,X, admiten todas las
simetrias siguientes e,v,h,g consideradas antes, y
de hecho no admiten otras. De aqui, si F designa
cualquiera de las letras anteriores, su grupo de
simetria, S(F)={e,v,h,g}, que es isomorfo al grupo de
Klein del rectangulo (simetrias del rectangulo). La
tabla de Cayley, de este grupo es:

e v h g

e e \% h g
v v e g h
h h g e v

g g h v e

Para probar, por ejemplo, que e,v,h,g son las
unicas simetrias de la letra H, basta ver que cada
simetria s cambiaria de posicién las cuatro termi-
naciones verticales de esta letra.

Ejercicios.- Dibujar otros conjuntos geométricos
del plano que tengan el grupo de simetria anterior.

Notas y observaciones.- Sila letra I fuera consi-
derada como una barra vertical delgada, entonces
las aplicaciones ey v coinciden como aplicaciones
al restringirlas a dicha letra. Y de la misma forma,
las simetrias hy g coinciden y su grupo de simetria
es ahora: S(I)= {e,h}.

Usualmente, las simetrias de una figura F no se
consideran como isometrias que dejan invariante
a I globalmente solo, sino que se consideran como
transformaciones (movimientos o isometrias) del
plano euclideo E. Las excepciones a este concepto
amplio de simetria se deben, al caso, en que la
figura F esta contenida en alguna recta de E.

Observemos que si consideramos la letra O
como un circulo, admite todas las rotaciones de
cualquier angulo como simetrias alrededor de su
centro, como también cualquier reflexién o sime-
tria segtin un diametro. Y asi, su grupo de simetria
seria infinito.
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Si consideramos la letra X como una cruz, X
como construida con dos segmentos perpendicula-
res bisecando cada uno al otro, entonces su grupo
de simetria, tendria ocho elementos.

Unbuen ejercicio, como complemento de todo lo
anterior, seria el siguiente: Hallar las simetrias y el
grupo de simetrias de un poligono regular de cual-
quier niimero de lados. Pero, esto sera hecho en otra
aventura del descubrimiento geométrico-algebraico
que en otra ocasién abordaremos.
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Potenciar el papel de los logaritmos

Jorge Fernandez Herce

Lo que pretendemos es destacar como se pueden integrar las calculadoras en
el tema de los logaritmos, dando a éstas un papel como instrumento importante
en su enseitanza y no como el elemento que ha llevado hacia su decadencia.

Introduccion

Como tantos otros conceptos, la nocion de
logaritmo que hoy se recibe en la Educacion Secun-
daria, tiene muy poco que ver con su origen y no
revela en absoluto el papel trascendente que ha
jugado en la historia del desarrollo cientifico de la
humanidad. La evolucién en los medios de calculo
y, mas concretamente la proliferaciéon de calcula-
doras de bolsillo hicieron que, sin darnos cuenta,
fuera desapareciendo de nuestra vista. En la parte
dedicada al area de Matematicas en el «Disefio
Curricular Base» del M.E.C., tanto enla Ensefianza
Primaria como la Secundaria Obligatoria, se puede
leer:

«La perspectiva histérica muestra claramente
que las matemdaticas son un conjunto de conocimien-
tos en evolucién continua y que en dicha evolucién
desempena a menudo un papel de primer orden su
interrelacion con otros conocimientos y la necesidad
de resolver determinados problemas prdacticos».

De los muchos ejemplos que ilustran esta afir-
macion, de los que el texto citado da algunos, los
logaritmos son un clarisimo exponente pero que
generalmente no se recuerda en momentos como
éste.

Origen historico

John Napier, naci6 cerca de Edimburgo en 1550
y muri6 en 1617. Fue un importante matematico
de su época que siempre manifesté6 un profundo

interés por el hecho de que los calculos numéricos
eran largos, dificiles y retrasaban notablemente el
progreso delas ciencias. Ya en su libro «<Rabdologia»
describe el funcionamiento de las famosas «Regletas
de Neper» cuya virtud consistia en facilitar las
multiplicaciones.

Pero todos sus esfuerzos no quedaron en este
intento, el cual no era poco para la situacion de su
época. El mismo afirma que dedico veinte afios de
suvida con el fin de buscar métodos de calculo que
abreviasen los penosos esfuerzos que las opera-
ciones requerian. A penas tres afios antes de morir,
en 1614, se atreve a publicar «Mirifici logarithmorum
canonis descriptio» en el que se da luz a los loga-
ritmos y su modo de empleo como instrumento
para calcular.

He aqui la causa primera, el motivo, del naci-
miento de la nocién de logaritmo. La necesidad de
aumentar la fluidez en los calculos era fundamen-
tal. En esta época la astronomia era una ciencia en
pleno apogeo y se precisaban grandes esfuerzos
para que, tanto los datos como las operaciones
entre ellos, nollevasen a errores importantes. En el
capitulo 16 de la «Nueva Astronomia» escribe
Johanes Kepler (1571-1601):

«Site sientes aburrido con este tedioso método de
calculo ten piedad de mi que tuve que recorrerlo en
su totalidad con al menos 70 repeticiones, con una
gran pérdida de tiempo,...».

Trataba entonces de determinar la orbita de
Marte y, el borrador de los calculos que se reflejan
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en el capitulo citado esta formado por 900 paginas
con letra pequena.

Hay quien afirma que el nacimiento de los
logaritmos multiplicé por 10 la efectividad de los
calculos astronémicosy fue decisivo en numerosos
resultados de tipo cientifico y practico.

Algunas ideas que encaminaron hacia el naci-
miento de los logaritmos, se habian ido apuntando
en épocas anteriores: en la «Arithmetica integra» de
Michael Stifel (1486-1567) se apuntan comenta-
rios como el hecho de que 729/64 puede dividirse
6 veces por 3/2. Mas claramente Nicolas Chuquet
(parisino de finales del XV), cita la relacién entre los
elementos de una progresion aritmética y una
geomeétrica sefialando el paralelismo entre suma,
resta, multiplicacion y divisién en la primera, con
producto, divisién, potenciacion y radicacion en la
segunda.

Un truco matematico muy utilizado es la llama-
da prostaféresis, que consistia en transformar una
multiplicacién en una suma ante la evidente sim-
plicidad y rapidez de ésta con respecto al producto.
Un ejemplo llevado a su maxima simplicidad que se
explica en el bachillerato seria:

cos (x-y) - cos (x+y) = 2 sen (x) sen (y)
cos (x-y) + cos (x+y) = 2 cos (%) cos (y)

Curiosamente la utilizacién que en las aulas se
hace de estas relaciones suele ser la contraria. La
idea que viene resefiada cuando se comentan estas
igualdades es, la importancia de la transformacién
de suma en producto para la simplificacion. Ni que
decir tiene que si carecemos de una maquina de
calcular, entender el proceso a la inversa es de una
utilidad manifiesta:

«Si disponemos tUnicamente de unas tablas
trigonométricas, podremos facilmente buscar

cos(759) = 0.25882 ; cos(109) = 0.98481

Efectuar ahora cos(75% « cos(102) no es una
tarea amena ni, mucho menos, rapida. (Tiempo
aproximado: 100 segundos)
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Es mucho maés facil acudir a las tablas y buscar

cos(659%) = 0.42262 ; cos(859) = 0.08715
haciendo que

cos(759) cos(l0%) = (0.42262 + 0.08715)/2 =

= 0.50977/2 = 0.25488»,

Esta segunda opcion es mucho mas rapida
(Tiempo aproximado: 20 segundos) y la posibilidad
de errores es mucho menor debido a la simplicidad
de la suma y la division entre 2 frente a la labo-
riosidad de la multiplicacién con ntimeros de va-
rias cifras.

Todas estas cuestiones influyeron en las inves-
tigaciones de Neper, aunque su definicién es pura-
mente cinematica, subyaciendo la continuidad del
logaritmo como funcién. Neper ademas, dio los
logaritmos de los senos de 0° a 90° y no de
numeros.

Sin duda que la preocupacion por encontrar un
método de simplificacion de las operaciones arit-
méticas explica que los logaritmos fuesen descu-
biertos casi simultaneamente por dos personas
distintas y que su difusion fuese tan rapida y
magnificamente aceptada, existiendo ya en 1631,
17 anos después de la primera, 20 publicaciones
sobre el tema. Y decimos que el descubrimiento fue
casi simultaneo pues Jobst Burgi (1552-1632)
elabor6 ideas similares a las de Neper aunque tal
vez mas proximas a nuestro concepto actual. Al
parecer Blirgi construye una tabla en la que apa-
recen numeros rgjos en progresion aritmética, y
niimeros negros en progresion geomeétrica. Perdi6
sin embargo todos los honores histéricos del des-
cubrimiento al publicar su obra «Arithmetische
und geometrishe Progress-Tabulen» en 1620, afios
mas tarde que Neper.

De los contactos entre J. Neper y Henry Brigss
(1560-1630), nacen nuestros actuales logaritmos
de base 10 con la idea de adaptar el concepto al
sistema de numeracién imperante. Asi en 1617,
Brigss publica la primera tabla de logaritmos en
base 10 de los niimeros 1 a 1000 con una precisién
de 14 cifras decimales. En 1624 una nueva publi-
cacion recoge ya los numeros del 1 al 20000 y del
90000 a 100000, apareciendo por primera vez las
palabras mantisay caracteristica.
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Como ultima resefia historica citaremos que
William Oughtred (1574-1660) enuncia las propie-
dades basicas de los logaritmos fundamentales
para su utilizacion en el calculo:

log(x) + log(y) = log(x.y)
log(x) - logly) =logx /y) {a}
log(xY) =y log(x)

El es ademas el inventor de las tan famosas
reglas de calculo. Estos instrumentos que han sido
de uso habitual para muchos estudiantes en un
pasado muy reciente y que ya hoy a duras penas se
consiguen en el mercado, totalmente desfasadasy
superadas en rapidez y precision por las maquinas
calculadoras.

Aunque las relaciones {a} son validas para
logaritmos en cualquier base, consideraremos a
partir de ahora que estamos hablando de logaritmos
en base 10y, por tanto, denotaremos log represen-
tando log ..

Utilizacion en los calculos

En [2], aparece en su prologo: «Los aspectos
numeéricos de la trigonometria plana se han trata-
do ampliamente. Igual atencién se ha prestado a
las soluciones logaritmicas y no-logaritmicas de los
triangulos rectangulos y oblicuangulos...» Ademas
sus capitulos 6 y 7 son respectivamente: 6.
Logaritmosy 7. Resolucion logaritmica de tridangu-
los rectangulos.

Vamos a hacer un estudio en la resolucion de un
simple ejercicio sobre triangulos rectangulos. Para
que no resulte excesivamente pesado nos centra-
remos en los pasos I y IV. Sobre ellos establecere-
mos comparaciones, obviando los demas. Citamos
aqui una estimacioén de tiempos, pero retamos al
lector a que efectte el proceso manualmente para
que se observe en toda su dimension la diferencia.
El tema del tiempo no es el fundamental. Hay a
quién le puede resultar maslargo efectuar el calcu-
lo con logaritmos que sin ellos por falta de practica.
La cuestion mas importante es la simplificacién del

proceso; la probabilidad de cometer un error al
efectuar la division I. es muchisimo mayor que la de
errar en la busqueda en unas buenas tablas y
efectuar la resta; el trabajo de multiplicar y elevar
al cuadrado en IV es mucho mayor y méas tedioso
que buscar en unas tablas y sumar. Por tiltimo, la
facilidad de revisiébn por posibles errores dista
mucho entre el proceso 1y el 2.

Resolver y comprobar el tridngulo rectangulo
ABC, dados los lados a=48,620 y b=37,640. (Angulo
C = 90°. Hipotenusa: c)

1.» Mediante calculo aritmético manual sin
logaritmos:

I. TagA=a/b=(48,620/37,640)
t=150 segundos
II. Obtenemos el sen A
III. c=a/senA
IV. Comprobacién: a2 =c? - b? = (c-b)(c+b)
t= 180 segundos

TIEMPO TOTAL de los procesos I. y IV. ....
t= 330 segundos

2. Mediante calculo logaritmico:

I. a) Buscando en las tablas:
log (a) = log(b)= t=50 segundos
I. D) log(tagA) = log(a)-log(b)= t=20 segundos
II. Obtenemos el sen A
III. c=a/senA
IV. a?=c¢?-b? = (c-b)(c+b)
2 log(a) = log(c-b) + log(c+b)
t= 105 segundos

TIEMPO TOTAL DE LOS PROCESOS Iy IV. .....
t= 175 segundos

3. Mediante una calculadora con funciones
trigonométricas:

TIEMPO TOTAL DE LOS PROCESOS Iy IV. .....
t= 45 segundos
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Entre los procesos 1y 2 la diferencia estriba en
que las multiplicaciones y divisiones se efectuen
por medio del algoritmo tradicional o bien por
medio de logaritmos. La diferencia de tiempos en
nuestra prueba a favor del método logaritmico es
casi de 2 a 1. Como es logico, la calculadora es el
método mas rapido y, sobre todo, fiable,

Este pequerio ejemplo nos puede dar una idea
del protagonismo que los logaritmos adquirieron.
Era una cuestion de primer orden contar con unas
tablas adecuadas. Precisamente los libros de ta-
blas de logaritmos proliferaron mucho. En las
pags. 385-386 de [4], después de tratar el tema de
los logaritmos, se menciona: «Ya que nuestros pla-
nes de ensenanza faltan cursos especiales sobre
calculo numérico, destinados a astrénomos, fisicos,
etc.. daremos una breve nota bibliografica...» A
continuacion se nombran un total de 8 libros sobre
reglas aritméticas y métodos de calculoy 9 referen-
cias a otras tantas colecciones de tablas de
logaritmos con los niimeros que éstas contienen y
su precision en nimero de decimales. También es
una practica habitual en muchos textos resenar
junto a la resolucion de un ejercicio, qué tablas de
logaritmos fueron empleadas para su ejecucion.
Asi en [7], pag. 32: «.. Utilizamos las Tablas de
Logaritmos de L. Schron con 7 cifras decimales (Ed.
Victoriano Suarez, Madrid, 1963). Gracias al dispo-
sitivo tipografico empleado |[...] se obtienen los
logaritmos con un error inferior al cuarto de unidad
del séptimo orden. En general, la precisién resulta
del orden de las centésimas de segundo de arco.

Reglas de calculo

«Excepto para sumar y restar, la regla de céalculo
constituye una buena herramienta para efectuar las
operaciones mas corrientes, tales como la multipli-
cacion, divisién, extraccién de raices, operaciones
con _funciones trigonométricas, etc...»

El fundamento de este objeto consiste en una
serie de regletas, algunas de las cuales se pueden
desplazar linealmente con respecto a las otras pero
que tienen la peculiaridad de estar marcadas en
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varios tipos de escalas, bien de tipo lineal o no, por
ejemplo logaritmicas. Se lee también en un manual:

«Las escalas C y D son similares a una regla
milimetrada, pero con una diferencia fundamen-
tal. Asi como en una regla normal milimetrada la
distancia entre dos divisiones consecutivas, siem-
pre es lamisma, no sucede igual con las escalas de
la regla de calculo. [...]

Las escalas C y D son logaritmos, con lo que
queremos significar que la distancia entre dos
nameros consecutivos varia logaritmicamente a
medida que el nimero aumenta. No es necesario
‘entender el significado de una escala logaritmica
para aprender a manejar la regla de calculo, pero
siesnecesario tener unaidea de ella para compren-
der por qué es posible efectuar una multiplicacion
con una simple adicién de distancias. Ello no seria
posible con una escala uniforme».

Conseguir una regla de calculo resulta ilus-
trativo, pero una actividad que constituye un boni-
to recurso didactico que aumenta la motivacion y
permite la fijacién de conceptos, es la fabricacion
denuestras escalas logaritmicasy, asi una regla de
calculo propia. El método, a pesar de que para
mucha gente que conoce estos objetos de calculo es
desconocido, resulta muy simple. En el articulo
«Los cambios de escala y el Calculo Grafico» [9] se
describe la construccién asi como la importancia
de los cambios de escalas y algunas aplicaciones.
Sin pretender ser repetitivos, vamos a describir el
proceso de multiplicacién con dos escalas
logaritmicas en forma longitudinal pues asi es
como se manejan en las reglas de calculo, mientras
que el método descrito en el articulo citado esta
dado en forma grafica bidimensional:

Consideremos que vamos a multiplicar 2 x 4 :

i) coloquemos el 1 de la escala (b) sobre el 4 de
la otra.

if) busquemos €l 2 de (b) y veamos sobre que
valor de (a) se encuentra y ese es nuestro
resultado.
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log1 logd logB logiZ
8 4 \
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logi log2 log3
4x3:=12 log(4x3) = log(4) + log(3)
4x2=8 log(4x2) = log(4} + log(2)

La explicacion es evidente pues fijémonos que lo
que hemos nombrado con 2 es en realidad log(2) y
lo nombrado con 4, log(4). De este modo al super-
poner ambas regletas el llamado resultado es la
suma lineal delog(2) +log(4) que, aplicando propie-
dades de logaritmo: log(2) + log(4) = log(8). Y log(8)
lo hemos denotado con 8 en nuestras regletas.

Llegaron las calculadoras

Todavia hoy no se ha introducido sin prejuicios
la calculadora en el aula, pero hay momentos. en
que no queda mas remedio que admitirla. A veces,
esta situacion es mas perjudicial que no permitir
su uso pues estamos colaborando a su utilizacién
irracional. ¢ Para qué se utiliza la calculadora cuando
estamos explicando logaritmos? Unicamente para
efectuar el calculo que antes se realizaba mirando
a una tabla. ( log(2) = 0,3010...).

Ahora pasamos rapidamente a hablar de funcion
logaritmica sin detenernos en muchos detalles de
los que «en otros tiempos» se hablaba y que hoy no
se mencionan. Asi nos encontramos con la gran
contradiccioén de que las calculadoras, objetos que
muchos son contrarios a introducir en el aula,
hacen relegar al olvido conceptos que ya no pare-
cen ttiles precisamente porla presencia de aquéllas.
Como veremos mas adelante la introduccién ra-
cional de una calculadora podria reconvertir esas
cuestiones que parecian obsoletas. Ademas la im-
portancia historica del logaritmo, su origen y uti-
lizacioén a lo largo del tiempo bien merece la pena
ser resefiado. También, como no, el motivo por el
que han ido perdiendo interés como concepto
aislado.

La misma calculadora puede ser la generadora
del concepto tal y como cuenta la experiencia
descrita en el articulo «La calculadora generadora
de conceptos» de [10].

Mantisa y caracteristicas,
dos conceptos olvidados

Los términos mantisa y caracteristica han desa-
parecido practicamente del vocabulario habitual
del mundo de los logaritmos. La llegada de las
calculadoras fue arrinconando el uso de tablas y,
fuera de uso éstas, tenia poco sentido hablar de
aquéllas. Ambos conceptos podrian sreconvertirse»
adaptandolos a una nueva perspectiva: nuestra
calculadora.

Recordemos que caracteristica es la parte ente-
ra del logaritmo y mantisa la parte decimal:

log (15) = 1,176091259
caract.:1
mantisa: 0,176091259

Los niimeros muy grandes o muy pequeiios, de
uso tan frecuente hoy en dia, suelen presentarse en
un formato estandarizado que llamamos notaciéon
cientifica y que consiste en disponer la cantidad
como producto de un ntmero con una sola cifra
entera no nula, multiplicado por una potencia de
10. Esta representacion tiene la ventaja de darnos
una idea de «el orden de magnitud» con el que
estamos trabajando, de una forma inmediata. En
efecto, entre indicar 2%7 6 1,374389534 . 10'%, 1a
primera expresion nos da una exactitud total
mientras que la segunda es aproximada, pero de
nada nos sirve lo primero si no somos capaces de
operar con ella y saber jqué tamario tiene!

- Propongamos entonces escribir en notacién
cientifica el nimero 23'2. El desconcierto puede ser
general. Pero cualquiera que posea una calculado-
ra cientifica comprobara que con soélo teclear

23 XY 12 =

aparece en la pantalla el resultado en notacién
cientifica:
2,191462443 . 10'¢

AUTA| 11-12/1992 67



IDEAS PARA LA CLASE

Analicemos el problema desde el punto de vista
de los logaritmos procediendo como sigue:

{b} log (23" = 12 . 10g(23) = 12 . 1.361727836 =
16,34073403

caracteristica: 16

martisa: 0,34073403 .
ant 10g(0,34073403) = 10034073403
2,191462432

- Asipues:

a) La caracteristica del logaritmo de un ntmero N
es, el exponente de 10 cuando N se representa en
notacioén cientifica.

b) El antilogaritmo de la mantisa de un nitmero N,
es la parte decimal de su expresiéon en notacion
cientifica.

Las afirmaciones a) y b) resultan evidentes de
probar siguiendo los pasos de {b} de forma general:

Si log(N) = ¢,m (c = caract.; 0,m= mantisa)

N = 10N = 10°™ = 10°™ , 10°= ant log(0,m) .10°

Al ser 0 < 0,m < 1 se sigue que O < ant log(0,m)
< 10, lo que demuestra a} y b).

- ¢Por qué en {b} hemos efectuado log(23'?) = 12 .
log(23)?

Nuestra calculadora es tan eficaz que convierte
automaticamente en notacién cientifica algunos
numeros. El conocimiento de la maquina o una
simple ojeada a su manual de instrucciones nos
permitira averiguar en que rango de valores la
conversion es automatica. Pero esa misma ojeada
nos informara que, con toda probabilidad, el mayor
numero que puede soportar es 9,9999.... 10, Asi,
qué hacer con una cantidad como 235%, Pulsar
ahora

253 XY . 62 =

no servira porque el namero excede la capacidad de
lamaquina. Elrecurso empleado en {b} es necesario:

10g(253%%) =6210g(253) =62.. 2.403120521 = 148.9934723
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25352 = 1009934723 | 10148 = 9,850818107 . 10'*®

- El comportamiento de este proceso con poten-
cias variadas nos puede llevar a manejar muchos
aspectos de los logaritmos. Si enunciamos el ejer-
cicio con 235%%y con 1/253% manejamos diversas
propiedades. Sies (-253)%2, (-253)%2, -235%2, etc., el
resultado sera mas enriquecedor teniendo en cuenta
que no se pueden calcular los logaritmos de niime-
ros negativos pero que, evidentemente, nuestra
transformacién es posible. En otro orden de cosas,
implicitamente hemos establecido que la funcién
log es creciente y que es inyectiva (al calcular el
antilogaritmo). Todo esto en el plano teérico de los
.logaritmos. En el aspecto practico habremos con-
seguido manejar ntmeros casi tan grandes como
queramos con ayuda de nuestra calculadora pero
de una forma constructiva ya que ella, sin noso-
tros, tampoco hubiese podido operarlos. Si utili-
zamos estos resultados de una forma ludico-
cientifica se pueden obtener cosas como éstas:

- Cuando «se juega» con potencias muy grandes
causa un gran impacto dar una idea aproximada
del tamario de un numero. Para ello los logaritmos
son ideales, como aplicacion inmediata de lo que
acabamos de ver.

¢JCudl es el numero mas grande que se puede
escribir con soélo tres digitos? ;Cudl es su tamaiio?

La respuesta a la primera cuestion suele ser
siempre la misma: 999. Sin embargo pensando un
poquito mas detenidamente y dando alguna pista
se empieza a variar y se presentan dos posibilida-
des: 9% o bien 99°,

Ambos niimeros «caben» en la calculadoray, por
tanto al introducirlos pasaran a notacion cientifica
automaticamente y sera facil reconocer el mayor.
Pero forcemos la imaginacién y hagamos una
aproximacién que en este caso es valida:

log (9%°) = 99 log (9) 1o cual «esta proximo» a
99 log (10) = 99.

De ello concluimos que 9% ronda las 99 cifras.

log (99°) = 9 log (99) lo cual «esta proximo» a
910g(100) =9.2 =18
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Y por tanto 99° no supera las 18 cifras.

Las aproximaciones son muy burdas pero son
suficientes para el caso. Una vez que hemos visto
la diferencia tan grande entre ellos, resulta curioso
que se dude de cual es el mayor.

Quiza todos quedemos satisfechos pero aun
podemos escribir;
99
9

Resulta que éste no nos «cabe en nuestra calcu-
ladora». Parece por tanto el mayor. ¢Pero qué
tamarno tiene?:

Tomando su logaritmo: 9° log(9) =
97, 0.9542425094 = 387420489 . 0.9542425094=
= 369693099.6

La expresion en notacién cientifica de nuestro
gigante sera:

100‘6 . 10369693099 =

3.98107 - 10369693099

tiene entonces 369693100 cifras, lo que quiere
decir que silo escribiéramos con este mismo tamario
de letra ocuparia una longitud de mas de 616
kilometros de papel.
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Vision heuristica de la clasificacion de una
conica mediante calculadora grafica y
ordenador a nivel de 3° de BUP.

%

German Saez i Moreno

Este escrito es el relato de una experiencia matematica en la que se pretendia
hacer un programa que clasificara una cénica dada. Se comenzé con un programa
escrito en PASCAL que devolvia el centro y el radio de una circunferencia entrada
por sus coeficientes. El trabajo fue realizado por alumnos de 3° de BUP con
ordenadores y calculadoras graficas, bajo unos planteamientos heuristicos. Parte
del trabajo se hizo en clase y la mayor parte fuera de la misma con un grupo de

alumnos interesados en el tema.

Introduccién

El objetivo de este escrito es explicar una expe-
riencia que se llevd a cabo en el Instituto de
Bachillerato Menéndez y Pelayo con alumnos de 32
de BUP, tanto en clase como en horas no lectivas.
En general se pretendia dar una visién de la
matematica mas como un experimento-juego que
como un compartimento estanco y en el tema de
conicas se queria dar una vision mas completa de
la que tenian. Ademas, se trataba de introducir a
los alumnos, que quisieran, en unos conocimien-
tos basicos de un lenguaje de programacion
estructurado. Habia unos objetivos minimos muy
clarosy otros que estaban en funcion del entusias-
mo de los alumnos, de forma que se llegara hasta
donde fuese necesario y no tanto con limites de
programa, o metas parecidas. Subrayemos que
todo lo que viene a continuacién es la descripcion
de una experiencia matematica real con los defec-
tos que comporta (conjeturas incompletas,...).
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Test de la circunferencia y
determinacién del centro y el radio

Radio y centro de una circunferencia

Cuando se hace el estudio analitico de la circun-
ferencia, mas de una vez, se tiene la tentacion de
decir que las conclusiones a las que se llega son
facilmente programables. El programa es de los
mas sencillos que se pueden hacer con una maqui-
na (ya sea una calculadora programable o un
ordenador): se entran unos datos, se hace un
calculo aritmético trivial, que en esencia es una
asignacion, y se devuelve una respuesta hacia el
exterior. Este algoritmo es uno de los mas sencillos
que se pueden utilizar para introducir la progra-
macion.

Este hecho se hizo notar a los alumnos después
de dicho estudio que describe la ecuacién de la
circunferencia, y se ofreci6 la posibilidad de hacer
este programa en un lenguaje estructurado en
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ordenadores y en horas no lectivas. El lenguaje de
alto nivel escogido fue el PASCAL. Un grupo de
alumnos se puso a trabajar y a estudiar los mini-
mos conocimientos de PASCAL que se necesitaban
para programar una cuestion como ésta, a partir de
un manual muy basico.

Comenzaron por hacer un pequefio programa
sin ningtn formato de escritura ni de lectura, que
traducia el algoritmo que definen las férmulas:

que nos permiten encontrar el centro Cy el radio r
de la circunferencia de ecuacién

X+y?+mx+ny+p=0.

Este programa decia mas o menos:

program circun,;
var
m,n,p,xc,yc,r:real;

begin
readln(m);
readln(n);
readin(p);
xXci=-m/2;
yc: =-n/2;
r:=sqrt(m*m+n*n-4+p)/2;
writeln(xc);
writeln(yc);
writeln(r);

end.

Los problemas que surgieron fueron los clasi-
cos: confusion BEGIN/BEGUIN, el caracter fuerte-
mente tipado del lenguaje, 4p en lugarde 4 * p, y

sobre todo la utilizacién del entorno desde el que
trabajabamos en PASCAL. Después pasamos a los
formatos de entrada/salida:

program circun,; -

var
m,n,p,Xc,yc,r: real;

begin

clrscr; (*borramos la pantalla*)
writeln(Dame’);
write('m=);
readln(m);

* write('n=");
readin(n);
write('p=);
readIn(p);

(* calculo del centro (xc,yc) y radio r de una
circunferencia de ecuacién:
x2+yZ+mx+ny+p=0%)

xc: =-m/2;

yc: =-n/2;

r:=sqrt(m*m+n+*n-4+p)/2;
writeln(‘Elcentroes: (,xc:11:11,,,yc:11:11,7));
writeln(' y el radio vale: r=",1:11:11);

end.

Problemas con la raiz cunadrada: caso no circun-
ferencia, como siguiente paso en la programa-
cién (instruccién IF)

Después del ensayo con mas ecuaciones y
resefia en la libreta de clase de los resultados a
los que llegadbamos, nos encontramos con una
ecuacién que no representaba una circunferen-
cia:

+yl+xty+1=0.

De esta manera tan natural surgi6 la necesidad
de distinguir casos. Fue un intento de proteger el
programa contra posibles situaciones de error y
como analisis mas exhaustivo del resultado de
clase. Asi, llegamos a un paso siguiente en pro-
gramacion: la instrucciéon IF. Entonces quedé un
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programa que ya parecia que cerraba todo el pro-
blema planteado:

program circun,;

var
m,n,p,xc,yc,r,disc:real;

begin
clrscr; (*borramos la pantalla®)
writeln(‘Dame’);
write('m=");
readln(m);
write('n= );
readln(n); .
write('p=);
readIn(p);

(* calculo del centro (xc,yc) y radio r de una
circunferencia de ecuacion:
x* +y%+ mx + ny + p = 0%

Xc:i=-m/2;
yc:i=-n/2;
disc: =m*m-+n+n-4+p;
if disc<0 then writeln(‘No se trata de una
circunferencia’)
else begin
ri=sqrt(disc)/2;
writeln(‘El centro es:
(xc: 11:11,,,yc:ll:1L,));
writeln(‘ y el radio vale;
r="r:11:11)
end

end.

Representacién con calculadora grafica
de cénicas en forma no reducida

Antes de llegar a este programa que resolvia
nuestro problema habiamos planteado en clase la
utilizacion de las calculadoras graficas (en concre-
to la CASIO FX-7000G) para visualizar cénicas. El
estudio heeho en clase de la elipse, la parabola yla
hipérbola se habia hecho en unas condiciones muy
particulares. En concreto, se habia propuesto a los
alumnos ver qué dibujo formaban los puntos que
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verificaban la ecuacién (desconocida para ellos):
2x2 + 2y>—5xy + 2 =0

El punto de vista funcional de este problema
venia impuesto por la calculadora grafica (en con-
creto la funcién GRAPH), dado quelo que dibuja es
una funcién que viene definida por una ecuacién
en forma explicita. Como entrenamiento introdu-
Jimos la ecuacion de una recta en forma explicita.
Justo en este punto teniamos un problema al que
no estan demasiado acostumbrados: despejar la y
de la ecuacion implicita de este lugar geomeétrico
que queriamos visualizar. Jugando con la similitud
con el caso de la recta que también se habia dado
inicialmente en forma implicita, llegaron a la sor-
presa que estaban delante de dos funciones:

2x% + 2y°—bxy + 2 =0 & 2y? + (—5x)y + (2% + 2) = 0

5x + v 25x2 - 8(2x2 + 2)
(:>y= =
4

5x+V 9x?-16

4

Después de descubrir que se trataba de una
hipérbola que estaba en una posicion diferente de
la que nosotros habiamos estudiado basicamente
en clase, continuaron averiguando qué represen-
taban las ecuaciones:

2x% +2y?-12x + 10y + 42 = 0
4x* +y? -4xy—3x—3y+ 1 = 0
6x* + 6y>—8xy—1 = 0
x* -y +4x +2y+4 = 0
2x> +2y* -3= 0

Asi se fue conformando la idea de que toda
ecuacion de segundo grado del tipo ax? + by? + cxy
+dx + ey + f= 0 representaba una circunferencia

(imico caso que teniamos perfectamente estudia-
do), una elipse, una hipérbola o una parabola.
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Clasificacion de una cdnica
Primera aproximacion al problema

Entonces, el siguiente paso natural era intentar
ampliar nuestro programa en PASCAL, de forma
que clasificara la conica que definia una ecuacion
cualquiera: ax® + by? + cxy + dx + ey + f= 0. En este
punto hubo muchas conjeturas a propésito del
criterio que el programa tendria que utilizar para
averiguar el tipo de conica que era. A base de
ejemplos y contraejemplos (visualizados con la cal-
culadora grafica) descartaron conjeturas falsas y
llegaron a un camino claro que podia distinguir entre
los diferentes tipo de conicas. El punto clave era un
problema que la calculadora tenia continuamente
cada vez que dibujaba una cénica: el dominio de las
funciones. Haciendo calculos llegabamos a la con-
clusién de que las funciones que tenia que dibujar
eran:
ax?+by?+cxy+dx+ey+{=0 < by?+(cx+e)y+(ax?+dx+)=0 <

—CX——e + \/(cx + e)>—4b(ax? + dx + )

y: =
2b

—cx—e t \/(CZ -4dab)x? + (2ce—4bd)x + (e>—4bf)

2b

por lo que se tenia que ver para qué valores el
polinomio que habia en el radicando daba resulta-
dos negativos o positivos. El estudio se reducia a
preguntarse por el signo de una funcién cuadratica;
llamando r = ¢c—4ab, s = 2ce—4bd, t = e>—4bf.

> 0: hipérbola (fig. 1)
= 0: parabola o hipérbola (fig. 2)
< O: parabola o hipérbola (fig. 2)

’>O%SZ -4rt

> 0: parabola (fig. 3)
< 0: no tiene puntos reales (fig. 4)

ry=0—-s{=0—~>t
2 0: ??7?? (fig )
< 0: parabola (fig. 6)
> 0: elipse o circunferencia (fig. 7)
{ < 0 —s” -4rt | = 0: un punto o una recta (fig. 8)

< 0: no tiene puntos reales (fig. 9)

Esquema que es un poco pesado de traducir en
un programa PASCAL.

Figura 2

Figura 3 Figura 4

Figura 5 Figura 6
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Figura 7

Segunda aproximacion: descubrimiento de las
dos rectas como cénica «especial»

Conforme van probando el programa con dife-
rentes ecuaciones de segundo grado y comproban-
do los resultados con la calculadora grafica se van
encontrando sorpresas. En primer lugar aparece
una ecuacién de segundo grado que representa dos
rectas: 3x2 -y? + 2xy + 4x + 1 = 0, una vez seguido
el razonamiento del programa se tiene en cuenta,
para completar y corregir el esquema anterior.
Fundamentalmente se tiene en cuenta que sir >0
y s? - 4rt = 0 (fig. 2) el discriminante de la ecuacion
es un cuadrado perfecto, por lo que salen dos
rectas (no una parabola o hipérbola como nos
habia parecido al comienzo). Si estamos en el caso
r< 0y s?4rt =0 (fig. 8) solo se podra dar un valor
a la x, por lo que o es una recta vertical o bien un

Figura 10
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Figura 8

Figura 11

Figura 9

punto. ;Cémo distinguirlo? Mirando ahora la si-
tuacion desde el eje OY:
ax?+by?+cxy+dx+ey+f=0 & ax®+(cy+d)x+(by*+ey+f)=0 &

—cy—dz+ \j(cy+d]2—4a(by2+ey+ﬂ
S x= =

2a

oy - d+ V(c? - dably? + (2¢cd - 4ae)y + (d - 4af)

2a

Se observa como primer detalle que coinciden
los coeficientes de grado dos de esta funcion
cuadraticay el de la anterior, por lo que analizando
los tres posibles casos de discriminante de esta
funcién cuadratica (fig. 10, 11, 12), nos sale solo
viable el caso discriminante = O, por tanto estamos
ante un punto (fig. 11).

Figura 12
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La otra cuestién que nos queda por analizar es
la de como distinguir entre parabola e hipérbola en
el caso r > 0, s? - 4rt < O (fig. 2). Mirando las fun-
ciones con variable independiente y, al ser el co-
eficiente de segundo grado del discriminante el
mismo r, tenemos so6lo tres posibles casos: discri-
minante > O {fig. 13) que definiria una hipérbola,
discriminante = O (fig. 14) que nos daria un par de
rectas (caso imposible porque nos hubiera dado
esteresultado mirando desde OX) y el discriminante
<O (fig. 15) que nos seguiria dejando en la duda de
si es una hipérbola o una parabola. Matematica-
mente se puede ver que no puede ser una parabola:
si una recta y todas sus paralelas cortan a una
parabola, entonces la recta es paralela al eje de la
parabola. Si fuera una parabola, el eje OY y sus
paralelas cortarian la parabola (fig. 2), de lo que
tendriamos que OY es paralelo al eje de la parabola
y entonces la funcién con variable independiente y

tendria como dominio una semirecta, en contradic-
cién con r > 0.

Nuestro esquema queda:

# 0: hipérbola
>0 — s>—4rt

= 0: dos rectas
# 0: parabola

=0—s < 0: no tiene puntos reales
T =0t
> 0: dos rectas
> O: elipse o circunferencia
(< 0 = s? -4rt| = 0: un punto
! < 0: no tiene puntos reales

Y el programa que lo describe completado con el
nuestro:

program clasif;

var
a,b,c,d,e.fr,s,t,discrim,m,n,p,disc,xc,yc:real;
begin
clrser; (*borramos la pantalla*)
writeln(De la ecuacién
ax? + by? + cxy + dx + ey + f = 0 dame’);
write(‘a="); readln(a);
write(‘'b="); readln(b);
write(‘c="); readln(c);
write('d="); readln{d);
write(‘e="); readln(e);
write(‘f="); readln(f);
ri=c*c-4*+ax*hb;
s: =2*c*e-4+bx*d;
t:=ere-4xb*f;
discrim:=s#*s-4*r*t;
if r>0 then begin
if discrim<>0 then writeln(‘Es una hipérbola.’)
else writeln(‘Es un par de rectas.’)
end
else if r=0 then if s<>0 then writeln(‘Es una
parabola.’)
else if t<0 then writeln(‘No
tiene ningtn punto real.’)
else writeln(‘Son dos rectas
paralelas.’)

(*caso r<0%)
else if discrim<0 then writeln(‘No tiene
ningtn punto real.’)
else if discrim=0 then
writeln(‘Es un punto.’)

else begin
(*caso circunferencia
o elipse*)
m:=d/b;
n:=e/b;
p: =f/b;

disc:=m+*m+n+n-4+p;
if (a=b) and (c=0) and (disc>0) then
begin
(* calculo del centro (xc,yc) y radio r de una cireunfe-
rencia de ecuacién:
x? +4y? +mx+ny+ p= 0%)
xc:=-m/2;
yc: =n/2;
r:=sqrt(disc)/2;
writeln(‘Es una circunferencia de centro:
(xc: 11:11,7,yc:11:11,7));
writeln(' y radio: r=",r:11:11)
end
else writeln('Es una
elipse.’)
end
end.
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Figura 13

Descubrimientos posteriores,
conclusiones, caracterizaciones
no heuristicas

Posible continuacién

Una posible continuacion podria ser intentar
reproducir lo que hace la calculadora grafica para
dibujar las coénicas, pero con las posibilidades
graficas del PASCAL.

También, completar el esquema con el casob =0,
caso que no se plantean hasta que no encuentran
una ecuacion como por ejemplo x*-3x + 5y-13 = O:

# O: hipérbola
= 0: no es una coénica
b=0-¢ # 0: parabola
=0—->a{#0—e 20: un par
de rectas
=0 —d?-4af | <0: no
tiene
puntos
reales

y a partir de aqui el programa.

Se podria pensar de la misma manera el intento
de calcular los elementos mas importantes de la
conica, pero con medios elementales de 3° de BUP.

Conclusiones estrictamente matematicas del
problema planteado

Se pueden intentar deducir teoremas a partir
del programa. Por ejemplo, aplicando el algorit-
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Figura 14 Figura 15

mo que define el programa a la curva de ecuacion
X% +y? + mx+ny + p = 0se puede ampliar el teorema
que describe la circunferencia con el afiadido que
en el caso m? + n’-4p = O se trata de un punto, y en
el caso m? + n?4p < 0 no es ninguna cénica con
puntos reales (todos los tiene complejos).

También, se puede plantear el problema de
forma diferente intentando caracterizar los dife-
rentes tipos de conicas:

ax® + by® + cxy + dx + ey + f = 0 es una circunferencia <
©a=bz#0yc=0yd?+e?-4bf>0
ax? + by® + cxy + dx + ey + f = 0 es una parabola <

c? ce
<:>(a=~—yd¢——yb¢0]obien(a,e¢0yb=c=0]
4b 2b

o bien estudiar una familia de cénicas, por ejemplo
(1—e?)x? +y? + a%(e2 -1) = 0

Demostrar que no hay ninguna parabola que
pase por los puntos (1, 0), (0,1), (1,1), (0, 0), o que
las tinicas parabolas que no tienen termino en Xy
son las de eje horizontal o vertical.

Planteamiento pedagdgico de la experiencia

Se hizo un planteamiento poco dirigido de la
experiencia, por parte del profesor. Por ejemplo, la
mejora de los formatos del programa inicial que
calculabaelradioy el centro de una circunferencia,
se hizo por iniciativa de los propios alumnos, como
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unrequerimiento completamente normal para ellos,
no como algo sugerido por el profesor. Eso no
quiere decir que el profesor no estuviese encima de
los detalles que posiblemente no tuvieran en cuen-
talos alumnos (resefia en la libreta de los resultados
obtenidos, grabacion de los programas interme-
dios,...).

Es mas, el papel del profesor era el de saber
reconducir. Por ejemplo, hubo un momento, que de
forma muy natural, los alumnos querian acceder a
las posibilidades graficas del PASCAL, para poder
hacer los dibujos tal como los hacia la calculadora.
Como reaccion se hizo una reconduccién hacia un
planteamiento diferente.

Otro de los puntos que hubo que tener muy
presente fue el abstenerse de hacer indicaciones,
que podian casi cerrar todo el problema con una
solucién que a ellos no se les habia ocurrido,
sobretodo cuando estaba claro que mas adelante
ellos mismos verian esta cuestién (por ejemplo en
los errores del primer esquema de clasificacién de
una coénica, o bien que no vieran que uno de estos
casos era un par de rectas).

Dado que la experiencia se hacia fundamental-
mente fuera de clase y con alumnos bastante
motivados, se puso como objetivo que ellos encon-
traran los resultados, aunque no llegaran dema-
siado lejos. De esta manera los conocimientos los
hacen mas suyos, si son ellos mismos los que los
han encontrado.

- Trabajaron con el esquema clasico del método
cientifico: experimentacion, conjeturacién, de-
mostracion (o bien contraejemplificacién). Fue un
trabajo en un laboratorio matematico con una
vertiente muy ltdica: se jugaba a redescubrir y a
hacer de sabios,...

En cuanto al rigor matematico se opté por
avanzar aunque las afirmaciones no estuvieran
suficientemente justificadas. Como siempre no se
intent6 razonar aquello que para ellos era evidente,
ya que el objetivo en este caso no era poner en duda
estas cuestiones ni rigorizarlas. Evidentemente se
han utilizado afirmaciones bastante fuertes, sin
demostrarlas (como por ejemplo que toda ecuacion
del tipo estudiado representaba una circunferen-
cia, una elipse, una parabola o una hipérbola).

También requeria, por parte del profesor, llevar
todo el tema de conicas bien estudiado y prepara-

do, sobretodo de cara a la invenciéon de contra-
ejemplos. Era necesario tener paciencia con los
avances y los resultados: estabamos dentro de un
estadio de aproximaciones sucesivas (en todos los
sentidos: madurez, rigor, resultados,...).

Como siempre en la asignatura de matematicas,
se tenia que reconducir la motivacion externa
(informatica-matematica) hacia a una motivaciéon
puramente matematica.

Puesta en practica real

Esta experiencia se llevo a cabo con dos grupos
de tercer curso de BUP al final del estudio de las
coénicas. Hay que sefialar que no se habia hecho la
parte de Analisis y que el nivel de cénicas era el
habitual; el concepto de tangencia se habia traba-
jado bastante mediante el uso de discriminantes.

Ninguno de ellos habia manejado nunca una
calculadora grafica, y s6lo una minoria tenia nocio-
nes de BASIC. Se trabajo con quince calculadoras
graficas con la totalidad de los 39 alumnos de cada
grupo (por separado). La utilizacién dela calculadora
grafica se impone en el caso que se quiera trabajar
con todo el curso a la vez, pero también nos ha sido
muy util a la hora de rebatir instantaneamente
conjeturas falsas cuando se trabajaba con los or-
denadores (por ejemplo se conjeturd que cuando a=
b se trataba de una circunferencia, a lo que se puso
como contraejemplo 3x® + 3y? -4dxy -1 = 0).

Los alumnos que estaban interesados en los
minimos conocimientos de PASCAL eran unos 10,
aunque en las ultimas sesiones el numero bajé
hasta unos 5 alumnos. No se llegd a acabar de
escribir correctamente el tiltimo programa. A pesar
de todo el resultado fue muy positivo.
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Una experiencia con el Teorema de

Pitagoras segun Iowo

Introduccion
Esta Unidad esta englobada dentro de cuatro de
geometria plana:
- El cuadrado y el rectangulo
- Triangulos
- El Teorema de Pitagoras
- Areas de figuras planas

las cuales han sido llevadas al aula durante los tres
altimos cursos en 12 de FP1 a razon de tres grupos
en cada curso.

Las cuatro estan pensadas para ser impartidas
en la ESO.

Para la elaboracién de la unidad del Teorema de
Pitagoras, nos hemos basado en la unidad que con
el mismo titulo hizo el grupo Holandés IOWO.

Su puesta en practica en el aula se realiza
utilizando retroproyector y transparencias en las
que aparecen los dibujos que figuran en el texto, los
cuales fueron pasados a transparencias por el
Profesor Edelmiro Barreiro Gomez, del Departa-
mento de Dibujo del Centro.

Los materiales utilizados han sido: cuerdas,
papelmilimetrado, calculadoras, geoplanos, puzles
de madera y barras de mecano.

Dado que en el Centro hay la Especialidad de
Madera, esto nos permite contar con la colabora-
cion de Profesores y Alumnos de esta Especialidad
para construir los puzzles, cubos, y vaciados en
madera a los que se hace referencia a lo largo de la
unidad.
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Metodologia

Con el siguiente diagrama se inicia la Unidad, al
cual se volvera siempre que sea necesario, con el fin
de no perder la idea global de la historia.

EL TEOREMA DE PITAGORAS
INTRODUCCION HISTORICA
VIAJES
|
l l ]
EGIPTO : INDIA ALEJANDRIA
TENSORES ALMOHADA MERCADER
DE DEL
CUERDA FAKIR
ENSOLADOR
DEL
FARAON

Alo largo de la primera clase se da una visién
global de la unidad, aclarando en las notas histo-
ricas, lo que puede haber de verdadero o de fan-
tastico en esta historia. Como actividad comple-
mentaria a las notas historicas utilizamos como
material de apoyo la pelicula El Pato Donald en el
Pais de las Matemdgicas (véase Revista Suma n® 1,
trabajo de José del Rio Sanchez).

Durante las ocho clases siguientes los alumnos
van resolviendo los problemas planteados, y al
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finalizar cada uno de los problemas, se procede a
una puesta en comun por parte de toda la clase, no
excluyendo en ningtin momento cualquier tipo de
solucion. '

Alahora de construir materiales por parte de los
alumnos, concretamente la cuerda y el papel
milimetrado, la experiencia nos dice que se rompe
mucho el ritmo dela clase silos elaboran en el aula,
por lo tanto es aconsejable que los construyan
previamente en casa o si no proporcionarselo.

Notas historicas

Hace unos 2.500 anos vivia en la antigua ciudad
griega de Crotén en el Mediterraneo, un sabio
llamado Pitagoras de Samos, todos los sabios griegos
adoptaron como segundo nombre el de la ciudad
donde nacieron asi es que Pitagoras naci6 en laisla
griega de Samos. Fue un hombre emprendedor que
viajé mucho, estuvo en Egipto, Babilonia y se cree
que incluso en la India.

Alregreso de sus viajes, Pitdgoras contaba a sus
amigos, cosas sobre lo que habia visto.

Nadie sabe exactamente lo que ocurrié hace
2.500 aflos, pero con un poco de fantasia tratare-
mos de contarte la historia del TEOREMA DE
PITAGORAS.

Si se sabe que Pitagoras no fue el primero que
descubrié el teorema que lleva su nombre. Unos
1000 anos antes ya habia gente en Babilonia que
lo conocia. Eso estd demostrado en tablillas de
barro con escritos de esa época.

Puede ser que Pitagoras fuera uno de los prime-
ros que se preocuparon de la demostracion del
TEOREMA, pero eso tampoco es seguro. Después
de él innumerables amantes de las matematicas se
han dedicado a hacer diversas demostraciones del
TEOREMA. Asi a lo largo del tiempo se han dado
mas de 100 demostraciones.

También es seguro que él fund6 una ESCUELA,
LA LLAMADA ESCUELA PITAGORICA, en la que
ademas de dedicarse alas matematicas estudiaban
ASTRONOMIA, MUSICA, MISTICA Y RELIGION.

Realmente Pitagoras era visto en la antiguedad
mas como un profeta que como un cientifico.

Sus seguidores, los pitagoricos, vivian con reglas
muy estrictas; vivian como monjes en un monaste-
rio y eran vegetarianos. Como emblema para re-
conocerse usaban la estrella de cinco puntas, el
simbolo de la salud. 1

La influencia de los pitagoricos en el desarrollo
cientifico de ese tiempo fue muy grande y tuvo su
resonancia durante muchos siglos después. Se
puede decir que los pitagéricos son los primeros en
la historia de la Ciencia occidental en ejercer ia
actividad cientifica en equipo.

Tensadores de cuerda en Egipto

Durante una de sus clases Pitdgoras mostré a
sus amigos como los albaniles egipcios sabian
trazar angulos rectos con mucha exactitud.

v (OGI¢RON VA (VERPA
LON 12 NVPOS . ...

1.- ¢Por qué seria tan importante enla construc-
cién trazar angulos rectos con mucha exactitud?
¢Tienes alguna idea de cémo lo hacen nuestros
albariles?

2.- Coge un trozo de cuerda y mide en ella 12
trozos iguales. Ata los extremos para obtener una
cuerda cerrada con 12 nudos.

3.- Con esta cuerda puedes tensar un triangulo
de tal manera que cada uno de los vértices coincida
justamente con un nudo. A este triangulo lo llama-
remos un Tridngulo de 12 nudos. ¢Cuantos trian-
gulos diferentes de 12 nudos puedes hacer?

4.- Dibuja esos triangulos de 12 nudos a escala
y con precision. Distancia entre los nudos 2 cm.
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5.- ¢ Cualdeesos tridngulos usaron los tensadores
de cuerda egipcios? ¢Por qué precisamente ese?.

6.- Deunode esos triangulos de 12 nudos puedes,
sin medir angulos, decir con mucha exactitud el
tamario de esos angulos. ,Qué triangulo es ese y qué
tamano tienen esos angulos?

Pitagoras habia ensefiado asi a sus amigos como
los albaniles egipcios podian tensar un triangulo
rectangulo con una cuerda de doce nudos. Pero esos
amigos no se dejaron convencer asi como asi...

LN0 £¢ PVEDE HACR (ON MéNOS WrogE]

1 !
[[PRVEBALO &NTONGES T]
\l

Para Pitagoras eso no era problema. Pitagoras
dijo: Naturalmente hay muchos triéangulos de nudos
que puedes hacer con menos de 12 nudos; en total
hay 15. Pero entre ellos no hay ningtn triangulo
rectangulo...

7.- Dibuja con precision (usa regla y compés)
esos 15 triangulos. Los triangulos rectangulos son,
desde luego, raros. Se encuentran dificilmente, al
menos sipretendes que lalongitud de cada lado sea
un numero entero. Pitdgoras conocia algunos y
ensenod a sus amigos esta lista.

¢Como consiguid estos numeros?

Pitagoras y el ensolador del Faraén

Filolaios tenia muchas ganas de saber como su
maestrohabia descubierto el secreto delos tensadores
de cuerda. Pitagoras, que siempre estaba dispuesto
a ensenar algo a los demas gustosamente accedi6 a
contarselo:

Debes saber que el dia después de mi encuentro
con los tensadores de cuerda fui recibido en el
palacio del faraén de Egipto. Me arme de valor y...

O PODEROSO FARAON
TENGO TANTA CURIOSIDAD
POR EL SECRETO DE LO S
TENSADORES DE CUERDA

Elfara6n mandé llamar a su ensolador y le pidi6
que trajera 2480 baldosas: 1240 blancas como el
marfil y 1240 azules como el mar, pero todas de
Jorma cuadrada.

Y cuando el ensolador volvié con su carga de
baldosas, el faraén le mand6 formar el mayor
numero posible de cuadrados, pero todos diferen-
tes de tamano. Con las baldosas azules tenia que
hacer lo mismo.

9.- Lee detenidamente el encargo al ensolador.
sCuantos cuadrados blancos diferentes podia co-
locar el ensolador??

' Como actividad complementaria sugerimos que se utilice una demostracion geométrica de la suma de los cuadrados que se
encuentra en ellibro del siglo XVII La Llave de las Matemdticas cuyo autor es Du Zhigeng, segiin un articulo aparecido en la Revista

Suma n° 7 del que es autor Vicente Meavilla Segui.
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RECURSOS PARA EL AULA

10.- Recorta los cuadrados del ensolador en
papel milimetrado, colorea de azul el primer con-
junto que hagas conlos 1240 y deja sin colorear el
otro conjunto de 1 240. Escribe en cada cuadrado
el namero de baldosas.

Cuando el ensolador hubo hecho su trabajo sin
ningtn error, pregunté al faraén por la relacion
entre los cuadrados del ensolador y el triangulo de
los tensadores de cuerda. El faraén contest6 sen-
cillamente: mira como mi ensolador hace un trian-
gulo...

11.- Coge tres cuadrados de los que has recor-
tadoy construye con ellos un tridngulo a la manera
del ensolador.

¢Tiene importancia los cuadrados que eliges?.

Y el faraén dio el encargo a suensolador de hacer
una serie de triangulos. Le dijo que el cuadrado més
grande debia ser blanco y los dos mas pequernos
azules.

Aunodelos sirvientes que estaban presentes les
pidi6 que contara las baldosas blancas para cada

triangulo, un segundo sirviente debia de contar las
baldosas azules; y un tercero debia comprobar si el
angulo mas grande del triangulo era agudo, recto u
obtuso...

BALDOSAS BALDOSAS ANGULO

BLANCAS

12.- El ensolador us6 para el primer tridangulo
cuadrados azules con 25y 64 baldosas respectiva-
mente. Tal como le habian encargado usé baldosas
blancas para el cuadrado méas grande.

El triangulo que hizo era acutangulo.
JCuantas baldosas tenia el cuadrado blanco?.

13.- Para el segundo triangulo usé baldosas
azules con 100 y 81 baldosas respectivamente.
Ahora le sali6 un triangulo obtusangulo. ¢ Cuantas
baldosas tenia el cuadrado blanco?.

14.- Haz una serie de 10 tridngulos, mira en
cada triangulo.

a) Cuantas baldosas azules has usado

b) Cuantas baldosas blancas has usado

¢) Queé tipo de triangulo te sale.

Escribe los resultados en una tabla.

15.- ¢Puedes imaginarte ahora que tipo de
triangulo obtienes si usas cuadrados de 100, 225
y 400 baldosas?.

Misiguiente destino erala India, allien ese lejano
pais, me encontre con un viejo fakir...

IO R
41 ALMOHA~
IZS

......
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La almohada del falir me dio la idea para una
investigacién mas profunda sobre los triangulos con
cuadrados alrededor. Me regalé la almohada, mira..»

16.- En una tabla de puntas (hoja de trabajo n®
1) dibuja: unrectangulo, un tridngulo obtusangulo,
un triangulo isésceles, una cometa.

17.- Calcula de cada una de las figuras cuantos
cuadrados de puntas tienen de superficie.

18.- Haz en una tabla de puntas (hoja de trabajo
n® 2) cuatro figuras que sean distintas pero que
tengan todas una superficie de seis cuadritos de
puntas.

19.-Tensa enla tabla de puntas un cuadrado de
49 cuadritos de puntas. A las puntas a lo largo de
los lados les das un ntmero (como en el dibujo)

a) Tensa una goma con las puntas que tienen el
numero 2. ;Qué figura has construido?. Dibtjala
en la hoja de trabajo n? 3.

b) Haz lo mismo con los ntmeros 3 y 4.

c¢) Calcula la superficie en cuadrados de las fi-
guras anteriores.

bbb bl L
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20.- El fakir ensefoé a Pitagoras un truco para
hacer cuadrados que estén inclinados en la rejilla.

a) Termina de dibujar los cuadrados que estan
dibujados a medias en la hoja de trabajo n° 3.

b) Explica como hace el fakir para conseguirlo.

21.- a) Calcula la superficie del cuadrado de la
hoja de trabajo n® 4.

b) Busca los puntos medios de los lados de ese
cuadrado. Une esos puntos. ;Qué figura te sale?
¢Cual es su superficie?

22.- Dibuja en la tabla de puntas una serie de
cuadrados aumentando el tamafio. Empieza por
un cuadrado de una cuadricula de puntas y termi-
na con uno de 10 cuadrados de puntas. Usa la hoja
de trabajo n? 4.

Era para mi entonces una cosa chupada tensar
triangulos rectangulos en el tablero de puntas con
cuadrados alrededor. Comparaba la superficie del
cuadrado mas grande con la suma de las superfi-
cies de los cuadrados mdas pequeros...
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23.- Tensa ta mismo otro triangulo rectangulo
rodeado de cuadrados. Compara la superficie del
cuadrado grande con la suma de las superficies de
los cuadrados pequenos. ¢Qué pasa..?

24.- Dibuja sobre los triangulos de la hoja de
trabajon® 5, los cuadrados que lo rodean y compa-
ra de nuevo las superficies del grande con la suma
de las de los otros dos.

25.- Los amigos de Pitagoras también habian he-
cho triangulos y cuadrados en el tablero de puntas.
Filolaios fue el primero en descubrirlo.
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Dijo: Si el triangulo tiene un angulo recto, entonces
el cuadrado del lado mas largo es...Intenta termi-
nar la frase.

Pero Alkmaion, plomo como siempre, farfullaba:
Jy como puedo estar seguro de que eso es asi, de que
eso ocurre con todos los triangulos rectangulos?

Y Pitagoras sigui6 contando...

Pitagoras y los dos rompecabezas del
mercader

En Alejandria me embarque para regresar a
casa.
A bordo empecé a conversar con un mercader...

Y le conté lo del tricingulo rectangulo. Pero el no
se mostro sorprendido y me enserié los siguientes
rompecabezas...

26.- El primer rompecabezas tiene las siguien-
tes piezas: tres cuadrados distintos y ocho trian-
gulos iguales. Con los tres cuadrados y uno de los
triangulos se ha construido la figura siguiente:

Sidelos tres cuadrados iniciales los méas peque-
nos tienen de area 9 cm?y 49 cm? ¢ Cuantos cm? de
area tiene el grande?. Resuélvelo utilizando el
rompecabezas, construyendo con el dos cuadrados
iguales.

27.- El segundo rompecabezas tiene las si-
guientes piezas: dos cuadrados iguales y ocho
triangulos iguales. Construye con las piezas las
dos figuras siguientes:

a) /Qué relacion hay entre las dos piezas?

b) ¢Seria posible recubrir el cuadrado grande
con una de las piezas y los dos pequenos con la
otra?

Después de esto por fin Pitagoras convencio a
todo el mundo y despleg6 el pergamino
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Grafos a través de juegos

Maria Inés Sobrén Fernandez
Maria Candelaria Espinel Febles

El objeto del presente articulo es presentar, partiendo de juegos, algunos
problemas que incentiven el enfoque de una situacién desde distintos angulos.
Concretamente el trabajo se estructura en tres epigrafes, correspondiendo cada
uno a un juego: I. Pasar la pelota en un corro. II. El juego de las cerillas. III.
Hundimiento de barcos. En cada epigrafe se comienza planteando el problema en
forma intuitiva, introduciéndose a continuacién los conceptos, relacionados con
las cuestiones suscitadas, de los distintos campos de la matematica: Geometria,
Algebra, Combinatoria, Teoria de Grafos, Programacion Lineal, Computacién, etc.
Adicionalmente se presentan algunos resultados que facilitan el analisis del

problema.

Introduccién

Con frecuencia una misma idea puede llevar a
desarrollos muy distintos segtin el ambito en que
ésta surja o la utilidad que se le piense dar. Los
modelos matematicos mas fructiferos en el campo
del pensamiento humano son aquellos que pre-
sentan un mismo problema bajo distintos puntos
devista. Ademas, los de facil comprension, aunque
conlleven problemas dificiles, son un estimulo
parala creatividad y un extraordinario instrumento
para la ensefianza.

El objeto del presente articulo es presentar,
partiendo de juegos, algunos problemas que
incentiven el enfoque de una situacion desde dis-
tintos angulos. Concretamente el trabajo se es-
tructura en tres epigrafes, correspondiendo cada
uno a un juego: I. Pasar la pelota en un corro. II. El
juego de las cerillas. IIl. Hundimiento de barcos.

En cada epigrafe se comienza planteando el

problema en forma intuitiva, introduciéndose a
continuacion los conceptos, relacionados con las
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cuestiones suscitadas, de los distintos campos de
lamatematica: Geometria, Algebra, Combinatoria,
Teoria de Grafos, Programacion Lineal, Computa-
cién, etc. Adicionalmente se presentan algunos
resultados que facilitan el analisis del problema.

Pasar la pelota en un corro

Consideremos que se traza una circunferencia
en el patio de un colegio y sobre ella, aproximada-
mente equidistantes, se sittian n nifios que se nu-
meran consecutivamente en el sentido de las agu-
jas del reloj. El juego consiste en pasarse la pelota
cumpliendo alguna regla determinada, por ejem-
plo, cada nifio debe lanzarla al que esta d lugares
mas avanzado que él.

Sirepresentamos graficamente el juego, obtene-
mos figuras que desde el punto de vista de la
geometria reciben el nombre de poligonos. Por
ejemplo, si n = 8y consideramos los casos d = 2y
d =3, obtenemos la figuras 1y 2 que se denominen

respectivamente estrella {2 } y poligono estrellado
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8
{ 3 } Si interpretamos los nifios como vértices y las

trayectorias de la pelota como aristas entre los
vértices, las figuras anteriores reciben el nombre
grafos.

ZERN '
O e
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Figura 1

Figura 2

En relacion con el juego surgen las siguientes
cuestiones. ¢En qué situaciones la pelota llega a
todos los nifios? ¢Cuantos lanzamientos hay que
realizar para que la pelota vuelva a quien inici6 el
juego? Precisamos a continuacion las ideas ex-
puestas para poligonos y para grafos.

Un poligono estrellado es la figura formada al
unir por rectas los puntos que resultan de dividir
la circunferencia en n partes iguales, partiendo de
uno dado y contando de d en d. Se representa por

{ 2}, siendo d la densidad del poligono. Para d = 1

se tiene el poligono regular de n lados. Se llama
orden o género al numero g de rectas o cuerdas
necesarias para volver al punto de partida.

Se pueden presentar los siguientes casos:

1] nes multiplo de d. En este caso se obtiene un
poligono de género, g = n/d.

A la figura que resulta de dibujar todos los
poligonos de lamisma densidad, para un determina-
do valor de n, se les llama poligono de segunda
especie o sencillamente Estrella. La figura 1 se re-
presenta la estrella correspondiente an=8, d =2,
g=8/2=4.

2] n#d, pero ny dno son primos entre si. Sea
k= m.c.m.(n,d), entonces g = n/k. En el ejemplo
de la figura 3, n =10, d = 4, m.c.d. (10,4) = 2,
g=10/2=5.

3] ny d son primos entre si. En este caso g =n
y se obtiene un poligono de n lados, en el que la
circunferencia es recorrida d veces. En el ejemplo
delafigura2, n=8,d=3 mcm. (83)=1,g=8.

é z ‘
Figura 3 Figura 4 ‘

Alos poligonos que resultan de los casos 2] y 3]
es a los que propiamente se les llama poligonos
estrellados o de primera especie. En estos casos, el
poligono se forma con una sola linea poligonal. El

poligono { 2 } se considera el mismo que { nn } pero

d
trazado en sentido inverso.

Lafigura 4 corresponde al poligono estrellado {130}

La idea de unir puntos situados sobre una
circunferencia se puede trasladar facilmente a la
teoria de grafos.

Un grafo no dirigido G = (V,E) es una estructura
que consta de un conjunto finito V de elementos
llamados vértices y de un conjunto E de pares no
ordenados de vértices llamadas aristas. Se llama
grafo complementario G de un grafo G, al grafo
formado por los vértices de G y por las aristas que
no estan en G. Al ntimero de aristas que inciden en
un vértice se le llama grado.

Algunos grafos reciben nombres especiales. Un
grafo connvértices se dice completosiy solo si para
cada par de vértices existe una arista que los
relaciona, se indica por K . Un grafo en el que todos
los vértices tinen el mismo grado se llama regular.

Un ciclo es una sucesion de aristas donde el
vértice inicialy final coinciden. C_simboliza un ciclo
de longitud n > 3. Una cuerda de un ciclo es una
arista que une dos vértices no consecutivos en el
ciclo.
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Un grafo con nvértices, n> 4, que es un ciclo sin
cuerdas se llama un agujeroy se indica por H_. El
grafo complementario de un agujero H? se le llama
antiagujero, ﬁn. Indicaremos por H_un agujero de
n vértices y cuerdas de longitud d.

Un grafo con n vértices, n 2 3, se lama tela de
arana, Ai , sl para cada vértice i = {1,2,...,n} existe
unaarista quelerelaciona conlos vértices i+d, i+d+1,
i+d+2,...,i+n-d (las sumas se toman modulo n),
siendo 1 £d £[n/2]. Al grafo complementario A‘il se
le llama antitela de arana.

Siconsideramos que los nvértices estan situados
sobre una circunferencia, siguiendo la notaciéon de -

los poligonos estrellados, un grafo completo se
representaria:

K ={,

n 12.. [n/2]}

Un ciclo tendra la notacion:

n

{,)

Mientras que la tela de arafia y la antitela de
arana quedarian, respectivamente:

Cn=Hn=

n n

Af = {d @+ .. ([n/2]-d)} y A= {1 2. (d-l)}

Para n = 7 se pueden presentar los siguientes casos:

Especie Poligono Grafo Nombre
( 7 l 2\17 Grafo desconexo
0
{ 7 ] Poligono R@ =C, Antitela de
1 arafna o ciclo
[ 7 Poligono H2 Agujero
2 Estrellado
[ 7 | Poligono H = A3 Agujero o tela
3 Estrellado de arana
I 7 } I_-IC’; = 337 Antiagujero o
12 Antitela de arafa
[ 7 ’ HZ Antiagujero
13
( 7 ' A? Tela de arana
23
{ 7 I Al Tela de arana
123
90 & 11-12/1992
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El juego de las cerillas

A partir de un monton de cerillas, dos jugadores
que actiian alternativamente, van retirando en
cada jugada una, dos o tres cerillas. Gana el juego
quien consigue dejar en el montén una sola cerilla.

Como veremos, €l analisis de esta situacion tan
sencilla genera gran nimero de conceptos: juego
de informacién perfecta, grafo dirigido, circuitos de
un grafo, juego de Nim, conjuntos internamente
estables, conjuntos externamente estables, ntucleo
de un grafo, funcion de Grundy.

Este juego es un ejemplo de juego de informacioén
perfecta. Un juego se dice de informacién perfecta,
cuando jugandose alternativamente entre dos o
mas jugadores, estos conocen de antemano tanto
todos los estados del juego como todas las jugadas
que se pueden realizar desde cada estado. Cuando
dichas jugadas son las mismas para todos los
jugadores el juego se dice equilibrado.

En el estudio de muchos juegos resulta muy util
su modelizacion mediante un grafo. Un grafo diri-
gido G = (V,E) es un par formado por un conjunto
finito V, cuyos elementos se denominan vértices, y
otro conjunto E C VxV, cuyos elementos se deno-
minan arcos.

Para el analisis de nuestro juego, considerare-
mos el grafo cuyos vértices son los estados del
juego, es decir, el numero de cerillas n con que se
inicia el juego y el nimero de cerillas que pueden
permanecer en el montén a lo largo de su desarrollo,

V={l,2,..,n}

y los arcos son los pares ordenados de estados
entre los que la transicion del primero al segundo
es posible en una jugada,

E={nk)/neVake Vn {n-l), n-2), m-3)} }.

Si consideramos n= 16, podemos representar el
juego mediante el grafo de la figura 5.

16 =15 1413 12 =11 =10—> 9 —>8 -7 =6 —»5 =4 >3 2]

Figura 5

Unjuego se dice que es un juego de NIM, cuando
es un juego de informacién perfecta que se puede
representar mediante un grafo dirigido. En estos
juegos resulta vencedor quien conduce el juego a
un vértice final, es decir un vértice u e V tal que
VveV, (uv)e E.

Nuestro juego evidentemente es un juego de
NIM. Muchos otros también pertenecen a esta
clase: ajedrez, damas, tres en raya, juegos de
Marienbad, etc.

Se llama circuito, en un grafo dirigido, a un
conjunto de arcos {(u, v}}, i=1,...,n, tal que v, =u,
yv,=u,,,Vi=l,...n-l. Claramente todojuego de Nim
cuyo grafo no tiene circuitos, como ocurre en
nuestro juego, finaliza con un ganador.

Nuestro objetivo es la caracterizacién de las
posiciones ganadoras del juego, es decir, aquellos
vértices que debe elegir un jugador para vencer
independientemente de las jugadas de su oponente.,

En esta direccién tienen especial importancia
los conceptos de corjunto internamente estable,
conjunto externamente establey niicleo de un grafo.
Un conjunto de vértices se dice internamente es-
table, si siempre que un jugador elija uno de sus
vértices obliga a que su contrario no pueda elegir
ningun vértice de dicho conjunto. Un conjunto de
vértices se dice externamente estable, si desde
cualquier vértice de su complementario es posible
elegir uno de sus vértices. Evidentemente todo
conjunto externamente estable contiene todos los
vértices finales del grafo. Un conjunto, S = V, que
sea a la vez externamente estable e internamente
estable se llama nticleo del grafo.

De acuerdo con estas ideas, la determinacién de
un nucleo S del grafo, si existe, proporciona una
estrategia no perdedora para el jugador que con-
siga situar el juego en uno de sus vértices. Si un
jugador A elige un vérticev, € S, obien es un vértice
final (triunfo), o bien obliga a su oponente B a elegir
un vértice v, € V - S. Entonces el jugador A puede
elegir nuevamente un vértice v, € S, etc. El juego
termina cuando uno de los dos jugadores elige un
veértice final v, y puesto que v, € S el jugador ga-
nador no puede ser B. Ademas si el grafo no tiene

&0 11121992 91



RECURSOS PARA EL AULA

circuitos, la anterior estrategia conduce claramen-
te al triunfo.

De forma mas precisa, en un grafo G = (V, E), un
conjunto I = V se dice que es internamente estable
o independiente, siy sélo si,

uvelosuveg EAv,u) ¢ E [1]

Un conjunto J = V se dice externamente estable
o dependiente, siy so6lo si, verifica:

VugJdvedtalque (u,v)e E 2]

Un conjunto de vértices se dice que es niicleo del
grafo, siy solo si, verifica las propiedades [1] y [2].

De acuerdo con lo expuesto anteriormente,
nuestro interés debe centrarse en encontrar, si
existen, los niicleos del grafo. Ahora bien, un grafo
sin circuitos posee niicleo y ademas es tinico, como
ocurre en el grafo que nos interesa.

Una buena ayuda a la hora de determinar los
nucleos de un grafo es proporcionada por la funcion
de Grundy.

Dado un grafo dirigido G = (V,E), se define la
funcién de Grundy, como una funcién g: V. — N U {0}
cumpliendo la condicién:

gv)=Min{n/n¢ {gu/vV.ueE}]

El valor de la funcién de Grundy g en un vértice
v, es el menor de los numeros naturales, incluido
el cero, que no ha sido asignado por la funcién de
Grundy g, a ninguno de sus vértices siguientes.

Asi puede no existir funcién de Grundy y puede
no ser unica.

Un ejemplo de grafo con méas de una funcion de
Grundy es el representado en la figura 6, donde el
valor de la funcién se escribe junto al vértice
correspondiente.
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Si un grafo tiene funcién de Grundy g, entonces
tiene un nticleo
S={ve /gv)=0}

puesto que este conjunto satisface simultaneamente
[(1ly 2]
veEeSegv)=0=Min{gw/vVueE}>0
=u¢ SVue Vtal que (v,u) € E;
ve Sogv)>0=Min{gu /v,ueE}=0
=3 (vyu)e Etalqueu e S.
El reciproco no es cierto. En la figura 7 se

representa un grafo que no tiene funcién de Grundy
aunque tiene nucleo S = {d}.

a : >b
d = C
Figura 7

Un grafo sin circuitos, como el de nuestro juego,
posee una unica funcién de Grundy. Por tanto un
juego de NIM cuyo grafo asociado no tenga circui-
tos, puede analizarse completamente mediante un
mecanismo tedricamente sencillo: se calcula la
funcién de Grundy y, a partir de ella, se halla el
nucleo del grafo, que son los vértices para los que
la funcién de Grundy valen cero.

Si el punto de partida del juego es un vértice que
no pertenece al nucleo, gana el primer jugador,
siempre que en todas sus jugadas elija vértices del
nucleo; por el contrario, si el juego se inicia en un
vértice del nucleo, gana el jugador que actie en
segundo lugar siguiendo la misma estrategia.

En nuestro ejemplo, con n = 16 cerillas, la fun-
cién de Grundy se define de la siguiente forma:

gll)= gB)= g9 = gl3) = 0
g2) = g6) = g(10) = g4 = 1
g8 = g7 = g1) = g15) = 2
g4) = g8 = g(12) = g(16)= 3
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por tanto el niicleo del grafo es
S=(1, 5, 9, 13}

y puesto que el vertice inicial «16» no pertenece al
nucleo, ganara el primer jugador si sigue la estra-
tegia indicada, que en las sucesivas jugadas le
conducira a los vértices: 13, 9, b, I; independien-
temente de la actuacion de su oponente.

En general, si se comienza con n cerillas, la
funcién de Grundy queda definida por:

g(4k+1) =0 para ke N talque 4k+1<n
g4k+2) =1 'para ke N talque 4k+2<n
g(4k+3) =2 para ke N talque 4k+3<n
gdk) =3 para ke N tal que 4k <n

y el nucleo es el conjunto:
={4k+1 / ke N A 4k+1 <n}.

Por tanto, siguiendo la estrategia acertada, el
primer jugador vence si n # 4+1 y pierde en caso
contrario.

Hundimiento de barcos

A partir de un rectangulo dividido en m x n
casillas, un jugador marca un niimero determina-
do de casillas, simulando que esas posiciones
estan ocupadas por barcos, con la condicién de no
marcar casillas adyacentes. El segundo jugador,
en cada jugada, dispara sobre una de las casillas,
pudiendo ser el resultado:

a] hundir el barco, si dispara a la casilla donde
se encuentra,

b] tocar algunos barcos, si dispara a una casilla
adyacente a ellos,

c] hacer agua, si el resultado no se encuentra
entre los anteriores.

El objetivo del juego es hundir todos los barcos
con el minimo ntimero de disparos.

El juego puede representarse mediante un rec-
tangulo convenientemente cuadriculado, por
ejemplo, si m =4y n = 6 tendremos la figura 8.

Figura 8

También se puede representar por una matriz

(a),i=1,2,3,4; j=1,2,3,4,5, 6;

‘J

o bien por un grafo no dirigido, como el de la figura
9, donde los vértices son las casillas, simbolizadas
por los pares

@j),i=1,2,3,4; j=1,2,3,4,5,6;

y dos vértices estan conectados si las casillas son
adyacentes:

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)

) Z2 22 e am ) 2 2.5 2 (2,6)

(3,1 ;(3,2) 07 .0 2 35 (36

(4,1) (4,2) /(4,3)/(4,4) — (4,5) — (4,6)
Figura 9

Dependiendo de la representacién elegida, cada
colocacion de los barcos es un subconjunto de
cuadriculas, elementos de la matriz o vértices del
grafo, cumpliendo la condicién establecida. Sea@ la
clase de dichos subconjuntos, es decir: A € @0, s1 vy
solo si, para todo par de elementos a, b de A, estos no
son adyacentes. Claramente si A e € y B © A,
entonces B € € ; propiedad que se expresa dicien-
do que la clase & de poposiciones de los barcos es
una clase heredztaria

Si consideramos el grafo G = (V,E}, siendo
={lj)/i=12,..,4j=1,2,..,6)
((iL).s.) e Ee li-sl 1A ljtl <1

en el lenguaje relativo a grafos, la clase (!I?O esta
formada porlos conjuntos independientes del grafo.
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R IS

Consideraremos algunos problemas que se
pueden formular en relacion con este juego.

El problema de determinar el ntimero méaximo
de barcos que se pueden colocar, es equivalente al
problema de calcular el cardinal de los elementos
maximales de la clase ('130. Ntmero que puede de-
terminarse resolviendo el problema de programa-
ci6én lineal binaria:

Maximizar > X

sujeto a:
X, +x,<ldondei=1,..,4; j=1,..,6;

y siendo li-sl <1 A Ij-tI<1 (1.j) # (s,1)
con x, € {0,1}, i=1,..,4, j=1,..6

donde X, = 1 significa que en el vértice (i,j) se situa
un barco, y X, = 0 en caso contrario.

En el intento de optimizar la eficacia de los
disparos, parece razonable disparar aleatoriamente
entre los vértices que pertenezcan a la interseccién
del mayor ntmero posible de subconjuntos de la
clase (!I:O‘

Procediendo secuencialmente, si el barco blanco
del disparo n-ésimo fue elegido entre los pertene-
cientes al mayor ntimero posible de subconjuntos
de la clase @n-l' para el siguiente disparo conside-
raremos la clase Qf»n cuya construccion dependera
del resultado del ultimo disparo:

1] Siel disparo produce un hundimiento, la clase
@n se obtiene de la clase (ltm suprimiento los ele-
mentos que no contengan el barco hundido.

2] Si el resultado fue agua, la clase 'f!tn estara
formada por los elementos de @M que no conten-
ganni el barco al que se dispar6 ni a ninguno de los
adyacentes.

3] Por ltimo, si el resultado del disparo es tocé a
kbarcos, @n se formara con los elementos de (!tn_l que
contengan k barcos adyacentes al blanco del dispa-
ro.
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Siguiendo esta estrategia, realizaremos el n+l-
ésimo disparo contra uno de los barcos que per-
tenezcan almayor ntimero posible de subconjuntos
de la clase (!tn.

Evidentemente, si se fija de antemano el ntimero
de barcos, la clase @0 debe restringirse conside-
rando unicamente los subconjuntos de V que
contengan el ntiimero de barcos sefialados.

Otra cuestion a considerar en el juego es el
numero de barcos que le interesa colocar al primer
jugador y donde debe colocarlos, para obligar a su
oponente a realizar el ntimero maximo de disparos.
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Encuentro Debate
"Las matematicas en
el Bachillerato"

En reunién celebrada en Granada en Septiembre
de 1991, la Federacién Espanola de Sociedades de
Profesores de Matematicas decidié organizar un en-
cuentro para analizar la propuesta de estructura y
contenidos de las asignaturas de matematicas en el
disefio del bachillerato de la L..0.G.S.E. La Sociedad
de Profesores de Matematicas de Alicante fue comi-
sionada por la Federacién para la organizacién ma-
terial del mismo, que se celebré en el Centro de
Profesores de Benidorm, los dias 30 de Abril y 1de
Mayo de 1992.

Enelcitado encuentro participaron los representantes
de las Sociedades de Profesores de Matematicas que se
citan a continuacién:

Alicante -José Angel Bolea, Salvador Caballero, Maria
Cano, FranciscoJ. Garcia, Luis Millan, Pascual
Pérez y Joan Pons;

«Thales» (Andalucia) - Antonio Aranda, Salvador Guerre-
roy Luis Rico; «Pedro Sanchez Ciruelo» (Aragon)
- Florencio Villarroya;

«Isaac Newton» (Canarias) - Manuel Luis de Armas,
Manuel Fernandez, Juan Antonio Garcia, Eloy
Morales y Fidela Velazquez;

«V. Reyes Prosper» (Extremadura) - Arturo Mandly y
Claudio Sanchez;

«Emma Castelnuovo» (Madrid) - Javier Brihuega, Fran-
cisco Martin y Rosario Rivarés;

«Tornamira» (Navarra) - M2 Dolores Eraso y José Ramoén
Pascual.

Asistieron también, por la Federaciéon Espariola, Luis
Balbuena y Gonzalo Sanchez, y, como invitados, José
Colera, Vicente Riviere, Juan Salay Concepciéon Tormo.

El trabajo se organizo en torno al documento previo
que la Sociedad de Alicante habia elaborado en Noviem-
bre de 1991 y que recogia los principales interrogantes
que, a su parecer, planteaba la publicacién «Bachillera-
to: Estructura y Contenidos» de la Direccién General de
Renovacion Pedagogica del Ministerio de Educacién y
Ciencia, Madrid 1991. Dicho documento se habia
distribuido a todas las Sociedades de Profesores de
Matematicas para ser discutido por sus miembros, de
forma que cualquier aportacién pudiera llegar a la
reunion de Benidorm a través de los representantes que
acudieran a la misma.
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Las distintas sesiones de que consto el encuentro
versaron sobre «El Bachillerato, spor qué y para qué?»,
«Las Matematicas en las diferentes modalidades del
Bachillerato» y «Perfil del docente de Matematicas en el
Bachillerato», cuyas conclusiones se recogen en los
apartados que figuran a continuacién.

El Bachillerato ¢por qué y para qué?

El comentario general de esta sesién giro en torno a
las tres finalidades educativas que el bachillerato parece
tener que conseguir: Formacién basica y terminal, For-
macion propedettica o preparatoria y Orientacion sobre
las etapas formativas posteriores.

El bachillerato tiene una misién muy compleja que
cubrir. En sélo dos afios tiene que enlazar adecuada-
mente conlaE.S.0.y, al mismo tiempo, servir a intereses
muy diversos, tal y como se contempla en los objetivos
generales para esta etapa educativa. Este caracter com-
plejo le hace aparecer como un periodo transitorio entre
la E.S.O. y la Universidad, concepciéon que supone un
peligro evidente para el bachillerato.

El profesor de bachillerato debe tener en cuenta que
esta es una etapa distinta de la E.S.O., no obstante, la
conexion entre la E.S.O. y el bachillerato esta garantiza-
da, al menos teéricamente, por el nivel de los curricula
establecidos y porque los centros y los profesores que
impartan las dos etapas seran los mismos.

El objetivo fundamental de las asignaturas de mate-
maticas es hacer matemadaticas, en el mismo sentido que
enlaE.S.0., perocon herramientas mas potentes (limites,
derivadas, manipulacion de casos concretos antes de
generalizar,...). El nivel de formalizacién (lenguaje muy
abstracto, profusién de algoritmos, etc.) no es preciso
que sea muy elevado pero si que es imprescindible que
se aumente la capacitacién matematica que se alcanza
actualmente en el COU. No obstante no se puede ocultar
que en la practica estas pautas de actuacién no son
sencillas. Hay pocos materiales, pocos recursos y falta
experiencia en el profesorado.

Las novedades delanueva estructura del bachillerato
no son relevantes. De hecho, los puntos claves como la
concepcion de la formacién profesional, ya estaban
recogidos en la Ley General del 70, aunque luego en la
practica no se aplicé. Tal precedente arroja dudas sobre
los posibles logros de la nueva estructura. Por ejemplo,
podemos pensar que habra desde el bachillerato otras
salidas distintas a las de la universidad, pero la efectivi-
dad de esas salidas es todavia una gran incognita. Es
mas, la descoordinacion patente entre la universidad y
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los 6rganos administrativos que deciden sobre el bachi-
llerato hacen predecir que no se produciran grandes
cambios.

Tal y como esta planificado, se hace necesaria en el
bachillerato una labor de orientacién profesional que
debe ser recogida por cada asignatura. Las matematicas
deben orientar acerca de qué caminos abren a los
estudiantes. La modificacién de la realidad universita-
ria, con el acortamiento de las carreras y la aparicion de
nuevos estudios de menor duracién, no tiene precedentes
en la historia universitaria de nuestro pais. Si el cambio
de los planes de estudio en las universidades relativiza
el peso de filtro de las matematicas, ello puede tener
trascendencia sobre la concepcion exclusivamente
propedettica de la asignatura. Si por el contrario el nivel
de exigencia en destrezas matematicas de la universidad
no se modifica en el futuro préximo, esto puede forzar un
estilo propedetitico en las asignaturas de matematicas y
en la eleccion de las asignaturas optativas. No obstante
un interrogante abierto es la influencia que tendran los
futuros modulos profesionales III. El hecho de que estos
modulos seimpartan enlos centros de secundaria puede
tener influencias positivas pero no son controlables.

Hay una tendencia muy fuerte entre el profesorado de
matematicas a recuperar todos los contenidos presentes
en el actual BUP, de modo que la puesta en practica de
nuevos programas es dificil porque es necesario vencer
muchas resistencias.

Lainfluenciadelas pruebas de acceso alauniversidad,
sobre todo las primeras, marcaran en gran medida las
pautas de comportamiento del profesorado y por lo tanto
la esencia de las asignatura. Silas pruebas se mantienen
como hasta ahora, la asignaturas de matematicas se-
guiran desarrollos parecidos a los actuales.

En ese sentido es en el que se hace necesaria la
racionalizacién de dichas pruebas que, hasta ahora, y
aunque existan excepciones, han sido de mala calidad,
estando disefiadas sin una conciencia explicita de la
influencia que tienen en la realidad educativa de los
centros de bachillerato. Ademas, los criterios de correc-
cion de las pruebas no estan fijados, lo que puede
conducir a veces que se produzcan arbitrariedades. El
hecho de que la universidad esta ultimando sus planes
de estudio sin tener en cuentalos decretos de contenidos
de bachillerato, que todavia no estan publicados, hace
que pueda existir uma gran desconexion entre el bachi-
llerato y la universidad por lo que se hace urgente la
coordinacién entre los disefiadores de los nuevos planes.

La influencia de la universidad en los futuros bachi-
lleratos no es contemplada por la legislacion, que relega

su papel al de realizar una prueba marco, con lo que la
buena conexion entre el bachillerato y la universidad no
esta en absoluto garantizada.

Enresumen: Es de desear un cambio en la estructura
de la prueba de acceso y en lo que ahora son las
coordinaciones de COU, de modo que se convierta en una
labor positiva de orientaciony didlogo entre la universidad
y el bachillerato. La actual coyuntura podria conseguir
esamejora, alo que ademas podria contribuirla actuacién
de las Sociedades de Profesores de Matematicas quienes
deberian intentar colaborar en el analisis y control de las
pruebas, sobre todo en estos momentos en los que atn
pueden adelantarse a los acontecimientos.

Respecto a la posibilidad de que cada alumno cons-
truya $u propio curriculum el decreto de bachilleratos se
ha decantado por cerrar la estructura de los mismos
reduciendo, respecto alas intencionesiniciales, el espacio
de optatividad que hacia posible el tratamiento de la
diversidad generalizada.

Laformacién matematica que reciban los alumnos en
el bachillerato debe ser basica y de caracter general,
teniendo en cuenta que en la universidad hay en la
actualidad una gran diversificacién de carreras que
obliga a no pensar exclusivamente en algunas de ellas,
como por ejemplo las ingenierias. Precisamente por eso
deberia ser factible ofrecer asignaturas optativas, como
unas matematicas adicionales para el caso del ejemplo
citado. Asi ocurre en otras realidades educativas como
puede ser en Francia. Y ese espacio de optatividad podria
organizarse mediante la asignacién de créditos a las
distintas asignaturas no obligatorias, cuyo ntimero no
deberia limitarse en exceso para no limitar perspectivas.

Otrapreocupacion compartida por todos es el nimero
total de horas lectivas semanales que se asemeja a las
actuales, punto negativo en nuestro sistema educativo.

En lo que atarie a las asignaturas de matematicas, la
repercusion del cierre de la estructura es muy intensa:
el primer curso, el tinico obligatorio, se convierte de
hecho en un curso a la vez terminal y propedetitico,
ocurriendo ademas que sus contenidos son practicamente
los mismos en todas las modalidades. Inclusolas opciones
de Ciencias y Tecnologia comparten asignatura, lo que
demuestra hasta qué punto la supuesta diversificacion
es muy relativa.

Una lectura estricta del decreto de bachilleratos no
obliga a cerrar la estructura, sino que traslada la deci-
sién a las administraciones educativas de las comuni-
dades con competencias en educacién.
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En resumen, los factores mas negativos serian la
citada reduccioén de la optatividad y el aumento de la
carga lectiva.

A pesar del condicionamiento externo de la universi-
dad y de la apariencia de una estructura sin grandes
cambios, es preciso reconocer que los decretos de conte-
nidos de matematicas si estan redactados con un nuevo
estilo, que de algtin modo recogen de manera sensata lo
que cabe esperar de las mismas en el bachillerato. Los
cambios son lo suficientemente significativos como para
contemplarlos con optimismo.

Comparando las materias comunes y algunas
optativas del BUP y del nuevo bachillerato no se obser-
van apenas diferencias si no aparece toda la gama de
optatividad de las distintas modalidades. La imposibili-
dad delos centros para incorporarlas puede obligarlos a
una especializacion, siendo las opciones mas usuales las
clasicas: Ciencias y Letras. Es dudoso que esta realidad
sea positiva, pues la eleccion de centro estara condicio-
nada por las modalidades que se impartan. De todos
modos no se pueden hacer predicciones muy fiables al
respecto por la propia movilidad de los docentes.

Los nuevos planes de bachillerato obligan a plantear
las asignaturas autosuficientemente en cada curso, de
modo que el problema central de las matematicas en el
bachillerato es el mismo de siempre: 4Como enfocar y
resolver los problemas de la materia en el tiempo dispo-
nible? En ese sentido los planes de estudio son hasta
cierto punto poco relevantes y lo importante sigue sien-
do, como siempre, la actuacion cotidiana en el aula.

Dentro de este marco general se cree conveniente
llegar a aclarar qué se entiende por matematicas de
calidad e incluso qué se quiere decir cuando se habla de
rigor, formalismo, matematicas recreativas, jugar a ma-
tematicas, etc.

Las matematicas en las diferentes modalidades
del Bachillerato

El inicial proyecto para el debate era analizar en
profundidad y por separado las matematicas en cada
uno de los bachilleratos, pero, al comenzar el mismo, se
tuvo conocimiento del penultimo borrador del Real De-
creto por el que se estableceran las ensefianzas minimas
del bachillerato. Este hecho supuso un cambio cualita-
tivo en el debate previsto, decidiéndose examinar con-
Jjuntamente los bachilleratos de Ciencias de la Naturale-
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za y la Salud, Tecnol6gico y de Ciencias Humanas y
Sociales y, por otra parte, el bachillerato de Artes Plas-
ticas.

La consecuencia del desconocimiento previo del cita-
do borrador fue que el analisis de los contenidos genera-
les resultara bastante somero y se centrara en la Reso-
lucién de Problemas, que sufria modificaciones sustan-
ciales en el altimo documento.

Antes de abordar el tema se planteé cual seria la
distribucion 6ptima de las materias comunes y de las
materias propias de la modalidad en cada uno de los dos
cursos de bachillerato.

Las matematicas en los bachilleratos de Ciencias de
la Naturaleza y la Salud (BCNS), Tecnolégico (BT) y de
Ciencias Humanas y Sociales BCHS)

Bachilleratos de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud
y Tecnolégico: ¢ Se deben diferenciar estas matemdticas?

En todos los borradores del M.E.C., las matematicas
han sidolas mismas; perolas orientaciones metodologicas
parecen indicar que en el BCNS debe tener mayor peso
el papel formativo y de fundamentacién teérica, mien-
tras que en el BT el papel instrumental ha de ser
prioritario.

¢Parece conveniente que sean las mismas matemati-
cas?

Tal vez las orientaciones del M.E.C. sean las que
plantean el dilema ya que, de no diferenciarse ninguno
de los tres aspectos: formativo, instrumental y de fun-
damentacion teérica, seria razonable que no fueran
distintas.

Una razon a favor de que sean las mismas matema-
ticas es contribuir a que no haya diferencias en la
preparacion del alumnado segiin estén en un bachillera-
to u otro para facilitar el cambio de modalidad e impedir
que la eleccion de sus estudios posteriores quede hipo-
tecada. Deberia ser en los estudios universitarios donde
estas diferencias fuesen mas notorias.

Resumen de los contenidos minimos de Matemdticas en
los Bachilleratos confeccionados segin la tiltima propues-
ta conocida del M.E.C.
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Bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y Tecnolégico

Estudio del grado de relacién
entre dos variables.
Probabilidades
Compuestas
Condicionadas
Totales
a posteriori.
Distribuciones
Binomial y normal
Ajuste de un conjunto de datos a
una distribucién de uno de estos
tipos.

tricas a partir de la proporcionali-
dad en un triangulo rectangulo.

Ampliacién: extension del dominio
a una circunferencia de cualquier
angulo real.

ESTADISTICA Y GEOMETRIA FUNCIONES ARITMETICA
PROBABILIDAD
1 Distr. bidimensionales Estudio de las razones trigonomé- Familias habituales de funciones Utilizaci6én de la notacién cientifica

(sucesiones, polinémicas, raciona-
les sencillas, trigonométricas, ex-
ponenciales y logaritmicas)

Interpretacion de las propiedades
globales de las funciones mediante
el analisis de sus dominios, reco-
rridos, intervalo de crecimiento y
decrecimiento.

para expresar cantidades muy pe-
quenas y muy grandes y para rea-
lizar caculos.

Resolucién de ecuaciones.

Introduccién al niimero real y
nimero irracional.

ANALISIS

ALGEBRA

I

Vectores:
Introduccion practica al concepto
y operaciones a partir del estudio
de problemas fisicos concretos.
Aplicaciones del calculo vectorial
a la resolucion de problemas geo-
métricos en el plano y el espacio
afin, Interpretaciéon geométrica de
las operaciones con vectores.

Formas Geométricas
Estudio analitico de rectas, curvas,
planos y superficies.
Propiedades afines y métricas de
estas formas.

Lugares Geométricos
Estudio, en particular de las céni-
cas, combinando los enfoques ana-
liticos y sintéticos.

Limite y derivada
Introduccién de dichos conceptos
en un punto.
Calculo de ellos en funciones
Estudio de la derivada de una
suma, producto y cociente de
funciones y de la funcién com-
puesta. Justificacién teérica y
aplicacién al estudio de las pro-
piedades locales de funciones.
Integral
Introduccién al concepto de L.
definida a partir del calculo de
areas bajo una curva.

Matrices
Estudio como herramienta para
manejar datos estructurados en
tablas y grafos.

Suma, producto, inversa, cocien-
te. Interpretacién de las opera-
ciones y de sus propiedades en
problemas extraidos de contextos
reales.

Determinante de una matriz
Concepto, cdlculo y propiedades,
aplicados a la resolucién de siste-
mas y el calculo de productos
vectoriales y Mixtos para determi-
nar areas y Volimenes.

Nota: La resolucién de problemas se considera el eje fundamental del aprendizaje

Resolucién de Problemas

Cuadro I

Como ya se ha dicho, al observar los cuadros se llegd
a la conclusiéon de que la principal novedad en los
contenidos minimos es la aparicién, bien como eje
transversal, bien como nucleo teérico, de la Resolucion
de Problemas. Este hecho llevé a que la mayor parte del
analisis de los contenidos se refiriese a este tema.

La mayor parte de los asistentes coincidié en que la
resolucién de problemas es imprescindible como eje
conductor en los bachilleratos, pero sin diferenciar
cursos; es decir, tan importante es en primero como en
segundo. Se opind que la resolucién de problemas no
debia considerarse como niicleo tematico en ningan
curso, sino como eje corre el riesgo de convertir el tema
en una profusién de técnicas, recetas, etc., que harian
perder la filosofia primordial. A pesar de ello, alguno de

los asistentes consideraba que, de no aparecer como
nucleo tematico en el BCHS se podria dar un desarrrollo
poco conveniente.

Alrespecto surgieron cuestiones como las siguientes:

a) No todos los temas son susceptibles de ser abor-
dados a través de la resolucién de problemas.

b) No existe tradicién en la resoluciéon de problemas, lo
que implica que la formacion del profesorado habra de
tener en cuenta este hecho para dotarle del material
necesario.

¢) Las orientaciones metodoldgicas son imprescindi-
bles. No basta con que en el proyecto se den unos
criterios de evaluacion que puedan clarificar en cierta
medida la profundidad de los temas.
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Bachillerato de Ciencias Sociales

RESOLUCION DE CAMPO NUMERICO FUNCIONES ESTADISTICA Y
PROBLEMAS PROBABILIDAD
Fases usuales: Sistemas lineales Funciones en forma de tablas y Distribuci bidi: ional

Deteccién. Comprensién y formu-
lacién, elaboracién de conjeturas,
seleccion de estrategias, disefio y
realizacién de un plan de actua-
cién, reflexién sobre el proceso a
interpretacion de posibles solu-
ciones y contextualizacion de re-
tados.

Estrategias heuristicas
Simplificacién, analogias, bis-
queda de regularidades y pautas,
particularizacién, eleccién de no-
taci6n, razonamiento por contra-
diceién, inversién del proceso, ana-
lisis de posibilidades, introduccién
elementos auxiliares, generaliza-
cién, ete.

Decisiones ejecutivas
Seleccion de objetivos, busqueda
de recursos conceptuales, técnicos
y estratégicos, ejecucion del plan y
revisién del mismo.

de dos ecuaciones con dos incég-
nitas y de ecuaciones de 22 grado.
Niameros irracionales
Introduccién a partir de la existen-
cia de medidas y de soluciones a
ecuaciones que no pueden ser ex-
presadas exactamente con niime-
ros racionales.
Uso de los racionales y los irra-
cionales mediante estimaciones y
aproximaciones, controlando los
margenes de error acordes con las

situaciones estudiadas.
€

gréficas. Uso de éstas para la in-
terpretacioén de fenémenos socia-
les y de la naturaleza.

Identificacién de la expresién ana-
litica y de la grafica de las familias
de funciones (polinémicas, expo-
nencial y logaritmica, periédicas y
racionales del tipo fix)=k/x) a
partir del estudio de sus peculiari-
dades.

Interpretacién de fenémenos so-
ciales y econémicos en los que
intervengan variables a partir de
la representacién grafica de una
nube de puntos. Estudio del gra-
do de relacion entre dos variables.
Distribuciones binomial y normal
Como herramientas para asignar
probabilidades a sucesos.

ALGEBRA
Matrices Derivada Profundiacién en conceptos de pro-
Como forma de representacién de Aproximacion al concepto e inter- | babilidades utilizando técnicas ele-
tablas y grafos. pretacién geométrica como pen- mentales (conteo directo, diagra-

Suma y producto. Interpretacién
del significado en contexto de pro-
blemas reales.
Aplicacion de la resolucién de
sistemas.

Programacién lineal
Introduccién

diente de una curva y como
variacién de una funcién.
Aplicacién del calculo de deriva-
das elementales a problemas de
optimizacién.

Limites
Aplicacién junto con derv. a la
determinacion e interpretacién
de las propiedades locales de fun-
ciones en situaciones contextua-
lizadas.

mas de arbol, ...)

Introducci6n al concepto, uso y al-

cance de la inferencia estadistica:
Muestras. Condiciones de repre-
sentatividad, conclusiones.

Cuadro II

También se aportaron ideas que podrian resolver
alguna de las dudas anteriores. Se propuso, por ejemplo,
que enlarevista SUMA apareciesen problemas genuinos
que generaran las cuestiones planteadas en los nticleos
tematicos.

Hubo unanimidad en que bajo ningtin concepto la
resolucion de problemas debia quedar fuera del disefio
curricular del bachillerato. La administracién educativa
debe dar las orientaciones suficientes y velar para que
todo el profesorado asuma este hecho. Por ejemplo,
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serian interesantes concreciones del tipo Matrices a tra-
vés de la economia.

No parece convincente el argumento de la adminis-
tracion que le lleva a incluir como bloque tematico la
resolucién de problemas en primero de BCHS y que
consiste en evitar que se obvie dicho tema al no ser
obligatorias las matematicas en segundo. Se cree mucho
mas adecuado enfocarlo como eje transversal desarro-
llando algo mas la cita textual que se recoge a conti-
nuacion, extraida del libro Bachillerato: Estructura y
Contenidos. pagina 196:
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Resolucién de Problemas

Teorizacion

O que suponeri.,

Utilidad

Porelio, esta formacién matemdatica trae como consecuencia, y alavez es subsidiaria, de unos procedimientos
y de unas actitudes que la impregnan por completo. Se destacan a continuacién tres niicleos tematicos,
transversales a todos los anteriores, que vertebran los contenidos de estos dos cursos:

La actividad matematica esta llena de situaciones problematicas de todo tipo y a todos los niveles. Aparte
de los ejercicios y de los problemas de aplicacién directa, cabe destacar los problemas genuinos, que suponen
un verdadero reto, pues hay que interpretarlos, encuadrarlos, encontrar una estrategia de resolucién, aplicar
correctamente recursos técnicos adecuados y darle sentido a la solucién obtenida.

Los alumnos han de adquirir una destreza suficiente en comprender y valorar los desarrollos tebricos y en
conseguir una cierta autonomia al llevarlos a cabo, tratando de buscar justificacién a propiedades que conocen
.

El cientifico y el técnico han de tener la conviccion de que las Matemdaticas sirven para explicar la realidad
Yy que, a su vez, permiten actuar sobre ella. Han de tener también el habito de encontrar en las cuestiones
cientificas, técnicas o cotidianas, aspectos matematizables y destrezas para llevar a cabo dicha matematizacion.

Cuadro IIX

Otras cuestiones debatidas

a) La mayor critica hacia los contenidos minimos vino
dada por el hecho de dejar poca libertad para su amplia-
cidén, ya que solo ellos requeririan para su desarrollo el
curso completo sin permitir profundizaciones, alternati-
vas distintas, etc. La propuesta seria la de unos conte-
nidos menos desarrollados que dejaran mayor margen
para el proyecto curricular de centro.

b) Aunque las tltimas noticias indican que puede
haber algtin cambio, el hecho de que la geometria s6lo se
vea en un curso del BCNS no parece apropiado.

c) Plena coincidencia hubo en la necesidad de leer al
mismo tiempo los contenidos y los objetivos de evalua-
cidén, ya que éstos clarifican bastante el enfoque que se
pretende dar en el bachillerato.

d) En el BCHS se echan en falta contenidos mas
relacionados con el campo social (Teoria de valoraciones),
al tiempo que se puntualizd sobre el nimero irracional,
tratandolo como aproximacion teniendo en cuenta que
en el contexto de este bachillerato no es légico que
aparezca de una manera formal.

Cuestiones no debatidas

Entre las cuestiones que no pudieron debatirse porla
premura de tiempo, hubo dos que por su importancia
merecerian un analisis méas detallado:

a) ;Existe una adecuada conexion entre los contenidos
de la E.S.O. y de los Bachilleratos?. No hay que olvidar
que se contempla la posibilidad en la E.S.0. de dos
matematicas distintas.

b) Independientemente del enfoque metodologicoy de
los disenos curriculares de centro, los contenidos minimos
/J,son excesivos?.

Las matematicas en el bachillerato
de Artes Plasticas

Por su caracter de optativa Las matemdticas de la
Formano esta sujeta al decreto de enseflanzas minimas
delos bachilleratos, porlo que el documento de referencia
sigue siendo el inicialmente propuesto: Bachillerato:
Estructura y Contenidos.

Eldiseno delas asignaturas sera fijado definitivamente
por el M.E.C. y las comunidades auténomas con compe-
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tencias en educacién sin tener que sujetarse a unos
contenidos minimos. Atn hay tiempo, pues, para poder
incidir en los disefios definitivos.

Opinién General

La mayoria de los presentes consideraba que podia
aportar muy poco al debate sobre esta asignatura debido
a su falta de conocimientos relativos a:

- Las demandas de los alumnos que escojan este
bachillerato.

- El mundo del arte y el trabajo de los disefiadores.

- Los temas de matematicas que pueden tener interés
para los citados alumnos.

- Experiencias realizadas con esta asignatura u otras
similares.

- Los contenidos del resto de materias de este bachi-
llerato.

Como consecuencia se propuso retomar el tema en
una préxima reunion en la que los asistentes estén mas
informados sobre los puntos anteriores. Para ello se cree
necesaria la coordinacién con la asignatura de Dibujo en
la que se ven muchos de los contenidos que configuraran
esta asignatura. Igualmente la conexién con profesionales
de la escultura, pintura, dibujo, disefo, musica, ...po-
dria aportar datos sobre qué puede pedirse a las mate-
maticas desde el mundo del Arte.

Otras opiniones expuestas

A pesar de lo dicho anteriormente, si se hicieron
algunas aportaciones aisladas analizando el disefio
propuesto:

- Es un programa bien hecho porque da respuesta a
las preguntas que suelen hacer los profesores de Plastica
y supone unanovedad la aparicién de unas matematicas
adaptadas a esta especialidad.

- Se echa en falta la presencia de la Geometria
Proyectiva, pero hubo varias intervenciones que consi-
deraban que incluirla supondria ampliar demasiado el
programa.

- El papel de estas matematicas es ayudar a los que
van a pensar y resolver problemas sobre las formas para
que vayan mas alld de un conocimiento superficial y
anecdotico de las mismas. El interrogante es qué grado
de formalizacién es el adecuado para conseguirlo.
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- El disefio parece indicar que estas matematicas
estan pensadas mas como un medio instrumental que
con pretensiones de contextualizar partiendo de pro-
blemas artisticos. Se incide més en el como funcionan
las cosas que en el por qué funcionan.

- La geometria que se propone parece tener continui-
dad con la que aparece enla E.S.O., spor qué, entonces,
1no se aborda también en los otros bachilleratos, donde
ha sido sustituida por un Algebra Lineal?

Peligros observados

Varios asistentes manifestaron su preocupaciéon por
algunas cuestiones importantes que pueden afectar al
futuro de la asignatura:

- Si en unareunién como la efectuada existen dificul-
tades o una cierta inhibicién para analizar y opinar sobre
un disefio coherente y con contenidos matematicos, no
es de extrafiar que esto pase después en los centros, y
que los seminarios de matematicas rehuyan hacerse
cargo de esta asignatura, con lo que desaparecera y sélo
existira en los papeles.

- De las pocas experiencias llevadas a cabo (Comuni-
dad Valenciana) se deduce un grave problema de for-
macién del profesorado. En general no se esta preparado
para afrontar la asignatura.

- Seria necesario realizar una formacién especifica
para los profesores de matematicas de los centros donde
seimplante el bachillerato de Artes Plasticasy Diserio, de
modo que se garantice al alumnado la oferta de esta
asignatura.

- Si el debate no se vuelve a plantear a tiempo es
posible que se comience con este disefio y no se consi-
deren otros posibles contenidos por no haber abordado
el tema en su momento.

Perfil del docente de matematicas
en el Bachillerato

De partida se hizo una consideracion de amplitud,
importancia e interés para el tema en debate: Este apartado
del perfil del profesorado dentro del encuentro dedicado a
las matematicas en los bachilleratos debe ser el iniciador
de un proceso de discusién, el punto de arranque vy,
quizas, el elaborador de un guién o borrador de un futuro
debate. En este sentido, la opinién unanime de las So-
ciedades asistentes fue la de solicitar a la Federacion la
convocatoria de unas JORNADAS SOBRE LAFORMACION
DE LOS PROFESORES DE MATEMATICAS.
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Entrando en materia, como definicién aceptada y

tomada del conjunto del debate, se parti6 de los siguientes

.criterios u organizadores para el disefio y desarrollo del
curriculo:

- La organizacién de los contenidos de cada tema:
Procedimientos, estrategias, actitudes, conceptos.

- La fenomenologia de los contenidos: Campos de los
que provienen o se aplican.

- Las dificultades: Diagnostico. Los errores: Trata-
miento. La valoracién: Orientacién.

- Los modelos: Representaciones. Los materiales:
Recursos.

- La evolucién histérica: Obstaculos.

Estos criterios pueden permitir esbozar los elemen-
tos comunes en la formacién del conjunto del profeso-
rado de matematicas.

Desde el principio de la sesion se diferenciaron, a
efectos de organizar las discusiones, los dos grandes
campos de formacion para definir un perfil de un profesor
de bachillerato: La formacién inicial y la formacién per-
manente. Ademas, dentro de ellos se definieron cuatro
tipos, posteriormente ampliados a cinco.

Formacién inicial
1. En la Licenciatura.
2. Previa al ejercicio profesional.

En formacién inicial para el primer tipo, o_formacién
recibida durante la licenciatura, se apoy6 la idea de que
este integrada en las facultades de matematicas con los
créditos especificos necesarios en educacién matematica.
Lo cual podria definir una especialidad propia de Edu-
cacion Matematica. También se planteé debate sobre
una necesidad, mas cercana, de cambios en la misma
estructura y formas de trabajo de la Licenciatura de
Matematicas, haciendo que, los mismos contenidos de la
carrera sean tratados didacticamente.

En el segundo tipo sefialado dentro de esta formacién,
la formacién previa a la profesion, que viene recogida en
laL.0.G.S.E. con la tnica indicacién de que se realizara
durante un afio, se subray6 la necesidad de que esté lo
mas claramente reglamentada y que sea asignada a los
departamentos universitarios competentes, no dejandose
a reglamentaciones provisionales y/o improvisadas.

Cuando en las facultades de matematicas o de peda-
gogia se incorporen moédulos suficientes sobre educa-
cién matematica, seria interesante la convalidaciéon del
afio previo al ingreso en la profesién de profesor de
matematicas a los licenciados en matematicas que ha-
yan cursado dichos modulos.

Esta formacién estaria destinada también a los ti-
tulados de facultades distintas a las de matematicas que
quisieran acceder al profesorado de matematicas. En
estos casos deberia ir acompanado de la correspondiente
formacién en contenidos matematicos.

Precisamente en la procedencia académica del profe-
sorado que imparte las asignaturas de matematicas en
bachillerato se constata, y se puso de manifiesto en la
reunién, una gran heterogeneidad. Los licenciados en
matematicas son cada vez menosy, de éstos, el porcentaje
que se dedica a la docencia baja considerablemente. A
pesar de ello, el sentido mayoritario de la reunion fue el
ya sefialado, es necesario integrar los contenidos de
educacién matematica en las facultades de matematicas
Y es necesario que se reglamente y se ponga en marcha
el aflo de formacién marcado por la L.0.G.S.E. para los
profesionales procedentes de facultades distintas.

Formacion permanente
1. Ante los cambios propuestos en la L.O.G.S.E.

2. Derivada de una necesidad normal de constante
formacion.

3. Para fomentar el papel del profesor como investi-
gador.

Deladiscusién habida sobre estos tipos de formacién
permanente se mostré un acuerdo amplio sobre la
necesidad de que los campos queden bien definidos,
sobre todo para que la oferta de formacién sea clara. En
este punto se sefald la confusiéon que las ofertas de
formacioén pueden generar si no clarifican el campo al
que se circunscriben. De hecho se apuntaron algunas
situaciones que ya se dan en la actualidad y que generan
esta confusion.

Del tercer tipo de formacién sefialado en este apar-
tado, el de capacitacién para la investigacién, no se trato.

En cuanto ala denominada formacién permanente ante
los cambios propuestos en la L.O.G.S.E. se sefialé su
caracter urgente en estos momentos. De hecho se utilizé
el término formacién de reconversion por algunos parti-
cipantes que querian poner de manifiesto la gran mag-
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nitud y la urgencia que requiere este tipo de formacion.
Otros mostraron su discrepancia con dichos términos
por llevar aparejadas acepciones que no son de interés
sobre todo porque pueden homogeneizar demasiado.

Como contenidos posibles de la oferta de formacién
necesaria para la puesta en marcha de la L.O.G.S.E. se
apuntaron:

- Nuevos temas: Estadistica bidimensional, Matema-
ticas de la Forma,..

- Procedimientos para poder concretar los curriculos.
- El uso de materiales.
- La evaluacion del trabajo propio y de los alumnos.

En esta modalidad de formacién se apunté que hay
distintos cursos que convendria clarificar, los mas indi-
viduales y los denominados de formacién para centros.

En cuanto alaformacién denominada normal, es decir
la formacién necesaria al margen de las necesidades
momentaneas, se destacé que no solo se diferencia de la
anterior por sus contenidos sino también por la necesi-
dad que el profesorado percibe en estos momentos
previos a la reforma.

Un tema también tratado en la reunion, intimamente
ligado alos diferentes modelos de formacién, fue el de las
instituciones de formacién y el de los asesores de forma-
cion.

Respecto a las instituciones, se vio importante la
necesidad de institucionalizar la formacion, creando las
redes necesarias para llevarlas a cabo, los Centros de
Profesores. Aunque también se apunté que esta
institucionalizacién no debe llevar aparejada el que sélo
la administracién pueda certificar la formacién y que las
Sociedades de Profesores, que de hecho aportan gran
cantidad de sus miembros a las tareas de formadores,
puedan también hacerlo.

Sobre los asesores un punto de reflexién de interés,
fue la separacion total de la docencia. Esta separacion
del aula no es interesante. No obstante también se
apuntoé que, en la realidad, es virtualmente imposible la
compaginacion de ambas tareas. Desde luego el asesor
de carrera no parece una propuesta interesante. Tam-
bién se traté acerca de la complejidad del trabajo de los
asesores que deben atender ademas de a la formacién a
otras tareas entre la que destaca la gestion.
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Senalar, para finalizar, la necesidad de establecer
unos estandares profesionales que fijen el perfil del
profesorado que ha de impartir la matematicas en la
nueva ensefanza secundaria (Bachilleratoy Obligatoria).

Sociedad de Profesores de Matematicas
Alicante.

La Olimpiada,
una aventura de jé6venes
y profesores

En 1991 participaron en la primera ronda de la
Olimpiada Matematica Argentina (OMA) casi 100.000
alumnos provenientes de 2.500 escuelas diseminadas
por todo el pais. Hoy la competencia cuenta con una
concurrencia masiva, pero aun esta creciendo.

La OMA renaci6 en 1987 como una aventura casi
personal de un pequeno grupo; catorce afios antes,
habia sido practicamente prohibida. Conviene sefalar
algunos aspectos notables que acompafaron a esta
aventura:

Los jovenes estaban espontaneamente motivados por
la competencia y resolvian problemas mucho méas com-
plejos que los que se suponia que eran capaces de
resolver.

Habia un grupo de profesores dotados también de un
entusiasmo inusual y, sobre todo, una actitud abierta,
esto es, no ponian limites a la capacidad de sus alumnos.

En cambio, en los medios cientificos se estimaba que
la actividad era buena, era recomendable, pero se acon-
sejaba mucha cautela, pues un abismo insondable sepa-
raba a los estudiantes argentinos de sus congéneres de
otros paises.

En los ambitos educativos se observaba con recelo
este tipo de proyecto, pues algunas corrientes pedagogi-
cas en boga sostenian que la competencia acarrea frus-
traciones para los que no ganan.

JPor qué aquel entusiasmo y en contraste, estos
resquemores?

Porque solo los jovenes, junto con sus profesores,
habian descubierto una acitivada nueva y fascinante:
resolver problemas. Y entendian que la Olimpiada sim-




INFORMACION

plemente organiza esta actividad, la estimula y le aniade
el sabor de la competencia.

La difusién de la Olimpiada

Uno difunde espontaneamente aquello que le gusta;
la Olimpiada se difunde porque muchos profesores y
muchos estudiantes han decubierto el enorme placer de
resolver problemas. Ese es el motor de 1a OMA.

Para que esta actividad (resolver problemas) lograra
difusion, hubo que pautarla, brindar ocasiones para
compartirla. El empefio de la OMA es no permitir que
baje la fiebre de resolver problemas, y para ello hay que
proponer problemas y ademas brindar todo el apoyo
posible paralos que aceptan el desafio de cada problema,
sean estudiantes o profesores. Hay que satisfacer la
voracidad de los problemadictos.

Por otra parte, se ha aprovechado el exitismo de
nuestra sociedad, ganando espacios en los medios ma-
sivos de comunicacion. El caracter competitivo de la
Olimpiada brinda diversas ocasiones que no deben
desaprovecharse.

En cada certamen hay triunfadores; cuando el perio-
dismo busca a estas j6venes estrellas y las indaga,
descubre que se trata de adolescentes normales alos que
simplemente les encantaresolver problemas. Lentamente
la comunidad sabe en qué consiste la Olimpiada, y se
pregunta, ¢qué es eso de resolver problemas?, ¢qué
problemas resuelven? Es la oportunidad para explicarlo.

Los profesores de la Olimpiada

Nuestra Olimpiada se apoya esencialmente en los
profesores de matematica. Ellos cubren el organigrama
de coordinadores intercolegiales, zonales y regionales, y
ganan mayor responsabilidad de acuerdo con su des-
empeno.

La primera ronda de la OMA se realiza en cada
escuela, y sonlos profesores los que elaboran la pruebas,
asignan las puntuaciones y deciden quiénes pasan a la
ronda siguiente. Tienen asi un protagonismo primordial
y un fuerte compromiso con la actividad.

En las rondas subsiguientes se constituyen jurados
asépticos, y los profesores se consagran a la tarea de
preparar a sus alumnos para las pruebas.

Pero durante el desarrollo de las pruebas, mientras
los estudiantes se enfrentan con los problemas de la
Olimpiada, se realizan seminarios para los profesores,

con temas especificos de matematica y resolucion de
problemas.

Son también los profesores los que movilizan a las
comunidades para poder financiar el viaje de sus alum-
nos a medida que avanzan en las rondas. Esto les trae
muchos contratiemposs pero los compromete de manera
singular. Después de tantos esfuerzos, la final nacional
es una verdadera fiesta.

Cada profesor sabe que los jovenes talentosos exis-
ten, y que pueden estar en cualquier punto del pais, por
ejemplo el propio., Hay que descubrirlos y pulirlos. Y en
esaruta haciala excelencia, un conjunto de muchachos
y muchachas consigue superar ampliamente las ex-
pectatjvas de la ensefianza tradicional.

Como contrapartida, la OMA asiste a los profesores
en todo lo posible, y se ha trazado objetivos que lenta-
mente se van cumpliendo: desde la edicién de material
ad hochasta la gestion de recursos ante las autoridades
nacionales.

La resolucion de problemas no es sélo una técnica
pedagogica; es una actividad en si misma. Y solo puede
conducirla una persona (el profesor) que la aprecie y la
disfrute. A los profesores de la Olimpiada les gusta
resolver problemas. A partir de esto, lo aplican en sus
cursos regulares y lo transmiten a sus alumnos. Por
supuesto les encanta que, ademas, sus alumnos ganen
olimpiadas

Las precauciones de la Olimpiada

La OMA se cuida de preservar la ilusion y la energia
positiva de los alumnos y los profesores, graduando las
dificultades de las pruebas.

Los alumnos que puedan avanzar algunas rondas
haran enormes progresos, porque se habran motivado.
Alaprimera ronda sellega, a veces, por casualidad, pero
si se consigue pasarla, cuando ya se esta en carrera, se
persiste por voluntad.

El profesor podra trabajar con sus alumnos en pro-
blemas de olimpiadas mientras tenga algin discipulo
participando. Este mantendraviva la motivacion propia,
la de su profesor y la de sus compaferos.

Graduando la dificultad de 1as pruebas se mantiene
despierto el interés de la mayoria.

La OMA reconoce como arbitro de su trabajo a un
grupo de matematicos investigadores de gran prestigio,
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a quienes recurre en los momentos de confusion, evitan-
do el debate estéril que generan algunos mediocres que
se han enquistado en el sistema educativo, que gozan de
un relativo predicamento en el medio, y que tienen el
poder suficiente para paralizar a la Olimpiada.

Una competencia para cada edad y un final
brillante

La OMA es un conjunto de tres competencias que se
desarrollan paralelamente, de acuerdo con el afio de
escolaridad del participante. De este modo, los estudian-
tes pueden competir durante toda su escuela media y
crecer en la Olimpiada.

La final nacional de las tres competencias, en su
ultima jornada, establece una sesién oral en la que los
tres finalistas de cada nivel exponen ante el jurado y el
publico un problema seleccionado. Se trata de un evento
brillante, en el que todos pueden observar a los jévenes
talentos en accién, y que culmina conla proclamacién de
un campeoén por cada nivel, en un marco festivo, su-
mamente emocionante.

Juan Carlos Dalmaso
Patricia Fauring
OMA

Breve informe de la
participacion espaiiola en el
ICME-7

(7° Congreso Internacional
de ensefanza de las matematicas)

Que son los ICMES

Existe una so6la asociacién que agrupa a todos los
profesores de matematicas del mundo, la IMU
(International Mathematical Union) que preside el Profe-
sor Lions, también Presidente del CNES (Centro Nacio-
nal de Estudios Espaciales). Orienta dos tipos de Con-
gresos Internacionales, cada cuatro afios: uno de los
matematicos profesionales, investigadores, y otro de los
educadores. Este es el ICME (International Congress on
Mathematical Education), organizado por un Comité
auténomo, el ICMI (International Commission on
Mathematical Instruction), que preside por primera vez
un profesor espafiol, Miguel de Guzman, de la Universi-
dad Complutense.
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Los ICME's ponen al dia las experiencias e investiga-
ciones sobre enseflanza en un futuro préximo. Constitu-
yen un marco importantisimo para conocer e impulsar
los movimientos de renovacién y reforma que se desa-
rrollan actualmente en muchos paises.

El altimo ICME-7 (7° Congreso) se ha celebrado en
Quebec (Canada), en la Universidad Laval, del 17 al 23
de agosto del presente afio. Han asistido unos 3.600
profesores de mas de cien naciones, una tercera parte de
los cuales procedian de los Estados Unidos y Canada.
Las otras representaciones mas numerosas pertenecian
a Japon (225), Gran Bretaia (180), Italia (150), Espana
(112)yFrancia (118). Hay que destacarla fuerte presencia
espafiola, por primera vez en un lugar de vanguadia.

El ICME-8 en Sevilla, en 1996

El movimiento para el mejoramiento de la ensefianza
de las matematicas, que ha cobrado una gran fuerza
entre los profesores de nuestro pais a través de gruposy
asociaciones desde hace més de quince afios, ha propi-
ciadola creacion de la Federacién Espafiola de Profesores
de Matematicas en 1988, a fin de coordinar las distintas
actividades en los planos nacional e internacional. El
Comité Ejecutivo del ICMI acordé por unanimidad en
abril de 1991 encomendar a la Federacion Espafiola la
organizacion del ICME-8 en 1996, en Sevilla, que ha
delegado en la SAEM "Thales" (Sociedad Andaluza de
Educacion Matematica) su efectiva realizacion.

Momento del Acto de Presentacion espanol.

Constituye la organizacién del ICME-8 un reto tras-
cendental para nuestra Federacién y para nuestro pais,
ya que por primera vez se celebrara en un pais ibero-
americano, lo que representa un gran honor y una gran
responsabilidad para nuestra comunidad cultural.
Asistiran mas de 4.000 profesores de todo el mundo, y,
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con ayuda del ICMI, de la UNESCO y de nuestras
Instituciones, se espera facilitar la participacién solida-
ria de congresistas de paises con menos recursos econo-
micos, y, en especial, de los paises iberoamericanos.

Actividad esparfiola en el ICME-7

No es posible detallar la participacion de los profeso-
res espanoles en las conferencias, grupos de trabajo,
grupos de estudio, comunicaciones, exposiciones, etc.,
que a veces se celebraban en ntimero de mas de 30.

Pero hay que sefalar, especialmente, la instalacion
de un stand dedicado sobre todo a informar sobre el
futuro ICME-8 en Sevilla. En él habia también numero-
sos ejemplares de las publicaciones de las Sociedades
integradas en la Federacion: revistas de educaciéon ma-
tematica alusivas al ICME-8, folletos, insignias, material
turistico de Andalucia y de toda Espana, asi como una

exposicion de fotografia matematica. Se puede afirmar
que por el stand han desfilado casi la totalidad de los
congresistas, que se han detenido a contemplar video-
films que se proyectaban constantemente. También se
present6 una interesante exposicién iberoamericana en
otro edificio, dirigida y organizada por profesores espa-
fioles.

Presentacion del ICME-8

La organizacion del Congreso de Québec reservo
oficialmente a la Federaciéon Esparniola la tarde del 21 de
agosto para realizar la presentacion del ICME-8. Esta
tuvo lugar en dos fases:

La primera se desarrolld en el Anfiteatro 2-A del
Pabellén De Koninck, de la Universidad Laval. Intervinie-
ron los profesores Gonzalo Sanchez Vazquez, Presidente
de la Federacion; Eduardo Luna, Presidente del Comité
Interamericano de Educacion Matematica; Claude Gaulin,
por el Comité organizador del ICME-7 y la Universidad
Laval; y Gerardo Quintana, Director del Sevilla Congress
& Convention Bureau, que present6 brillantemente el
marco de la ciudad, asi como el video-film sobre Sevilla
realizado especialmente para este acto por D. Manuel
Salguero, que tuvo un éxito resonante. A esta primera
parte asistieron en mayoria profesores esparioles e ibe-
roamericanos.

La segunda parte del acato se desarroll6 al aire libre,
ante la presencia de méas de 2.000 congresistas. Toma-
ron la palabra D. Luis Balbuena, Secretario General de
la Federacién Espafola; D. Luis Arias, Consul Gral. de
Espafia en Canada; y D. Miguel de Guzman, Presidente
del Comité Ejecutivo del ICME, que presentaron el ICME-
8. A continuacioén tuvo lugar la Happy-Hour, con el
ofrecimiento de un vino espafiol por parte de nuestra
delegacion. donado para esta ocasion porla Casa Domecq.

D. Miguel de Guzman visita el Stand de la F.E.S.P.M.

Intervencién de D. Miguel de Guzmdn en el Happy-Hour.
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El Cénsul general espariol en el Happy-Hour.

Acto de Clausura

Cerraron el ICME-7 el Presidente y el Secretario
General del ICMI, los Presidentes de los Comités del
ICME-7, y el Presidente de la Federacion Esparfiola,
invitado especialmente para este acto, que pronuncié un
breve discurso en los idiomas oficiales, inglés y francés,
asi como en espafiol, cuyo texto aparece a continuacion.
El acto termind con la proyeccion del video-film, sobre
Sevilla, antes mencionado.

FESPM

Discurso Presidencial en la
ceremonia de inauguracién
del Séptimo Congreso
Internacional de Educaciéon

Matematica
(Québec, 17-23 Agosto 1992)

Como Presidente de la Comision Internacional de
Educacion Matematica, en nombre de su Comité Ejecu-
tivo, de su Asamblea General, de todos los participantes
en este Séptimo Congreso Internacional de Educacion
Matematica y de toda la comunidad matematica, espe-
cialmente de aquellos que se ocupan de la educacion
matematica, quiero expresar nuestra gratitud méas pro-
funda en primer lugar al Gobierno de Canada y al de la
Provincia y Ciudad de Québec y a la Universidad Laval
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por la hospitalidad que nos han ofrecido y por toda la
ayuda que han prestado a los organizadores de este
Congreso.

Es una sefial bien significativa de la alta estima que
un pais posee acerca de la educacién, de la matematica,
de la educacion matematica y de la cultura en general,
su 4avida disposicién para cooperar en tal grado en la
organizacion y financiacéon de este Congreso, del cual se
derivan tantas y tan fructuosas consecuencias en todo el
mundo en lo que se refiere a la educaciéon matematica. A
todas las personas del pais y también a las diferentes
organizaciones de Canada y de otros paises que han
colaborado y patrocinado este magnifico evento, nuestra
gratitud méas cordial y nuestra mas calurosa felicitaciéon
por su maravillosa actitud con respecto a la cultura y la
matematica.

Deseo también expresar nuestro mas profundo agra-
decimiento a quienes, dentro de la organizacién del
Congreso, el equipo canadiense asi como el equipo
internacional, lo han hecho posible mediante su cons-
tante dedicacion durante varios afios, En particular
quisiera hacer constar los nombres de los Profesores
Bernard Hodgson, Claude Gaulin, David Wheeler y
David Robittaille. A todos ustedes, que han participado
en la preparacion de este Congreso, tan importantey tan
lleno de consecuencias para toda la comunidad matema-
tica internacional, y especialmente también a todos los
miembros de los diferentes Comités, quisiera decirles en
nombre de todos nosotros: Estén ciertos de que estima-
mos muy altamente todos los esfuerzos que ustedes han
hecho por nosotrosy por toda la comunidad matematica,
y de que les felicitamos por su evidente éxito en la
preparacién de este Congreso.

También deseo expresar mis gracias a todos los
participantes, a todos ustedes que han venido aqui a fin
de compartir sus experiencias educativas en diversas
maneras, unos a través de sus conferencias, otros me-
diante sus comunicaciones y participaciones en sus
diferentes actividades, etc. A todos nosotros los que aqui
estamos nos une un deseo comiin, el de servir a la
comunidad matematica relacionada con la educacién de
la manera mas efectiva posible, trabajando juntamente
hacia una mejora de la educacién matematica en todos
los paises del mundo, conla profunda persuasion de que
este trabajo sera de gran influencia para el progreso de
la cultura humana.

Este Congreso es una manifestacion de la vitalidad
creciente de la Comision Internacional de Educacién
Matematica, debida en los afios recientes de modo muy
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significativo a los esfuerzos de los Profesores Jean-Pierre
Kahane y Geoffrey Howson, anteriores Presidente y
Secretario de la Comisién, quienes han enriquecido su
actividad de muchas maneras durante la pasada déca-
da. Por citar tan solo un ejemplo, a través de la influyente
idea de los Estudios de la Comisién Internacional, de los
cuales se han realizado un buen ntamero, con otros hoy
dia en preparacion.

Las actuales circunstancias mundiales nos impelen a
seguir trabajando en las direcciones en las que la Comi-
sién lo ha venido haciendo tan fructiferamente hasta
ahora y a tratar de proporcionar un fuerte estimulo a un
proyecto que, en opinion de nuestro actual Comité Ejecu-
tivo, requiere en este momento una firme prioridad: Este
es: SOLIDARIDAD EN EDUCACION MATEMATICA.

El Programa para el Desarrollo, de Naciones Unidas,
ha publicado hace unos meses un impresionante Infor-
me sobre el Desarrollo Humano 1992. Con una extraor-
dinaria riqueza de informacion, después de varios afios
de trabajo de un equipo muy competente, el informe
examina los problemas presentes de la distribucién de
los recursos humanos y materiales en el mundo. De
acuerdo con él, la pasada década se ha caracterizado por
una drastica intensificacién del abismo que separa los
paises ricos de los paises pobres, las personas ricas de
las personas pobres.

Dos piezas de informacién son bien concluyentes:

* En este momento se puede decir que un quinto de
la poblacion mundial (la parte mas rica de la poblacion)
posee mas del 80 por ciento del total de los recursos
materiales mientras que otro quinto de la poblacion (la
parte mas pobre) posee menos del 1,5 por ciento de todos
los recursos humanos.

* Esta situacion de desigualdad se va deteriorando
rapidamente en las dltimas décadas, y muy especial-
mente durante los afios ochenta. En 1960, la parte rica
de la poblacion, es decir la quinta parte mas rica, era 30
veces mas rica que la quinta parte mas pobre. En 1980
era 45 veces mas rica y en 1989 era 60 veces mas rica.

Se puede explicar de otra manera. Habia una familia
de cinco hermanos. Por todas partes se proclamaba que
todos ellos tenian los mismos derechos. Pero uno de los
hermanos se hizo duefio de casi todas las pertenencias
de la familia (el 80 por ciento). Y habia otro de los
hermanos que no poseia casi nada (1,5 por ciento). Hace
algun tiempo el hermano rico era 30 veces mas rico que
el hermano pobre. Pero ahora el rico es 60 veces mas rico
que el pobre... ESTE ES NUESTRO MUNDO. ESTE ES
NUESTRO DESARROLLO... INHUMANO.

Por supuesto el desarrollo humano, las oportunida-
des educativas, culturales, las estructuras sociales, etc.,
estan en gran medida condicionadas por la situacion
econdmica y por tanto la disparidad entre las personas
pobres y las ricas en estos aspectos es al menos tan
grande como estas cifras muestran.

De esta situacion de la distribucion de los recursos
materiales y humanos en elmundo, que se va deterioran-
do rapidamente, podemos establecer varias consecuen-
cias:

* Las acciones y esfuerzos llevados a cabo por las
instituciones globales durante la tiltima década han sido
intensos y bien aplicados en muchos casos, pero han
resultado ser totalmente insuficientes.
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* Es necesario que pensemos nuevos modos creativos
para tratar de mejorar esta situacidén, que se va
conviertiendo en algo intolerablemente injusto. De otro
modo las condiciones globales llegaran a ser atin peores
de lo que son en este momento.

* No podemos conformarnos solamente con lo que las
instituciones globales van tratando de hacer. No pode-
mos silenciar nuestras conciencias con la excusa de que
ya hay organizaciones encargadas de tratar de redimir
las injusticias de la situacién actual. ES NECESARIO
QUE FOMENTEMOS EN NOSOTROS Y EN NUESTRO
DERREDOR UN COMPROMISO PERSONAL. HEMOS
DE TOMAR PARTE ACTIVAY PERSONAL PARA MEJO-
RAR ESTA SITUACION. ;QUE PODEMOS HACER?

La nuestra, por supuesto, es una tarea educativa. Y
esta tarea estd basada en dos pilares fundamentales:
recursos humanos y recursos materiales. Nuestro com-
promiso personal pude asumir formas muy diferentes.

* Podemos buscar activamente lugares en nuestro
alrededor donde nuestra cooperacién personal en edu-
cacion podria ser muy bien recibiday necesitada. Hay un
Sur en cada Norte. Existen muchos grupos de personas
en necesidad de desarrollo dentro de cada pais. Tal vez
durante demasiado tiempo hemos ido buscando lugares
donde poder encontrar nuestro provecho para nuestro
propio desarrollo. Tal vez haya llegado ya el tiempo de
buscar lugares donde podamos ofrecer algo de nosotros
mismos.

* Para algunos de nosotros las barreras de lenguaje
con muchos de los paises en necesidad de desarrollo en
educacion matematica no existen. Podemos ofrecer algo
de nuestro tiempo para cooperar con ellos. Tal vez
deberiamos tomar la iniciativa, sin esperar a ser llama-
dos, a ser invitados, sino buscando nosotros mismos
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lugares donde ir y fondos para financiar nuestro trabajo
en tales paises. No imponiendo nuestra propia manera
de analizar sus problemas, sino preguntando a las
personas de estos paises con una actitud abierta dénde,
cuandoy de qué maneras podemos ser de alguna ayuda.

* Muchos de nosotros que vivimos y trabajamos en
aquellos paises con mejores condiciones econdmicas
podriamos y deberiamos ofrecer personalmente una
parte de nuestros recursos materiales a fin de ayudar a
otros a lograr un mayor desarrollo en educaciéon mate-
matica,

LA COMISION INTERNACIONAL DE EDUCACION
MATEMATICA PODRIA Y DEBERIA AYUDAR EN LA
ARTICULACION DE ESTE COMPROMISO PERSONAL.
Estoy cierto de que habra muchas personas en muchos
paises que desearian encontrar formas concretas de
actuar. La Comision Internacional, junto con la Comi-
sién para el Intercambio y Desarrollo de la Unién Mate-
matica Internacional, podria designar un grupo de per-
sonas a fin de canalizar las ofertas que se reciban y de
recibir las peticiones de ayuda. Todos aquellos de uste-
des que quieran contribuir con sus ideas y con su tiempo
y esfuerzo personal para la realizacién de este programa
de solidaridad estan invitados a ponerse en contacto con
cualquiera de los miembros del Comité Ejecutivo de la
Comisién Internacional y de los representates naciona-
les de la Asamblea General de la Comision. A todas las
personas que puedan concebir modos efectivos para
contribuir a la mejora de las condiciones educativas en
matematica en diferentes regiones o grupos concretos de
personas en el mundo quisiera pedirles: Por favor,
compartan sus ideas con nosotros.

Con respecto a los recursos materiales que se nece-
sitan para ir adelante con este PROGRAMA DE SOLIDA-
RIDAD, algunos de los miembros del Comité Ejecutivo
hemos comenzado a trabajar en la iniciacién de lo que
podriamos llamar un FONDO DE SOLIDARIDAD PARA
LA EDUCACION MATEMATICA, tratando de recoger
fondos provenientes de amigos a nuestro alrededor.
Ellos han aceptado muy generosamente colaborar con la
Comisién Internacional de esta forma. Es un placer
expresar aqui nuestro agradecimiento a estas personas
en diferentes paises que han contribuido generosamente
a este Fondo de Solidaridad que ha podido comenzar asi
con una cantidad de 20.000 dolares USA. No tengo la
menor duda de que muchos de ustedes desearan cola-
borar personalmente para incrementar esta cantidad a
través de sus propias contribuciones personales o bien
mediante su participacion activa en obtener fondos de
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diferentes fuentes, personales o institucionales. Este
Fondo de Solidaridad sera administrado por el momento
por el Tesoreroy Secretario dela Comisién Internacional,
Profesor Mogens Niss. Todos aquellos de ustedes que
deseen contribuir a este Fondo de Solidaridad estan
invitados a enviar sus aportaciones a su direccion.

Pero hay otras muchas maneras en las que podemos
cooperar. He aqui un ejemplo. Tal vez muchos de ustedes
han pensado que el coste de 300 dolores USA por la
inscripcién en el Congreso que todos hemos pagado
estaba lejos de ser barato. Si muchos de ustedes, que
vienen de paises mas bien ricos, se ven inclinados a
pensar que tal coste es caro, podran imaginar bienlo que
pensaran de ello los profesores de matematicas de
muchos paises cuyo salario mensual estd bien por
debajo de tal cantidad. Si consideran esta situacién con
atencion, estoy seguro de que muchos de ustedes esta-
rian de acuerdo en pagar, junto con su propia inscrip-
cién, una porcion de la de una persona en alguno de los
paises menos favorecidos econémicamente, cuya pre-
sencia en este Congreso seria asi posible. Tal vez debe-
riamos introducir esta forma de proceder no meramente
como una opcién, sino como un muy razonable y justo
impuesto de solidaridad. Ser solidario no es cuestion de
caridad. SER SOLIDARIO ES CUESTION DE JUSTICIA.

Para este Congreso ha existido una Comisién de
Ayudas Econémicas a fin de financiar algunos partici-
pantes de paises donde las condiciones econémicas no
son buenas. Aproximadamente 90 participantes han
recibido algtin tipo de ayuda a fin de asistir al Congreso,
habiendo entre ellos representantes de todos los conti-
nentes. Esto ha sido posible gracias a los esfuerzos
combinados de la Agencia Canadiense para el Desarrollo
Internacional, juntamente con la UNESCO, la Organiza-
cién del ICME-7, la Unién Matematica Internacional y la
Comisién Internacional de Educacién Matematica. En
conjunto se han distribuido 75.000 délares canadien-
ses. Quisiera expresar nuestra gratitud mas cordial a
todos estos patrocinadores y también a las personas
encargadas de la Comision de Ayudas Economicas porla
labor delicada e intensa que han realizado.

Pero deberiamos tratar de alcanzar cotas atin mas
altas en el futuro. Tal vez, con este tipo de contribuciones
personales que hemos sugerido podamos hacernos ca-
paces en el futuro de tener entre nosotros varios cientos
de participantes de muchos mas paises que tienen una
urgente necesidad, mucho mas que la mayor parte de
nosotros, de oportunidades de desarrollo e intercambio
como las que el Congreso va a ofrecer. El Comité Ejecu-
tivo quisiera ofrecer esta idea a nuestros colegas espa-
noles que se habran de encargar de organizar €l proximo
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Congreso Internacional, ICME-8, en Sevilla, para que
exploren la posibilidad de su realizacion. Para ello esta-
mos aun a tiempo.

También podriamos proceder de una manera seme-
jante con las Actas de este Congreso y con muchas otras
publicaciones relacionadas con la Comisién Internacio-
nal. Las personas que se encuentran en situacion eco-
némica suficientemente buena podrian pagar un poco
mas a fin de que estas publicaciones que ellos encuen-
tran ttiles para ellos mismos puedan llegar a personas,
lugares, centros en paises menos favorecidos con des-
cuentos drasticos. De otro modo tal vez se encontraran
ante la imposibilidad de comprarlas. Tal vez deberiamos
instaurar un nuevo estilo de vida, espiritu de austeridad
y moderacion. Austeridad propuesta no por si misma,
sino austeridad para compartir. Tal vez deberiamos
proponer un nuevo lema: LLEVA UNO, PAGA DOS.

Por supuesto, este Programa de Solidaridad y Fondo
de Solidaridad, basados primariamente sobre compro-
misos y contribuciones personales de muchas personas
en todo el mundo, ha de recibir alguna estructura, si es
que ha de ser eficaz. ha de tratar con todos los medios a
su alcance, de conseguir que los recursos humanos y los
recursos materiales a su disposicion lleguen de hecho
alli donde son realmente necesitados y donde han de
actuar mas eficazmente. Ha de explorar con diligencia

-cudles son en cada caso las formas correctas de conse-
guir este objetivo. Como muchos de ustedes bien saben,
estono es una tarea sencilla, ya que en algunos casos los
recursos llegan con restricciones y en otros son canali-
zados a través de organizaciones de cuya honradez,
imparcialidad e integridad uno puede dudar con tada
justificacion.

Este espiritu de solidaridad se encuentra en pleno
acuerdo con los objetivos del programa propuesto por la
Union Matematica Internacional para el anno 2000, de-
clarando este afio ANO MUNDIAL DE LA MATEMATICA.

Como ustedes tal vez sepan, el 6 de Mayo de 1992, la
Unién Matematica Internacional, junto con la UNESCO
y otras instituciones, declaré el afio 2000 ANO MUNDIAL
DE LA MATEMATICA. Se decidi6, en el segundo objetivo
de este programa, proclamar la matematica como una de
las claves centrales parala compresion del mundoy para
el progreso de la cultura humana. La Comision Interna-
cional de Educacién Matematica, junto con la Comision
para el Desarrollo e Intercambio quedé encargada de la
tarea de promocionar un desarrollo adecuado de la
educacién matematica en todos los paises del mundo.
Podemos estar seguros de que tal desarrollo sera imposible
a menos que tomemos medidas innovadoras dréasticas
que han de incluir un compromiso personal como el que

€l Comité Ejecutivo ha decidido estimular en la comuni-
dad matematica internacional,

Si este Séptimo Congreso Internacional de Educacién
Matematica sirve paraimpulsar tal espiritu de solidaridad,
ante todo entre sus participantes y a través de ellos en
sus comunidades matematicas locales, habra hecho tin
gran servicio para el desarrollo matematico en nuestro
mundo. Esperémoslo asi.

Para concluir: QUEDA INAUGURADO ESTE SEPTI-
MO CONGRESO INTERNACIONAL DE EDUCACION
MATEMATICA.

Intervencion del Presidente
de la FESPM
D. Gonzalo Sanchez Vazquez
en la Clausura del ICME-7

Dinstinguées autorités, chers membres de la direction
de I'IMU (Union mathématique internationale) et de
I'ICMI (Commission internationale pour l'enseignement
des mathématiques), chers professeurs qui participez a
cet ICME-7.

Au nom de la Fédération espagnole des professeurs
de mathématique, je remercie le Comité exécutif de
I'ICMI et le Comité d'avoir approuvé unanimement notre
demande d' organiser 1'ICME-8. Je veux aussi féliciter
l'organisation de cet IME-7 pour sa magnifique
préparation et pour I'heureux déroulement des activités,
remercier nos collégues du Canada des facilités données
ala délégation espagnole qui d'ores et déja peut annoncer
que le prochain ICME-8 se tiendra a Séville en 1996, trés
probablement en juillet. Cette rencontre sera organisée
par la Société andalouse d'enseignement des
mathématiques "Thales", au nom de la Fédération
espagnole.

Nous souhaitons, chers colléegues du Canada, cher
professeur Claude Gaulin, notre grand ami de toujours,
étre a la hauteur de la qualité et de I'accueil de l'actuel
congrés de Québec.

Spain which, in recent years, has made an enormous
effort to modernize and update its educatl system, will be
in 1996 the ideal setting for the meeting of the countries
which have been and still are the leaders in the area of
mathematical instruction. The latin american countries,
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with which we enjoy a close relationship over the last
years and which are progressing steadily, as well as
others, members of UNESCO of other continents, which
are striving to raise their scientific and educational
standards should also be there.

To make this participation fruitful and complete, it is
necessary to call for the solidarity from the wealthier
countries towards the not so developped ones. This
solidarity was proposed by the President of ICMI at the
opening ceremony of ICME-7 and counts with the full
support of the Spanish Federation.

With the help of ICMI, UNESCO, and other institutions,
we will try to make possible the idea of a financial support
for every teacher who is coming from parts of the world
with fewer economic resources. Every such teacher who
has an experience or contribution of interest, should be
present at ICME-8 in Seville.

El ICME-8 debe ser un acontecimiento que nos
acerque, en el dominio de la educacién matematica, a los
objetivos sefialados en la DECLARACION DE RiO, de la
IMU, que marca el afio 2000 como afio matematico
mundial.

Por ello, conla colaboracion del ICMIy de la UNESCO,
deseamos llevar a la practica en 1996 la feliz iniciativa de
los profesores De Guzmany Niss, Presidente y Secretario
General del Comité Ejecutivo del ICMI respectivamente,
de realizar, y ademas de forma simultanea, una comuni-
cacion global a través de varias subsedes situadas en las
distintas zonas culturales del mundo, a fin de conseguir
la participacién indirecta de miles de ensefiantes.

En 1996 os esperamos en Sevilla, queridos amigos.
Podeis contar con la acogida cordial de una ciudad que
conserva, junto alas mas avanzadas realizaciones urba-
nisticas y tecnoldgicas, el sabor de su tradicional encan-
to histérico y la cordialidad mas entusiasta hacia sus
visitantes.

jEsperamos encontrarles de nuevo en Sevilla en el
ICME-8 en 1996!

jAu plaisir de vous rencontrer de nouveau a ICME-8
a Seville en 1996!

iPlease, we look forward to meeting you again at
ICME-8 in Sevilla in 1996!

Consejo de Redaccién
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Declaration de Rio de Janeiro
sur les mathematiques

Le 6 mai 1992, au cours de la célébration du 40éme
anniversaire de l'lnstitut de Mathématiques Pures el
Appliquées (IMPA), de réputation mondiales, le Professeur
J.L. LIONS, Présidente de 1'Union Mathématique
Internationale (UMI) a déclaré, au nom de cette Union,
'an 2.000 comme ANNEE MATHEMATIQUE MONDIALE,

W.M.Y. 2.000 (WORLD MATHEMATICALYEARE.000).
est placée sous le patronage de 'UNESCO (Professeur
Abdus SALAM et Professeur Carlos CHAGAS, qui a

« participé a la Déclaration de Rio de Janeiro), du Ministre
de la Recherche et de I'Espace de France (Professeur H.
CURIEN), du Secrétaire d'Etat a la Science et a la
Techonologie du Brésil (Professeur Helio JAGUARIBE),
de I'Académie Brésilienne des Sciences (Professeur Is-
rael VARGAS), et du Coseiller Fédéral Flavio COTTI de la
Suisse, pays qui organise a Ziirich en 1994 le prochain
Congrés International des Mathématiciens.

La Declaration de Rio de Janeiro fixe trois objectifs.
Objectif 1. Les Grands Défis du 21 éme Siécle.

Dans sa conférence de 1900, & PARIS, le
Mathématicien David HILBERT avait dressé une liste des
grands problémes, pour le siécle qui s'achéve.

La Société Mathématique Américaine a proposé en
1990 a1'Assemblée Générale de 1'UMI 4 Kobe (J apon) que
les meilleurs mathématiciens du monde représentés au
sein du Comité du Tournant du Siécle (TURN of the
CENTURY COMMITTEE) organisent, de méme, les efforts
pour dessiner les grands défis de I'An 2000. Ce Comité
est présidé parle ProfesseurdJ. PALISJr, IMPA, Secrétaire
Général de 1'UMI.

Objectif 2. Les Mathématiques, clés du
Développement.

Les Mathématiques, pures et appliquées, sont l'une
des principales clés de la compréhension du monde et de
son développemente.

Il est donc essentiel que, graduellement, les pays
membres de 'UNESCO soient'en mesure d'atteindre un
niveau permettant leur admission a 1'UMI, dont les
membres sont des pays, pour le moment au nombre de
50.
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L'objectif N® 2 de la Declaration de Rio est que la
plupart des pays membres de 'UNESCO atteignent un
tel niveau au tournant du siécle.

Cela suppose de grands efforts supplémentaires dans
le domaine de I'Education, de la Formation et - point trés
particuliérement sensible pour les pays oil les ressources
en devises sont difficiles - l'accés a l'Information
Scientifique.

Cesefforts, déjalargement entrepris, seront confortés
et amplifiés par les deux grandes commissions de I'"UMI
que sont I'ICMI (International Commission on
Mathematical Instruction), présidée par le Professeur M.
de GUZMan, Madrid et dont le Secrétaire Général est le
Professeur M. NISS - Danemark et la CDE (Commisson
onDevelopment and Exhange), présidée par le Professeur
M.S. NARASIMHAN et dont le Secrétaire Général est le
Professeur P, BERARD - Grenoble, en liaison avec
I'UNESCO, représentée a Rio de Janeiro par le Professeur
A. MARZOLLO (Responsable des Mathématiques).

Objectif 3. L'image des Mathématiques.

LA DECRARATION de RIO de JANEIRO donne comme
objectif N° 8, lui aussi de la plus grande importance, une
présence systématique des mahtématiques dans la
‘Sociéte de lInformation”, par des exemples et des
applications qui seront scientifiquement exacts et
accessibles au plus grand nombre.

Cela sera développé en liaison avec des efforts de ce
type déja entrepris par plusieurs pays membres de 'UMI.

La DECLARATION de RIO de JANEIRO annoncant
l'année Mathématique Mondiale en 1'An 2.000 a été
chaleureusement appuyée non seulement par tous les
Mathématiciens présents, venus de tous les continents
et bien str plusieurs des plus éminents mathématiciens
Brésiliens, mais aussi par des Professeurs d'autres
disciplines et notamment par le Professeur Carlos
CHAGAS qui fut, en particulier, Président de I'Académie
Pontificale des Sciences.

International Mathematical Union

12 Informacién de la VI JAEM

La Junta Directiva de la FESPM en la reunién cele-
brada, en Castellon, al término de la V JAEM, acordé la
celebraci6n de las VIJAEM en Badajoz en Abril de 1993.
La Sociedad Extremena de Educacién Matemética "Ven-
tura Reyes Prosper” que recibi6 el engargo de su Organi-
zacion, ha acordado su celebracion los dias 31 de Marzo
al 3 de Abril de 1993.

Deacuerdo alos planteamientos propios de la FESPM
propondremos unas Jornadas que ayuden a coordinar
los esfuerzos de todas las personas, grupos y sociedades
relacionadas con la Educacién Matematica, asi como
intercambiar experiencias y difundir los trabajos de
innovacion que se estan llevando en nuestro pais, todo
ello con el objetivo fundamental de mejorar la ensefianza
y aprendizaje de las Matematicas.

Las Jornadas se desarrollaran en torno a Conferen-
cias Plenarias, Mesas de Trabajo (Ponencias y Comuni-
caciones), Carteles y presentaciéon de Materiales
didacticos.

Los temas propuestos para Mesas de trabajo son: 1.
Formacion del profesorado de Matematicas; 2. Evalua-
cién en Matemadticas; 3. Resolucién de problemas:; 4.
Material y recursos; 5. Aspectos singulares en la ense-
fianza de las Matematicas; 6. Matematicas en Primaria;
7. Matematicas en Secundaria.

Normas para las Comunicaciones

Las comunicaciones guardaran relacioén con el Ambi-
to delos temas de trabajo, incluyendo una clara descrip-
cién del problema, marco tedricoy metodologia utilizada.

. La comunicacién tendra una extensién maxima de 7
DIN-A4 (incluyendo notas y bibliografia) con un formato
de 28 lineas por pagina, 60 caracteres por linea y a doble
espacio. El resumen debera incluir, al menos, cuatro
descriptores de la contribucién, y no debera exceder de
200 palabras. El Comité incluira los restimenes de las
comunicaciones en la documentacién que se entregara
alos participantes a su llegada a las Jornadas. Aquellas
comunicaciones que se selecionen solamente podran ser
expuestas mediante la presencia e intervencion de sus
autores.

Las comunicaciones y resumen se enviaran por du-

plicado: 1 copiaimpresa en DIN-A4 y 1 copia impresa en
soporte informatico. El soporte informatico se ajustara a:
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i) Documento producido conforme a la aplicacién
WORDPERFECT, version PC.; ii) Documento producido
conforme a la aplicacion WRITE NOW o MAC WRITE,
version Macintosh. Las notas y referencias bibliograficas
se incluiran al final del texto siguiendo las normas
usuales.

Normas de Cartel/Poster

Todos los interesados en realizar comunicaciones
breves, se les ofrece la posibilidad de hacerlo mediante
carteles, que estaran expuestos durante la mayor parte
del desarrollo de las Jornadas, siendo invitados sus
autores a organizar encuentros para intercambiar ideas
con las personas interesadas.

Los carteles tendran una dimensién de 70 cm. por
100 cm. El texto, cuadros y graficos, seran claros y
legibles a una distancia de un metro. Los carteles que no
respondan a estas exigencias no seran expuestos. Para
su aceptacion se enviara un resumen del mismo, que
debera incluir, al menos, cuatro descriptores de la
contribucién, y no debera exceder de 200 palabras.

Normas presentacion materiales

Los autores de material didactico, que desen pre-
sentarlo en estas jornadas, enviaran una breve des-
cripcion del mismo, en el que se indicara su utilidad,

conceptos enlos que se puede usar, y nivel de aplicacion.

Las normas de envio de resumen son las mismas que
para las comunicaciones o carteles.

Fecha limite de recepcién de comunicaciones, carte-
les, materiales: 10 de Febrero de 1993.

Informacion e Inscripciones:

Teléfono (924) 274800. Ext. 408. Fax (924) 270214

La cuota de inscripcion sera:

hasta 31 de Enero hasta 15 de Marzo

SOCIOS 10.000 pts. 14.000 pts.

NO SOCIOS 14.000 pts. 18.000 pts.
La cuota de inscripcién dara derecho a recibir, gratui-

tamente, las actas de las Jornadas.

VT JORNADAS T ADRINDIATT
Y ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

- VI JORNADAS DE ADRENDIZAJF
Y. INSINANZA DI LAS MATEMATICAS

VI JC
Y FNGI

VIJORNADAS DI APRENDIZAJT,
Y ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

VI JORNADAS DE ARRENDIZAJE
Y ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

BXDastfz) 2N BE Midted M, #\BRABNL DR JBs
Yoo RER R D oM PMSEIOURS

VI JORNAD AGkohal, ADRENDIZAJE

Y NS wfﬂwsﬁﬁom@*wmm‘( AS
O M@[//\
Y 1 NIRRT AR oA IR PRGOS S
©VEJORNADAS DI ADRENDIZAJE
Y INSENANZA DE LAG MATEMATICAS
VI, NA ) ADU@M

Y I

= NZA B

BOLETIN DE INSCRIPCION

APELLIDOS NOMBRE
DOMICILIO PARTICULAR

LOCALIDAD C.P. PROVINCIA
CENTRO DE TRABAJO NIVEL
LOCALIDAD C.P. PROVINCIA
Presenta Comunicacion _____SI __ NO; PresentaCartel ___ SI__ NO

Mesa de trabajo preferida

Pertenece a alguna Sociedad Federada. Cual
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RESENAS

El aprendizaje significativo
en el area de las
matematicas

Chamorro. C. (1991)

(Madrid: Alhambra Longman)

DOCUMEN
PARA LA REFOF

DOCUMENTO

EL APRENDIZAJE
SIGNIFICATIVO EN
EL AREA DE LAS
MATEMATICAS

Carmen Chamorre

Dentro de la coleccion Documentos

para la Reforma que edita Alhambra
Longman, aparece el n® 6 dedicado al
Area de las Matematicas de la mano de
la Profesora Carmen Chamorro.

El libro consta de 84 paginas y en
ellas la autora establece dos grandes
bloques, uno dedicado a las Matemati-
cas en la reforma y el otro dedicado a El
aprendizaje significativo en Matemati-
cas.

En «Las Matematicas en la Reforman
hace un recorrido por la filosofia de la
Educaciéon Primaria, los ejes de conteni-
dos, los bloques tematicos y la evalua-
cién y el papel del error. Alo largo de 43
paginas expone la autora sus reflexio-
nes derivadas del estudio del DCB de la
Ensefanza Obligatoria, aportando con-
tinuas referencias a la linea francesa de
Didactica de 1as Matematicas, encabe-
zada por Brousseau y. Chevallard y re-
saltando tres temas que a su juicio <han
sido, si no recobrados, al menos situa-
dos en el nivel que les corresponde» y
son: el calculo mental, la resolucién de
problemas y la geometria. Concluye el
apartado de la evaluacion con las cuatro
etapas de egociacion didactica» de
Chevallard: Redaccion del enunciado,

116 &7 11-12/1992

Realizacién de 1a prueba, Construccién
de un baremo y Correccién dela prueba.

La segunda parte del libro, titulada
«E1 aprendizaje significativo en mate-
maticas» aporta la autora algunos as-
pectos de la teoria de Piaget deduciendo
algunas de las caracteristicas del cono-
cimiento 16gico-matematico, para des-
pués adentrarse en el factor social en la
construcciéon de la inteligencia, basan-
dose en las aportaciones del psicélogo
ruso Vygotski. CitalaautoraaVergnaud
y su nocién de «campo conceptual»
cuando habla de la especificidad del
saber que se va a ensefiary concluye con
la teoria de «situaciones didacticas» de
Brousseau, de tallando la dialéctica de
laaccién, dela formulacién, delavalida-
ci6én y de la institucionalizacion.

Completa un esquema de Brousseau
sobre «Tentativa de Ensefanza» y una
Bibliografia en la que se recogen una
serie de libros a los que hace referencia
la autora en su trabajo y que son funda-
mentales para poder cornprender el
mensaje de sus reflexiones sobre este
tema.

En suma un libro titil y provechoso
dedicado a divulgar aspectos de la Re-
forma en el area de Matematicas y en el
que la autora ha aprovechado para in-
troducir al lector en algunas lineas de
investigacién en Didactica de las Mate-
maticas.

Andrés Nortes Checa

Curiosidades Matematicas
Manuel Bernabé Flores

Ed, Alianza, Madrid, 1989

Desde el comienzo de los tiempos
pocas cosas han estado ligadas tan
determinantemente al desarrollo huma-
no como las matematicas, como dijera
uno de los matematicos que aparecen en
este libro "los numeros gobiernan el
mundo".

También es cierto que conforme se
han desarrollado las cosas, cada vez las
matematicas creativas se han ido ale-

jando mas de la cultura popular, jugan-
do un doble papel: matematicas de uso
cotidiano, cercanas, tangibles y mate-
maticas para iniciados.

Desde el campo delos iniciados llega
el autor de este libro, con €l propésito de
hacer digerir algunos delos trabalenguas
lejanos y divinos de la matematica de
"altura: por un lado, y de la de "todos los
dias" por otro a los estémagos mas de-
licados, en un mentino exento de sabores
dulces, agrios, salados y picantes. Con
un particular estilo, desenfadado claroy
directo, el autor -gran comunicador- va
presentando sus platos -capitulos-, por
seguir con el simil gastronémico, que se
prestan a ser devorados y, por qué no
decirlo, dan pie a «rebarfiar el plato» al
final. En una buena combinacion culi-
naria se encuentran citas célebres de
matematicos ilustres, respuestas inge-
niosas de alumnos, descubrimientos
interesantes y curiosos, relaciones de la
matematica con otras artes y ciencias,
problemas insolubles, divertidos y pa-
radéjicos, ... y todas esas historias de la
historia que haran disfrutar la lectura
de este libro como un manjar.

Quizas después de disfrutado, el li-
bro se convierta en una herramienta titil
en nuestras clases, para leer algunas
cosas a los nifios o para recomendar la
lectura de un libro que no tiene des-
perdicio. '

Manuel J. Hermosin

Mamiel Bernal)é Flores
uriosidades matematicas
C Alanee Edeoral
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Tecnologia Popular Tradicional: Medicion
de la Capacidad de Barriles y Toneles
por métodos empiricos

Introduccion

Entre las técnicas populares conocidas en
Canarias por artesanos, mercaderes y agricultores
encontramos una que nos habla de la valoracién de
la capacidad de barricas y barriles. La figura del
viticultor o del fiel ejecutor con su varilla de medir
introduciéndola en la boca del barril y evaluando
de inmediato el volumen que este aforaba era
particularmente popular en las zonas de raigambre
vinicola de Canarias. Su recuerdo ha perdurado y
aunenlaactualidad es rememorado por bodegueros
y vinicultores.

Tratamos de estudiar en estas paginas los
fundamentos cientificos que gobiernan este método
empirico de calculo de la capacidad de toneles y
barriles; y lo haremos describiendo con detalle su
gjercicioy comparandolo con otros métodos también
tradicionales, recogidos en textos elementales de
geometria de tiempos pasados. El Aforo Diagonal,
que es el nombre que se le da a la practica de que
hablamos se nos mostrara entonces como el modelo
mas peculiar entre todos estos procedimientos. Su
origen data de épocas remotas y se relaciona con
elementos tradicionales pintorescos como la verga
de El Pais Vasco o la vara vinicola dieciochesca.

En cuatro apartados describiremos los métodos
de calculo de la capacidad de los toneles, su
justificacion matematica; asi como los elementos
imprescindibles que conforman la elaboracién de
los recipientes de que hablamos. En el ultimo
parrafo discutiremos con detalle este método de
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José Manuel Gonzilez Rodriguez

" Aforo Diagonal que forma parte sustantiva de la

tradicién vitivinicola canaria.
Los toneles y el oficio de tonelero

Plinio atribuye a los galos la introduccién del
barril y del tonel en la viticultura. Segin sus
escritos, éstos construian barriles uniendo tablillas
de madera de encina curvadas y sujetas con ramas
flexibles o mimbres (Integral: Elhombre y lamadera).
Todo ello provocé una gran revolucion en la ciencia
de la viticultura, dando lugar al oficio de tonelero
que se ha sostenido en vigencia hasta nuestros
dias.

El tonelero, artesano de tradicién antigua como
Vemos, senos presenta como uno de los fabricantes
de productos tradicionales mas completos; pues el
oficio de constructor de barriles es uno de los méas
complejos dentro de los trabajos tradicionales.
Recordemos en este sentido la conocida frase a gjo
de buen cubero que nos habla de los acertados
conocimientos que se le reconocen al oficiante de
tonelero. En esencia, se trata de un trabajo delicado
que exige de aquel que lo practica un buen ntimero
de habilidades.

EnEspana se conocen algunas zonas de tradicién
antigua en la construccion de barriles y toneles. En
particular, y en la actualidad, aquellos que se
fabrican en Extremadura, Andalucia, Valencia,
Castilla y El Pais Vasco son los que, con mayor
frecuencia, se distribuyen entre otras regiones
productoras de vinos. Por otro lado, hemos
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encontrado que las técnicas que se usan en la
fabricacion de las piezas son muy semejantes en
cada una de estas zonas; por lo que habremos de
considerar s6lo un modelo uniforme en el proceso
de construccion de tales recipientes.

Mas, enseguida se nos plantea una primera
cuestion: ¢tratamos de barriles o de toneles, de
barricas o de cascos? El nombre varia segin el
tamano y su capacidad; a tenor de su estructura
externa, mas o menos ovalada; e incluso segiin el
uso que se le dé. Podemos, no obstante, establecer
unas clasificaciones basicas, distintas en cada
comarca o region de procedencia de las plezas.

En Andalucia los nombres de las piezas varian
segin su capacidad:

Asi, se suelen conocer con la denominacién
genérica de barril chico todas las medidas que van
desde el de dos litros al de 128, que ya se denomina
media bota...

Las capacidades siguientes se conocen como
botas y se miden por arrobas, cada una de las
cuales equivale a 16 litros. Existen asi las botas de
32, 36 y 38 arrobas, reservandose el nombre
especifico de tonel a las capacidades que superan
las 38 arrobas Pedro Martinez Massa.

En Extremadura ocurre algo similar, mas se
tiene en consideracion igualmente las dimensiones
de las duelas que conforman la pieza:

Se distinguen varios tipos: el bocoy, en plural,
los bocoyes, entre 650y 700 litros; las pipas, desde
500 litros, aunque pueden llegar hasta 900; tienen
otra hechura quelos bocoyes; el medio (medio bocoy)
400 litros; y los barriles, inferiores a 400 litros
pueden ser de 250, 200, 160, 130, 100, 64, 32,
16,...

Como es evidente, las distintas capacidades se
forman sobre distintas longitudes de duelas. La
pipa, 130 centimetros, el bocoy, 115 cms.; el medio,
105 cms.; los barriles de 250 y 200, llevan duelas
de 95 centimetros, etc.

Guia de la artesania de Extremadura, pag. 72

El tonel, la pipa, la bota y el barril también se
conocen en El Pais Vasco, y aparecen considerados
como unidades de medida de capacidad o de
volumen tradicionales (Basas Ferndndez). Por otra
pate, la denominacion de barrica también la
encontramos, significando la cuarta parte del tonel
o de la bota.

Porlodemas, Carmen Ortiz Garcia en su trabajo
sobre la Toneleria en Madrid nos muestra un
exhaustivo cuadro de denominaciones para toneles
y barriles que se clasifican de acuerdo a sus
capacidades que recogemos aqui:

a) ‘Media Pipa: Tonel con un aforo de 200 litros
aproximadamente, es decir unas 12 arrobas y
media.

b) Bordelesa: Tonel de 16 arrobas de capacidad
que toma su nombre de la medida francesa para
vinos de igual capacidad y denominacién.

¢) Cuarta: Tonel de 20 arrobas de capacidad...

d) Pipa: Recipiente que puede llegar a contener
hasta 30 arrobas de liquido en su interior.

e) Bocoy: Cuba que normalmente tiene una
capacidad de 40 arrobas, midiendo 83 cms. de
diametro de cabeza, un metro 10 cms. de diametro
de barriga y un metro 10 cms. de altura.

f) Foudre: Se denomina asi a la cuba a partir de
las 60 6 70 arrobas de capacidad. Este nombre
quiza pueda derivarse delavoz fuder que denomina
una medida para liquidos en Alemania.

g) Cuba: No tiene limite claro en su aforo ya que
puede llegar a tener 100 arrobas de capacidad o
incluso mas.

Para dicha autora todas estas piezas se nombran
con el término genérico de tonelo barril, pues incluso
las distinciones que se dan segin sean las
variaciones en la forma, en su opinién, no inciden
en la variacién del nombre de la pieza. En este
sentido es de la opinién de que:

Las proporciones entrela alturay la circunferencia
de un tonel son muy variadas y dependen del gusto
del destinatario de la pieza o bien del uso general
del oficio en la region.

Con todo, las distintas denominaciones que se
conocen confundeny entremezclan los nombres de
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barril y de tonel en funcién de las influencias que se
hayan dadao en cada region; y asi, en particular, en
Canarias, tierra de frecuentes intercambios e
influencias vitivinicolas, encontramos denomina-
ciones varias tales como: casco, tonel, cuba, bota,
barrica, bocoy, barril, barrilote, fole, garrafa, ... entre
otras.

Pensemos pues en un tonel o barril prototipo
como el que se recoge en la figura que retine todos

los elementos de una pieza caracteristica de toneleria
e intentemos describir cada una de sus partes. En
primer lugar distinguimos tres divisiones en su
estructura: la central, mas abultada, llamada
barriga o estesa; los dos extremos, denominados
testas, y los dos circulos que cierran las bocas, que
reciben el nombre de fondos. El tonel esta formado
por varias tablas longitudinales, mas estrechas en
sus estremos que en su centro, llamadas duelas. Las
duelas se mantienen en posicién por medio de aros
de hierro o madera. Para conseguir una resistencia
suficiente en el tonel se suelen encajar hasta siete
aros en cada lado, tres junto a la barriga y cuatro
cerca de la testa. El mas proximo al fondo se llama
pendiente, el segundo, madre, el que le sigue, colete
y el tltimo bajo colete. El mas inmediato al vientre,
primero de vientre, y los otros, segundo y tercero de
vientre. Los fondos pueden ser de una o varias
piezas, en este ultimo caso, las tablas centrales
reciben los nombres de llave o pieza maestra, las
intermedias se llaman sobaqueras y las extremas
gambas o canteras.
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Por ultimo, ya indicamos que la construccién de
un barril o de un tonel sigue una serie de etapas
que, siempre son las mismas en todas las regiones,
y que podemos resumir del modo que sigue:

Primera. Fabricacion delas duelas, que se cortan
longitudinalmente de un tronco de arbol

Segunda. Armado del casco; donde, partiendo
de una plantilla, molde o aro de armar, se retinen
circularmente un numero par de duelas hasta
conseguir el aforo necesario para alcanzar la
capacidad deseada para la pieza.

Tercera. Eslomado del casco, durante el cual,
ayudandose con un fuego tenue pero parejo se
consigue formar la barrica.

Cuarta. Herrado del casco, o colocaciéon de los
aros con la ayuda de las chasas y el martillo.

Quinta. Labrado de las testas a fin de conseguir
el igualado de las duelas y que comprende las
faenas de estovado, ejecucién del garcey el rematado
de las duelas.

Sexta. Fondado: tras la toma del punto o centro
delfondo se procede al enclavillado, al ribeteo de los
fondos y a su colocacién.

Séptima. Acabado de la pieza, que se consigue
con el cepillado interior y externo y con la apertura
de agujeros.

Queda enteramente elaborada la pieza de
toneleria, lista entonces para su uso en el embase,
trasiego o transporte de vinos y licores.

Foérmulas clasicas de calculo de la
capacidad de un barril

La pregunta que se nos plantea en este apartado
estriba en conocer de qué modo el tonelero calcula
la capacidad de la pieza que acaba de construir.
Partamos del principio de que al artesano se le pide
que fabrique un barril de capacidad prefijada; sin
que el cliente se preocupe en ningiin modo de la
forma que tendra éste. El tonelero dispone entonces
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de moldes o plantillas que le permiten determinar
la capacidad deseada de la pieza; y, con su ayuda,
acopla un numero fijo de duelas de dimensiones
elegidas de antemano.

Algunas veces la plantillas es un aro de armar
que es el molde clave, ya que llenando todo su
perimetro se conseguird la capacidad propuesta
paraeltonel (Carmen Ortiz Garcia, pag 168). En otros
lugares se usa una medida lineal para establecer el
nuamero de duelas necesarias de forma que se
- alcancelacapacidad deseada. Asi, en Extremadura;

... Un tablén en el suelo del taller marca las
longitudes de circunferencia de las panzas de cada
tonel. Se han de reunir el niuimero de duelas cuyos
anchos conjuntamente den la medida precisa... La
tabla maestra es un ttil decisivo, conservado en el
taller a través de las generaciones.

Guia de la Artesania de Extremadura, pag. 72

Las longitudes de las duelas se conocen con
precision segun la capacidad buscada; y en la
relacion que se establece entre esta longitud y
aquelladelaro o delatabla maestros se fundamenta
el computo del volumen que aforara el recipiente.
En esencia, dos magnitudes lineales determinan
por entero la capacidad del tonel. Segiin esto, las
féormulas que se conocen y que permiten obtener la
capacidad encerrada en un casco adquieren su
fundamento empirico en este principio. En el modelo
ideal de barril se debereconocer la siguiente relacién
entre sus partes:

a=(18/21)1 b=(16/21)1

donde: les la altura total del recipiente; aes el valor
del didmetro del vientre; y b determina el diametro
de cada uno de los fondos.

T

a

\//

En todo caso se conocen varias formulas que,
operando con los valores conocidos de a, by [, nos
dan la capacidad de cada pieza, evaluada ésta
siempre de forma aproximada. Estas formulas se
introdujeron con posterioridad a la invencion del
SistemaMeétrico Decimal, y se obtienen comparando
el tonel prototipo con figuras geométricas mas
sencillas.

Encontramos, en primerlugar, que si comparamos
el tonel con un tronco de cono doble de areas de las
bases na®/4y nb?/4, obtenemos el limite inferior de
su capacidad, que es igual a:

Vi=(1/12) 1 (a® + b% + ab) (1)

Por otra parte, siendo el valor dado por la
formula (1) el volumen del barril, evaluado por
defecto, conviene sustituir ab por a2y resulta:

V, =(r/12) 1 (2a? + b?) 2

férmula recogida en Morroyoy Gago, pag. 447y que
la encontramos en el tratado de Geometria de
Brufio en la forma:

V, =(11/42) 1 (2a% + b?) ~ (3)

Esta formula nos muestra una aproximacion de
n/12 dada por 11/42; es decir, nos da como valor
del ntmero trascendente 7 la buena aproximacién
de 3,1428.

Siguiendo con Morroyo y Gago, pag. 447:

Si se sustituye cada medio tonel por un cilindro
de l/2 de altura y cuya base sea para uno de ellos
la del fondo, y para el otro, la del vientre; el primero
nos da el volumen de medio tonel por defecto, y el
segundo el de medio tonel por exceso, y la suma de
ambos es aproximadamente el volitmen del tonel,
luego:

V,=1lrn(a/2)0?/2 +in (b/2}?/2 = (n/8) (@2 + b?) (4)

También obtendremos otra férmula para la
capacidad deuntonel, debida a Béziers, considerando
éste como un cilindro de altura [ que tenga porbase
un circulo cuyo diametro sea (a+b)/2; es decir:
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V,=nl(a+b)/4)?*=0.2l(a +b)? (5)

formula muy utilizada en las apreciaciones del
volumen (Integral, ELhombre y lamadera. Pag. 126.
Brurio. Pag. 169. Morroyo y Gago. Pag. 448).

Otraférmula conocida, usadaenaduanas, segiin
recogemos de Basas Fernandez, pag. 51 y de un
reglamento de aduanas de la Isla de Cuba, escrito
en 1847 es:

V, = ((a-b) 0,625 + b)* 1 0,7854 (6)

férmula que da el volumen del tonel regularmente
conformado, segin apreciaciones hechas ante-
riormente, y que para otros tipos de toneles variaba
la cantida 0,625 por 0,667 si el tonel tenia mucha
comba o por 0,55 6 0,6 si ésta era escasa. La
explicacion rigurosa de (6) habremos de darla en el
siguiente apartado. '

Por tltimo, en un texto francés del siglo pasado
(A. Coindre) encontramos la formula que sigue:

V, = (nl/4) [(2a + b)/3]? (7)

En resumen, hemos enumerado siete formulas
distintas que fueros usadas en la determinacién de
forma aproximada del volumen encerrado por un
barril o tonel. Todas éllas se acercan notablemente
al valor exacto de éste; por cuanto al efectuar
calculos con los valores de a, by [ estimados como
prototipos (ver parrafos anteriores), obtenemos

para cada formula los valores que siguen:

V,=0,515275 P
V, = 0,5366459 P
V, = 0,5164623 P
V, = 0,52426 P
V, = 0,5299445 P

que dan expresiones muy préximas entre si.

Existe atin otra férmula que permite calcular el
volumen encerrado en un tonel, conocida como
Aforo Diagonal, que estudiaremos con detalle mas
adelante, siendo su derivacion de caracter eminen-
temente empirico.
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Justificacion matematica de las
féormulas encontradas

En este apartado intentaremos encontrar
explicaciones matematicasrigurosas delas formulas
enumeradas anteriormente. Partimos de la base de
que el calculo de areas y volimenes de solidos de
revolucién (de los que el tonel es un caso particular)
esun problema de cuadraturas estrechamenteligado
ala teoria de la integracion. La relacién entre ambos
tépicos era conocida en Europa ampliamente en los
comienzos del siglo XIX; v en especial en Espana
como lo aseveran los textos de José Mariano Vallejo,
de 1819 y de Gabriel Ciscar Ciscar, de 1803; entre
otros. Apuntemos que de estas fechas datan las
formulas reunidas en 3.

En definitiva, si una curva plana de ecuacion
y =1{(x) que abarca dos abcisas ay b gira alrededor
del eje OX, el volumen del sé6lido que se genera se
calcula con la ayuda de la integral:

V =l () dx
oY
f(x)

ak |

Por otra parte, si en un s6lido de R® conocemos
el area A(x) de cada seccion transversal perpen-
dicular a un eje dado (OX) en funcién de la
distancia medida en ese eje desde el origen de
coordenadas su volumen sera:

v=["AR dx

Entonces, el volumen del tonel se obtendra
facilmente siempre que se conozca la curva y = f(x)
que delimita su contorno o €l area de cada seccién
transversal A(x) paralela a los fondos. Mas, no
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conocemos ninguna de estas dos funciones; y
unicamente podremos aproximar éstas con la ayuda
de curvas de facil manipulacién. En todo caso, atin
con el uso de la integracién sélo encontraremos
valores aproximados de la capacidad encerrada en
el tonel.

Analicemos al menos dos casos: el tonel
considerado como una parabola que gira alrededor
del gje OX, o bien imaginado como un elipsoide de
revolucién truncado.

En el primero de los casos la curva f(x) tendra
como ecuacion f(x) = « -Bx? que gira alrededor de
OX entre las abcisas a= -l/2 y b = /2. Para
determinar los valores de « y de 8 sabemos que
parax =0, sera f(0) == = a/2 y para x =l/2 se
tendra f(I/2) = b/2, esto es:

w-BP/4=b/2

B =2(a-b) /P

es decir:

Tendremos asi que: f(x) = (a/2) - [2(a-b)/P]x>
V=2 [ l(a/2)-2(a-b)x?/17]2 dx =

= 2 [a x/4 - 2a(a-b)x®/31? + 4(a-b)? x3/5 142

= 27 [a2 /8 -a(a-b)l/12 + (a-b)? 1/40] =

= (rl/60) (15a2 - 10a2 + 10 a b + 3(a-b)?)

= (nl/60) (8a% + 4 a b + 3b?).

Ahora bien, si escogemos la media aritmética
(a?+b?) /2 enlugar dela geométrica Va’b*la formula
del volumen quedara:

V = (rl/60) (10a? + 5b?) = (xl/12) (2a® + b?) 8)

Es decir, encontramos la formula (2) conlo cual
le hemos asignado un cierto rigor o fundamento
matematico. Por otra parte, escogiendo 11/14.3
como aproximaciéon de wn/12 encontraremos la
formula (3).

En todo caso hemos aproximado el valor del
volumen real, mas sabiendo que el error que se
comete al reemplazar A = (a2 + b%) /2 por G = ab es:

A - G < (a?-b?)?/8a?

entonces, en el calculo del volumen anterior se
habra cometido un error de:

E < (rl/60) . [(a%-b?)?/8a?] . 4

error muy pequeno en comparacion con el valor de
las magnitudes que se manipulan. Asi, en el caso
del barril estandar o prototipo, donde a = 181/21 y
b = 161/21 el error que separa el volumen real del
calculado es menor que 0,0008469 [3; aproximacién
del volumen real considerablemente buena.

En el segundo calculo del volumen habremos de
suponer que el tonel lo asemejamos a un elipsoide
de gjes a, cy a, truncado en los puntos de abcisas
x=-1/2yx=1/2. Entonces, siendo el elipsoide un
so6lido de revolucién limitado por una superficie de
ecuacion:
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Xz yz Zz
+ +
c? a’/4

=1
a?/4

su volumen coincide con la integral:

v=2]"Ax dx=2]"

0

7 (RX)?* dx

donde A(x) representa el &rea de un circulo de radio
R tomado a una distancia x del origen,

es decir R=a/2 \/l -x2/c? entonces:

vV =2]"n (2/4) (1-x%/c?) dx =
=n(a?/2) [I/2 - B/24c?] =
= (n/12) a2 [31 - B/4c?]

mas sabemos que los valores de x y z se relacionan
en el elipsoide en la forma:

B/4 b%/4
+
c? a*/4

= 1, es decir: ¢ = L (1 -b2/c?)"2/2

entonces, encontramos que el volumen queda en la
forma:

V = (n/12)a?| 3l - B[l-b?/a?]

l?.

= (n/12) a [3 -(-b*>/a?)] | = |
=(n/12) (3a%2- (@%-bY 1l =
= (n/12) (2a® + b?) 1

Es decir, encontramos directamente la formula
anterior.

Insistimos en la apreciacién de que estos calculos
responden a modelos matematicos del problema,
no son exactamente una transcripcion de la
realidad; pues la curva que delimita cada duela no
debe coincidir con exactitud con las resenadas.
Ademas, con lo anterior s6lo podemos justificar
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una Unica féormula entre las enumeradas; y para
encontrar un fundamento de algunas otras
habremos de recurrir a otras técnicas.

En esencia nos valdremos de una version
depurada del conocido Principio de Cavalieri. Segin
éste: Sien dos cuerpos de igual altura las areas de
las secciones por planos paralelos a la base son
iguales, ambos tienen el mismo volumen (J. Garcia
Arenas y C. Bertran Infante, pag. 151). De forma
mas general: Sitres sélidos comprendidos entre los
planos z=0y z=hdan, al ser cortados porunaplano
z = k, tres secciones cuyas areas son,
respectivamente f(z), g(z) y h(z) y ademas se tiene:

‘flz) = xxg(z) + Bh(z), con &= y B constantes se verifica
que V=V, + 8V, en donde V,, V,, V, son los
volitmenes de los tres solidos (A. Palacio Gros, pdg
884).

Entonces podemos hacer uso de lo anterior para
explicar férmulas tales como las (2), (4) y (6) de 3..
Comencemos describiendo con mayor precision la
formula (6), recogida de Basas Fernandez. Tendremos
que:

V, = ((a-b)0,625 + b )*> 0,7854 1 =
= ((a-b) 0,625 + b)? (3,1416/4) 1=
=(n/4) 1 (0,625a + 0,375b)* =
= (n/4) l[(a-b) (5*/1000) + b]* =
= (55/1000?) (n/4) I (Ba + 3b)? =
" =(1/64) (n/4) 1(25a? + 9b2 + 30ab)
y sustituyendo ab por (a2 + b?) /2 encontramos que:
V., (1/64) (n/4) 1 (40 a* + 24 b?) =
= (n/12) 1(15a%+ 9b?)/8
Otra de las formulas de Basas Ferndndez es:
V', = ((a-b) 0,667 + b)* 0,7854 [ =
=(n/4) 1 ((a-b)(1/3) + b)* =
=(n/36) 1 (a+2b)?>=(r/36)1 (a? + 4ab + 4b?)

y tomando 4ab por 2(a? + b?) quedara:
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V', =(r/12) L (@ + 2b?)

que es la misma formula (2) sustituyendo a por b.

Entonces escojamos los tres sélidos siguientes:
el tonel, un cilindro de base circular de diametro a
yaltura l y un cilindro de base circular de diametro
bydealtural. Cortando por un plano perpendicular
al eje de las duelas quedaran las secciones que
siguen:

g(z), area de la seccion del tonel,

f(z) = na®/4, area de la seccién del primer cilindro, y
h(z) = nb?/4, superficie de la seccion del segundo
cilindro.

Admitimos Ap(‘)r otra parte, la hip6tesis evidente
que:
g(z) = =f(z) + Bh(z), con= + B =1

Entonces los volimenes respectivos vendran
.2 4
dados en relaciéon a:

V. == rnla?/4 + B nl b%/4; es decir:

tonel

Vina = (®1/12) (3a? + 38b?)
Entonces, escogiendo los valores w =2/3 y
B =1/3 encontraremos la féormula (2). Para
w =5/8y B =3/8 aparece la primera formula
recogida de Basas Fernandez, en la que, de nuevo,
encontramos que o + 3= 1. Param =1/3y 3 =2/3
aparece la formula anterior modificada. Escogiendo
w = 3/5y B = 2/5 encontraremos otra de las
formulas recogidas por dicho autor. Y, por tultimo,
laférmula (4) se obtendra delarecogida en parrafos
anteriores, tomando = = 1/2y 8 = 1/2.

En todo caso, hemos encontrado que el volumen
real del tonel se obtiene como combinacion lineal
de la forma = V! + V2, siendox + 3 =1,y V', V?los
volumenes respectivos de dos cilindros circulares
que aproximan el volumen deseado por defecto y
por exceso. La adecuada eleccién de los parametros
« y 8 determinara el mejor o peor ajuste al valor real
del volumen que nos interesa evaluar.

Aforo Diagonal de un barril: modelo
canario de mediciéon de su capacidad

El procedimiento de Aforo Diagonal consiste en
medir la distancia L que se extiende entre la boca
del barril horadada en su vientre hasta el extremo
mas alejado de uno de los fondos; a continuacién
se eleva el valor calculado al cubo y se multiplica el
resultado por el factor corrector 0,625, obteniéndose
de esta forma el volumen:

V, = 0,625.L7

Esta formula, recogida por numerosos textos de
geometria elemental (Dalmau Carles, J. Estévez,
Morroyo y Gago, Bruno, etc.) es la que se utilizaba
en Canarias, en ejercicio de maestros de toneleria
y viticultores expertos, y, segin recoge Morroyo y
Gago:

En la préactica, la distancia L se mide con una
varilla graduada, que tiene por una cara divisiones
que dan la longitud L y por la otra el volumen que
corresponde a cada divisién, y por consiguiente se
halla dicho volumen, introduciendo dicha varilla por
el agujero hasta que su extremo toque en el punto
mas bagjo de cualquiera de los fondos, y haciendo
lectura correspondiente se tiene el volumen pdg.
448.

La férmula del volumen obtenida por Aforo
Diagonal desconoce una formalizacién matematica
rigurosa, y habremos de otorgarle un origen y
fundamento empiricos. Sin embargo, debemos de
reconocer que su frecuente uso se encuentra bien
extendido en distintas comarcas y en diferentes
épocas. Asi, en El Pais Vasco Basas Fernandez ha
recogido este método, que era conocido con el
nombre de vergar. Reconoce el autor que:

La verga venia a ser como una especie de tara de
una barrica, cuya capacidad se media con la verga,
que era un instrumento, una barra metalica que se
introducia, indicando o senialando la cantidad de
vergas que contenia.

Esto eralo que se llamaba vergarun liquido o un
recipiente que lo contenia. De donde venia el oficio
de vergador. pag. 52.
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Segun dicho autor enla... alhéndiga de Bilbao...
Ia verga equivalia a 14 libras... pag. 37.

Por otra parte el Aforo Diagonal debi6 de usarse
desde tiemposremotos, pues en textos de geometria
y aritmétrica diciochescos encontramos trazas de
métodos similares, utilizados en la medicién de la
capacidad encerrada por barriles y toneles. En
particular, conocemos la existencia de la vara
vinaria utilizada en aforos de barricas segtin recoge
P. Giannini en su obra Practica de Geometria y
Trigonometria de 1784. Expone el autor que:

Por la vara vinaria se medird con mas precision,
por tratar la cuba como esferoide; i porque la tengo
presente, daré aora su fabrica, iuso. Hacese lavara
vinaria, paramedir con brevedad, i saber las arrobas
6 cantaros de vino, agua, aceite, 6 cualquier liquido,
que caben en una cuba. A cuyo fin se tiene bien
sabido el solido de una cierta medida del licor; i por
aora supongo que una arroba castellana de vino
ocupa, 6 tiene de solidéz, un cubo 6 dado de 13
dedos, tambien Castellanos, por un lado.

Tomo unaregla, 6 vara de bastante longitud, v. g.
de 11 palmos, que es a lo que alcanza la tabla q voi
adar, i en la una parte pongo divisiones iguales de
13 en 13 dedos, hasta 10 i aun puedo dividir los
intervalos en ocho partes iguales, que seran
azumbres: a cada senal se pondrd numeros 1. 2. 3.

etc. en la otra parte de la vara se pondran las °

divisiones, que llaman de planos, que proceden de
las diagonales de los cuadrados dobles; el primer
numero, 6 arroba a 13 dedos; el segundo la diagonal
del cuadrado de 13 dedos; el tercero la diagonal del
segundo cuadrado, i assi de los demas. Pero por la
tabla siguiente, calculada @ esse, i a otros fines, se
assignaran los planos, hasta el numero que se
quiera. Elintervalo, 6 lineatotal de 13 dedos dividiré
en 100 partes, pomendo alli numero 1 a la 147
pondré 2 dlas 173 pondré 3 etc. como se vé. pag. 59.

La vara vinaria media la capacidad en arrobas,
azumbres o cuartillos; unidades de medida
anteriores a la introduccién del Sistema Métrico
Decimal, pero en su explicacion encontramos el
fundamento basico de este Aforo Diagonal. Otros
métodos de medicion de voliimenes de cubas o
toneles con el uso de varas de medir también nos
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son conocidos con anterioridad a 1849, fecha en
que se dicta la Real Orden por la que se introducia
el SMD en Espana. Como ejemplos sefialemos los
recogidos por Bordazar de Artazu, en su tratado de
1736 o por J. Justo Garciaen su texto de 1815. Con
todo, la explicacién rigurosa de la formula 0.625. L?
la podemos detallar como sigue:

A
a
B
L
b a
B
d
¢ E
D
- 1 4— 1

La figura representa la mayor seccién del tonel,
y en élla se han sefalado los elementos que
necesitaremos en la demostracién. Aplicando el
teorema del coseno en los triangulos ACD y ABC
quedara:

a? + 12 -2acosi = d?
b2 + L? -2bcosf3 = d?

Mas, siendo = y 3 angulos alternos, seraniguales
y tendremos:

az+ L? - 2acosm = b? + L? -2bcos
a? - b? = 2(a-b) L cosix
a+ b = 2L cos

es decir: L = (a+b)/2cosx

Por otra parte, segiin el teorema de Pitagoras,
aplicado al triangulo ACE sera:
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sen i =1/2L, es decir:

CcoSs if = \f l-sen?m = \/ 1-(1/21)?
con lo cual, sera:

a+b
L= 6 V4L - I2 = (a+h)

v a-(1/1)?
412 =P+(@+h)? 6 L=\@+bP+ L /2

y por tanto el volumen que da el aforo vendra dado
por:

V, =0,625 [ (a + b)2/2 + [1/2]2]3/2

Como podemos comprobar, encontramos una
formula que no admite comparacion directa con las
otras recogidas anteriormente, y que dificilmente
puede interpretarse geométricamente. Sélo
aventuramos que se trata de una fraccion del volumen
de un cubo que tiene por lado la hipotenusa de un
triangulo rectangulo de catetos (a +b)/2 y 1/2. Con
todo reiteramos el uso intensivo, aunque empirico,
quedichaférmulaha concitado en nuestras comarcas
vitivinicolas.
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La curiosa historia de ....

El dia que Hadamard se llevo un buen susto

El francés Jacques Hadamard (1865 -1963) fue,
con su compatriota algo mas joven René Maurice
Fréchet (1878-1973), uno de los grandes matema-
ticos mas longevos de la historia. Ambos fueron,
ademas, eminentes analistas.

A Hadamard se le debe una amplia e
importantisima obra en teoria de ecuaciones en
derivadas parciales, ala que dio su forma realmen-
te moderna. También son importantes sus investi-
gaciones en teoria de funciones analiticas que lo
condujo al campo de la teoria analitica de nameros
(a través de la funcién [z) de Riemann), en la que
se le debe la primera demostraciéon completa y
rigurosa del llamado teorema de los nitmeros pri-
mos (1896), conjeturado un siglo antes por Legendre
y Gauss. Este famoso teorema asegura que, si
llamamos 7© (x) al nimero de ntmeros primos
menores que X, para x real positivo, entonces

(%)

lim =1
X > oo x/ln x

Aparte de estos trabajos técnicos, es bien conoci-

da su obra sobre psicologia de la creacion (o, como él

dice, invenciérn) en el campo de la matematica.

Pero no divaguemos y vamos con nuestra histo-
ria.

Con ocasién del famoso y desdichado affaire
Dreyfus, en el que fue condenado en 1894 por alta
traicién el capitan del ejército francés de origen
judio Alfred Dreyfus, acusado de espionaje a favor
de los alemanes y sentenciado a cadena perpetua
(de la que seria rehabilitado en 1906, concedién-
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dosele como reparacién la legion de honor),
Hadamard, que era pariente cercano de la mujer de
Dreyfus, se habia manifestado pablicamente de
una manera enérgica en favor del militar acusado.

Por otra parte, el ya anciano y gran algebrista
Charles Hermite (1822-1901), cuya ingente obra
sobrela teoria aritmética de las formas cuadraticas
y su estupenda resolucion de la ecuacién quintica
general con ayuda de las funciones elipticas, le
habian ganado un indiscutible prestigio, se mostro
como un conservador recalcitrante y, por descon-
tado, anti-dreyfusiano convencido.

Asi las cosas, llegd la fecha en que el joven
Hadamard debia defender su tesis doctoral ante un
tribunal presidido, jvaya por Dios!, por el mismisimo
Hermite. Hadamard se encontraba naturalmente
nervioso y preocupado ante la fecha del examen,
mas que nada, como es logico, por su conocida
posicién politica enfrentada a la de Hermite.

Llegada la fecha temida, y ya durante el acto
formal de la defensa de la tesis, Hadamard se llevé
un buen susto al oir de pronto a Hermite tronar:
M. Hadamard, vous étes un traitrel». El pobre
Hadamard, al que, como suele: decirse, no le
llegaba la camisa al cuerpo, comenz6 a farfullar
algo confusamente, al tiempo que Hermite, sin
escucharle, continuaba rugiendo: «jVous avez de-
serté la geométrie pour I'analysel».

iBendito y terrible viejo Hermite!.

Mariano Martinez Pérez
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Matematicas y humor en las
comedias de Vital Aza

I. En aquellos pocos casos en los que se ha
estudiado el papel ejercido por la matematica como
elemento inspirador en obras literarias, siempre la
investigacion ha recaido en autores considerados
como serios. Asi ha ocurrido con escritores como
Swift, Dogson, Duchamp, Borges, etc. Al margen
de este tipo de analisis ha quedado la obra de los
autores humoristicos. Parece como silamatematica
debiera estar refiida con el humor y la caricatura.
Quizas sea el hecho de que esta ciencia tenga un
caracter de certeza absoluta e inmutable lo que
tiende a hacerla inmune o al menos refractaria a los
trances o situaciones coémicas. Jardiel Poncela
decia, ironizando sobre esta peculiaridad de la
matematica, que las ciencias exactas no pueden
progresar por su naturaleza... porque son exactas

(1).

Como una regla que invita a tener su excepcion
aparece en nuestra literatura la obra de Vital Aza,
un notable comediografo de fines del siglo XIX, que
no solo tiene plagadas sus creaciones de chistes en
los que los ntimeros o sus propiedades intervienen
de una manera destacada, sino que, ademas, es
autor de comedias en las que la matematica se
convierte en el verdadero protagonista de la accion.

Vital Aza naci6 en la villa asturiana de Pola de
Lena en 1851. De carécter inquieto cambié en
varias ocasiones de orientacién profesional. Asi,
tras una breve estancia en el seminario, siguio
estudios de matematicas trabajando, después,
durante algun tiempo como delineante en una
compafiia de ferrocarriles. Mas tarde, se traslado a
Madrid donde cursé con brillantez la carrera de
medicina. El mismo nos cuenta humoristicamente

José Maria Niiiez Espallargas

Yital Aza, por R. Casas

estas mudanzas en Ego sum, su autobiografia en
Verso:

Perdida la vocacién

dejé sermones y platicas;
tiré el Nebrija a un rincon
y empecé las Matematicas
en la villa de Gijon.

Como era buen dibujante
obtuve, siendo un chiquillo,
mi plaza de delineante,

y fui después ayudante
del ingeniero Castillo.
Casi a palmos estudié

el ferrocarril de Oviedo,

y jamas olvidaré

los diez meses que pasé
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sobre el tinel de Robledo!
Cansado de dibujar

y de tanto cubicar

en el campo y en la oficina,
vine a Madrid a estudiar,
Jqué diréis ? Pues... Medicina!
Segui mi nueva carrera

con decision verdadera.
iHoy soy todo un Licenciado
y juro que no he matado

un solo enfermo siquiera! (2)

Vital Aga

—_——

Bagatelas|

< Poesias

ILUSTRACIONES DE B. GILI Y ROIG

€go sum

BARCELONA
JUAN GILI, LIBRERO

223, CORTES, 223

Al despuntar la mafiana,
tras una noche serena

MDCCCXCVI y en fecha ya muy lejana

Con toda justicia se podia vanagloriar de no
haber “matado” a ningtn paciente, pues nunca
gjerci6 la medicina. Ya desde su llegada a la capital
habia comenzado a colaborar en diversas revistas
y publicaciones, primero timidamente, pero luego
con cada vez mayor asiduidad, hasta que acabd
dedicandose por completo alasletras. Suverdadera
fama como autor comico comenzo6 a consolidarse en
1874, después de la representacién de su primera
comedia, |Basta de matematicas!, que constituyd un
gran éxito y de la que hablaremos mas adelante. A
partir de esa fecha y hasta comienzos del presente
siglo salieron de su pluma mas de 50 comedias,
algunas fruto de la colaboracién con Ramos Carrién
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o con otros autores; todas ellas originales, excepto
unas pocas adaptaciones de obras extranjeras
(especialmente francesas). Publico, ademas, varios
libros de poesias, pues a su habilidad como prosista
anadia la de versificador. Alabando su facilidad en
ambos géneros se decia de €l, que “pedia el almuerzo
en endecasilabos, y sostenia en romance la
conversacion horasy horas sin esfuerzo ni violencia»
3).

IBASTA DE MATEMATICAS

JUGUETE COMICO

en un acto y en prosa

ORIGINAL DE

VITAL AZA

Estrenado en el TEATRO DE VARIEDADES el dia 7 de
Febrero de 1874

TERCERA EDICION

MADRID
R VELASCO, 1MP,, MARQUES DE S8ANTA ANA, 11 pUR.®
Teléfono ntimero 551

1905

Muchas de sus comedias entusiasmaron de tal
modo al pablico de la época, que se llegd a afirmar,
que “por los afios 1880 a 1900, Vital Aza y Ramos
Carrién, ya separados, ya juntos, reinaban en los
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teatros como soberanos del ingenio y dominadores
delos publicos” (4). Pero con el cambio de siglo el tipo
de teatro de enredo, el sainete cémico, cayd en
decadencia. Cuando muri6 Vital Aza en 1912 habian
pasado relativamente pocos anos de sus triunfos
mas sonados, pero la gente lo habia ya casi olvidado.
De ello se lamentaba el critico Garcia Valero al
constatar el escaso niimero de asistentes a sus
honras fanebres: “Vital ha muerto tarde, pues de
haber sido enla época que sus talentos abrillantaban
el dramatico proscenio, numerosa hubiera sido la
concurrencia” (5).

Ciencias exactas

SAINETE
En un acto y en prosa

ORIGIINAL DE

VITAT, AZA

Estrenado en el TEATRO LARA, el 5 de diciembre
de 1902.

Copyright by, Vital Aza.

MADRID
«GRAFICA MADRID», DON'A URRACA, 17
1925

A pesar del olvido en que cay06 la obra de Aza y la
de otros autores del teatro de comedia finisecular,
hay en ella elementos que todavia hoy nos pueden
interesar. Certeramente los ha sefialado Alonso
Cortés: “el género de comedia que Vital Aza, con otros
celebrados ingenios, mantuvo boyante durante el
ultimo tercio del siglo XIX y primeros afios del actual,
ofrece evidente importancia histérico-literaria. Habra
pasado de moda... pero siempre conservara un valor
positivo, no ya solo como reflejo de una época y de
unas costumbres que le dan caracter documental,
sino también como manifestacion de un ingenio
vivaz y espontaneo» (6).

II. Através de algunos ejemplos entresacados de
sus comedias intentaremos mostrar en que aspectos
de las matematicas hallaba Vital Aza el elemento
inspirador de chistes, situaciones o escenas
comicas.

En la obra Calvo y Compania, son los cono-
cimientos de geometria que Aza adquirié en su
practica como delineante, los que le sugieren una
divertida escena en la que un personaje intenta
convencer a otro de las excelencias de un negocio
relacionado con la construccion de un ferrocarril,
mientras su interlocutor cree, que el presunto buen
negocio serefiere a un posible matrimonio de fortuna
con una bella dama:

Felipe.- Se ve que es usted hombre que estudia bien
los negocios. En este se pueden ganar unos
cuantos millones.

Melquiades.- Cuanto agradezco a usted...

F.- No merece la pena. Yo le ensenaré a usted
punto por punto toda la linea...

M.- (jLa linea! {Vamos si, la linea de conductal)

F.- Y cuanto a ella se refiere.

M.- (jA ellal) ;Con que usted la conoce?

F.- ¢Que sila conozco? jYa lo creo! jA palmos!

M.- ((Eh?)

F.- Desde hace algin tiempo. jQué admirable-
mente trazada esta!

M.- jAh, es preciosa, esta muy bien trazada!

F.- jQuécurvasy contracurvas tan bien compren-
didas!

M.- ;Ah si! Las curvas sobre todo... (7)

Aunque abundan en los sainetes de Aza los
chistes de caracter “geométrico”,
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Urbano.- Bueno anda el mundo, ¢eh?

Leontina.- Echado a perder.

U.- ;Yo no lo hubiera creido nuncal

L.- Niyo!

U.- Separarse a las siete semanas de casados!

L.- Y yo que crei que se querian tanto! jQue era
un matrimonio de inclinacién!

U.- (Por eso! Los matrimonios de inclinacién son
los que caen con mayor facilidad. (8)

son las expresiones numeéricaslas que proporcionan
a nuestro autor la mejor fuente de ocurrencias
humoristicas.

El valor posicional que tienen las cifras en el
sistema decimal constituye el nticleo del enredo
que, en Elsuefio dorado, hace creer aun matrimonio
de edad madura, deseoso de casar a su hija
solterona, que Ramén es un buen partido por
disponer de una sustanciosa renta familiar:

Ramén.- El sueldo no es una gran cosa, pero...
Gumersindo.- jClaro! Para ti, que tienes un fortunon.
R.- ¢Yo?

G.- Digo! Trescientos cuatro mil reales de renta.

R.- ¢Esta usted loco?

G.- Pues, tu tio lo dice bien claro... Mira, aqui lo
tienes. (Leyendo la carta) “Tres, cero, cuatroy
mil”. Trescientos cuatro mil.

R.- Perdone usted.. ahi falta un acento. Ese cero
1O €S un Ccero, €s una o.

Basilisa.- ¢Eh?

R.- O.

G.- jAh!

R.- Tres o cuatro mil, y no trescientos cuatro mil.
Ya ve usted la diferencia. (9)

Conlos ordinales Vital Aza ironiza sobre diversos
usos y costumbres de la sociedad. En una ocasion,
el objetivo de la satira es la funcién puablica y sus
servidores,

Andrés.- Supongo que seguira usted empleado.
Garcia.- jSiempre! ;Soy una lapa! Cuando cayeron
los anteriores estaba de oficial segundo en el
Gobierno de Zamora; vinieron estos y me
mandaron de oficial tercero a San Sebastian.
A.- ¢De modo que ha ascendido usted?
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G.- Hombre, segiin. Si crees que los destinos son
como los pisos de las casas, he ascendido,
porque el tercero esta encima del segundo, pero
en el presupuesto ocurre lo contrario. (10)

y, en otra, los extremos ridiculos en los que se
movia la moda de su época:

Madame.- En este otro figurin, observe usted qué
distinguido. La derniere. Sombrero Luis trece,
cuerpo Luis catorce, falda Luis quince, y
cinturoén...

Gonzalito.- Luis diez y seis.

M.- No sefior, el cinturén es Enrique octavo. (11)

@

Vital Aza es capaz de encontrar chispa cémica
incluso a una operacién mal realizada...

Manuel.- Con qué gusto cobraremos todos los
meses... Di, ¢cuanto cobraremos?

Pepe.- Ahora te lo diré. (Saca un lapiz y papel)
Tenemos, mejor dicho, tendremos ocho mil
reales al afio cada uno. Ocho mil entre doce
meses, dan un cociente de seiscientos sesenta
y seis reales con sesenta y seis céntimos.

M.- jHermoso cociente!

P.- Que divididos a su vez por treinta, dan un valor
de... veintidés reales con veintidés céntimos.

M.- Los cuales divididos por veinticuatro horas
que tiene el dia...

P.- No, porque no trabajaremos las veinticuatro
horas. Suponiendo que trabajemos dos -y es
mucho suponer- resultard que cada hora
ganaremos... once reales y once céntimos.

M.- Cerca de tres pesetas por hora.

P.- Ya ves; mas que un simén. Once reales por
hora: el dia tiene veinticuatro, luego son...
doscientos sesenta y cuatro reales diarios.

M.- Hombre no puede ser.

P.- jAh! Si, tienes razén; me habia confundido. (12)

Las confusiones creadas en torno a una
incorrecta interpretacion de una medida o de sus
unidades ofrece a nuestro autor un sinfin de
recursos hilarantes. Por ejemplo, en una de sus
comedias mas celebradas, El sefnor gobernador,
Juan un burdcrata de escalafén recibe, por error,
la credencial de gobernador de una provincia. Al
llegar a su lugar de destino y tener que prepararse
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para su nueva funcioén se producen toda una serie
de lances comicos:

Juan.- Advierto a usted que me urge el uniforme,
porque se acercan las fiestas de la Semana
Santay, como es natural, yo he de presidir las
procesiones. ¢Hay muchas en esta poblacion?

Sastre.- (Ancho de espalda) Ochenta y cuatro.

J.- jOchenta y cuatro procesiones!

S.- No, sefor, no; es el ancho de espalda de usia.
Procesiones no hay mas que tres... (13)

Dentro de este grupo debemos situar, como
apartado propio, los multiples chistes con duros,
pesetas, reales y céntimos.

Rafael.- jAh! ¢Pero, usted debe un piquillo a esta
seniora?

Nicasia.- Claro que si. Me debe doscientas pesetas

Menéndez.- No, seflora; no son mas que cuarenta
duros.

R.- Cuarenta duros, son doscientas pesetas...

M.- jAhl... si, es verdad; pero es que esta sefiora lo
ha dicho en pesetas, para que parezcan mas.
(14)

Otro ejemplo, tomado de Parada y fonda, cuya
accion transcurre en una fonda de Valladolid y
donde la figura seria y profesional del viajante
catalan Pau Palau y Tomeu da el contrapunto en
clave de humor al picaro Emeterio...

Camarero.- Mandeme usted.

Emeterio.- ;Cuanto le debo?

Palau.- No pague usted lo mio.

E.- ¢Eh?

P.- No lo consiento. Estos gastos son siempre de
cuenta de la casa

Bueno, bueno, nolo pagaré. (No habia pensado
en semejante cosa) ¢ Cuanto es lo mio?

C.- Pues quince pesetas y cincuenta.

jQuince pesetasy cincuenta! Es decir, sesenta
y cinco pesetas.

C.- No, sefior, y cincuenta céntimos.

jAh, vamos! Sigue pareciéndome caro; pero en
fin, ahi tiene usted. Las cincuenta pesetas que
sobran, de propina, digo, los cincuenta
céntimos. (15)

E.-

El ingenio creativo de Vital Aza le lleva a jugar,
como no, con las posibilidades que ofrece el doble
sentido, técnico y cotidiano, de muchos de los
términos que se emplean usualmente en el lenguaje
matematico. En un caso, por ejemplo, para que el
préstamo que la patrona hace al estudiante pillo,
apenas lo parezca;

Maruja.- Tienes razén. Mira, yo puedo ayudarte en
algo con mis ahorros.

Carlos.- ¢Coémo?

M.- Tengo una hucha con tres mil y pico de reales.

C.- ¢Tres mil y pico? Acepto los tres mil, pero el
picodeningunamanera. Nome gusta abusar...
(16)

en otro, para bromear sobre el eterno cesante que
la alternancia de partidos en el poder, tipica en la
época, creaba en la administracién del estado;

Pérez.- No sefor; pero supongo que tendra usted
familia.

Leandro.- {Ya!

P.- Yo también la tenia; pero hoy me encuentro
completamente solo. Me he quedado huérfano
a lo mejor de mi edad, a los veintiocho arnios.
Hoy tengo treinta y cuatro y llevo cinco...

L.- jHombre! De treinta y cuatro se llevan seis.

P.- Digo que llevo cinco anos de cesante... (17)

en otro mas, se ironiza sobre la edad ya mas que
madura de una solterona empedernida;

Castora.- El que te oiga pensara que soy una vieja.

Estrella.- jQuia! ¢Usted vieja? |No, sefioral

C.- Si hoy mismo dijera yo: ime caso! no faltaria
quien quisiera...

Lola.- (jAve Marial)

E.- jPues ya lo creo que no!

C.- jMas de uno se me presental y aunque el caso
lo merece, yo, nada, jfirme en mis trece!

E.- (Es decir, en sus cincuenta) (18)

y, en fin, en El sombrero de copa, comedia donde
reina la logica de la ilégica con una serie de
tergiversaciones que enmarafian jocosamente la
accion, la broma raya casi con el absurdo.
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Cipriano.- Y ahora que me acuerdo: ese seflor me
encargd mucho lo de los décimos. No sea que
nos volvamos sin ellos. Ya sabes que le debemos
muchos favores. Aqui debo tener laapuntacion.
Si, aqui esta: «E1 1007 y el 7001”. {También es
capricho! Las dos cantidades al revés. Pero, es
claro, como un décimo es para ély el otro para
su mujer, que siempre le lleva la contraria..
(19)

Para concluir esta breve seleccién no me resisto
aincluir un fragmento extraido, no delas comedias
de Vital Aza, sino de uno de sus libros de poesias.
La obra en cuestion es la titulada Plutarquillo, en
recuerdo del autor de Vidas paralelas, y que reune
un conjunto de biografias festivas de personajes
célebres. De este ingenioso modo, jugando con el
numero de orden de las silabas, introduce la
biografia del héroe griego Epaminondas:

La prima de mi charada

esta en el abecedario;

la tercera con la quinta

es un rey que no ha reinado;
dos dos vale poca cosa

y puede ser Padre Santo,
tercia sola es un pronombre;
la cuarta adverbio anticuado,
v el todo, lector amigo,

es un general tebano. (20)

III. Capitulo aparte en este trabajo merecen las
comedias que podriamos clasificar como de caracter
matemdatico. Ya se ha dicho que, la presencia de
referencias numeéricas o geométricas en las obras
de Vital Aza no se limitaba a sus frecuentes
utilizaciones como recurso humoristico en la
construccion de situaciones o escenas, sino que
algunas de sus comedias mas representadas
tuvieron un argumento que giraba en torno a las
matematicas o a la metodologia de su ensefianza.

Su primera obra teatral estrenada, que le
proporciond un éxito inmediato, fue {Basta de
matematicas!. En este sainete se reunen algunas
de las situaciones y personajes que seran
arquetipicos en su produccion posterior. La accion
se desenvuelve en una casa de huéspedes madrilena
en la que vive Federico, el protagonista, un
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estudiante que hace cuatro anos que comenzé la
carrera de ingeniero y no ha pasado del primer
curso, mas amigo de la jarana que del estudio y
despilfarrador del dinero que le envia su padre,
modesto tendero de provincias. La patrona es su
victimay suverdugo, alavez. Con el afan de ocultar
los resultados desastrosos en sus estudios de
matematicas y con la intervencion de otros
personajes, Federico, se ve envuelto en diversos y
divertidos embrollos. Como un ejemplo, verdade-
ramente antologico, de la utilizacion comica del
doble sentido dela terminologia algebraica, veamos
el encuentro entre el protagonista, ensimismado
enlaresolucionde un dificil problema, y Benito, un
nuevo huésped, que también, mas tarde, sera
victima de las truhanerias de Federico.

Federico.- (Sentandose a estudiar) Pues senor,
estudiemos. /Quién me hametidoamiaresolver
problemas matematicos?

Benito.- (jCalla! Un companero de casa. /Y quién
sera? Parece que esta muy ocupado)

F.- Amas B, mas C, elevadas a la cuarta potencia

y multiplicadas por la hipotenusa.

(,Qué demonios esta hablando? No entiendo

una palabra.)

F.- Si ahora elevamos al cubo...

B.- (¢Elevar al cubo? ¢Si serd un aguador?)

F.- Y si comparamos los antecedentes...

B.- (jCanario! Habla de los antecedentes... ¢Si
sera un agente de policia?)

F.- Pero aqui me falta la razon.

B.- ¢Qué le falta la razon? (Retrocediendo asus-
tado) ¢Si estara loco?

F.- Y si extraemos las raices...

B.- (jVamos! jEs un dentistal)

F.- Tendremos que la incognita...

(jY aparecio6 aquello! [Ya aparecio la incognital

JQuién sera ella?)

F.- iNo! jPues no sale!

(Mirando a todos lados) ((Qué no sale? ;Y de

donde querra que salga?) (21)

B.-

La historia concluye con la entrada en escena
del padre de Federico, que al descubrir los enredos
de su hijo, decide darles fin con la frase que da
titulo a la comedia, y enviar al mal estudiante al
pueblo para que le ayude en el negocio familiar.
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Dos afos después de estrenada su primera obra
teatral, en 1876, con Aprobados y suspensos, un
sainete en verso, vuelve a incidir Vital Aza en el tema
estudiantil. La comedia recoge el dialogo que
mantienen varios estudiantes mientras esperan ser
llamados a un examen. El autor tiene asi ocasion de
presentar una tipologia bien conocida por €l y que
tiene caracter casi universal. Interviene, entre otros
personajes, Paco, el estudiante tarambana que nove
llegar el fin de sus estudios;

Francisco.- Ayer al examinarme,
senores, ha sido tal
mi aturdimiento, que estuve
a punto de zozobrar.
Fijaros que al hacerme
esta pregunta, no mas:
“Digame usted, ;Qué espesor
tiene el conducto nasal?”
Respondi, jcuatro kilometros!
Fermin.- Pues no te has quedado corto.
Fr.- Luego tuve que cortar.
F.- Tratando de dimensiones
es bueno pecar de mas. (22)

Fermin el sabihondo, gustoso de hablar siempre
con tecnicismos; Arturo, que alardea de sus po-
derosas influencias; y, en fin, Cosme, el veterano
con la memoria ya algo agotada.

Cosme.- Lo menos cuarenta veces
me puse a estudiar los huesos,
y jnada! aunque los estudio
se me olvidan al momento.
Ya no sé si las costillas
son treinta y cinco o son menos.
JUsted sabe?
Paco.- ;Si, senor,
SOI... son... pues ya no me acuerdo!
Pero seran... las precisas. (23)

Pero es en una obra de madurez donde, Vital Aza,
al rememorar sus recuerdos juveniles, consigue una
de sus comedias mas perfectas. Escrita en 1902 y
reeditada numerosas veces, Ciencias exactas es un
Jjuguete comicoen el quelamatematicay su ensenanza
constituyen el argumento y el nicleo esencial en
torno a los cuales giran la satira y el divertimento. El
protagonista, D. Silverio, es un funcionario cesante

que, mientras espera ansiosamente una credencial
que le permita volver a la administracion publica, se
gana modestamente la vida dando clases de
matemadticas a varios alumnos que preparan
oposiciones. Sumetodologia docente es una peculiar
interpretacion del ensefiar deleitando:

Silverio.- Yo no soy un maestro. Soy un amigo... Un
amigo... que por tres duros mensuales, les
pone a ustedes en condiciones de presentarse,
a examenes. ;Qué vienen ustedes con
puntualidad? Lo celebro mucho. ,Qué alguno
hace novillos? Lo lamento por él. ;Qué no
basta una hora de clase? Pues tenemos dos.
¢Qué se fatigan ustedes? Pues un ratito de
conversacion. Ese es mi sistema. Yo sigo
siempre la maxima de ensenar deleitando. (24)

Hay, como en Aprobados y suspensos, un grupo
variopinto de fauna estudiantil: Ripoll, el alumno
empollén, que se sabe siempre los temas al dedillo
Yy que se expresa con un fuerte acento catalan;
Manolito, estudiante tronera, mas asiduo a los
teatros de variedades que a las bibliotecas;
Palomino, que no acierta a dar pie con bola; Solares,
el marrullero que tiene siempre las respuestas en
la punta de la lengua...

Silverio.- Sefior Ripoll. ¢ A qué se llama ecuacion?
Ripoll.- Se llama ecuacion a la igualdat de dos
cantidades en que entran una o mas incognitas,
las cuales se han de determinar con la

condisién...

S.- Bastal

R.- Me parese que ahora no me he comido ningan
asiento.

S.- No, sefior. Ha estado muy bien. Don Manolito...

Manolito.- Venga de ahi.

S.- ¢En qué se dividen las ecuaciones?

M.- Pues las ecuaciones se dividen en... en..

S.- (Ayudandole) En determinadas

M.- Eso es. En determinadas...

S.- Y en qué mas?

M.- En... en... (Silverio mimicamente le indica la
contestacion)

S.- En todo lo contrario.

En todo lo contrario.

S.- jNo, hombre!

jAh! ;Sil En determinadas e indeterminadas.
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S.-

M.-
S.-

jMuy bien! Admirablemente. ¢ Ve usted? Si la
verdad es que tiene usted grandes disposiciones
para las matematicas

Gracias.

Sefior Palomino ¢Cuando se dice que una
ecuacion es determinada?

Palomino.- Pues... se dice... se dice que una ecuacién

S.-

es determinada, cuando... cuando no es
indeterminada.
Eso si que no tiene vuelta de hoja... Sefior

Solares.

Solares.- Servidor.

S.-

So.-

S.-

Digalo usted.

(Muy decidido) Con mucho gusto, si, senor. Se
dice que una ecuacién es determinada... (Paran-
dose de pronto) cuando... cuando...

,Cuando que?

So.- 1Si lo s€! Lo tengo en la punta de la lengua.

S.-

Hijo mio; haga usted el favor de colocar las
respuestas en otra parte, porque si sigue
usted asi, el dia del examen va usted a tener
que ensefar la lengua al tribunal. (25)

Naturalmente, las clases de D. Silverio con este
“grupo” de alumnos constituyen una serie continua
de lances hilarantes. Veamos, por ejemplo, como se
satiriza el planteamiento de uno de esos problemas
de algebra, que suelen denominarse “problemas de
la vida real”:

S.-
M.-
S.-

M.-
S.-

Plantearemos un problema.

El del divorcio.

jNifio! No sea usted satirico. Hablo de un
problema algebraico. Salga usted al encerado.
Con mucho gusto.

Los términos sonlos siguientes. Fijense ustedes
bien. Don Manolito, el sefior Rodriguez, el
seflor Palomino y yo, nos vamos esta tarde a
comer a los Viveros.

Rodriguez.- Muy bien pensado.

M.-
S.-
R.-
S.-
P.-
S.-
P.-
S.-
p.-

136

{Es una gran idea!

El problema consiste en determinar...

(jAh, vamos!)

El valor de las incognitas.

Don Silverio...

JQué hay? -

No cuente usted conmigo.

;,Como?

Que esta tarde estoy convidado en casa de mi
tia y no podré acompanarles.
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S.- No sea usted tonto, criatura. Si hablo en

P.-
S.-

R.-
S.-

M.-
S.-

M.-
S.-
M.-
S.-

hipotesis.

Usted perdone... No habia oido la hipétesis.
jFormalidad sefiores! Al sentarnos a la mesa,
acordamos gastar en la comida todo el dinero
que llevamos en los bolsillos.

Pues vamos a comer muy mal.

No senor; comemos admirablemente. Don
Manolito paga la tercera parte de la comida.
Bueno, con mucho gusto.

El sefior Rodriguez, la cuarta parte.
jCorriente!

El sefior Palomino la sexta.

Menos mal.

Y yole entrego al mozo sesenta reales que llevo
en el bolsillo.

iNo, sefior!

{No, senor!

iDe ninguna maneral

S Como?

Yendo con nosotros, no podemos permitir que
pague usted nada.

jPero si ya he dicho que hablo en hipoétesis,
carambal

jEso es otra cosa!

(jCualquiera me saca a mi sesenta reales del
bolsillo!) El problema consiste en saber cuanto
importa la comida.

Pues es muy sencillo.

Vamos a ver.

Con pedirle al mozo la cuenta y ver lo que
suma, esta resuelto el problema.
Naturalmente; pero, para eso, maldita la falta
que hacen las matematicas.

Eso me parece a mi.

Pues le parece a usted muy mal, y va usted a
ver como se resuelve la ecuacion. Llamemos x
el valor de la comida. Escriba usted; x igual...
Ya esta.

¢,Como se transforma esa ecuacion?

Pues... pues no lo sé.

jPero, don Manolito!

M. - ;,Qué es lo que tratamos de averiguar? Lo que

S.-

M.-

S.-
M.-

ha de pagar cada uno?

Naturalmente.

Bueno. Pues yoles convido a ustedes, y asi, no
necesitamos averiguar mas.

Hijo mio, no sabe usted una palabra.

Ya lo sé; pero pienso apretar estos dos meses.
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S.- ¢Apretar, eh? Pues ya puede ir haciendo
gimnasia. (26)

La accion aun se anima mas con la llegada de
otros personajes. Se inscribe, Rosita, una nueva
alumna, provincianaaunque bastante marisabidilla...

Rosita.- El algebra es una ciencia que me encanta.

M.- Y ami.

Ro.- jJHan llegado ustedes ya a las ecuaciones
exponenciales?

M.- (¢Eh?) Si... es decir, me parece que si.

Ro.- ¢ Conocera usted ya la regla de Kramer, refe-
rente a las incognitas.

M.~ No, a eso no hemos llegado todavia.

Ro.- Pues se estudia antes que las ecuaciones
exponenciales. )

M.- Eso es en provincias. Aqui lo estudiamos
después. (27)

Pero, sobre todo, interviene en escena don
Ceferino, tio de Manolito, diputado provisto de
incansable verborrea, que ha venido a comprobar
los progresos de su sobrino. Su presencia da lugar
auna escena graciosisima, en la que Manolito finge
resolver una ecuacion muy complicada para
demostrar sus conocimentos a su tio, individuo que
es profano en todo excepto en oratoria

M.- (Enelencerado) Vamos a demostrarlaecuaciéon
siguiente: a mas b elevado al cuadrado, es
igual a raiz cuadrada de ¢ multiplicado por b,
mas x partido por veinte.

Ce.- Muy bien!

S.- (jAve Maria Purisima!) ,

M.- Tenemos que a mas b mas ¢ multiplicado por
X, es igual a raiz ctibica de c partido por b méas
x partido por catorce.

Ce.- |Por catorce! jPerfectamente!

S.- (jJesusl)

M.- Dedonderaiz ctibicade amasb mas cmasd...

S.- (jTodo el alfabeto!)

M.- Esigual araiz cuadrada de menos H multipli-
cado por x ... como la raiz cuadrada de menos
H es una cantidad negativa..

S.- (jAnda salero!)

M.- Tendremos que a mas b elevado al cuadrado
es igual a raiz cuadrada de ¢ multiplicado por
b mas x partido por ciento veinte, que es lo que
nos proponiamos demostrar.

Ce.- jAdmirable!

S.- (jQué barbaridad!)

Ce.- Vale, vale el chiquillo.

S.- jYalo creo que vale! s Ve usted cémo ha sabido
esta leccion? Pues asi se sabe toda la asig-
natura. (28)

Satiriza también Vital Aza la eficacia de los
procesos matematicos aprendidos cuando se tienen
queaplicar alas necesidades practicas. Asi, cuando
Basilisa, la mujer de Silverio, le plantea un sencillo
problema aritmeético, ella misma, haciendo uso del
cdlculo de la vieja, alcanza la solucién con mas
rapidez y exactitud que un alumno de Silverio
siguiendo sus instrucciones.

Basilisa.- Acabo de despedir a la criada.

S.- Me alegro.

B.- Sélo espera la cuenta. Se le deben veintitrés
dias a cincuenta reales. /Cuanto tengo que
darle?

S.- Pues es muy sencillo. Don Manolito escriba
usted ahi. Es una proporcién. Treinta, que son
los dias del mes, es a cincuenta, como veintitrés
esax.Dedondex seraigual al producto de los
medios, partido por el extremo conocido.

M.- Si, sefior, si.

B.- (Que ha echado la cuenta por los dedos) No se
molesten ustedes. Ya la he sacado yo. Son
nueve pesetas y cincuenta y cinco céntimos.
Dame dos pesetas, que no tengo bastante.

M.- Pues son... tres mil ochocientos cuarenta y

siete reales.

S.-  jQué barbaridad!

B.- Lo ves! |Si las matematicas no sirven para
nada! (29)

IV. La frecuencia con que Vital Aza recurria
directa o indirectamente a las matemaéticas como
recurso comico para sus comedias fue un hecho
que sus contemporaneos conocian, ya que como
fuente de inspiracién no se encuentra ni en las
obras de Ramos Carrién, nienlas de José Estremera,
por no citar mas que a dos autores con los que
compartio los éxitos en varias ocasiones. Para
Antonio Espina, el motivo de esta debilidad habia
que buscarlo en la revulsion que le causaba tanto
la matematica en si misma como su manera de
ensenarla: «Su odio a las ciencias exactas dio el
argumento de su primera obra teatral, ;Basta de
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matemdaticas!, y su odio también a la tradicional
manera de examinar dio como resultado una
comedia en un acto titulada Aprobados y
suspensos... todavia el tema de la critica de la
ensenanza de la matematica aparece en la pieza
comica Ciencias exactas...” (30).

No creo yo en un sentimiento tan extremo, sino
en que, como en otros temas que aparecen comn
frecuencia en sus comedias, el estudiante, la casa
de huéspedes, la medicina, el funcionario, el
politico,..., son fruto de su propia experiencia. Vital
Aza habla de matematicas por ser este tema uno de
los que conoce con alguna profundidad; pues es,
salvo el caso especial de José de Echegaray, el
tnico comedibdgrafo de la época con una mas que
regular formacién en ese campo.

Por otra parte, el calificativo de odiono sele puede
aplicar ni hacia las matematicas, ni hacia ningtn
otro tema, pues como hemos podido constatar a
través de los ejemplos expuestos y de otros mas, no
~ hayenningtn momento ni ataques niinsinuaciones

que sobrepasen el nivel de la ironia, por muy
mordaz que esta sea. Lo reconocian asi, también,
los criticos de su obra: Vital Aza se mantiene siempre,
sin excepcién, dentro de los limites del epigrama
culto, de la gracia decorosa... ni la pimienta es
jamas en sus obras excesivamente gruesa (31).

En conclusién, podemos afirmar que, la
utilizacion que Vital Aza hace de determinados
aspectos de la matematica en sus comedias, tiene
como objetivo primario el de divertir al espectador,
aunque, no se deba ignorar un propdsito subyacente
de satirizar aspectos de nuestra sociedad, entre los
que cabe situar la enseflanza y la utilizacion de la
matematica, buscando, siempre a través del humor,
el contrapunto entrelarealidad ylaficcion literaria.
Como agudamente habia observado ya Clarin en
uno de sus famosos paliques dedicado a Vital Aza:
...cultivé la comedia mas realista posible, la que
toma el elemento cémico de la prosa ordinaria de la
vida; la que da lecciones con los desengarios aveces
grotescos, de las pequefieces de la experiencia
cotidiana (32).
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Este "Para coleccionar" pretende en el actual periodo de
Reforma del sistema Educativo Espariol mostrar algunos cambios
que pasan desde la ensefianza teérica a un planteamiento
mucho mas practico donde la actividad del alumno debe ser «eje: '
central» de la misma.

La coleccion que presentamos (complemento del articulo
"Matematicas experimentales'") muestra céomo la utilizacion de
recursos materiales puede conducir mediante experimenta-
cion, no sélo a la introduccién sino tamb ién a la utilizacion de
pruebas. : ' "

Solo hay cinco policdros regulares.




Solo hay cinco poliedros regulares

(Una prueba visual)

7
Los hexagonos regulares cubren el plano
Los pentagonos regulares, no
!
Podemos subir al espacio i

Veértice de orden 3 (V3)

II -



Obtenemos el dodecaedro

Los cuadrados cubren el plano

Pero podemos subir al espacio
Vértice de orden 3 (V3)

Obtenemos el cubo

III




v

Los triangulos equilateros cubren el plano

Vértice de orden 5 (V5)

Vértice de orden 4 (V4)

Vértice de orden 3 (V3)

U; — - —



Los poliedros convexos construidos con triangulos equilateros se denominan Deltaedros

Delta-4 (tetraedro)
[4 V3]

So6lo hay ocho deltaedros

Abrimos el Delta-4

A




Anadimos-dos caras

Delta-6 (bipiramide triangular)
[2 V3, 3 V4]

Abrimos el Delta-6

Anadimos dos caras

VI



Delta-8 (octaedro)
[6 V4]

Delta-10 (bipiramide pentagonal]
[6 V4, 2 V5]

VI

Abrimos el Delta-8

Anadimos dos caras




Delta-12 (dodecadeltaedro)
[4V4, 4V5]

Abrimos el Delta-10

Anadimos dos caras

-Abrimos el Delta-12

VIIL




Delta-14 [Decatetradeltaedro]
[3 V4, 6 V5]

IX

Anadimos dos caras

Abrimos el Delta-14

Anadimos dos caras




Delta-16 [Decahexadeltaedro]
[2 V4, 8 V5]

. Abrimos el Delta-16

Anadimos cuatro caras (!)

Delta-20 (iCosaedrd]
[12 V5]




Por tanto, so6lo hay tres deltaedros regularesy ...

...s6lo hay cinco poliedros regulares




* s Por qué con un solo tipo de poligonos regulares de 6 o mas lados no se puede "subir" al espacio?
* ;Por donde hay que abrir cada deltaedro para obtener el "siguiente"?

* sPor qué solo hay deltaedros de un namero par de caras?

r 4 DELTAEDROS Vv A C V-3 V-4 V-5
Tetraedro 4 6 4 4 - —
(Delta-4)

Bipiramide Triangular 5 9 6 2 3 -
(Delta-6)

Octaedro 6 12 8 - 6 -
(Delta-8)

Bipiramide Pentagonal 7 15 10 ~ 5 2
(Delta-10)

Dodecadeltaedro 8 18 12 - 4 4
(Delta-12)

Decatetradeltaedro 9 21 14 - 3 6
(Delta-14)

Decahexadeltaedro 10 24 16 - 2 8
(Delta-16)

JDelta-18? 11 27 18 - 1 10
Icosaedro ; 12 30 20 - - 12
(Delta-20)

* ¢Por qué no existe el Delta-18?
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