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La nueva generacion

¢

n las Jornadas parva el Aprendizaje y Enserianza de las
Matemdticas, recientemente celebradas en Madrid, se ha puesto
de manifiesto un fenomeno observable en otros acontecimientos
de estas caracteristicas. Entre los mds de seiscientos asistentes
habia una proporcion considerable de profesores y profesoras
Jovenes, pero que ya llevan algunos arios, aungue no muchos,
de prdctica profesional en la ensefianza de las matemdticas; sin
embargo, esta, llamémosle, mueva generacion» situada
alrededor de los treinta arios estaba escasamente representade
entre ponentes, comunicantes y coordinadores.

Estos wltimos pertenecian, en su mayoria, a la generacion, que
alld por los finales de los setenta y principios de los ochenta,
coincidiendo con la transformacion politica espariola,
emprendieron la tarea de cambiar la manera de como se
estaban enseniando las matemdticas en escuelas e institutos. Con
una gran dosis de voluntarismo, con unos recursos muy
limitados y, con alguna frecuencia, con bastante incomprension
—por decirlo de forma suave— crearon las escuelas de verano,
constituyeron grupos de trabajo mds o menos estables, fundaron
las primeras sociedades de profesores de matemadticas, iniciaron
la celebracion de las JAEM, idearon y crearon esta revista que se
llama SUMA, se lanzaron a innovar en sus clases..., en pocas
palabras en esta época se gesté una renovacion profunda en la
ensenanza y aprendizaje de las matemdticas. Precisamente,
uno de los grupos temdticos de estas iltimas JAEM ha tratado,
con un cierto aire nostdlgico para algunos, el andlisis critico de
la innovacion diddctica en Esparia en los 1lltimos quince arios,
interviniendo algunos de los que entonces fueron sus
protagonistas.




Abhora, a finales de 1995, se pone en marcha una reforma que, con
sus luces y sus sombras, lleva implicita algunas de las ideas que
entonces empezaban a tomar cuerpo. Es un momento en el que no
estd todo hecho, en el que los profesores de matemdticas tenemos
mucho que decir y aportar, tanto desde la critica a los nuevos
curriculos, como a través de propuestas para la mejora de la
ensefianza de algiin aspecto de las matemdticas, o en la realizacion
de materiales para la clase, etc. Estas aportaciones no las pueden
llevar a cabo sélo aquella generacion de bhace veinte anos. Es
imprescindible que esta «mueva generacion» de profesores que tienen
veintitantos o treinta arnios se tncorpore con ganas a esta tarea de
seguir cambiando la ensefianza de nuestra materia, a seguir
innovando, a tratar de seguir mejorando. ..

Es necesario que estos nuevos profesores y profesoras se incorporen a
las juntas directivas de las sociedades de profesores, a los equipos que
ponen en marcha las olimpiadas, a la organizacion de jornadas...;
que se animen a presentar ponencias y Comunicaciones en congresos,
Jornadas y encuentros; que comuniquen sus experiencias, que
escriban articulos en revistas. ..

Con ello no abogamos por un relevo generacional, sino por una
integracion de profesores de diferentes edades y experiencia en una
tarea que supone, ademds de la participacion en un movimiento
colectivo que impulsa la mejora de la calidad de la ensefianza de
nuestra materia, un gran enriguecimiento profesional y personal.




Hoy, al aparecer
el niimero 20
[gracias a los

anteriores directores]
SUMA es un
proyecto
totalmente
consolidado

Cuatro anos por delante

Emilio Palacian Gil

Julio Sancho Rocher

1 ser nombrados por la Federacién Espafiola de Profesores
de Matemadticas para la direcciéon de SUMA, deseamos
poner de manifiesto en primer lugar nuestra gratitud a su
Junta de Gobierno por la confianza que ha puesto en
nosotros.

SUMA es una aventura, una bonita aventura, que se inicié
por octubre de 1988 cuando al poco de constituirse la
Federacién se pensé en crearla y que desde esa fecha ha
salido sin interrupcién (no ha sido una revista-guadiana,
en todo caso, una revista-guadalquivir, y pretendemos
que sea una revista-ebro, aunque sélo sea por razones
geogrificas) y ha proporcionado a los profesores v profe--
soras de matemdticas un medio para expresar sus inquie-
tudes (y no el dnico desde el dmbito de la Federacién).

De la mano —y la cabeza— de Rafael Pérez y su equipo de
Granada tomd cuerpo este proyecto editorial que siguie-
ron, sin salir de Andalucfa, Sixto Romero y los suyos
desde Huelva (cuando se haga una historia de la educa-
cién matemdtica en nuestro pais, en los Ultimos veinte
afios, Andalucia estard muy presente). Hoy, al aparecer el
nimero 20, gracias a ellos, SUMA es un proyecto total-
mente consolidado. Evidentemente, somos deudores de
Rafael y de Sixto pero si, por un lado, tenemos las cosas
mds faciles que ellos, por otro, tenemos un listén bastan-
te alto y que, al menos, hemos de igualar.

Después de estos reconocimientos, gufados por la objeti-
vidad, y también por la amistad, pero no por el protoco-
lo, deseamos dar unos breves apuntes sobre nuestro pro-
yecto editorial, sobre nuestras intenciones. Nuestro pro-
posito no es corregir una linea que creemos ha sido acer-
tada, sino mds bien contribuir a su permanente mejora
desde la responsabilidad de la edicién, y garantizar con
ello que siga siendo la plataforma de intercambio que ha
sido durante sus ocho afios de vida.



En el editorial del primer nimero de SUMA, el consejo
editorial en funciones afirmaba que la revista nacia «con
pretensién de ser una revista sobre la ensefianza y el
aprendizaje de las Matemdticas, érgano de expresion de la
Federacién de Sociedades que la edita y de los grupos
que la apoyan; util para la clase, plural y participativa,
dedicada a todos los niveles educativos y que recogerd
ideas, sugerencias, informaciones, innovaciones...». Todos
estos objetivos siguen estando plenamente vigentes y noso-
tros, al asumir la direccién de la revista para los préximos
cuatro afos, queremos profundizar en su consecucién.

Creemos que la Federacién de Profesores de Matematicas,
como 6rgano coordinador de las sociedades en ella fede-
radas, debe asumir la tarea de liderar la mejora de la ense-
flanza de las Matemdticas en todos los niveles. La revista
SUMA como 6rgano de expresion de la Federacién debe
jugar un papel importante en esta tarea, recogiendo:

— Ideas y experiencias que contribuyan a la resolucién
de los problemas de enseflanza que se les plantean
dia a dfa a los profesores en sus aulas.

— Analisis que permitan enfocar correctamente los dis-
tintos aspectos de los curriculos de matemadticas.

— Informaciones sobre las actividades de grupos de tra-
bajo, sociedades federadas, congresos, simposios y
todo tipo de actividades promovidas por los asociados.

— Valoracién de materiales didécticos, publicaciones
que puedan orientar a los lectores sobre su utilidad,
contenido, aplicabilidad y contribucién a la mejora de
la ensefianza de las matematicas.

— Informes sobre problemas abiertos o nuevos de la
ensefianza de las matematicas.

— Valoracién del desarrollo de los programas vigentes.

— Informacién sobre la posibilidad de incorporacién de
nuevos contenidos a los curriculos.

— Opiniones, mds o menos informales, de distintos
expertos de la educacién o de las matematicas sobre
los problemas de la ensefianza de las matematicas.

— Y por ultimo,-y no por ello menos importante, las
inquietudes de los lectores de la revista, manifestada
a través de trabajos de diferente tipo, cartas al direc-
tor, propuestas de colaboracién, preguntas, etc.

La organizacién de las secciones que hasta ahora ha teni-
do la revista, y los contenidos que han sido desarrollados
en ellas en los afios anteriores, en buena parte responden
a las cuestiones que acabamos de plantear, aunque cree-
mos que es necesario promover la presencia de colabora-
ciones que incidan sobre algunos de los aspectos antes
citados, como la valoracién del desarrollo de los nuevos
curriculos, o la anticipacién de nuevos problemas en la
educacién matemadtica.

La revista pasa a estar estructurada en las siguientes sec-
ciones:

SUMA
no ha sido una
revista-guadiana,
en todo caso, una
revista-guadalquivir;
y pretendemos
que sea una
revista-ebro,
aunque solo sea
por razones
geogrdficas.

e Editorial.

e Articulos.

e Ideas y recursos.
s Misceldnea.

e Recensiones.

e Cronicas.
e Convocatorias.
e Seccidn del lector.

El Editorial de un medio de comunica-
cién es una toma de posicién del mismo
ante un determinado tema. Como tal no
es una opinién particular de una deter-
minada persona, sino que representa la
opinién colectiva del medio. SUMA,
6rgano de expresién de la Federacién
Espafiola de Sociedades de Profesores
de Matemiticas, debe pronunciarse so-
bre diversas situaciones que rodean la
enseflanza de las matemadticas en nues-
tro pafs.

El nicleo fundamental de la revista lo
constituirdn las secciones Articulos,
Ideas y recursos y Misceldnea. En ellas
tendrin cabida los trabajos remitidos a
la redaccién y que traten sobre cual-
quier aspecto relacionado con la educa-
cién matematica.

La calidad de una publicacién es fun-
cién tanto de los aspectos formales
como del contenido. La direccién de
SUMA tiene una responsabilidad frente
a socios, suscriptores y lectores de que
lo que en ella se publica tenga una cali-
dad razonable. Por ello, los trabajos
recibidos han sido revisados y valora-
dos -y lo seguirdn siendo— por aseso-
res, nombrados por las distintas socie-
dades. Esto no debe servir para desani-
mar el envio de aportaciones, pues casi
siempre el propio autor es el mis feroz
de sus criticos. Hace falta compartir el
quehacer cotidiano. facilitando aquellas
experiencias, materiales, ideas o refle-
xiones tedricas que ayudan a todos a
ser buenos profesionales o, al menos,
intentarlo.

Ademads, para contribuir a que la revis-
ta cumpla las condiciones propuestas,
trataremos de conseguir que se publi-
quen articulos sobre algunos temas sig-
nificativos, para lo que nos dirigiremos
a especialistas, encargiandoles colabora-
ciones concretas o la traduccién de tra-




bajos ya editados fuera de nuestro pais
que sean relevantes por su contenido.

Dentro de esta perspectiva, tenemos la
intencién de elaborar, una vez al afio, un
Informe sobre un tema especifico, que
estard coordinado por un experto y cons-
tard de varios articulos que presenten el
estado de la cuestién en la actualidad,
ademds de aquellas aportaciones que a lo
largo del afo se hayan remitido a SUMA.
El primer Injforme apareceri en el niime-
ro 23 de noviembre de 1996, sobre JLos
programas de matemdticas en Europa» y
serd coordinado por Florencio Villarroya.
En afos sucesivos el tema serd anunciado
por la revista con suficiente antelacion.

Con Recensiones se trata de informar a
los lectores sobre todo tipo de material
didactico (libros, programas informati-
cos, material audiovisual, material
manipulable, etc) que aparezca en el
mercado y que pueda tener una inci-
dencia en el quehacer diario del profe-
sorado de nuestra materia. Cualquier
lector nos podra enviar la recensién
que considere conveniente y, por
supuesto, aparecerd firmada por el
mismo. Con una cierta frecuencia, las
recensiones suelen tener un cierto
cardcter laudatorio; creemos que esto
no siempre debe ser asi, que deben
caber también criticas negativas y, en
algunos casos, criticas contrapuestas.
Por supuesto, todas las colaboraciones
firmadas, tanto en esta seccién como en
las demds, expresan el pensamiento y
opinién del autor. A la direccion de
SUMA puede resultarle interesante la
publicacién de algunos trabajos, aun-

que no comparta sus tesis.

- Ademds de incluir en esta seccién criti-
cas de dltimas novedades, pensamos
introducir en cada nimero el comenta-
_tio sobre una obra que, aunque publi-
cada hace afios —en ocasiones muchos—
tenga un interés relevante, aunque sélo
sea histérico, para los profesores de
mateméticas. Los lectores estin invita-
dos a desempolvar y comentar esa obra
que marcé un hito en la didéctica mate-
matica, o ese manual de principio de
$iglo que nos muestra qué matemiticas
€ enseflaban entonces, o ese...

Abora bace falta
que lleguen
a la redaccion
aportaciones,
en forma
de articulos,
recensiones, notas,
informaciones. ..

-

Emilio Palacién
Julio Sancho
Directores de SUMA
Sociedad Aragonesa de
Profesores de Matemdticas
Pedro Sanchez Cirvelo

La seccibn Cronicas va a tratar de recoger todos los aconte-
cimientos que se hayan producido recientemente y tengan
relacién con la ensefianza y aprendizaje de las matemiticas.
En especial se recogeran las actividades llevadas a cabo por
la Federacién o por las sociedades que la integran, siempre
que tengan una relevancia especial para el conjunto de lec-
tores y no tengan un dmbito tGnicamente local.

Convocatorias va a incluir, como su nombre indica, el
anuncio de todo tipo de congresos, jornadas, reuniones,
etc. convocadas por cualquier tipo de institucién
(Federacion, sociedades, CEP, ICE, colegios profesionales,
sindicatos,...) con la tnica condicién de que estén abier-
tas a cualquier lector. Desde aqui invitamos a todas las
instituciones a que nos remitan, con tiempo suficiente, la

correspondiente informacién.

La Seccion del lector pretendemos que constituya una
mezcla de «cartas al director» y «correo del lector» donde
los lectores puedan exponer cualquier opinién o solicitar
a otros lectores cualquier informacién. En esta seccién
cabe sefialar el error de un determinado articulo, mostrar
la discrepacia ante una recensién bibliografica, criticar a
los directores, incluso... felicitarlos. En una segunda face-
ta se puede demandar informacién sobre un articulo de
una revista que se ha leido hace tiempo y no se sabe
localizar, proponer un problema que se nos resiste, soli-
citar ayuda para pasar una encuesta en un trabajo de
investigacién, cualquier cuestién que otro lector pueda
satisfacer. Cuando se hojean las publicaciones de aso-
ciaciones de profesores de fuera de nuestras fronteras,
sorprende ver la abundante presencia de notas de los lec-
tores, lo que no es habitual en la nuestra. Esperamos que
poco a poco, SUMA se consolide en este aspecto e invi-
te a la participacién mediante este tipo de pequefas
intervenciones.

Para que una seccién aparezca en la revista es necesario,
obviamente, que existan materiales que justifiquen su pre-
sencia. Por ello, no siempre en todos los nimeros apare-
cerdn todas las secciones descritas.

Y de momento, esto es casi todo. Tenemos algunos pro-
yectos que no estin todavia lo suficientemente maduros
como para divulgarlos, pero esperamos que alguno de
ellos cuaje en los préximos nimeros. Ahora hace falta que
lleguen a la redaccién aportaciones, en forma de articu-
los, recensiones, notas, informaciones...

Deseamos, con la colaboracién de socios, suscriptores y -
lectores, poder cumplir una buena parte de estas inten-

ciones y que dentro de cuatro afios, en el nimero 31 de

SUMA, podamos despedirnos y que al pasar esta bonita

aventura a otros compafieros de la Federacidn. siga sien-

do tan atractiva y sugerente como nos parecié a nosotros

cuando presentamos el proyecto que ahora empieza a

materializarse.
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Algunas reflexiones sobre
nudos conceptuales a propésito
del espacio*

*

Francesco Speranza

Articulo traducido por Flo-
rencio Villarroya Bullido de
l’Educazione  Matematica,
Afio XV, Serie IV, vol. 1, n.° 2,
mayo 1994. pp. 95-116.
Revista cuatrimestral del «Cen-
tro di ricerca e sperimentazio-
ne dell’educazione matemati-
ca di Cagliari», que amable-
mente ha autorizado la publi-
cacién en SUMA.

ntroduccion

Estas reflexiones se refieren a algunos problemas que
estdn en la base del «pensamiento geométrico-espacial.
En mi opinién, es importante que cada profesor reflexio-
ne sobre estos aspectos, que generalmente se pasan por
alto.

D Hablaremos sobre t6picos que se refieren también a los
primeros pasos en el proceso de ensefianza/aprendizaje:
por tanto, como se verd mds tarde, a menudo, algunos
tOpicos «edricos» permiten una cierta clarificacién de
cuestiones «elementales». Ademads, las cuestiones concep-
tuales son muy importantes, incluso desde el punto de
vista epistemoldgico, y en esta perspectiva es til repen-
sar algunas ideas que se han ido elaborando en el dmbi-
to de importantes tradiciones filosoficas.

1) En este contexto, no se puede pretendér la misma
precision del significado a la que todos los matematicos
estdn habituados: de hecho, una cierta indeterminacion
semdntica puede ser atil, a veces. Aqui querria distinguir
entre dos adjetivos, considerados a menudo como sinéni-
mos: espacial y geométrico:

«Geométricor se usard en el contexto de una teoria, aun-
que sea elemental: «conceptos geométricos» (que son el
primer paso para una organizacién tedrica), «magnitudes
geométricas». «Espacial> se refiere a lo que tiene relacién
con la experiencia del mundo que nos rodea, se usard
para hablar de nuestra forma de ver y de actuar en el
espacio, de nuestro hablar del espacio (shabilidad espa-
cial): si bien debe sefialarse que algunas tendencias epis-
temoldgicas tienden a ocultar esta contraposicién. Pero no
opondremos «espacial» a «plano», pues muchas veces el
entorno en el que actuamos es bi-dimensional.



Tenemos que precisar este punto. Muchos dicen que la
realidad fisica es, de todos modos, tridimensional y que,
por tanto, se debe dar prioridad a las tres dimensiones.
No estoy de acuerdo con esta conclusién, incluso cuando
actuamos fisicamente, operamos normalmente, en el nivel
de modelos mentales, y estos pueden ser bi-dimensiona-
les. Por tanto, la dimensién es un caricter de las image-

nes mentales espaciales.

IID Recordemos brevemente el «programa de Erlangens. A
partir de la constatacién de la existencia de geometrias
distintas de la geometria euclidea (elemental), por ejem-
plo la geometifa proyectiva y la topologfa, Félix Klein
(1872) propuso una sistematizacién global: existen
muchas geometrias, cada una de ellas basada en un crite-
rio de equivalencia de figuras geométricas: Dado un
grupo G de transformaciones, dos figuras se dicen G-equsi-
valentes cuando existe un elemento de G que transforma
la primera en la segunda. La G-geometria es el estudio de
las propiedades invariantes respecto del grupo G: en par-
ticular, los mismos conceptos geométricos son relativos al
grupo G. Un concepto es admisible en la G-geometria si
su «extensioén» (el conjunto de figuras incluidas en ella) es
invariante respecto de G. De hecho, podemos considerar
significativa una geometria si hay un campo de experien-
cias (en el sentido mas amplio de la palabra: puede tra-
tarse de una experiencia puramente mental) que nos lleva
a operar de acuerdo con el grupo G; hay otras geometrfas
privilegiadas en este sentido (por ejemplo, las ya citadas):
pero muchas personas reconocen que, hablando en gene-
ral, en torno a cada grupo se puede desarrollar una clase
de intuicién (ver Speranza, 1992).

IV) Cuando hablamos de «concepciones del espacios, no
siempre se tratard de teorfas matematicamente elaboradas;
sino que, a veces, ni siquiera estardn claramente expresa-
das. Por esto, tales «ilosoffas implicitas» pueden condicio-
nar fuertemente nuestro modo de pensar (y condicionar la
comunicacién entre el ensefante y el estudiante). Esto
puede surgir de un pensamiento «primitivor (en el sentido
etnolégico o psicolégico), o de una enseflanza-aprendiza-
je pre o extraescolares. El profesor (o el investigador) tiene
que comprender sus propias concepciones y analizarlas (y
estar abierto a todas ellas); también debe de estar prepa-
rado para encontrar en sus alumnos diferentes concepcio-
nes: incluso diferentes de unos alumnos a otros?,

En mi opini6n, el mejor modo de abordar el problema de
esas diferentes concepciones de espacio consiste en
poner en evidencia algunas contraposiciones. Algunas
veces son de naturaleza puramente epistemolégica (ele-
mental), y las dos alternativas pueden incluso coexistir, en
el sentido de que un mismo individuo «aplica» unas veces
una,.y otras veces otra (por ejemplo, espacio indepen-
diente o no- independiente). Otras corresponden a
diferentes elecciones que se pueden emplear en una teo-

...el mejor modo
de abordar el
problema de esas
diferentes
concepciones de
espacio consiste en
pomner en
evidencia algunas
contraposiciones.

1 La importancia de la idea de
espacio en nuestra cultura esta
subrayada por las metéforas
espaciales, de las que tan ricas
son las lenguas indoeuropeas
(segln algunos, en especial las
neolatinas); es decir, situacio-
nes que son no espaciales se
describen con palabras que
hablan del espacio. Por ejem-
plo, «punto de vista, «en este
punto», «incluirs, «trasladar»,
«formac, «concentrado», «subs-
tancia» (de sub y estar}, «cua-
drado»... No es asi en fodas
las lenguas, como ha demos-
trado, por ejemplo Whorf en
sus estudios sobre las lenguas
indias de América [Whorf,
1936].

rfa geométrica o fisica (por ejemplo,
espacio limitado o ilimitado). Otras se
sitilan en un plano decididamente filo-
séfico (por ejemplo, ses el espacio una
cosa real o una dorma» de nuestra
mente?

Espacio no independiente/
espacio independiente

«Espacio no independiente» significa que
pensamos primero o esencialmente en
los objetos (o en las figuras); el espacio
es solo la coexistencia de estos o estas.
Alguno incluso habla de «oncepciones
relacionales». Por contra, «espacio inde-
pendiente» significa que la primera cosa
en que pensamos es el espacio y des-
pués en €él, localizamos los objetos (las
figuras).

En el pensamiento primitivo, el espacio
es no-independiente; igual que para
Aristoteles (basta pensar que para
Aristételes es el dugar de un cuerpo»: la
superficie interna que lo circunda).

Platén es mas partidario de una visién
independiente del espacio: «Hay una
primera especie, que es ... no generada,
no perecedera
generada y siempre mévil ..., y hay, por
fin, una tercera, la del espacio, que no
admite destruccién y ofrece un sitio
para todas las cosas generadas, ..
(Timeo, XVIILD).

..; hay una segunda,

Posiblemente Platén fue precedido por
los atomistas que admitfan la existencia
del vacio, y de aqui, pasando del plano
fisico al geométrico, se empieza a pen-
sar en el espacio «en si mismos.

En un articulo reciente, Manara observa
que, mientras Euclides no habla de
«espacio», en cambio la palabra aparece
a menudo en los nuevos curriculos. En
realidad, Euclides no concibe el espacio
como independiente, sélo considera las
figuras en si mismas (s6lo excepcional-
mente, por ejemplo en la «demostra-
cién» del primer criterio «de igualdad»
de tridngulos, se consideran dos figuras
a la vez). Resulta natural, para el que
piensa de este modo, no usar ni siquie-




ra las palabras que se refieren al «entor-
no» entero, es decir a la propia palabra
«espacior. Asi parece Euclides mis aris-
totélico que platénico (la idea de un
Euclides platénico es probablemente
«propaganda» hecha por los neoplaténi-
cos, uno de los cuales era Proclo).

Hoy por el contrario, dl menos entre los
matematicos, la idea de espacio tiene
prioridad. Es un ejemplo significativo
de la importancia de un andlisis de las
filosoffas implicitas subyacentes a las
matemadticas.

También en este sentido, es importante

tener presentes los muchos factores

que en la época moderna han impulsa-

do (quizd incluso contra su voluntad)

hacia el espacio independiente:

e Fl «istema del mundo» de Newton.

e La geometrfa analitica, (no en la
forma primitiva de Descartes, sino
en el momento en que los conti-
nuadores dicen: {ijjamos dos ejes en
un plano...»).

e Las transformaciones geométricas y
después, el programa de Erlangen.

e La consideracién de espacios «extra-
fos», estudiados en la geometria del
siglo XX.

El espacio en el arte (i)

Las concepciones del espacio han
influido en las artes y, reciprocamente,
éstas han contribuido a orientar el
modo de pensar el espacio. Desgracia-
damente, estamos acostumbrados a
considerar como ambitos separados, la
ciencia, el arte, la filosofia, mientras en
otras épocas, éstas han interactuado
mas o menos explicitamente (hoy,
obviamente de un modo menos evi-
dente: pero entonces es todavia mds
importante darse cuenta de ello).

De las artes, aquéllas que me parece
que pueden dar indicaciones mis signi-
ficativas son, por un lado, la arquitectu-
ra y el urbanismo (que actdan constru-
yendo espacios), y por otro, la pintura
(que estd obligada a representar las tres
dimensiones en dos y que, por tanto, se
encuentra confrontada con los proble-
mas de las representaciones). Para

Las concepciones
del espacio han
influido en las
artes Yy,
reciprocamente,
eéstas han
contribuido a
orientar el modo
de pensar el
espacio.

2 Algunas veces, los matemati-

cos son incluso demasiado
«timidos» al considerar los
profundos cambios que en el
pensamiento se han producido
por el desarrollo de las mate-
méticas. La separacién de las
culturas, que pesa de modo
devastador en la cultura de
hoy, es un obstéculo para
estas interacciones, y por
tanto, es aln mds urgente
reflexionar sobre estos temas.

nuestro propdsito, son especialmente interesantes las afir-
maciones de Erwin Panofsky (sobre la pintura desde la
Antigtiedad al Renacimiento) y Pierre Francastel (sobre la
pintura del Renacimiento al cubismo) y de Bruno Zevi
(sobre la arquitectura): antes de nada, en el primero
encontramos indicaciones fuertemente relacionadas con
el problema del espacio independiente o puramente rela-
cional.

El ensayo de Panofsky Die Perspektive als «ymbolische
Form» (1924) se relaciona explicitamente con el pensa-
miento del filésofo Ernst Cassirer: a través de una forma
simbélica» «un particular contenido espiritual se conecta
con un concreto signo sensible e identificado intimamen-
te con estes. Seglin Panofsky, la perspectiva del
Renacimiento es la realizacién visible de una nueva con-
cepcién del espacio, de una vision neoplaténica del
mundo. Hay que advertir que Panofsky reclama mds de
una vez algunos aspectos de geometria y pone en evi-
dencia la estrecha interrelacién entre espiritu artistico y
espiritu cientifico de los «readores» de la perspectiva.

Una de las ideas fundamentales para comprender una
época de la historia de la pintura es, segin Panofsky, la
concepcién del espacio de aquel tiempo: encontramos
algo andlogo a nuestra contraposicién entre «espacio inde-
pendiente o no» Sin embargo, en esto Panofsky es mds
«igido» al distinguir entre la era antigua y la medieval y
moderna: «asi como los artistas de la Antigtiedad no podian
imaginar este espacio sistematico, tampoco los filésofos
de la Antigiiedad, podian pensarlo [...]. Ninguna [de las
teorfas antiguas] habia llegado a dar una definicion de
espacio como un sistema de meras relaciones entre altu-
ra, anchura y profundidad [...]. La totalidad del mundo es
siempre algo fundamentalmente discontinuo [incluso en]
Demdcrito [y en] Platon [...].. (p. 53). Probablemente aqui
Panofsky estd pensando en la influencia que la geometria
analitica ha tenido sobre las concepciones del espacio?.

«El arte clasico [...] no ponia juntos pictéricamente en una
unidad espacial los elementos singulares tridimensionales
materialmente [...] sino que los fundia [...] en un conjunto de
grupos. Lo mismo sucedié [con] el helenismo [...] el espacio
no se siente como algo capaz de circunscribir y resolver la
contraposicién entre cuerpos y no-cuerpos [..l» (p. 51.

Después Panofsky examina la pintura medieval, aquélla
que para nosotros supone un alejamiento del naturalismo
de la Antigliedad tardfa, para él es «componer una unidad
real que antes se habia configurado como una multiplici-
dad», unidad obtenida, por ejemplo con procedimientos
«coloristicos y luminosos; Proclo (410-482) habfa afirmado
que «el espacio no es otra cosa que la luz mis sutil> (pp.
51-52).

Con el florecimiento de la pintura toscana, a partir de
mediados del siglo XIII, se advierte la emergencia de un



nuevo sentido de la espacialidad (que se refuerza con los
elementos arquitecténicos, presentes con frecuencia en la
pintura), de la unidad compositiva: Panofsky cita, por
encima de los demds a Duccio da Boninsegna (c¢. 1255-c.
1318), Giotto (1266-1337) y Ambrogio Lorenzetti (c 1290?-
1348?). En estos pintores se va desarrollando gradualmen-
te una perspectiva, no todavia «matematica», sino proba-
blemente empirica, capaz, sin embargo, de wnificar el
espacio» de un modo cada vez mds sistemitico.

Con el siglo XV, la teorizacién matemdtica de la perspec-
tiva (L. B. Alberti, 1435) dlega a realizar plenamente,
incluso en el plano matemdtico, la imagen del espacio,
que hacia mucho tiempo que habfa sido unificada»
(Panofsky). Es sabido que la «perspectiva matemitica» no
corresponde exactamente a la visién efectiva, debido a
que la retina, incluso si sélo una pequefa parte de la
superficie interna del ojo se interesa en la visidén, no es
plana. Las técnicas para resolver este problema las cono-
cifan ya en la Antigtiedad (por ejemplo, los constructores
de templos). Haber renunciado a estas técnicas en favor
de una perspectiva rigurosamente matemdtica es un signo
de una nueva concepcién del espacio, en el umbral de
una renovada tradicién platénica, por la cual se conside-
ra el mundo de las ideas, con su perfeccién ultraterrena,
como la verdadera realidad. Segun Francastel: {...] Antes
de Brunelleschi y de Paolo Ucello [...] no se comprendia
que las relaciones geométricas y matemiticas creaban un
puente entre cosas de diferente naturaleza [...] El hecho de
que en el siglo XV, grupos de artistas y cientificos prosi-
guiendo las investigaciones iniciadas en el periodo medie-
val, descubrieran™que no sélo las cosas, sino también el
vacio podia ser medido, y que entre el espacio y las cosas
existe una identidad racional y no substancial, [...], dio
lugar, no solamente, a una nueva pintura, y una nueva
arquitectura sino también a una nueva sociedad y [...] a un
nuevo mundo». (pp. 31-32). Por primera vez después de
Grecia, se asiste a la elaboracién de un sistema fundado
en una visioén racional del mundo [...}.. (p. 105).

Segun Argan, con Brunelleschi, empieza una nueva con-
cepcién del espacio en la arquitectura (Argan, 1946): «l
espacio [...] estd por todo, es, a la vez, continente y con-
tenido, envolvente y es envueltor. (Francastel, 1950, p.
27).

En el siglo XV, el espacio se convierte en el protagonista
de la propia pintura (Van Eyck, Masaccio, Beato
Angélico,...) y es significativa, una vez mis, la presencia
constante de la arquitectura, sobre todo, si se tiene pre-
sente que, como observa Zevi, el espacio es propiamente
el tema esencial de la obra arquitecténica. Algin tiempo
después, Pomponio Gaurico expresard de modo clarisimo
el principio del espacio independiente en el arte: «Atqui
locus prior necesse est quam corpus locatum, Locus igitur
primus disegnabitur»,3

Hablar de espacio
absoluto significa
afirmar que
es posible
individualizar
cada punto en Si
mismo; hablar de
espacio relativo
quiere decir que
un punto
puede ser
individualizado
solo en relacion
con algun objeto
(es decir con un
sistema de
referencia).

3 Pero es necesario que el espa-
cio exista primero, por fanfo,
el Espacio se delimitara en pri-
mer lugar.

Se observa como contraste, que los
manieristas conocerdn bien la técnica
de la perspectiva, pero el concepto de
la pintura cambiard profundamente.
Francastel observa: e llegard asi, al
principio del siglo XVI, a una visién del
espacio mis escenogrifica que euclidea

L) (p. 106).

Todavia, la importancia del espacio se
vuelve a encontrar, por ejemplo, en las
obras del perfodo italiano de El Greco,
y en la madurez de Vermeer.

Espacio absoluto/espacio
relativo

Hablar de espacio absoluto significa
afirmar que es posible individualizar
cada punto en si mismo (da astronave
intergaldctica n.° 1 estd exactamente en
el punto en que estaba la n.° 2 hace un
afion); hablar de espacio relativo quiere
decir que un punto puede ser indivi-
dualizado sélo en relacién con alglin
objeto (es decir con un sistema de
referencia).

Esta contraposicion ha sido fundamen-
tal en la historia de la fisica. Incluso
cuando pensamos en términos terres-
tres, tenemos un sistema seguro de
referencia «natural: por tanto, pensa-
mos en términos de espacio absoluto
(o que es mis espontineo para un
nifio). Se ha necesitado pensar en tér-
minos extraterrestres para llegar a con-
cebir el espacio relativo (;Parménides?,
Jlos atomistas? (Nicola de Cusa?).
Galileo pensaba en términos de espacio
relativo para refutar a los aristotélicos;
pero Newton volvié al espacio absolu-
to como soporte de su dindmica (por
ejemplo pensemos en el principio de
inercia). Leibniz se oponia a él con el
«wevo buen sentidos; las dos concep-
ciones han funcionado a su vez, como
un obsticulo epistemoldgico, una res-
pecto de la otra.

La contraposicién se puede explicar
desde el punto de vista del programa
de Erlangen: el espacio absoluto es
aquél, en el que el grupo fundamental




se reduce a la identidad; la relatividad
del espacio «se mide» basandose en el
grupo fundamental.

para Einstein «espacio absolutor hay
que emparejarlo con «spacio indepen-
diente», y «espacio relativor con «espacio
no independiente»: es una hipétesis
sugestiva, pero negada por la historia:
el espacio del pensamiento primitivo
(como el de Aristoteles) es absoluto y
no-independiente; el espacio de la geo-
metria elemental de hoy es relativo e
independiente (al menos después de
Klein).

Espacio homogéneo o no-
homogéneo. Espacio iso-
tropo o anisétropo

Un espacio se dice homogéneo si todos
sus puntos son equivalentes; un espa-
cio se dice isétropo si todas las
direcciones que pasan por un punto
son equivalentes.

El espacio de nuestra experiencia fisica,
no es isétropo, (hay una direccién pri-
vilegiada: la vertica); puede considerar-
se homogéneo si nos encerramos en
experiencias limitadas y bastante
descontextualizadas (por ejemplo, olvi-
dando que existen las paredes de la
habitacién).

El espacio de la cosmologia aristotélica
es no-homogéneo y no-isétropo (la
Tierra no equivale a las demds esferas
celestes, v la direccién arriba/abajo esta
privilegiada), el de la geometria eucli-
dea es homogéneo e isotropo. Koyré
pone el acento en la revolucién cusia-
na-galileana-newtoniana que ha dmpues-
tor a la fisica la adopcién de la geome-
tria euclidea.

Las dos contraposiciones se pueden
interpretar en el programa de Erlangen:
un espacio es homogéneo cuando su
grupo fundamental es transitivo (dados
dos puntos, existe una transformacién
que lleva el uno al otro); y es isdtropo
cuando el subgrupo que deja un punto
fijo opera transitivamente en las direc-
ciones que salen del punto.

El pensamiento
griego, al menos
en la mayoria de
los casos, trata de

rechazar lo
dlimitado» por
considerarlo una
forma de
imperfeccion.

Para Aristoteles,
mds alld del cielo

de las estrellas

fijas no bay
espacio.

4 Incluso prescindiendo de la

negacion aristotélica del vacio,
la idea no es realmente tan
«extrafia»: una region del
espacio vacio se puede consi-
derar como la posicion poten-
cial de un cuerpo, pero de un
cuerpo fuera del cosmos (que
incluye todo), seria una contra-
diccion en los términos.

Ocurre bastantes veces que
entre dos conceptos relaciona-
dos, aquél que es psicologica-
mente méas sencillo, es mads
complejo desde el punio de
vista légico.

Por encima de todo, una tarea importante en la escuela
elemental es promover y cuidar el paso de un espacio ani-
s6tropo (y no homogéneo, de algin modo) del nifio al
espacio isétropo (y homogéneo) de la geometria.

Espacio limitado/espacio ilimitado

Hay bastante confusién, en la literatura cldsica, sobre
estos términos: habitualmente se pensaba en un espacio
en el que las distancias tenfan (0 no) un limite superior
(lo que quiere decir que se debfa de tratar, antes que
nada, de un espacio métrico). Pero dimitado» también
puede significar «dotado de un limite» (una frontera), y
esto nos lleva a una distincién topolégica (es un claro
ejemplo de como la matemitica més avanzada puede
aportar luz sobre los modos de pensar anteriores).

Fl ‘pensamiento griego, al menos en la mayorfa de los
casos, trata de rechazar lo dlimitado» por considerarlo una
forma de imperfeccién. Para AristSteles, mas alld del cielo
de las estrellas fijas no hay espacio.* Por tanto, la superfi-
cie externa del cielo de las estrellas fijas no es, hablando
en términos modernos, un «onfin:: aparece aqui la dnfan-
til» objecién atribuida a Architas «y si, una vez llegado alli,
extendiera mi mano ...

Otros filésofos posteriores han admitido, un limite en el
COSIMOS, Pero sin embargo, con la existencia de un «espa-
cio» fuera de €l (Sambursky, 1956). El espacio de la geo-
metria (al menos de Euclides en adelante) es potencial-
mente ilimitado: por tanto el espacio de la geometria estd
profundamente diferenciado del de la cosmologia (pense-
mos también en las cuestiones de homogeneidad e iso-
tropia). La separacién entre la geometria y la fisica durd
hasta la edad moderna: «La Matemdtica no es el estilo de
la Naturaleza», «a la Naturaleza no le convienen las sutile-
7as matematicas. Se ha observado (Cornford, 1936) que
el cosmos finito ha sido un obsticulo epistemoldgico para
poder aceptar el espacio infinito de la geometrfa euclidea.
Y este era un obsticulo epistemoldgico para poder acep-
tar el espacio limitado de muchas teorfas relativistas.

La mayor parte de las revisiones de la geometria euclidea,
de finales del siglo XIX, introducen explicitamente, como
término primitivo, el de «ecta» ilimitada. Con ello, nos ale-
jamos (respecto de la idea de wecta terminada») de la
experiencia fisica y psicolégica; pero este «saltor se expli-
ca admitiendo el infinito en acto, ahora habitual en las
mateméticas (en el 4mbito geométrico, la geometria pro-
yectiva también ha hecho su contribucién); y con una
mayor sencillez logica de la idea de recta, que puede ser
pensada independientemente de una estructura de
orden.’




El espacio en el arte (li)

Segun Erwin Panofsky, el arte grecorromano, coherente con
su opcién filosdfica, huia de la representacién del infinito.

Con el cristianismo, hay un infinito en acto, si bien inicial-
mente limitado a lo divino; pero Duhem observa que {...]
entre las dos proposiciones “el infinito potencial no es con-
tradictorio”, “el infinito puede ser realizado en acto, los
16gicos del siglo XIV [...] levantaron una barrera [... que] la
hemos visto caer; no de golpe [...], sino arruinindose poco
a poco en el transcurso de los afios, desde 1350 hasta 1500

También en este punto, juega el arte un papel esencial:
también en este sentido la perspectiva represents el papel
de forma simbdlica. Probablemente, hasta que la pers-
pectiva empirica se orienté hacia la técnica del eje de
fuga,’ la cuestién del infinito pudo quedarse en la som-
bra, pero con el descubrimiento del punto de fuga, el infi-
nito se bace representable, superando asi, también, el infi-
nito potencial de Euclides: «El espacio infinito del mundo
convertido en una realidad accesible al espiritu»
(Francaste]). De nuevo, la intuicién artistica ha precedido
a la ciencia en la sustitucién del cosmos cerrado de
AristSteles por la geometria del espacio de Euclides:

Los astrénomos del Renacimiento descubrieron los espa-
cios vacfos del universo: pero antes que Copérnico y
Galileo, los arquitectos y los pintores tenfan va la sensa-

¢

6 Segin esta técnica, las iméage-

nes de las rectas paralelas de
un mismo plano horizonfal,
convergen en un punto, pero
éste, depende del plano: varia
en una recta vertical.

(Panofsky).

«algunos piensan que [...] el
oro afiade alguna majestad a
la historia. Yo, ciertamente, no
les alabox.

Ambrogio Lorenzetti. Anunciacién (1344)

cién y la experiencia de esta extensién
transparente que la geometria constru-
ye y mide» (Francastel).

La afirmacién de la idea del infinito en
la pintura, es estudiada ademas de por
Panofsky y Francastel, por el sabio
Claude Frontisi, que observé que en los
primeros tiempos (por ejemplo en la
«Anunciacién» de Ambrogio Lorenzetti,
1344), los artistas, como si estuviesen
molestos por haber «descubierto el infi-
nitor, lo ocultaban con un fondo de
oro, que simbolizaba una dimensién
ultraterrestre (anticipando la distincién
del Cusano entre el infinitum divino y
el indeterminatum espacial). Pero un
siglo después, Alberti dird: «unt qui [...]
aurum putant quandam historiae afferre
maiestatem. Bos ipse plane non laudo».’

Frontisi observa que, hacia el final del
siglo XV, esta wepresentacién del infinitos
queda limitada a la refiguracién de la
divinidad: con Benozzo Gozzoli (frescos
del palacio Medici-Riccardi de Florencia),
también se aplica a lo cotidiano.




Espacio finito e infinito

Aqui inito» quiere decir formado por
un ndmero finito de puntos».

Probablemente la mis antigua concep-
cién del espacio, estaba en esta linea; la
crisis de los inconmensurables impuso
un nuevo pensamiento general. La geo-
metria aventajé a la aritmética, porque
ésta no podia representar la riqueza de
los entes geométricos.® Euclides geome-
trizé la aritmética y el algebra (hasta el
siglo XIX hay que esperar, para asistir al
regreso de la aritmética: pero, en mi
opinién, todavia estd por construir una
presentacion equilibrada entre las dos
grandes 4reas).

Hoy se sabe que existen «geometrias
finitass que son (a nivel axiomatico)
modelos alternativos de sistemas axio-
maticos més sencillos. En la préctica, su
aplicabilidad no vas mis alld de los axio-
mas de incidencia (y de paralelismo),
debido a que en los casos mas significa-
tivos son modelos que se pueden cons-
truir sobre un cuerpo, y se sabe que no
existen cuerpos ordenados finitos.

Por tanto, pueden existir espacios fini-
tos a un nivel de pensamiento muy ele-
mental y a uno muy abstracto; aqui, de
nuevo, pueden aparecer obsticulos
epistemolodgicos funcionando en senti-
dos opuestos (el pensamiento elemen-
tal frente a la aceptacién de una figura
como un conjunto infinito de puntos; y
esta idea, una vez aceptada, contra las
geometrias finitas),

Se observa que, desde un punto de vista
«experimental, una afirmacién como: ain
espacio tiene un ndmero finito de pun-
tos» no es falsable, porque después de
haber «seleccionado» un cierto ndmero
de puntos, si no puedo agotarlos todos,
no se si en cierto momento acabard o no
la seleccion de puntos. De acuerdo con
el falsacionismo ingenuo» esta afirma-
cién no podria ser incluida como axioma
de una teorfa cientifica (una teorfa cien-
tifica debe necesariamente estar «disponi-
ble» para la falsacién).

...pueden existir
espacios finitos a
un nivel de
pensamiento muy
elemental y a uno
muy abstracto. ..

8 (Sélo como divagacién, puesto
que la historia no se hace con
los «si»): Y zsi los griegos
hubieran elegido (en lugar de
renunciar a aplicar su aritméti-
ca a la geometria) renunciar a
algunas ofras partes de la geo-

metria?

Espacio como conjunto de puntos o
como continuo irreducible

¢Hay que pensar en el espacio como un conjunto de pun-
tos 0 como un «conjunto irrompible» como la durée de
Bergson?

En la concepcién proto-pitagérica, el espacio era,
probablemente, un conjunto de puntos-dtomos, en
nuimero finito. Si se abandona la hipdtesis de finitud, se
puede pensar en un sistema de infinitos puntos sin
dimensiones, pero esto habria chocado con el rechazo
de los griegos del infinito, en particular del infinito en
acto. Ademds, algunas paradojas de Zenén, probable-
mente, tienden a rechazar esta hipétesis (la flecha, el
estadio). AristSteles se preocupé en refutarla, mas tarde,
(basindose en el «entido comin» de las sucesiones fini-
tas, como si los puntos de una recta fuesen seguidos
unos de otros, como las cuentas de un collar); concluye
diciendo que o se puede pensar el continuo como
compuesto de indivisibles, y en patticular, no se puede
pensar que una linea esté compuesta de puntos.. Si en
una recta se fija un punto, ya no hay una recta, sino dos.

Euclides en sus Eflementos tuvo cuidado de no contrade-
cir a Aristételes, por ejemplo, dice que dos extremos de
una linea son puntos,, pero nada mds; nunca habla del
dugar de puntos tales que.... Se puede decir que para
Euclides, una linea esti potencialmente constituida por
puntos.

Con la plena entrada en funcionamiento del método de
las coordenadas, el espacio tiene que ser considerado
como el conjunto de sus puntos, y las figuras geométricas
como el lugar de los puntos tales que.... Hoy estamos
acostumbrados a leer todo en términos de conjuntos: es
un caso tipico en el que dos filosoffas implicitas, (la con-
juntista, ligada a la geometrfa analitica, y la aristotélico-
euclidea), pueden entrar en colisién, sobre todo a nivel
didactico.

Para juzgar sobre la naturaleza de ambas hipétesis, tam-
bién hay que tener presente que los propios puntos son
figuras geométricas» (idealizacion de objetos fisicos muy
pequenos); de hecho, las figuras geométricas estin muy
lejos de la experiencia comin (mds que las lineas y las
superficies).

En los afos veinte, Whitehead elaboré una teoria del
espacio-tiempo basada en la inclusién de «egiones» y no
en la pertenencia de los puntos e instantes al espacio y al
tiempo. Después de todo, no tenemos la experiencia de
lo-que puede ser un instante, sino sélo de un intervalo
corto (que son los que estdn medidos aproximadamente),
Bergson admite la reduccién del espacio a «ndivisibles,
pero no del tiempo, lo que ha permitido elaborar recien-
temente otras «geometrias sin puntoss.



El espacio ges real? o ¢es una forma de
nuestra sensibilidad? (o...)

Se presenta coOmo una «contraposicién fuerte», desde
Platén (que en el Timeo considera el espacio como da ter-
cera entidads, entre el mundo de las ideas y el de las cosas
sensibles), hasta Newton que en el Scholium generale a
los Principia lo llama sensorium Dei, €l espacio es una
realidad. Al contrario, Kant considera el espacio como
«aina forma de la sensibilidad», algo que estd en nosotros,
una condicién para organizar la experiencia. Con la
sugestiva imagen de Trudeau, el espacio serfa un «proce-
sador de datos».

Confrontado con estas contraposiciones, cualquiera
puede llegar a pensar: No tengo ningln interés en esto,
yo hago matemiticas, habrd quien querrd interpretar lo
que digo de un modo y quien de otron. Creo que esta €s
una posicién simplista. Puesto que algunas de estas con-
traposiciones se reflejan inmediatamente en el enfoque
‘que se dé al tratamiento de la geometria (por ejemplo,
considerar o no las figuras como conjuntos de puntos).
Entonces, cuando nos encontramos confrontados con una
contraposicién como la anterior, no es indiferente elegir
entre Platén y Kant. En algunos casos, desde el primer
punto de vista la eleccién es obligatoria, en otros es (o
debe ser) irrevocable. En particular, la decisién es impor-
tante cuando se enseiia geometria.

Pero la geometria siguié después de Kant: cémo éste
habia puesto en crisis las concepciones precedentes, la
llegada de las geometrias no euclideas ha puesto en crisis
a Kant, sen qué punto estamos?

Helmholtz, por ejemplo, reconoce que hay formas a prio-
7, pero que éstas no pueden tener un contenido prede-
terminado (para Kant esto serfa la geometria euclidea); en
otras palabras es un procesador de datos pero, mientras en
la idea de Kant, ya estarfa dotado de un software, en la
nueva concepcion el software se va formando a través de
la experiencia, o mejor todavia en la interaccién entre la
experiencia y lo que ya existe en nuestra mente
(Enriques, Piaget).

En esta contraposicién (convertida en drilema»), me pare-
ce que se puede y se debe hacer una eleccion: estoy deci-
didamente por la tercera via. Es lo que se llama, comiin-
mente, «mpirismo en geometria, pero serfa mds justo
incluirlo en el «acionalismo experimental» que, segin
Enriques, es la concepcién fundamental subyacente a la
ciencia a partir de Galileo. Lo que nos permite evitar a la
vez, la Escila del idealismo (el destino de los kantianos),
y la Caribdis del sensismo como el de Sexto Empirico
(para el que la geometria no tiene sentido, ya que en la

realidad no existen objetos que tengan sélo longitud y no
anchura y profundidad).

De hecho, el
espacio no es algo
que de pronto
se necesite
«aprenders, ni
tampoco es una
pura y simple
estructura mental
(o neurologica);
al contrario, tiene
que ser formado»
con estrategias
adecuadas.

Esta tercera via, en mi opinién, da espe-
cial importancia a la ensefanza y al
aprendizaje. De hecho, el espacio no es
algo que de pronto se necesite «@pren-
der», ni tampoco es una pura y simple
estructura mental (o neurolégica); al
contrario, tiene que ser formador con
estrategias adecuadas.

El espacio en el arte (lli)

Estamos acostumbrados a pensar en la
geometria analitica como en un tema
relativamente avanzado: tradicional-
mente sélo se ensefiaba en los cursos
superiores de la secundaria, si bien en
algunas escuelas no se llega nunca.
Esto se debe a la pretensién de tratarla
en un contexto organizado légicamente
y, por tanto, después de haber apareci-
do otros muchos temas: desde la geo-
metria euclidea hasta los niimeros rea-
les; pero existen numerosas situaciones
que claramente preludian el método de
coordenadas, empezando por algunos
juegos, como el de barcos, justamente
asi aparecen en los nuevos curriculos
para la escuela elemental y secundaria.
Aqui nos gustarfa mencionar una antici-
pacién de la geometria analftica utiliza-
da en la pintura, sobre todo en la tos-
cana del siglo XIV.

Entre los varios métodos empleados
por los artistas para «construir, para
aiificar el espacio, uno fue verdadera-
mente genial, debido a los Lorenzetti, y
después adoptado por la mayorfa de
los artistas: representar sobre el plano
horizontal un suelo o una alfombra de
disefio cuadriculado. Normalmente, se
cita como prototipo la Anunciacion de
Ambrogio de 1344, pero fue precedida
por un fresco en la basilica inferior de
San Francisco de Asis y por la predela
de la Storie dell’ordine carmelitano de
Pietro, de 1329. Se trata de cinco com-
partimentos (en la pinacoteca nacional
de Siena, justo en frente de la Anuncia-
cién): en el primero podemos ver un
suelo y una cubierta con cuadros, y las
rectas que deben de concurrir en el
punto de fuga principal, en vez de
paralelas, estdn inclinadas hacia el
compartimento central (asi, el borde de



la cubierta que cae horizontalmente, da
la imagen «eal> del cuadro); en los dos
compartimentos de la derecha se tiene
una situacién aniloga, también con una
inclinacién hacia el centro; y lo mismo
pasa con los techos, en los que lineas
andlogas estdn inclinadas hacia abajo.
La representacion en perspectiva estd
asf realizada mediante cuatro afinidades.
Todavia es mis sorprendente la aplica-
cién de este principio en el poliptico E/
nacimiento de la Virgen (1342), en el
Museo de la Catedral en Siena: los
lados derecho e izquierdo, son las dos
mitades de la misma escena, dividida
por una columna que forma parte de la
estructura: una persona estd un poco
de una parte y un poco de la otra.?

Ambrogio Lorenzetti.
El nacimiento de la Virgen

(1342)

9 Sin embargo, en ofras pintu-
ras, por ejemplo en una que
hoy estd en Zagreb, también
Pietro emplea la perspectiva
central.

De este modo, no sélo se da la sensacién de profundidad y
la organizacién perspectiva del espacio, sino que para cada
persona, para cada detalle se precisa la posicién (y queda
abierta la posibilidad de representar un personaje mas gran-
de de lo que le cotresponde por su posicién, para destacar
su papel). Si el pintor hubiera querido hacer simplemente
una decoracién, podrfa haber inventado cualquier cosa mas
«brillanter que un sencillo suelo pavimentado.

También en este caso, la intuicién de un artista ha prece-
dido (en unos 300 afios) a la formulacién precisa de un
matematico (las coordenadas cartesianas). En este punto
(jmetifora espaciall) me parece que se debe revaluar la
opinién de Panofsky sobre la «dncapacidad» de todas las
concepciones espaciales de la Antigliedad: antes de la
organizacion segln Lorenzetti-Descartes, el espacio puro
de Demécrito y de Platén y el vacio informe; después el
espacio estd organizado, es una prefiguracién de lo que la
fisica llama hoy «campo».
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La discriminacién positiva hacia las
chicas en las auvlas de matemadticas
édebe conducir a su segregacién?

Josetxu Arrieta Gallastegui

Tras revisar y criticar los
numerosos estudios que
avalan la tesis de la
inferioridad intelectual de las
chicas al resolver problemas
de mateméicas, aportando
datos muy recientes de la
investigacién al respecto en
el panorama internacional,
en el presente articulo se
cuestiona el supuesto de que
sus rendimientos en
matemdaticas mejorarian si
estudiasen en aulas no
mixtas (las chicas con las
chicas y los chicos con los
chicos), a la vez que se
defiende la tesis de que,
aunque asf fuera, aunque
mejorasen sus rendimientos,
desde un punto de punto de
vista educativo no habria por
qué asumir tal segregacion.

lo largo del pasado afio se publicaron diversos articulos
periodisticos (ver los suplementos de Educacion de El
Pais del 15-3-94 y del 18-10-94 o Comunidad Escolar del
14-12-94), en los que se planteaba abiertamente la posibi-
lidad de volver a la separacién de sexos en las aulas, al
menos en ciertas dreas, como las matematicas y las cien-
cias. La propia directora del Instituto de la Mujer, Marina
Subirats, afirmaba en uno de ellos que «es cierto que el
separar a los alumnos en algunas materias puede ser
beneficioso», citando expresamente el ejemplo de las
matemdticas puesto que, segin decia, en sus clases es
«donde se estin estimulando mds los c6digos masculinos
y, con ello, las nifias estdn interiorizando un caricter de
segundo sexo. Rendirfan mas si estuviesen solas.. De
hecho, en algunos paises como Estados Unidos, Suecia,
Inglaterra y Alemania ya se han realizado experiencias al
respecto y el debate estd planteado abiertamente desde
hace un lustro.

Pues bien, para entrar en dicho debate me propongo en
este articulo plantear tres preguntas que estan intimamen-
te relacionadas entre si. Son las siguientes:

1. Existen diferencias significativas de rendimiento en
matematicas entre chicos y chicas?

2. (Mejorarian los resultados de las chicas si las estudia-
sen separadas de los chicos?
3. ;Deberfan estudiar los chicos y las chicas en aulas no

mixtas?

Es obvio que la tercera pregunta sélo tiene sentido plan-
tedrsela sila respuesta a las dos preguntas anteriores fuese
afirmativa, puesto que en caso contrario nadie plantearia
la vuelta de la segregacién. Pero a pesar de estar directa-
mente relacionadas entre si, como acabamos de ver, quie-
ro dejar claro, de entrada, que son preguntas que exigen
para su posible respuesta del recurso a conocimientos con
caracteristicas muy diferenciadas. Las dos primeras pue-
den intentar resolverse recurriendo a investigaciones y
conocimientos de tipo cientifico (estudios empiricos y



experimentales, estudios de casos, etc.), mientras que la
dltima requiere el uso de conocimientos filoséficos y teo-
ricos sobre la educacién, esto es, sea cual fuese la res-
puesta a las dos primeras preguntas, la correspondiente a
la tercera no puede venir determinada exclusivamente por
las aportaciones de la ciencia al respecto.

Dado que las investigaciones realizadas hasta la fecha se
han concentrado en intentar dar respuesta a la primera de
las preguntas, vamos a comenzar por ella, analizando ini-
cialmente unos datos histéricos y distinguiendo posterior-
mente la década pasada, la de los ochenta, de la década
actual. Sin embargo, es preciso iniciar el estudio con algu-
na aclaracién. Si parece evidente que a través de la en-
sefianza de la lengua materna se tiende inevitablemente a
reforzar la discriminacién en funcién del sexo a través de
la escuela, puesto que el propio lenguaje estd impregna-
do de sesgos sexistas (Garcia Meseguer, 1988), en el caso
de la otra 4rea instrumental basica, la de matemdticas, la
que aqui nos interesa, el mero sentido comin nos lleva
en principio a no implicarlas con tales consideraciones
materiales, dado su caricter presuntamente objetivo, neu-
troy a-cultural. Este punto de vista, tan extendido por
otra parte, y que confunde la universalidad de la verdad
de las ideas matemiticas con las bases culturales de di-
chos conocimientos, refuerza el llamado mito de Euclides
(Davis y Hersch, 1988). Este consiste en la creencia de
que los Elementos de Euclides contienen verdades claras
e indubitables relativas al universo. A partir de verdades
evidentes por si mismas, y procediendo mediante demos-
traciones rigurosas, Euclides llega a un conocimiento que
es cierto, objetivo y eterno. Si bien es cierto que hasta
mediados del siglo XIX todo el mundo lo asumfa, en la
actualidad los propios matemdticos confiesan Ja pérdida
de tal certidumbre» (Kline, 1985), aunque no ocurra lo
mismo con la mayoria de la sociedad, pues sigue creyen-
do mayoritariamente en él. De ahi que la comunidad edu-
cativa, comenzando por el profesorado, asuma de manera
generalizada que no es posible que a través de una cien-
cia objetiva, neutra y a-cultural como las matemdticas se
pueda discriminar a las mujeres, favoreciendo que obten-
gan rendimientos inferiores o que se alejen en cuanto
pueden de estudiarla. Pues bien, el plantearse la primera
de las preguntas puede ayudar a deshacer algunos equi-
vocos al respecto.

¢Existen diferencias significativas de
rendimiento en matemadticas entre chi-
cos y chicas?

Datos histéricos de interés

Si revisamos la historia de la escolaridad se aprecia que,
hasta hace relativamente poco tiempo —finales de la II
Guerra Mundial en los pafses occidentales—, se defendia
explicitamente la discriminacién entre los sexos en el
imbito de la ensefianza de las matematicas. Los nifios te-
nian que estudiar, por ley, mds matemdticas que las nifias.

...basta bace
relativamente
poco tiempo
~finales de la I
Guerra Mundial
en los paises
occidentales—, se
defendia
explicitamente la
discriminacion
entre los sexos en
el ambito de la
enserianza de las
matemdaticas.

He aqui unos datos bastante llamativos,
recogidos por Shuard (1982) para el
informe Cockroft. En 1860 se pensaba
que serfa ruinoso introducirla en las es-
cuelas secundarias de nifias; incluso la
aritmética era sospechosa, como lo
muestran las criticas documentadas de
padres que cambiaban a sus nifias de
colegio si se les hacfa estudiar matema-
ticas en el mismo, Los argumentos de
tales padres eran del siguiente tipo: si
mis nifias fuesen a ser banqueras toda-
via, pero como no lo van a ser, no la
necesitan. En 1888 se recogian en las
Actas sobre la educacién elemental
inglesas frases que a nuestras madres
no les son en absoluto ajenas: «omo el
tiempo de las nifias estd dedicado sobre
todo a las labores de costura, el tiempo
que pueden dedicar a la aritmética es
menor que el que pueden dedicar los
ninos». ‘

Ya en este siglo, en 1912, se seguian
planteando objeciones a la no dis-
criminacién, se continuaba defendien-
do explicitamente que el acceso a di-
cho conocimiento no debia ser igualita-
rio para ambos sexos, basindose en ar-
gumentos que, curiosamente, son algu-
nos de los que se utilizan en la actua-
lidad para explicar por qué no son
mejores las nifias en matematicas
(Badger, 1983). Las objeciones a la
dedicacién a su aprendizaje por las ni-
fias eran las siguientes: no son intere-
santes para ellas, no las van a utilizar
posteriormente, son demasiado incon-
sistentes para poder aprenderlas, no tie-
nen un pensamiento independiente,
son demasiado dadas a la rutina...

Un par de datos mds sobre la situacién
inglesa, también bastante significativos
para la posterior discusién. En 1918 ya
se comenzé a matizar, 4 sugerir, que las
diferencias entre nifias y nifios en la
ensefanza se deberfan centrar en plan-
tear diferentes tipos de problemas o
actividades matemadticas para unas y
otros: las nifias debfan realizar pro-
blemas de compras, de economia domés-
tica, mientras que los nifios debfan
demostrar teoremas. Hasta 1937 no se
puede afirmar que la opinién educativa
les considerase intelectualmente simila-
res, aunque con intereses diferentes,
como se recoge en el Hanbook edita-
do por el Board of Education, que
inclufa las recomendaciones al
profesorado y a los interesados en el



trabajo desarrollado en las escuelas
publicas elementales.

Podemos concluir por ahora este breve
repaso histdrico afirmando que, desde
la segunda mitad del siglo XX, la unifi-
cacion formal de los modelos escolares
femeninos y masculinos es un hecho
generalizado en el mundo occidental,
desapareciendo los rasgos diferencia-
dores méas explicitos de los curriculos
(en nuestro pais esto se consiguié a tra-
vés de la LGE de los setenta). Los obje-
tivos y contenidos de la ensehanza de
las matemdticas se unificaron, tendien-
do a negar, por tanto, la hipdtesis de la
discriminacién sexista en el dmbito de
la ensefianza de las matematicas.

La situaciéon en la década de
los ochenta: diversos resulta-
dos e interpretaciones

Segtin Subirats y Brullet (1988), autoras
que han desarrollado el por ahora mis
sistemdtico estudio realizado en nuestro
pais sobre la trasmision de los géneros
en la escuela mixta, uno de los ele-
mentos que contribuyen a la ocultacién
de las actuales formas de sexismo en la
educacién se deriva del hecho que sus
consecuencias no son tan visibles en
términos de resultados escolares: las
diferencias se establecen mis bien en la
utilizacién posterior de estos resulta-
dos; afectan mds a la construccion de la
personalidad que a la cualificacién de
su fuerza de trabajo, por lo que las con-
secuencias del sexismo hay que buscar-
las en la internalizacién de unas pautas
de género diferenciadas. También con-
cluyen que en la escuela mixta actual se
sigue manteniendo una diferencia entre
los sistemas de valores y comportamien-
tos femeninos y masculinos, y que estos
dltimos siguen siendo considerados
superiores; pero resaltan que el caracter
masculino de la cultura que trasmite la
escuela no se debe al hecho de que lo
que en ella se aprende, como las mate-
midticas o la historia, haya sido desarro-
llado esencialmente por hombres.

Esto es, vienen a indicar que el proble-
ma es de valores y no de contenidos,
que como estos no generan rendi-
mientos diferentes en funcién del sexo,
la discriminacién se basa en la trasmi-
sién de los géneros de manera oculta,
en términos de lo que los didactas lla-

La diferenciacion
se aprecia
también, se hace
visible, al
constatar el hecho
de que las chicas
tienden a
apartarse
voluntariamente
de las
matemdticas.

mamos el curriculum oculto. Querrfa matizar estas con-
clusiones puesto que, aunque afirman la discriminacion,
niegan por otro lado su dependencia de la variable con-
tenido, por lo que habria que rechazar la hipétesis de que
la escuela reprime en cierta medida el acceso de las muje-
res al conocimiento de alto status, como las matematicas.

En primer lugar, habrfa que matizar su afirmacién de que
en términos de resultados escolares no son tan visibles las
diferencias en funcién del sexo. Aunque la literatura sobre
las diferencias entre sexos es enorme y los resultados muy
diversos y algo confusos, reiteradamente se ha puesto de
manifiesto, tanto en estudios evaluativos realizados com-
parando los rendimientos en matemdticas de estudiantes
de ambos sexos y de diferentes paises, como en los reali-
zados internamente en los EEUU, Inglaterra o Francia, que
« partir de los doce o trece afios, la actuacién de las chi-
cas empieza a descender en relacién con la de los chicos
hasta que, al término del periodo escolar obligatorio, se
observa una diferencia extraordinaria entre ambos sexos,
tanto en cuanto a aptitudes como en facilidad de apren-
dizaje y en notas obtenidas» (Badger, 1983, p. 187).
Diferencia, y siempre en el sentido favorable a los estu-
diantes varones, apreciada no Unicamente en los exdme-
nes publicos sino también a través de los resultados medi-
dos en base a diferentes test construidos expresamente
para avanzar en el estudio detallado de las dreas o pro-
cesos en los que radica tal diferencia.

Los resultados al respecto, aunque no exista unanimidad
en lo referente a su explicacién, como vamos a ver, s que
parecfan concluyentes. Desde 1964 hasta la década actual,
las investigaciones realizadas ponfan de manifiesto que el
rendimiento de chicos y chicas en las mateméticas escola-
res era «isiblemente» diferenciado, matizando la afirma-
cién de Subirats y Brullet. Es mds, se comprobd también
que generalmente el rendimiento de las chicas, aunque
globalmente inferior a partir de los trece afos, era igual o
superior al de los chicos en problemas aritméticos o alge-
braicos y en algunas parcelas de las mas modernas mate-
miticas, tales como las matrices. Sin embargo, en areas
que requieren habilidad y juicio espaciales, como la geo-
metrfa del espacio, y en la resolucién de problemas no
rutinarios, asi como en determinados temas especificos,
como la medicién y la proporcionalidad, su rendimiento
escolar se mostraba claramente inferior.

La diferenciacién se aprecia también, se hace visible, al
constatar el hecho de que las chicas tienden a apartarse
voluntariamente de las matemadticas y de las materias o
carreras relacionadas con ellas, especialmente las técnicas
superiores (en nuestro pais, por ejemplo, el curso 1984-85
estaban inscritos 7.438 alumnos y sélo 1.455 alumnas en
dichas escuelas —Ministerio de Cultura, 1988, p. 168-).
Luego parece innegable que también hay consecuencias
visibles en funcién del sexo en cuanto a la cualificacion
de la fuerza de trabajo.

De hecho, la propia existencia de organizaciones como la
seccién internacional del Comité de Educacién Mate-
mdtica que presenta cada cuatro afios en los ICMI sus tra-
bajos en torno al tema especifico de Mujer y Matemi-



ticas», o los innumerables estudios, articulos y libros que
se han planteado el tema ponen de manifiesto que los
contenidos, y, en concreto, las matemadticas, constituyen
una variable a tener en cuenta para analizar el problema
del sexismo en las escuelas, que no se puede desdefar, a
pesar de la igualdad de oportunidades existente en la es-
cuela mixta actual en cuanto a contenidos a estudiar.

El origen o la génesis de los diferentes rendimientos, tanto
en el area de Lengua, donde las chicas suelen superar a
los chicos, como en el drea de Matemdticas, se ha inten-
tado explicar de muy diferentes maneras. Cldsicamente se
plantea la cuestién como sigue: los factores de discrimi-
nacién, ¢son biolégicos, naturales o culturales o sociold-
gicos? Los primeros se suelen citar, habitualmente, para
ser inmediatamente rechazados. El tema de la inferioridad
de la capacidad de visualizacién espacial, relacionado con
la superioridad masculina proveniente de una supuesta
diferencia sexual en la lateralizacién del cerebro no puede
explicar las diferencias citadas, aunque sélo sea porque
en los programas actuales, y desde hace ya casi veinte
afios, la geometifa del espacio brilla por su ausencia, por
lo que dichos argumentos no son en absoluto relevantes.
Por otro lado, los argumentos biolégicos no pueden expli-
car tampoco el hecho comprobado de que las diferencias
en rendimientos o eleccién de la materia estdn mas mar-
cados en unos paises que en otros.

Los factores culturales parecen mds determinantes: los
estereotipos sexuales que vehicula la educacién en la pri-
mera infancia, estd claro que pueden influir en la diferen-
ciacién (unos juegan a construcciones y hacen deporte,
mientras que ellas no realizan este tipo de actividades en
la misma medida...). Nos podemos preguntar también si
la naturaleza de las matematicas o mas bien la imagen que
de ella.dan las escuelas es un factor de discriminacion.
Segin numerosas encuestas, tanto los chicos como las
chicas la perciben de la misma manera: dificiles, hace falta
estar dotado, son légicas, utiles...; pero son ellas las que
las procuran evadir en mayor medida.

Los factores de tipo socioldgico, como la imagen social de
las matemadticas, parece claro que también influyen. Para
triunfar, hay que saber matemdticas y las chicas otorgan
menos importancia que los chicos a su porvenir profe-
sional. Ante la pregunta de si se consideran importantes
para el futuro, los chicos responden, cuando el futuro es
el de ellas, que no tienen opinién, mientras que ellas
piensan que es bastante importante, lo que muestra que
los esquemas tradicionales estdn bien interiorizados por
los alumnos y alumnas y que la presién cultural para
identificarse con el rol sexual que conviene a cada uno es
tan fuerte que puede hacer dificil a las chicas la opcién de
elegir las matemadticas, por no convenir al esquema de su
sexo (Sueur, 1980).

Los trabajos deseados por ellos son una llave determi-
nante para la eleccién de las matematicas por los chicos
y para su rechazo por las chicas, Estas eligen trabajos
donde, a priori, no tienen mucha necesidad de ellas y que
en su mayoria tienen connotaciones femeninas, poco
valorizadas en la escala social. Las matemadticas constitu-

Spear mostro
como los
resultacdos
diferentes en
ciencias,
Jfavorables en su
mayoria a los
chicos, estan
mantenidos por
los juicios y
expectativas
sesgados de sus
profesoras y
profesores, los
cuales amplian
las diferencias
que puedan
existir.

yen un filtro critico para el mercado de
empleo y han reemplazado al latin y al
griego como instrumentos bdsicos de
seleccién y orientacién escolar. De
hecho, tienen un papel selectivo muy
determinante; su papel estd sobreeva-
luado, por encima de otras materias.

Lo que cuenta en la orientacién de los
alumnos y alumnas no son tanto sus
deseos como su fuerza, su prestigio,
que se sitda en una jerarqufa en la que
las matemdticas estin en lo mds alto.
Las chicas rehuyen este modelo y aspi-
ran a un cierto arte de vivir. Los chicos
se cuelan por él, obligados a situarse.
¢Habrd que reconciliar las matematicas
y el arte de vivir? Si se admite que es
principalmente el rol social de las mate-
maticas y su status selectivo el que pre-
side el destino posterior de la juventud,
la situacién se hace algo mds clara y
coherente: matematicas = poder, poder
= masculino. Aplicamos la transitividad
v llegamos a la conclusién de que cons-
tituyen un dominio reservado al sexo
masculino.

Entre los factores culturales y sociales
se incluyen también los relacionados
con las diferentes expectativas al res-
pecto, tanto de las profesoras como de
los profesores. Spear (1984) mostrd
¢6mo los resultados diferentes en cien-
cias, favorables en su mayoria a los chi-
cos, estin mantenidos por los juicios y
expectativas sesgados de sus profesoras
v profesores, los cuales amplian las
diferencias que puedan existir. Su estu-
dio realizado con 306 profesores de
secundaria en Inglaterra pone de mani-
fiesto que el profesorado de ciencias,
tanto varones como mujeres, conside-
ran que la ciencia y la tecnologia son
més importantes para los chicos que
para las chicas. Y juzgan mejor un tra-
bajo si piensan que lo ha hecho un
chico, incurriendo en el llamado efecto
Pigmalion. Por su parte, Sueur (1980)
comprobd en Francia cémo la mitad de
los ensefantes esperan que los chicos lo
hagan mejor en matemadticas, mientras
que ninguno espera que lo hagan mejor
las chicas; la profecia de la autorrealiza-
cion, en definitiva, refleja la inevitable
asuncién por el profesorado de la ima-
gen social y dominante de las matemati-
cas, aunque no sean conscientes de ello.

Por otra parte, parece claro que si exis-
te un:prejuicio ampliamente extendido,




es el de que las matemdticas son una
actividad masculina, esto es, estin en
las antipodas de lo que se llama el eter-
no femenino. En el inconsciente co-
lectivo una matemdtica tiene un aspec-
to viril y no da importancia a su aspec-
to exterior. Esto forma parte de un este-
reotipo: hacer matemdticas no es una
actividad para chicas. Las propias mate-
maticas profesionales se han visto con-
frontadas con discriminaciones pro-
fesionales; pricticamente todas sefialan
actitudes sexistas en sus relaciones
académicas, por ejemplo la de tipo
disuasorio (mejor buscas marido que la
solucion de la ecuacion...).

También se ha estudiado el tema desde
la psicologia diferencial, demostrindo-
se que las expectativas y las atri-
buciones del éxito y del fracaso no son
las mismas en los chicos que en las chi-
cas. Los nifios tienden a atribuir sus éxi-
tos a causas estables, y sus fracasos a
causas inestables; justo al revés que las
nifias. Los primeros tienden a super-
valorar su rendimiento, mientras que
ellas tienden a subestimarlo. A su vez,
los profesores tienden a atribuir el fra-
caso de los chicos a su falta de motiva-
cién o de esfuerzo, y no a la falta de
capacidad, al contrario de lo que ocurre
con las chicas. Atribuciones que se
explican en términos de la teorfa de la
«dmpotencia aprendida».

Concluyendo este apartado quiero
resaltar que la fuerza y la aceptacién de
los estereotipos se percibe claramente
en las expresiones de los y las ensefian-
tes, como lo muestra el siguiente cuadro
elaborado por Alberdi (1987, p. 32):

CY

La situacién en la década de los noventa:
andlisis didéctico y datos recientes

Entrando en un anilisis mas propiamente diddctico del
tema, querrfamos avanzar en la linea de estudiar si los
procesos de ensehanza de las matemiticas conllevan
caracteristicas especificas que favorecen la discriminacién
y refuerzan los estereotipos. Para ello conviene citar
previamente algunos estudios que nos puedan ayudar,
referidos tanto a Jos medios de ensefanza de las mate-
mdticas como a la interaccion entre el profesorado y el
alumnado y la existente entre los mismos alumnos y
alumnas. Los realizados en torno a los medios didacticos,
como los libros de texto, ponen de manifiesto que los
problemas, evaluaciones y ejemplos, tienen muy poco
que ver con los intereses y el mundo de las nifias y que
se da una sobrerepresentacion del hombre en los manua-
les. Segtin Milton, por ejemplo —citado por Sueur (1980, p.
36)—, «el contexto en general masculino de los problemas
y €jercicios de matemdticas desfavorece a las chicas con
respecto a sus condiscipulos varones.

Los analisis de la interaccién verbal muestran, y basta con
referirse al excelente estudio ya citado de Subirats y
Brullet, que las y los docentes establecen mis relaciones
verbales con los nifios y viceversa, éstos interaccionan
mds con el profesorado. Y analizando mds en detalle las
interacciones, comprobaron un dato muy significativo:
que el 80% de la informacién dirigida a los nifos se refie-
re al contenido, mientras que el 96% de la dada a las ninas
tiene que ver con la forma. Diferenciacién poco precisa
(la de forma y contenido), pero coherente con lo que vefa-
mos respecto a la aceptacion de los estereotipos por parte
de los docentes. Se comprueba también en su estudio que
las nifias se adaptan mids a la norma, piden menos la pa-
labra, reproduciéndose en las aulas el hecho de que el
protagonismo en los dmbitos publicos pertenezca a las
personas masculinas.

A su vez el estudio de las interacciones entre alumnos y
alumnas en las aulas de matemaiticas pone de manifiesto
que dos nifos tienden a desanimar a las nifias, pues les
interrumpen, esperan que les lleven y traigan cosas, domi-
nan, presumen, monopolizan el mejor equipo» (Kelly,
1987, p. 12), lo que ha dado lugar a experiencias, realiza-
das especialmente en Gran Bretafa, enlas que las clases
se separan por sexos, de manera que las nifias puedan
desarrollar su interés por las ciencias y las matematicas sin
ser atormentadas por los nifios (aqui esbozamos ya la
segunda pregunta).

Ya citamos también algunas aportaciones referidas al pen-
samiento del profesorado respecto a los roles y este-
reotipos sexuales y su incidencia en la evaluacién de las
matemdticas. Vimos que sin ser conscientes de ello, tien-
den a dar por supuesto unos resultados diferentes en fun-
cién del sexo: esperan que las nifias rindan menos en
matemadticas y reflejan esa expectativa en las evaluaciones
de los trabajos del alumnado.

Pero revisemos a continuacion, para finalizar este primer
apartado, los mds recientes datos empiricos en torno a las



diferencias de rendimiento entre chicos y chicas, extraidos
de un articulo de Hanna (1994) que se plantea abierta-
mente nuestra tercera pregunta: ;deberfan ser ensefiados
los chicos v las chicas de manera diferenciada? Pues bien,
como se puede apreciar analizando los datos recogidos
en el cuadro adjunto, en el que se estudian las aportacio-
nes de tres meta-andlisis y tres informes internacionales,
la tendencia es generalizada: las diferencias entre chicos y
chicas han tendido a disminuir claramente en los Gltimos
afios. De hecho no se puede decir que existan en la edu-
cacién obligatoria, aunque parece ser que persisten a par-
tir del bachillerato.

¢Mejorarian los resultados de las chi-
cas si estudiasen las matematicas
separadas de los chicos?

En primer lugar conviene recordar que, hasta la fecha, los
estudios al respecto se basan en muestras de un tamafio
claramente inferior al de las utilizadas en los estudios que
acabamos de comentar, y en evaluaciones bastante menos
rigurosas que ellas. Y ello no puede ser de otra manera,
puesto que el niimero de escuelas segregadas ha descen-
dido vertiginosamente en los ultimos veinte afios en los
paises donde se han realizado (EE.UU., Gran Bretaha,
Alemania y los paifses nérdicos), por lo que es virtual-
mente imposible contrastar experimentalmente en la
actualidad, con la suficiente fiabilidad y validez, la hip6-
tesis citada. Unicamente el retorno a una situacién ante-
rior, en la que las escuelas mixtas y segregadas tuviesen
porcentajes similares de estudiantes en su seno, permitiria
el andlisis experimental de la tesis que afirma que las
nifias obtendrian resultados superiores si estudiasen sin
ser atormentadas por los nifos.

Aunque en Espafia no se conocen experiencias de segre-
gacién a tiempo parcial, (de nifios a los que se les oferte
actividades de adiestramiento para el rol doméstico, por
poner un ejemplo, y de nifias hacia las tecnologias, por
poner otro), en las investigaciones al respecto que se han
realizado en los pafses mds desarrollados se parte de la
siguiente premisa: dos alumnos y las alumnas se han
encontrado durante su infancia con tantas expectativas y
un tratamiento tan diferentes, que cada uno de ellos nece-
sita encontrar apoyo y reto en cosas muy diferentes. Por
esto es por lo que se necesita una pedagogia segregada»
(Kruse, 1992, p. 76). Segin esta misma autora, la investi-
gacién britdnica y danesa sefiala que en colegios sélo
para nifias, éstas muestran menos actitudes estereotipadas
en cuanto a los roles sexuales, hacen menos elecciones
tradicionales y se comportan profesionalmente mejor que
chicas de un estrato social similar, pero que asisten a
escuelas mixtas. Sobre la base de este tipo de investiga-
ciones, afirma, se estd alcanzando por fin el punto de
reconocimiento de que la coeducacién no favorece a las
nifas en la escuela, por lo que se estd empezando a expe-
rimentar con nuevos tipos de pedagogia feminista y situa-
ciones de aprendizaje basadas en la segregacion de sexos.

...las diferencias
entre chicos y
chicas han
tendido a
disminuir
claramente en los
tltimos anos. De
hecho no se puede
decir que existan
en la educacion
obligatoria,
aunque parece ser
que persisten a
partir del
bachillerato.

Segin sus planteamientos, en una
sociedad basada en la desigualdad de
poder y de status entre los dos sexos, el
hecho -de alternar entre procesos de
ensefianza mMixtos y no mixtos puede
contribuir a la creacién de las condicio-
nes para el cambio. Al mismo tiempo,
esta alternancia puede servir para mati-
zar y enriquecer el conocimiento que
tienen las personas acerca de las condi-
ciones idéneas que pueden hacer surgir
una toma de conciencia, que es un pre-
rrequisito para el cambio. Esta toma de
conciencia debe incluir todas las cosas
que compartimos como seres humanos,
nuestras diferencias individuales y la
forma en que las divisiones sociales,
basadas en aspectos raciales, clasistas o
sexuales, estructuran nuestras experien-
cias y las oportunidades que se nos
presentan en la vida.

Admitiendo que la separacién entre los
sexos puede favorecer en determinados
casos dicha toma de conciencia, y que
incluso podria ser beneficiosa para
abordar temas relacionados con el pro-
pio sexo o las caracteristicas de los
géneros, dado que ello favorecerfa la
expresién mds abierta de las opiniones
al respecto, lo que no queda claro es
que ella deba realizarse en el d4mbito de
la ensefianza de las ciencias y las mate-
midticas. Los, repito, escasos estudios al
respecto (al menos en lo que yo pueda
conocer), estd claro que comprueban
una mejora en los rendimientos escola-
res de las chicas cuando se les segrega,
pero, al haberse realizado en condicio-
nes experimentales muy determinadas,
no pueden por mds que verse afectados
por el efecto «halow. Serfa inverosimil
que un grupo de chicas separadas,
conscientes de la importancia del expe-
rimento en que participan, y ensefiadas
por una enseflante que asume el carac-
ter innovador de dicha experiencia, no
«indiese» considerablemente mejor que
cualquier otro grupo de chicas inmersa
en aulas mixtas.

Por otra parte, y en segundo lugar, se
echa en falta, a mi juicio, el desarrollo
de estudios. que analicen el problema
desde otra perspectiva, buscando otras
causas para el alejamiento y la progre-
siva, aunque relativa, disminucién del
rendimiento de las chicas que no con-
lleven su segregacion en las aulas. Me
refiero a causas que residan en la rela-
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HYDE, FENNEMA Y LAMON (1990} examinaron alrededor de 100 estudios publicados entre 1967 y
1987, que habian utilizado tests estandarizados para medir las diferencias entre los géneros en el ren-
dimiento en mateméticas. Concluyeron que, en la escuela primaria y secundaria obligatoria, no existian
diferencias, pero que en el bachillerato emergian pequefias diferencias favorables a los hombres, aunque
estas diferencias habian disminuido a lo largo de los Gltimos 20 afios. Los investigadores concluyeron que
su meta-andlisis proporcionaba muy poco apoyo a las conclusiones globales de estudios previos, segin
los cuales los chicos superaban a las chicas en su rendimiento matemético.

FRIEDMAN (1989) supervisé 98 estudios realizados entre 1974 y 1987, incluyendo articulos de perié-
dicos, tesis doctorales y evaluaciones realizadas en los EEUU, concluyendo que no podemos decir a un
nivel de confianza del 95% que exista una diferencia de sexo en la poblacién de los EEUU en edad esco-
lar. Su andlisis también mostré que la diferencia de sexo en favor de los hombres esté decreciendo en
cortos periodos de tiempo.

FEINGOLD (1988) ha revisado las investigaciones realizadas los 27 afios previos ||egc|ndo a la conclu-
sién de que, aunque la diferencia en rendimiento en los niveles del bachillerato ha permanecido cons-
tante, las diferencias de género en razonamiento verbal, razonamiento abstracto, relaciones espaciales,
habilidad numérica y ofras éreas del desarrollo cognitivo, han ido disminuyendo marcadamente a lo
largo de dicho periodo.

El Segundo Estudio Internacional de Mateméticas {SIMS), con datos de estudiantes de 13 afios en 20 pai-
ses recogidos en 1980 y 1981, mostré que la diferencia de género no sélo varia ampliamente en los dis-
tintos paises sino que son inferiores a las diferencias entre los propios paises. Como dice Hanna (1989),
en algunos las chicas fueron superiores a los chicos en uno, dos o tres de los cinco subtests, mientras que
en ofros ocurria lo contrario. En 5 de los 20 paises estudiados, no se observaron diferencias de género.

La Primera Evaluacién Internacional del Progreso Educativo (IAEP), realizada en 1988, también concluyé
que no existen marcadas diferencias de género en el rendimiento matemdtico de los y las estudiantes de
13 afios. Lapointe, Mead y Phillips {1989) afirmaron que chicos y chicas respondieron al mismo nivel en
10 de las 12 poblaciones estudiadas. Unicamente en Corea y Espafia los chicos de esa edad lo hicieron
significativamente mejor.

La Segunda IAEP estudié los rendimientos de chicos y chicas de 13 afios en 20 paises y de los de 9en

14 paises. Los resultados indican que hay muy pocas diferencias estadisticamente significativas en el ren-:
dimiento en funcién del género. Ademds, Lapointe, Mead y Askew (1992) afirman que los patrones de

rendimiento para nifios y nifias de 9 afios...no son los mismos de los encontrados a los 13 afios.

Traducido de HANNA ({1994, 310-311)




cion de los alumnos y alumnas con el saber especifico,
con las matemdticas, y con las situaciones didédcticas. Los
estudios que hemos citado en el apartado anterior tienden
a situar el problema en las aptitudes diferentes de partida,
las motivaciones e intereses distintos, los estereotipos asu-
midos por todos, las interacciones entre los ensefantes y
los ensefnados y de estos entre si, o en los medios utiliza-
dos, pero no en los problemas especificos de la comuni-
cacién y transmisién de los conocimientos matematicos
en situaciones didacticas.

De ahi que las alternativas propuestas para las escuelas
mixtas incidan sobre todo en la necesidad de potenciar un
cambio en los intereses y motivaciones de las alumnas
(animéndolas a estudiar matemdticas y ciencias, llevando
a mujeres matematicas a los centros, acercando los enun-
clados de los problemas de matemdticas al mundo tradi-
cionalmente considerado como femenino, el de la econo-
mia doméstica...), de los alumnos (haciendo que vean lo
dominantes que son al revisar los videos de las clases pre-
viamente grabadas), y del profesorado (pidiéndoles que
tomen conciencia del problema e interaccionen mas con
sus alumnas en términos de contenido y no de forma...).
Y es obvio que, al respecto, las escuelas mixtas no han ni
siquiera comenzado a caminar.

Aunque, por otro lado, podiamos preguntarnos por qué
animarlas a que las estudien. jPor qué cambiar los intere-
ses? ¢Es legitimo este voluntarismo? ;No reforzaremos asi
el imperialismo de las matemiticas, que por otro lado no
las necesitan? Pregunta que se une a la mas general de los
movimientos feministas: la del rechazo del modelo mas-
culino... (No serfa mejor hacer caer el idolo que repre-
sentan hoy las matematicas? Después de todo, las chicas
que las estudian lo hacen porque les gusta, mientras que
los chicos se ven forzados a hacerlo para alcanzar un
determinado status social. (No serfa mejor desmitificar su
papel de seleccién?, de alguna manera ;desacralizarlas?

De todas formas, dado que en la propia prictica docente,
la que realiza el profesor o la profesora en su aula, es difi-
cil constatar la realidad de la discriminacién, es mds, se
tiende a negar que exista, parece necesario profundizar
en el estudio de los procesos a través de los cuales la inte-
riorizacién de los estereotipos se traduce y da lugar al
planteamiento de tareas didicticas diferentes en funcién
del sexo, aunque se aborden conjuntamente los mismos
contenidos. Si se entiende que el cambio del pensamien-
to pedagdgico del profesorado se realiza esencialmente
en base al anilisis de la propia prictica no nos debe de
extrafiar que el mero conocimiento de los citados, intere-
santes, aunque poco concluyentes estudios, no sirva, no
sea suficientemente operatorio, para transformar el pen-
samiento y la accién de los profesores y profesoras.

Si recurrimos a la teorfa de las situaciones didacticas,
parece plausible suponer que es precisamente en las
situaciones de validacién (Brousseau, 1986), v no en las
de accién, formulacién e institucionalizacién, donde el
contrato didéctico acentda la participacién de los alumnos
y no tanto el de las alumnas. Tanto por sus actitudes mis
dindmicas y activas en el aula, como por las expectativas

¢No seria mejor
hacer caer el idolo
que representan
hoy las
matemdticas?
[..]
¢INo seria mejor
desmitificar su
papel de
seleccion?, de
alguna manera
Jdesacralizarlas?

de los participantes en el proceso
(nifios, nifias, profesores y profesoras),
en las situaciones de validacién, de
argumentacién, se implican mis a
menudo los nifios que las nifias (en los
andlisis de videos grabados donde se
refleja el desarrollo de tales situaciones
en diferentes aulas se comprueba clara-
mente).Y es a través de esas situaciones
como se puede acceder a un genuino
conocimiento matematico. Por tanto,
mientras no se planteen de manera que
las expectativas de accién de los parti-
cipantes no inhiban la de las nifias, no
las frenen (y ello exige transformar el
medio), se podrd explicar en cierta
medida el progresivo alejamiento de
éstas respecto a dicho conocimiento,
asi como los resultados que indican su
inferior rendimiento en la resolucién de
problemas no rutinarios. En las situa-
ciones de validacién, por otro lado, al
no depender el resultado de la inter-
vencion de la aprobacion del maestro o
maestra sino de la aceptacién por el
grupo de los argumentos, la tendencia
mis generalizada en las nifias a actuar
en funcién de la bisqueda de la apro-
bacién de la autoridad (el maestro o la
maestra) se ve frenada.

Por predominar los procesos de clarifi-
cacién y valoracion en tales situaciones,
y no tanto los de ejecucion, se fomenta
su visién, la de los propios conoci-
mientos, en términos mas abiertos,
relacionales y comprensivos, favorecién-
dose un cambio de actitud ante las
matemadticas producto del propio pro-
ceso de ensefanza, no de los 4nimos
que se les pueden inducir por otros
motivos (segregindolas, por ejemplo).
A su vez, los medios de satisfaccion se
obtienen cuando se comprende, y no
cuando el profesor o la profesora con-
sideran la tarea terminada, o cuando sin
mds se plantea una respuesta, aunque
no tenga sentido, por lo que se incre-
mentan las posibilidades de una impli-
cacién en la tarea, en su comprension,
en la realizacién de una actividad espe-
cificamente matematica.

La escasa utilizacién de este tipo de
situaciones en las aulas, su ausencia en
la educacién infantil y primaria, revier-
te en el mantenimiento de las normas
culturales asumidas por los propios
alumnos y alumnas, normas y éstere-
otipos que podran ir evolucionando y



transformdndose conforme desarrollen

tareas de aprendizaje de las matemati-

cas que pongan de manifiesto la fragili-
dad y futilidad de las mismas. Y sin
probar previamente que en las aulas
mixtas, mediante experiencias de discri-
minacién positiva hacia las chicas, no
se consiguen resultados equiparables a
os obtenidos mediante su segregacion,
smerece la pena intentar esta Gltima?

¢Deberian estudiar los chi-
cos y las chicas en aulas
no mixtas?

Como decfamos al comienzo, esta pre-
gunta no puede contestarse recurriendo
a datos empiricos o experimentales.
Para responderla debemos esclarecer
nuestras visiones sobre la educacion,
sobre la importancia de determinados
contenidos en el curriculum, sobre si es
mas importante la labor de sociali-
zacion que la de aprender significativa-
mente alguna disciplina cientifica o
artistica, etc. Por ello, aunque la res-
puesta a las dos anteriores preguntas
hubiese sido incontestablemente que si
(y, como hemos visto, eso no esti tan
claro), podrfamos y deberfamos seguir
cuestionando esta tercera pregunta.
Desde mi punto de vista, compartido
por Hanna (1994), aquellas personas
que teorizan sobre una via de com-
prender las matematicas especificamen-
te femenina, la mayorfa de ellas femi-
nistas y todas ellas bien intencionadas,
puede que estén haciendo un flaco ser-
vicio a la educacién y al resto de las
mujeres. Al reforzar los puntos de vista
tradicionales sobre las mujeres, supo-
niendo que «alen» mas para las rela-
ciones personales que para relacionar
ideas abstractas, corren el riesgo de
retratar a las mujeres como personas no
validas para las ciencias «duras.. Al
sugerir que las dicotomias entre los
géneros (I6gica versus intuicién, agre-
sién versus sumision, rigor frente a cre-
atividad...), son inherentes a los mis-
mos, corren el riesgo de perpetuar los
estereotipos  socialmente existentes y
legitimar las diferencias entre géneros
en el rendimiento matemdtico, ademas
de proporcionar una fundamentacién
racional a la relativamente escasa parti-
cipacién de las mujeres en los logros
cientificos en general.

...aquellas
personas que
teorizan sobre

una via de

comprender las
matemadticas
especificamente
femenina, la
mayoria de ellas
Jfeministas y todas
ellas bien .
intencionadas,
puede que estén
haciendo un flaco
servicio a la
educacion y al
resto de las
mautjeres

Josetxu Arrieta
Facultad de Ciencias

de la Educacion
de la Universidad de Oviedo

En definitiva, y para concluir por ahora esta modesta y
quizds atrevida incursién en el campo, defenderfamos la
tesis de que la realizacién de situaciones validacién en un
contexto que no inhiba las intervenciones de las nifas,
controlando el medio a-didictico y la relacién de los
alumnos y alumnas con €l, fomentarfa un cambio de acti-
tud ante las matemdticas del sexo femenino e inhibiria la
tendencia a impedir el acceso de las mujeres a la misma
a través de la ensefianza, sin necesidad de recurrir a su
separacién en aulas segregadas.
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En este trabajo analizamos,
mediante el uso de diferentes
representaciones, la
resolucién de algunos
problemas verbales de varias
operaciones que
consideramos limite entre lo
aritmético y lo algebraico,
como los de grifos,
proporcionalidad, méviles y
ofros, con el fin de ver qué
hace a un método de
resolucion ser mas
algebraico
que aritmético.

Sistemas de representaciéon en
la resolucion de problemas
algebraicos

M. Mercedes Palarea Medina

Martin M. Socas Robayna

n la agenda de investigacion sobre la ensefianza y apren-
dizaje del Algebra (Wagner y Kieran, 1989), aparecen
varias preguntas acerca de la naturaleza aritmética o alge-
braica de los problemas verbales. Algunas preguntas en
concreto son las siguientes:

1. 4Qué es un problema verbal algebraico? ;Hay proble-
mas verbales que son intrinsecamente més algebrai-
cos que aritméticos?

2. ¢Qué hace a un método de resolucién ser mas alge-
braico que aritmético? ;Hay jerarquias cognitivas con
respecto a modos de representacién (lenguaje natu-
ral, grafico, numérico, simbdlico, etc., que justifiquen
un andlisis en resolucién de problemas algebraicos?

Contestar a estas preguntas es interesante al menos para
conocer los puntos de corte entre la aritmética y el élge-
bra en el curriculo escolar, prever los obsticulos que pue-
den presentarse en el trinsito de la aritmética al dlgebra,
comprender la naturaleza del proceso de resolucién de
los problemas verbales y desarrollar estrategias de ense-
fianza (Puig y Cerddn, 1991).

Para ello analizaremos mediante el uso de diferentes
representaciones la resolucién de algunos problemas
como los de grifos, proporcionalidad, méviles y otros, con
el fin de ver la posibilidad de encuadrarlos como proble-
mas aritméticos o algebraicos.

Examinemos diferentes representaciones en el siguiente
problema verbal:

Problema 1

Juan es 3 cm mds bajo que Victor, y éste es 8 cm mds alto
que Pedro. Sabiendo que Pedro miide 160 cm, jcudnto
mide Juan?

El problema estd dado en el sistema de representacién
verbal-sintdctico y su comprensién, que parte de una lec-



tura adecuada, exige toda una serie de habilidades lin-
giifsticas, reconocimiento de nombres, adjetivos, verbos,
etc., y permite identificar lo que se sabe y lo que se quie-
re encontrar, y con ciertas dificultades podriamos propi-
ciar un procesamiento verbal-sintdctico que nos permita
su resolucion.

Pedro mide 160 cm.

Victor es 8 cm m4s alto que Pedro. (La palabra «€ste» en
el texto se refiere a Victor).

Por lo tanto, Victor mide 168 cm. (Si Victor es 8 cml mds
alto que Pedro, entonces hay que anadir 8 cm a la altu-
ra de Pedro).

Juan es 3 cm mis bajo que Victor. (Invirtiendo la frase:
Victor es 3 cm mds alto que Juan).

Victor mide 168 cm. (Recordar lo procesado anterior-
mente).

Por lo tanto, Juan mide 165 cm. (Si Juan es 3 cm més bajo
que Victor, entonces hay que quitar 3 cm a la altura de
Victor).

Una persona que sepa dlgebra puede utilizar un sistema

de representacién formal. He aqui una secuencia posible:

7=V -3, Juan es 3 cm mis bajo que Victor
V=P +8, Victor es 8 cm més alto que Pedro
P = 160, Pedro mide 160 ¢cm
J=2 ¢Cuanto mide Juan?

Se ha realizado un proceso de traslacion de un sistema de
representacién a otro, proceso que implica mucho mads
que una simple traduccién. Ahora, el problema estd en
condiciones de poderlo resolver aplicando reglas alge-
braicas.

Todavia existe al menos otro sistema de representacion,
que denominaremos fisico-visual y que contiene diferen-
tes subsistemas de representacién para este sencillo pro-
blema: representacion fisica, iconica, geométrica y diagra-
matica.

Un buen ejemplo de una representacién del problema
mediante diagramas viene dado en la figura 1, basado en
método de anilisis-sintesis (Puig y Cerdén, 1989). El paso
desde la incégnita a través de incognitas auxiliares, hasta
reducir todo a datos del problema, es el anilisis; el cami-
no inverso es la sintesis, es decir efectuar los cdlculos que
aparecen en el diagrama: (8 + 160) - 3.

Una representacién geométrica puede ser dada por la
figura 2.

A partir de esta representacién y mediante el esquema
partes-todo (inclusién de clases y comparacion) asi como
de los sistemas de representacion verbal-sintdctico y arit-
mético, se puede generar un sencillo proceso de solucién:
(figura 3).

J Vv

Figura 2

Observemos que no existe una Corres-
pondencia univoca entre un sistema de
representacién y la estructura del pro-
blema, y que los cuatro sistemas de
representacién son ejecutables, es
decir, se pueden desencadenar en ellos
procedimientos de solucién diferentes,
aunque equivalentes.

Resnick y Ford (1990) sehalan que el
primer paso en cualquier situacion de
resolucién de problemas es elaborar
una representacién del mismo, enten-
diendo por tal elaboracién, el proceso
que establece vinculos entre el plantea-
miento del problema y la red semantica
de la persona, su conocimiento general
acerca de las relaciones matemdticas y
espaciales, y su conocimiento de los
procedimientos, con el fin de detectar
las caracteristicas del problema y codi-
ficarlas para poderlas interpretar por el
sistema de procesamiento de la infor-
macioén.

Cuando se ha elaborado una represen-

tacién del problema, la probabilidad de

que se lleve a cabo una solucion
8 correcta va a depender de que el reso-
lutor posea en la memoria un conjunto
adecuado de procedimientos que se
ajusten al problema, tal como se pre-
senta.

160

Sabemos que la resolucién de proble-
mas es una actividad dirigida a una
meta y los estudiantes necesitan apren-
der acciones especificas de resolucién
de problemas relacionadas con las
metas y, a veces, la falta de una buena
representacion del problema constituye
la dificultad central para muchos estu-

diantes incompetentes en algebra.

8 Pedro mide 160 cm
Victor mide 160 + 8 cm
160 Juan mide 160 + 8 =3 cm
J \' P
Figura 3




. ]a representacion tiene un cardcter
- gemantico, pues afecta al plano del
contenido, y no debe limitarse el pro-
ceso de traducir problemas verbales de
4lgebra, a la simple traduccién de un
lenguaje a otro. La traduccién va mas
alld, se trata de la elaboracién de una
representacién en el sistema de repre-
sentacion elegido.

Es necesario considerar con el auxilio
de papel v ldpiz los tres sistemas de
representacion posibles en matemati-
cas: el lingtistico, el fisico-visual y el
algebraico. Cada uno de ellos puede
hacer entrar en juego diferentes repre-
sentaciones mentales de los objetos o
estructuras considerados. Tampoco se
debe olvidar los dos sistemas de repre-
sentacién que pertenecen al mundo de
las representaciones mentales: la heu-
ristica y las creencias (Goldin, 1987). O
como sefiala Kaput (1989) las matema-
ticas son, entre otras cosas, una colec-
cién de lenguajes y éstos tienen un
doble papel: son instrumentos de
comunicacién e instrumentos de pensa-
miento. Sus puntos de partida son:

a) la nocién de representacién mental
como el medio por el cual un indi-
viduo organiza y maneja el flujo de
su experiencia,

b) la nocién de sistema de representa-
cién o sistema simbélico como un
artefacto linglifstico o cultural,
materialmente realizable.

Los sistemas de representacién, cuando
se aprenden, son usados por los indivi-
duos para estructurar la creacién y ela-
boracién de sus representaciones men-
tales.

Sin embargo, en la practica hay que
reconocer que se ha potenciado mis
una enseflanza sintictica del dlgebra
que una ensefianza semdntica, como
consecuencia de dificultades inheren-
tes en el trato con los simbolos forma-
les del dlgebra, que son muy concisos
y de sintaxis implicita, y de la ausen-
cia de representaciones que puedan
proveer informacién de retroalimenta-
cién.

Consideremos el siguiente problema:

Problema 2

Un grifo tarda en llenar un depdsito 2 horas. Otro grifo
llena el mismo depésito en 3 horas. ;Cudnto tardan los dos
Juntos en llenar el depdsito?

Ahora, este problema verbal tiene mayores dificultades
para desencadenar un procesamiento verbal-sintdctico
que nos permita su resolucion.

Una representacién mediante diagramas basada en una
generalizacién del método andlisis-sintesis, es decir, tra-
tando lo conocido y lo desconocido de la misma forma es:

Parte del depdsito en 1 hora 1
con los dos grifos

. +

Parte del depdsito en 1 hora Parte del depdsito en 1 hora
con el primer grifo con el segundo grifo

2V 3

Figura 4

El método se muestra aparentemente algebraico con la
presencia de una nueva incégnita que en el diagrama la
consideramos como un dato til para establecer, en la sin-
tesis, la relacion definitiva que nos permite obtener el
resultado.

Una persona que sepa dlgebra podrfa, utilizando el siste-
ma de representacién formal, escribir: V = (V/2 + V/3) t
o, simplemente, 1/2 + 1/3 = 1/t.

Desencadenar, en ambos casos, un proceso de solucion
requiere necesariamente aplicar reglas algebraicas. No
ocurria asi en el problema 1.

Una representacién geométrica sencilla puede ser dada
por la siguiente figura:

2h 3h

Figura 5

Y



¢:Se podria desencadenar un proceso de solucién, a pattir
de esta representacién? Obviamente, si, teniendo en cuen-
ta algunos esquemas como la relacién partes-todo, reduc-
ci6én a la unidad y equivalencia, asi como a los sistemas
de representacién verbal-sintactico y aritmético.

2/6 ’ '1/3
3/6 1/2
Figura 6
172 v 1/3

son equivalentes a
36y 2/6

Luego llenan 5/6 del depé6sito en 1 hora y el 1/6 restan-
te lo llenan en 1/5 h.

No hemos tenido que recurrir en todo el proceso de reso-

Reduccién a la unidad o escala del 25 %.
Resultado: Pedro tiene 9.000 pesetas.

El sistema de representacién formal nos
conduce a dos tipos de razonamiento
en la proporcién (comparacién por
cociente), el razonamiento horizontal
(llamado método de la ecuacién) y el
razonamiento vertical (llamado método
proporcional), formuladas respectiva-
mente como:

X = 75% de 12.000 o
75/100 = x/12.000

Problema 4

Antes de recibir la paga semanal Victor
tenia 12.000 pesetas. Después de la
paga semanal tiene 13.800 pesetas.
sCudl es el porcentaje de aumento?

Representacion Solucién
lucién a ninguna regla algebraica.
13.800 pts. 13.800 pts.
En la resolucién de problemas, como heIr}os indicado, un 100% 12.000 pts. 100% 12.000 pts.
primer paso es elaborar una representacién del problema
que tiene un cardcter marcadamente semdntico, sin
embargo esta fase en los problemas verbales algebraicos 50% — 6.000 pts.
se ha entendido como una traduccién del sistema de 5
representacién linglifstico al sistema de representacién 10% = 1.200 pts.
formal que, generalmente, se concreta en una ecuacion, 0%
cuyo contenido semdntico, por la propia dificultad de los )
simbolos formales, es escaso, olvidindose del sistema de Figura 8
representacién fisico-visual como un sistema de repre-
sentacion til en la elaboracién de representaciones del Reduccién a la unidad o escala del 10%.
problema. Resultado: El porcentaje de aumento es
15%.
Problema 3 Razonamiento horizontal:
Andprés tiene 12.000 pesetas y Pedro el 75% del dinero de x% de 12.000 = 13.800
Andpreés. ;Cudnto dinero tiene Pedro? . ,
Razonamiento vertical:
x/100 = 13.800/12.000
Resultado: 115% - 100%.
Representacion Solucién Una representaciéon de los problemas 3
100% 12.000 pts. 100% 12.000 pts. . 4 PO, .
y 4 mediante el método andlisis-sintesis
0, O,
75% — 75% 9.000 pts. nos llevarfa a interpretar estos proble-
50% | — —| 6.000 pts. mas como aritméticos, donde lo conoci-
o5% | —| 3.000 pts. do y desconocido puede ser tratado de
formas diferentes.
P A Los métodos de la proporcién y de
reduccién a la unidad se pueden con-
Figura 7 cretar en: el método de la proporcién




supone plantear una proporcién en cuyo
primer miembro figuran las dos cantida-

des conocidas de una magnitud, expre-
sando que su razén es igual a la razén
directa o inversa de la cantidad conocida
y de la desconocida de la otra magnitud.
Finalmente consiste en trasladar la infor-
macién a expresiones del tipo:

a/b =x/d

Reduccién a la unidad supone calcular
el valor de la segunda magnitud que
corresponde a la unidad de la primera,
y entonces el valor que corresponde a
n, segin que la proporcionalidad sea
directa o inversa.

Formalmente consiste en trasladar la
informacién a una expresién del tipo:
m = a ' n, para las magnitudes directa-
mente proporcionales o m * n = a, para
las magnitudes inversamente propor-
cionales.

Veamos el caso de reduccién a la uni-
dad, para situaciones de proporcionali-
dad inversa, en el siguiente problema.

Problema 5

20 obreros hacen una obra en 6 dias,
Jeudntos dias tardardn en bacer la
obra 15 obreros?

Se origina con relacién al producto de
las dos magnitudes (figura 9):

1/20:6, parte de la obra, por obrero y dia.

El resultado estd asociado a un proceso
de recuento hasta llegar a la unidad.

8
By .+ L
20 2

Un ejemplo interesante de problemas
que parece sefialar el transito de la arit-
mética al dlgebra lo constituye los pro-
blemas de «moviles».

Problema 6

Un automévil parte del punto A con
velocidad uniforme de 40 km/b bacia
otro punto B. Dos horas después sale de
A bacia B otro automovil con velocidad

Representacion

20
15

20
15

Solucién

Figura @

@«

uniforme de 60 km/b. Digase cudnio tiempo tardardn en
encontrarse.

Una versién de este problema es utilizada en Puig y
Cerdan (1991) como un posible ejemplo de problema de
varias operaciones combinadas que debe situarse en el
terreno de dlgebra, y lo relacionan con los trabajos de
Filloy y Rojano (1985) que han determinado en el terreno
de la resolucién de ecuaciones un corte entre la aritméti-
ca y el dlgebra en el momento en que es necesario ope-
rar con la incégnita para resolver la ecuacién.

Al aplicar al problema 6 el método de anilisis-sintesis,
para llegar desde los datos a la incégnita, es necesario
considerar tanto a datos como incdgnitas como si fueran
datos, es decir, es necesario operar formalmente con ellos.
El examen de las relaciones que se obtienen no ha de
comenzar necesariamente en la incégnita y terminar en su
reduccion a los datos. Lo que se hace es buscar una can-
tidad, que no tiene por qué coincidir con la incdgnita del
problema y que pueda expresarse de dos maneras distin-
tas (método cartesiano).

Una representacién mediante diagrama, utilizando el
método de andlisis-sintesis es:

tiempo primero >
distancia 40
X
t 60
Figura 10

En la Aritmética de Treviso aparece enunciada la regla
para resolver problemas de dos objetos que se persiguen
y después se alcanzan (Paradés y Malet, 1989,
pp.112-114), dando como ejemplo:

cual la persi-
mientras
u4ntos pasos

«Una liebre se halla delante de un pett
gue; se encuentra 150 pasos por dela
la liebre da 6 pasos, el perro da 1
habra dado el perro cuando

La diferencia entre 6 y 10

la regla, 150 x 2 = 1500 [

dado el perro cuando haya atr

blema G pue-

Este tipo-de problemas y n
den ser traducidos; )



expresioén aritmética, mediante el método de analisis-
sintesis.

Tiempo de alcanzar

Ventaja

Lo que
recupera
por unidad
de tiempo

Velocidad Velocidad
del mas del mas
lento réapido

Tiempo
de adelanto

(2 x 40) : (60 — 40)

Velocidad del
mas lento

Figura 11

Sin embargo, argumentan que las incégnitas auxiliares
necesarias para que el proceso de traduccién pueda ser
aritmético son mads dificiles de establecer que las que apa-
recieron en el andlisis algebraico, y afaden que el anili-
sis algebraico puede calificarse de andlisis natural y éste,
de complejo, refinado o sutil; concluyen, que este pro-
blema se ve abocado al dlgebra por la via del andlisis
natural, pero «admites un proceso de traduccién, mds
sutil, cuya estructura es aritmética.

Nuestra experiencia con alumnos de bachillerato y uni-
versitarios (Escuela Universitaria de Formacién del
Profesorado y Facultad de Matematicas de La Laguna) se
ha realizado con una versién del problema en términos
de dinero.

En él se prohibe expresamente, su resolucién en térmi-
nos algebraicos.

Problema 7

Juan encontrd trabajo y gana 30.000 peselas semandles.
Seis semanas mds tarde Pedro encontré trabajo y gana
45.000 pesetas a la semana. ;Cudntas semands lardard
Pedro en obtener unos ingresos idénticos a los de Juan?

Aparece con cierta facilidad la resolucion aritmética
mediante comparacién por diferencias y otra por cocien-
te con la ventaja obtenida que responde al diagrama arit-
mético del método anilisis-sintesis.

En el sistema de representacién visual-geométrico que
hemos venido utilizando nos llevaria a la figura 12.

Resolucion

40 km/h
2 x 40 km

60 km/h

A

Solucién

80 km

| 60— 40 = 20

Resultado
80:20 = 4h

Figura 12

O, también, a la representacién alge-
braica
2-40+40t=060t

Parece claro que no tenemos elementos
suficientes para clasificar un problema
verbal en aritmético o algebraico.
Vemos como el proceso de traslacion
puede realizarse mediante varios siste-
mas de representacién (formal, vi-
sual-geométrico, diagramas, etc.), que
siendo cualitativamente distintos con-
ducen a expresiones equivalentes.
Determinar, entonces, entre los proble-
mas verbales de varias operaciones que
consideramos limite entre lo aritmético
o algebraico, cudl tiene una estructura
mids aritmética que algebraica, o al
revés, depende de los sistemas de
representacién elegidos que provocan
en el resolutor un tipo de imagen men-
tal que desencadena la necesidad de un
pensamiento aritmético o algebraico
para su solucién.

El sistema de representacién de imdge-
nes (fisico-visual) aporta elementos de
anilisis en la resolucién de problemas,
permitiendo en muchos casos una
representacion y solucién del mismo.
Este sistema de representacién necesita
de una mayor presencia en el sistema
educativo, organizado y sistematizado
como subsistemas de representacion
locales que permitan ensefiarlos con
cardcter auténomo, es decir, como
autosuficientes.

El que hemos venido mostrando en
estos problemas como un sistema de
representacién  visual  geométrico
(SRV.G) es un sistema mixto que
combina el esquema de relacién par-
tes-todo y sus relaciones posibles: com-
binar, cambiar, comparar e igualar, con
el sistema decimal, mediante una repre-
sentacién bidimensional continua (rec-
tangulos) que facilita el paso a los
esquemas aditivo, multiplicativo y pro-
porcional.
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Las matematicas
en la educacion de adultos

Faraon Lloréns Largo

La EPA (Educacién
Permanente de Adultos) es
una gran desconocida.
Aprovechando que en la
Comunidad Valenciana «esta
de moda» (se acaba de
aprobar la Ley de Formacién
de Personas Adultas) quisiera
hacer una reflexién sobre las
matematicas en este nivel
educativo. Al mismo fiempo
deseo expresar lo que siento
como profesor de
matematicas. Quisiera
transmitir mi pasién por las
matemdticas, realmente
pienso que son fascinantes;
me permiten resolver
problemas, vencer
dificultades, realizar
deducciones detectivescas,
manipular cifras, realizar
medidas, calcular superficies
y volimenes... y, por qué no,
evitar que me engafien en la
compra. En verdad no
comprendo ese odio
intrinseco de la mayoria
hacia las matemdticas. 3Serd
culpa del sistema educativo?
sTendrd la culpa la propia
asignatura? 30 quizas sea
por los alumnos? 3Tal vez
sean culpables los
profesores?

uando hablando de manera informal con la gente me pre-
guntan cuil es mi trabajo y les contesto que soy profesor
de matemdticas, a muchos de ellos o ellas les cambia la
cara, y durante unos segundos me odian al recordar su
experiencia en las clases de matemdticas y me ven como
al monstruo que atormenta a los inocentes alumnos. Al
continuar charlando y, posiblemente, contagiados por mi
entusiasmo y pasion por ella, bajan la guardia. Esta viven-
cia, repetida en multiples ocasiones, ha determinado la
distribucién de la presente «ovela» en cuatro apartados
que he llamado: el escenario del crimen, la victima ino-
cente, el arma utilizada y el asesino reincidente.

El escenario del crimen

Quisiera aprovechar que recientemente se ha aprobado
en la Comunidad Valenciana la Ley de Formacion de las
Personas Adultas, para reflexionar en voz alta sobre la
ensefianza de las matemiticas en este nivel educativo.

Las siglas EPA quieren decir Educacion Permanente de

Adultos, o como también se le llama, Ecucacion de Personas

Adultas para evitar el sexismo en el lenguaje con la palabra

«adultoss, aunque a mi personalmente la palabra que me

molesta es la de «educaciény, ya que me siento ridiculo inten-

tando educar a personas <hechas y derechas» (incluso algu-

nas de ellas podran ser unos padres). Lo que estd en mis

manos es la formacion o instruccion en alguna materia con-

creta (en este caso matemiticas), o el fomentar determinadas

actitudes ante la vida Gmenudos rollos morales les «pegon).

Pero, el término educar en relacién a un adulto me parece

inadecuado. Sin embargo, jesa es otra historia!

Como decfa, la EPA siempre ha sido la «cenic‘ienta»‘(pqr'

no decir algo peor) del sistema educativo. Ha estado
abandonada y su supervivencia (en algunos lugares su




existencia) ha dependido de que los que «mandan» estu-
vieran en ese momento por la labor. Baste tan sélo darse
una vuelta por las instalaciones de los centros existentes,
ver los recursos disponibles y las dotaciones materiales y
de personal. Ademds es una gran desconocida; pocos
conocen su existencia y otros realmente no saben lo que
es. Que levanten la mano los que-hayan oido hablar de la
EPA alguna vez. Ya podéis bajar la mano; como habréis
comprobado muy pocos. {Pero esa es otra historial

La EPA estd organizada por ciclos:

1¢" ciclo: Alfabetizacion y Neolectores
2.° ciclo: Educacién Base
3¢ ciclo: Graduado Escolar

Ademds estan las actividades no regladas: los curso de
valenciano (en la Comunidad Valenciana), la preparacién de
las pruebas de madurez para el titulo de FP1, cursos de
Postgraduado,... También tenemos una oferta de talleres:
pintura, cerdmica, tapices, reciclaje,... Se organizan charlas,
conferencias, visitas culturales, incluso viajes. En fin, consi-
dero tan importante nuestra labor educativa y de formacion,
como la labor social que desarrollamos. Hay que descartar
para siempre la idea de que los centros de EPA es donde
acuden a sacarse el graduado los «burros» (concepto que no
comparto en absoluto; sus razones tendrdn para no finalizar
con éxito sus estudios). jPero esa es otra historja!

Siguiendo con lo nuestro, lo que querria contaros, tras diez
afios impartiendo clases en distintos centros de EPA de la
zona, es como pienso que debe ser la ensefanza de las
matemiticas en este tipo de centros y, mis concretamente,
en el nivel de Graduado (el que sirve, de momento, para la
obtencién del titulo de Graduado Escolar), que aunque con
la reforma cambie de nombre deberdn seguir existiendo gru-
pos de nivel equivalente. Por otro lado, esto son reflexiones
generales, v por tanto, se pueden aplicar a cualquier ciclo de
la Educacién de Adultos (incluso a cualquier asignatura).

La victima inocente

Por si alguien no lo sabe, diré que a los centros de EPA
acuden las personas mayores de 16 y menores de 123
afios (aunque estamos pensando en aumentar la edad
tope para que ninglin interesado pueda quedar fuera) que
quieren completar o iniciar su formacion. ’

Empezaré por las caracteristicas del alumnado asistente al

grupo de Graduado. Lo primero que quisiera destacar es

la heterogeneidad del grupo. A nuestras clases asisten, en

un mismo grupo, alumnos con diferentes caracteristicas:

e Jévenes de 16 y 17 afios que vienen directamente de la
escuela, y que no obtuvieron el titulo en ella.

e Personas que en su momento no obtuvieron la titula-
cién, y ahora se han dado cuenta que lo necesitan y
asisten voluntariamente a la escuela.

[La EPA] es una
gran desconocidda;
pocos conocen su

existencia y otros
realmente no
saben lo que es.

1 Cultura es lo que queda des-
pués de haber olvidado lo que
se aprendié.

s Personas que ven peligrar su pues-
to de trabajo o que ven muy inesta-
ble el mercado laboral y quieren
adquirir una mayor preparacion.

e Padres y madres que observan como
sus hijos van creciendo y les plantean
preguntas y solicitan su ayuda para
resolver los «deberes» escolares y
quieren prepararse para ello.

e Personas que por puro placer acu-
den para aprender.

e Otras como terapia para salir de casa;
y asf un montén de casos particulares.

Esta heterogeneidad presenta dos caras:
la positiva, ya que la diversidad de gen-
tes y personalidades hace que se enri-
quezca el proceso de ensefianza-apren-
dizaje; la negativa, el no saber por
donde «entrarles», ya que lo que va bien
para unos, aburre a los otros, para unos
corres mucho mientras que para Otros
vas muy lento,...

Veamos cudles son las caracteristicas psi-
colégicas generales de una persona adul-
ta. Estas nos servirdn para conocer mejor
el comportamiento del adulto durante el
aprendizaje y no caer en el error de utili-
zar pardmetros de comportamiento pro-
pios de la infancia y los jévenes (error
muy comiin ya que los contenidos son de
niveles tradicionalmente enfocados al
mundo infantil; tampoco olvidemos que
nosotros mismos somos profesores de
EGB v recibimos en su momento una pre-
paracién especifica para ensefar a los
nifios). Podrfamos destacar:
o Dificultad en asimilar conceptos abs-
tractos.
e Le cuesta cambiar lo que ya tiene
aprendido, aunque sea erréneo.
e Tiene menos capacidad memoristica.

Analizandolas, nos daremos cuenta de
que la comprension debe ser la prota-
gonista del proceso educativo. La
memorizacién deberemos reducirla al
minimo!. Los problemas deben plantear
situaciones reales y cercanas al adulto.
Y, si queremos modificar «icios» adqui-
ridos, deberan darse cuenta de su error,
comprendiendo y asumiendo el nuevo
camino que le mostramos.

Debemos puntualizar también que gran
parte del alumnado de estos centros



estd formado por mujeres. Hay que
tener en cuenta que, en general, las
mujeres no han tenido la misma moti-
vacién social ni el mismo trato que los
hombres al trabajar las matematicas.
Esta es una carencia que ellas arrastran
y que nosotros estamos en la obliga-
cién de subsanar. Descartemos para
siempre la idea de que las mujeres son
de detras» v los hombres de «ciencias».
iPero esa es ofra historial

El arma utilizada

Atn no comprendo como el primer dia
de mi primera clase de matematicas en
un centro de adultos no me quedé solo
en clase. Supongo que si no se fueron
serfa por respeto; jpero no entiendo
como fueron capaces de volver al dia
siguiente! 4Que por qué digo esto? Pues
porque el temario que me proponia dar
durante el curso era de pelicula de
terror, con nombres tan «ugerentes
como sustraccion de niimeros enteros,
producto de potencias de la misma base,
criterios de divisibilidad, potenciacion y
radicacion de ntimeros fraccionarlos,
polinomios bomogéneos, suma algebrai-
ca de polinomios, resolucion analitica
de ecuaciones de primer grado por el
método de sustitucién, teorema de
Pitdgoras aplicado a figuras planas,. ..

Quizis se piense que los titulos que
acabo de poner son normales, y que no
deben asustar, Yo invito a que se los pro-
ponga a una persona que abandoné hace
tiempo el sistema educativo tras un fraca-
so escolar (no olvidemos que nuestros
alumnos no tienen el titulo), y que, timi-
damente, se acerca al centro de adultos.

Con ello no quiero decir que estos con-
tenidos no se vean en las clases de
matemdticas, sino que no se deben
plantear con estos titulos y desde el
principio. Deben surgir poco a poco: al
enfrentarse el adulto a la resolucién de
un problema, surgird del mismo alum-
no la forma de atacarlo, y el profesor
debe ser un espectador que debe ir
aportando pistas cuando vea que el
alumno se bloquea (aunque estar atas-

... Uestros
alummnos y
alumnas, al
[finalizar su paso
por el centro de
EPA no van a
continuar grandes
estudios, 1i
necesitaran las
matemadaticas como
bherramienta para
resolver
complicados
problemas. ..

2 Martin GARDNER, Carnaval
Matemdtico, Alianza Editorial
(Libro de Bolsillo 778), 1987.

3 Os recomiendo que ledis y fen-
gdis en la biblioteca del centro
los libros de este cientifico y
matemdtico, muchas de ellas
sacadas de una seccién que
escribia en Scientific American
y publicadas en libros de bol-
sillo de Alianza Editorial:
Nuevos pasatiempos matemd-
ticos (LB 391), Circo matemati-
co (LB 937), Festival légico-
matemdtico (LB 1023), Méqui-
nas y diagramas légicos (LB
1091) y Orden y sorpresa (LB

1255).

cado en un problema es una situacién muy digna y de la
que se aprende mucho; no es una pérdida de tiempo.
iPero esa es otra historial).

Las matemdticas pueden llegar a ser fascinantes, No lo serdn
si nos empefiamos en dar a nuestros alumnos teoremas, lar-
gas demostraciones, reglas y grandes formalismos. Pero, en
cambio, si le animamos a resolver problemas cercanos a él
o ella, le proponemos juegos, adivinanzas y le retamos a
descubrir e investigar, puede que cambien la opinién que
tienen de los matemdticos (debemos ser, «matemagicos»).
Mejor ain si todo ello lo aderezamos con un poco de
humor, jque falta hace en nuestra sociedad actuall

Como dice Martin Gardner? win profesor de matematicas,
por grande que sea su amor por Ja materia y fuerte su
deseo de comunicacion, se enfrenta de modo permanente
con una dificultad agobiante: ;Cémo mantener despiertos a,
sus alumnos?». El mismo autor propone una solucién:
sSiempre he crefdo que el mejor camino para hacer las
matemiticas interesantes a alumnos y profanos es acercar-
se en son de juego. [...] El mejor método para mantener
despierto a un estudiante es seguramente proponerle un
juego matemdtico intrigante, un pasatiempo, un truco magi-
co, una chanza, una paradoja, un modelo, un trabalenguas
o cualquiera de esas mil cosas que los profesores aburridos
suelen rehuir porque piensan que son frivolidades»*. Como
sigue diciendo, lo que debemos es encontrar el equilibrio
entre el juego y la seriedad de forma que podamos atrapar
al alumno: el juego hard que el alumno y la alumna estén
interesados en la actividad y sigan hablando de ella al salir
de clase; la seriedad convertira las clases en algo Gtil y pro-
vechoso (y justificard su inclusién en el curriculum, si es
que no esta ya suficientemente justificada).

Seamos realistas, nuestros alumnos y alumnas, al finalizar
su paso por el centro de EPA no van a continuar grandes
estudios, ni necesitardn las matemadticas como herramienta
para resolver complicados problemas que se le plantean en
su vida. Sélo persigo un objetivo al empezar las clases en
un grupo nuevo cada mes de septiembre: que legado el
mes de junio, la mayoria de mis alumnos y alumnds opinen
que las matemdticas no son tan aburridas, y que les gustan
y las comprenden mejor que antes. ;JDe qué nos servird
que durante esos nueve meses (qué casualidad, lo
mismo que dura un embarazo) la persona adulta haya
mecanizado complicados memorizado
importantes férmulas y aplicado grandes métodos, si al
finalizar las clases retira por completo de su mesa de tra-
bajo los cuadernos, los esconde en alguna estanterfa (en
el mejor de los casos, porque la mayoria acabarin en la
basura) y no vuelve a utilizarlos nunca? En cambio, si le

algoritmos,

inculcamos el gusanillo de la resolucién de acertijos (los
problemas se pueden considerar como acertijos que
debemos solucionar) y se aficiona a los juegos, a las sec-
ciones de entretenimiento de las revistas, y en fin, a poner



a trabajar a sus neuronas, puede que cuando dejen de

asistir a las clases continden con ello,

Pensad un poco en lo dicho. El objetivo propuesto no es
tan trivial como pueda parecer. Llegar a alcanzarlo impli-
ca muchas aptitudes y actitudes.

El alumno adulto tiene dificultades ante problemas con
enunciado. Conocen perfectamente los algoritmos para
realizar las operaciones, pero no saben distinguir cudndo
utilizar cada una de ellas®. Paradéjicamente, en la vida
diaria los problemas le aparecerdn como situaciones,
nunca como expresiones matemdticas que hay que resol-
ver. ;De qué le sirve saber realizar perfectamente grandes
divisiones si no comprende cuando debe dividir? Es mis,
no olvidemos que existen las calculadoras que pueden
ayudamos en nuestros cilculos; pero que no nos pueden
decir qué operaciones debemos realizar para resolver un
problema. Dejemos que las maquinas trabajen y dedi-
quémonos a pensar. {Pero esa es otra historia!

El asesino reincidente

Una vez lef una frase que me gusté mucho y que ahord
transcribo: «el mejor maestro no es el que mas ensefia,
sino el que mejor hace aprenders.

El profesor de un centro de adultos debe ceder el papel
protagonista al alumnado. Esto que deberia darse en
todos los niveles educativos, tiene mayor razén de ser
cuando tratamos con adultos.

Me parece un verdadero derroche no aprovechar la expe-
riencia que tienen los adultos. A diferencia de los nifios,
que son un libro en blanco donde escribir, los adultos apor-
tan toda una serie de preconceptos, con sus ventajas y sus
inconvenientes. Debemos, pues, partir de lo que ya cono-
cen y afianzatlos, y reconvertir los conocimientos erréneos.

Deberemos utilizar un lenguaje comprensible por ellos.
:De qué nos sirve decir cosas importantes si no se ente-
ran? Si utilizamos términos rebuscados nos admirardn
(4Cudnto sabe este profesor!, pero yo no me he enterado
de nada»); si utilizamos palabras sencillas nos compren-
derdn. Yo personalmente prefiero que me comprendan a
que me admiren. Mi trabajo es ensefiar, no impresionar a
nadie. jPero eso es otra historia!

El tiempo es limitado (como ya he dicho, un embarazo,
incluido los dolores del parto cuando se hacen los exdme-
nes y se entregan las notas, pero sin la alegria del bebé). No
deberemos intentar atiborrarlos de conocimientos. Por
muchos conceptos que les ensefiemos, siempre se nos que-
dari alguno por dar. El alumno debe venir a nuestro centro
a Aprender a aprender. De esta manera, finalizada su «esco-
larizacién» serd capaz de continuar su formacién permanen-
te. Somos seres inacabados, como dice Paolo Freire y, por

4 En relacién al analfabetismo
matematico es muy interesante
el ensayo El hombre anuméri-
co de John Allen Paulos, edita-
do por Tusquets en 1990.

5 El libro de la naturaleza esta
escrito en lenguaje matematico.

6 Lla LOGSE, como respuesta a
las necesidades educativas de
la sociedad espafiola, dedica
el Titulo Il a la Educacién de
las Personas Adultas. La Gene-
ralitat Valenciana acaba de
aprobar la Ley de Formacién
de las Personas Adultas.

Faraén Lloréns
Centro de EPA Beniassent
Alcoy (Alicante).

tanto estamos toda la vida adquiriendo
nuevos conocimientos. Pero debemos
estar preparados para ello, abiertos a la
adquisicién de nuevos conceptos.

El filésofo austriaco L. Wittgenstein
decia que podria escribirse una obra
filoséfica buena y seria compuesta
enteramente por chistes, ya que si se
entiende la gracia, se comprenderi el
argumento implicito en él. Yo adapta-
ria este pensamiento diciendo que se
puede dar un curso de matemadticas
compuesto enteramente por juegos y
adivinanzas; si se encuentran las solu-
ciones de los acertijos y se estudian las
estrategias que nos permitan ganar el
juego, se habrin adquirido gran canti-
dad de conocimientos matematicos.

Las matemiticas no sélo se aprenden
con ldpiz y papel, no son sélo concep-
tos abstractos, ni grandes expresiones.
Las matematicas se pueden «ocat», y nos
las encontramos continuamente en la
vida diaria®. Aprovechémoslo y acerque-
mos a nuestros alumnos a esta visién del
mundo. Si la comprenden, la asimilardn.
Si se la imponemos, la odiaran.

Resolucion del caso

El escenario del crimen debe ser mejo-
rado por la Administracién® (jeso espe-
ro!). La victima inocente, no es tan ino-
cente; aprovechemos su experiencia y
convirtdmosla en el centro del proceso
de enseflanza-aprendizaje. El arma uti-
lizada tiene doble filo: no nos empefie-
mos en cortar por la parte frfa, abstrac-
ta e inaccesible de las matemaiticas; uti-
licemos la otra mas agradable, intere-
sante e igualmente Wtil. Por ultimo,
;deberemos encarcelar al asesino rein-
cidente? De momento no, démosle otra
oportunidad. No debemos cruzarnos de
brazos pensando que las matemdticas
son «el coco» y no se puede hacer nada.
Queda todo por hacer, el verdadero cri-
men serfa desperdiciar todo el poten-
cial de las personas que se acercan a
nuestros centros timida y temerosamen-
te, pero de manera voluntaria y con
muchas ganas de aprender.




Tratamiento del conocimiento
probabilistico en los proyectos
y materiales curriculares

J. M® Cardenoso

P. Azcarate

En este arficulo se analizan
los diferentes proyectos y
propuestas curriculares
relacionadas con el
tratamiento del conocimiento
estocatico, los contenidos
que recogen y las
orientaciones que sugieren
para su frafamiento en el
aula centradas la mayoria de
ellas en un estudio
frecuencialista del fenémeno
aleatorio.

n los tltimos afos ha habido intensos debates sobre la
idoneidad de la introduccién de la probabilidad y la esta-
distica en la escuela y en relacién al momento oportuno
para tal introduccién. A partir de las investigaciones y dis-
cusiones realizadas, numerosos argumentos se han ido
consolidando a favor de dicha inclusién, entre los que
cabe destacar:

e Su interés para la resolucién de problemas relacionados
con el mundo real y con otras materias del curriculo.
Su influencia en la toma de decisiones de las personas
cuando disponen sélo de datos afectados de incerti-
dumbre.

Su dominio facilita el andlisis critico de la informacién
recibida a través, por ejemplo, de los medios de comu-
nicacién.

Su comprensién proporciona una filosoffa del azar de
gran repercusién para la comprensiéon del mundo
actual.

El ritmo del cambio en la sociedad actual es cada vez mis
acelerado, lo que supone la necesidad de una formacién
que proporcione al ciudadano recursos para toda la vida,
que le permitan enfrentarse y comprender la complejidad
de la sociedad en la que estd inmerso. El estudio de la
probabilidad proporciona una informacién valida para
enfrentarse con los problemas cotidianos y permite un
acercamiento diferente a dichos problemas, una forma
distinta de analizarlos, facilitando a los estudiantes la
exploracién de sucesos y situaciones que son relevantes
en su vida diaria.

El reconocimiento de su valor educativo ha llevado a
incluir paulatinamente el conocimiento estocistico tanto
en los andlisis y reflexiones mas generales sobre el curri-
culo matematico obligatorio, como en los curriculos esco-
lares concretos de cada pais.



Propuestas curriculares globales

Un claro reflejo de la importancia adquirida por la educa-
cién estocdstica en los dltimos aflos y de su reconoci-
miento como parte integrante de la cultura matematica de
los individuos es su inclusién en las propuestas de carac-
ter general sobre la educacién matematica.

— Un ejemplo son los Estdndares Curriculares y de
Evaluacion para la Educacion Matemdtica, publicados
en 1989 por la NCTM. En ellos se recogen los informes
y reflexiones de un gran ndmero de profesionales de la
educacién matemitica y se formula lo que se conside-
ra como contenido bdsico del curriculo escolar mate-
matico, tanto en su contenido como en la orientacién
de su ensefianza, en respuesta a las demandas de la
sociedad sobre la necesidad de cambio de las matema-
ticas escolares. Entre sus introducciones novedosas,
encontramos la sugerencia del tratamiento del conoci-
miento estocéstico a lo largo de todos los afos de esco-
laridad.

La justificacién de su inclusién se apoya en la conside-
racién de que, para ser un ciudadano integrado en la
sociedad actual, es necesario estar bien informado y para
ello es esencial entender los conceptos y técnicas fun-
damentales de la probabilidad y la estadistica y sus rela-

ciones:

da recogida, organizacion, presentacién e interpretacion
de los datos, asi como la toma de decisiones y prediccio-
nes basadas en dicha informacion, son todas ellas destre-
zas que tienen cada vez mis importancia en una sociedad
que se base en la tecnologia y la comunicacién... El estu-
dio de la estadistica y la probabilidad subraya la impor-
tancia que tiene plantear preguntas, hacer conjeturas y
buscar relaciones durante la formulacién y resolucién de
problemas del mundo real.. constituyen conexiones
importantes con otras dreas de contenido, como Ciencias
Sociales y Naturales... Su docencia debe estar impregnada
de un espiritu de investigacién y exploracién» (NCTM,

1991, 54).

Desde los Estdndares se propone introducir da explora-
cién del azam y el tratamiento del «oncepto de casuali-
dad» desde el nivel de la Educacion Infantil. Su tratamien-
to en los sucesivos niveles educativos va progresivamen-
te dirigido a la elaboracién de modelos, experimentales y
tedricos, de situaciones probabilisticas, que les sirvan
como referentes en situaciones cotidianas, a la hora de
determinar o hipotetizar posibilidades de ocurrencia, y
tomar decisiones en funcién de ello. En sus orientaciones
metodoldgicas apunta la necesidad de implicar a los nifios
de forma activa en su aprendizaje y de tomar como punto
de partida situaciones que surjan del mundo cotidiano, no
como concreciones ejemplificadoras del contenido proba-
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bilistico aislado, sino para tratar la tota-
lidad de contenidos implicados y sus
interrelaciones.

— En la misma linea estin las reco-
mendaciones indicadas en el llamado
Informe Cockcroft, resultado de un
estudio realizado sobre la ensefianza de
las matemiticas en el Reino Unido. En
él se recoge un breve anilisis sobre la
situacion especifica de la ensefianza de
la probabilidad y la estadistica, resal-
tando los pocos trabajos e investigacio-
nes desarrolladas sobre el tema cuando,
curiosamente, se considera al Reino
Unido como uno de los paises con
mayor experiencia en la enseflanza del
conocimiento estocastico.

Comenta que, en general, estos conoci-
mientos son iniciados en el nivel de
secundaria y, a menudo, se insiste en la
aplicacion directa de técnicas o férmu-
las sin més explicaciones de su signifi-
cado. Un tratamiento de estas caracte-
risticas provoca habitualmente un desa-
rrollo del conocimiento probabilistico,
lejos de la comprensién de los alumnos
al no incidir en la discusién de los
datos disponibles, en su interpretacion
y en las posibles conclusiones alternati-
vas en funcién del contexto de aplica-
cién. Como contrapunto, afirma que
estas materias no pueden ser conside-
radas como un conjunto de técnicas,
sino como una actitud mental diferente
que permite admitir Ja incertidumbre y
la variabilidad en los datos y en la reco-
gida de éstos y permite tomar decisio-
nes a pesar de esa incertidumbre»
(Cockcroft, 1985, p. 286). Sin entrar en
especificar contenidos concretos, pun-
tualiza que son conocimientos que
deben de ser ensefiados con lentitud, a
través de todas aquellas situaciones y
actividades necesarias para que las
ideas se comprendan, desarrollen y
afiancen. Mantiene, ademis, que dos
afios de primaria poseen un valor in-
trinseco: el de un perfodo en que se
abren las puertas a una amplia gama de
experiencias» (Cockcroft, 1985, p. 104)
y que proporcionarin una base de esti-
mable valor para la actividad matemati-
ca en los afios posteriores.




Propuestas curriculares
especificas

En- la literatura también podemos
encontrar propuestas de cardcter mdas
especifico en relacién con el tratamien-
to del conocimiento estocistico en los
diferentes niveles escolares. Como
sugieren Ahlgren y Garfield (1991,
existen diferentes aproximaciones al
curriculum  estocdstico: aquellas cuya
organizacién se basa exclusivamente en
un conjunto de actividades secuencia-
das y con sentido en si misma; las que
se organizan como unidades completas,
independientes y separadas; incluso las
que se presentan como todo un curso
completo también diferenciado en si
mismo. En la revisién realizada hemos
podido detectar algunos ejemplos de
estas diferentes aproximaciones.

Si bien en todos los estudios consulta-
dos se constata la casi total ausencia de
un material escolar apropiado para el
trabajo en el aula, si hemos encontrado
interesantes propuestas curriculares
especificas sobre el tratamiento del
conocimiento probabilistico o estadisti-
co a lo largo de los distintos niveles
educativos.

— Entre ellas podemos citar la pro-
puesta por Vargas y Dumont (1973) en
Combinatoire, statisques et probabilités
de 6 a 14 ans, en la que proponen una
secuencia de trabajo a lo largo de los
ocho primeros cursos de la ensefianza
(6-14), dirigida fundamentalmente a la
adquisiciéon de habilidades y destrezas.
Su punto de partida es la recogida de
informacién a través de la experiencia.
A continuacién se introduce a los niflos
"en los aspectos combinatorios y, pro-
gresivamente, en la bisqueda de los
posibles resultados del evento o expe-
rimento aleatorio. También tratan los
distintos aspectos del conocimiento
estocistico, los diversos tipos de suce-
sos, la equiprobabilidad, la frecuencia,
la construccién e interpretacion de las
diferentes clases de tablas, gréficas,
conceptos, medidas y representaciones
posibles, hasta finalizar en el tltimo
curso, con la introduccién de la visién
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conjuntista de las probabilidad y de las medidas funda-
mentales de centralizacién y dispersion.

Desde nuestra perspectiva, los planteamientos de Vargas
y Dumont desvinculan de la realidad el conocimiento y
comprensién de estos conceptos con demasiada rapidez.
Al finalizar la Primaria, en una edad donde los nifios adn
no estin capacitados para una tratamiento formal de estos
conocimientos, ;c6mo puede representar la interpretacion
del conjunto de sucesos como un algebra de conjuntos?
Todo el desarrollo de la propuesta se apoya en una pre-
sentacién cercana al conocimiento formal de la probabili-
dad y la estadistica, situando la combinatoria en la base
de dicho conocimiento. En sus orientaciones metodologi-
cas sugiere la necesidad de acceder a estos conocimien-
tos a partir de la experimentacién en situaciones espe-
cialmente planificadas y tratadas con un material concre-
to. Son situaciones entendidas como elementos de expe-
rimentacién, disefiados més en funcién del contenido y su
estructura, que desde la realidad e intereses del nifio.
Pueden servir de referencia para su inclusién en proyec-
tos o unidades méds amplias que otorguen un sentido a su
tratamiento.

— Una propuesta mas cercana a las ideas actuales es la
presentada por Diaz Godino, Batanero y Cafizares (1988)
en su libro Azary Probabilidad, en la que también se reco-
ge la necesidad de su tratamiento desde los primeros nive-
les. En dicha propuesta, completada con un estudio tedri-
co sobre el tema, se analiza la imposibilidad de enfocar la
ensefanza elemental de estas nociones hacia su adquisi-
cién formal, dada la incapacidad cognitiva de los nifios de
estas edades. Como alternativa, enfocan su trabajo hacia la
construccién de intuiciones, basadas en la propuesta de
una amplia fenomenologia. Dicha construccién constituird
un momento previo y base de la adquisicién de conceptos
formales, propio de etapas educativas posteriores.

Se presentan una serie de «wnidades didacticas» que pue-
den ser desarrolladas en las aulas desde los primeros
niveles, incluido el Infantil, hasta la Educacién
Secundaria, con un tratamiento escalonado del conoci-
miento estocdstico, a modo indicativo y orientativo de un
proceso global de formacién. La secuencia de presenta-
cién va en progresivo aumento de complejidad de los
conceptos implicados, fenémeno aleatorio, juegos combi-
natorios, frecuencias relativas, el lenguaje del azar, com-
paracién y asignacién de probabilidad, etc. En el desarro-
llo de las unidades propuestas siempre parten de situa-
ciones experienciales en las que los nifios ha de tomar
parte activa, pero son situaciones puntuales, al margen de
todo contexto global, que no representan en si mismas
ningln proceso, ni una relacién con situaciones mis

amplias.

— La propuesta presentada por Bisson (1983) es una
adaptacion de la teorfa de situaciones didacticas plantea-



da por Brousseau (1986). Su punto clave estd en la elec-
cién de problemas significativos que preservan el sentido
del conocimiento implicado, inmersos en una situacién
mis amplia en Ia que esté envuelto todo el sistema de
interacciones: la situacion diddctica. Plantea los tres tipos
de situaciones diddcticas que, segin Brousseau, deben de
ponerse en juego en un proceso de ensefianza/aprendi-
zaje del conocimiento matemdtico, segin el tipo de dia-

léctica que establezcan: de la accién, de la formulacién y

de la validacién:

* En las situaciones que domina la dialéctica de la accién
se plantean problemas al estudiante cuya solucién esté
relacionada con el concepto que se pretende ensefiar.
Se debe posibilitar el contraste entre distintas solucio-
nes y ajustar su accién en funcién de la informacién
que recibe de la propia situacién.

* En la situacién de formulacién el alumno debe elabo-
rar el modelo intuido de la fase anterior, construyendo
un lenguaje que permita el intercambio de informacién
con sus compafieros. Como resﬁltado, el alumno crea
un modelo explicito que puede ser reformulado con
ayuda de signos o reglas.

El tercer tipo es la situacién de validacién en la que el

objetivo es conseguir que el estudiante avance en el

proceso de matematizacién, al probar la validez del
modelo para interpretar hechos diferentes y convencer
de su validez a otros compafieros.

Tal como estdn descritas, consideramos que las situacio-
nes en donde se plantea la dialéctica de la accién, siem-
pre inmersas en contextos mas amplios que conecten con
la realidad del nifio, son las id6éneas para poner en juego
en los primeros afios de la primaria. Son aquellas en la
que los problemas planteados estdn en relacién con el
concepto que se pretende ensefiar y en las que se pone
al nifio en contacto con la experiencia directa.

— Hay otras propuestas, focalizadas exclusivamente en

los niveles de Secundaria, como son :

» la presentada por el Grupo Cero (1984) en Un proyec-
to de curriculum de Matemdticas. De él, no nos inte-
resa tanto los contenido que proponen: recogida, tra-
tamiento y andlisis de los datos; reconocimiento de
situaciones de azar; juegos de azar y su tratamiento
estadistico; frecuencia relativa; probabilidad; etc.; sino
sus orientaciones metodolégicas. Defiende la introduc-
cién lenta del estudio de conceptos probabilisticos y
estadisticos, concediendo tiempo suficiente a las discu-
siones y experiencias subyacentes a partir de variadas
situaciones. En todo su trabajo se enfatiza la perspecti-
va frecuencialista de los sucesos y el subsiguiente tra-
tamiento estadistico de los datos.

¢ La propuesta presentada por el School Council Project
on Statistical Education (1980), Statistics in your world,
en la Universidad de Sheffield, cuna, junto con la de
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Bielefeld, de gran parte de los traba-
jos e investigaciones sobre la ense-
fianza y aprendizaje de la probabili-
dad y la estadistica. En su trabajo
ofrecen una serie de cuadernos de
actividades para el alumno (11-16) y
de notas para el profesor. Su orien-
tacién metodolégica parte, bdsica-
mente, del desarrollo del conoci-
miento en contextos practicos vincu-
lados con el mundo del nifo.
Plantean una adquisicién progresiva
tanto de las técnicas como de los
conceptos y la no necesidad de una
justificacién teérica completa en
estos niveles de la educacién. Ponen
de manifiesto el cardcter interdisci-
plinar de estas materias y, por tanto,
su potencialidad para relacionar el
conocimiento matematico con otras
areas del curriculo. Una adaptacién
de dicho proyecto es L estadistica en
el votre mon, publicada por el ICE
de la UAB en 1990. En dicho pro-
yecto se presentan diferentes mate-
riales para el alumno y libros para el
profesor, en los que se proponen
una coleccién de actividades y situa-
ciones de experimentacién que
intentan estar conectadas, en cierta
forma, con problemas cotidianos y
con el mundo real.

— Existen también propuestas de situa-
ciones o tareas de ensefianza en donde
se presentan experiencias accesibles a
todos los niveles educativos e integra-
bles en diferentes procesos. Un ejemplo
es el, ya cldsico, libro de Engel (1988),
L’Enseignement des Probabilites et de la
Statistiques. En él, Engel presenta una
recopilacién exhaustiva de problemas y
situaciones, discutidas y desarrolladas,
con un claro cardcter instructivo. Sus
ejemplos han sido fuente de un gran
nimero de experiencias sobre la ense-
fianza de la probabilidad y la estadisti-
ca, realizadas por profesionales de dife-
rentes niveles, tanto en sus aulas como
en sus trabajos de investigacion.

En su propuesta, aunque plantea ini-
cialmente la necesidad de integrar estos
conocimientos en todos los niveles de

la ensenanza, en su desarrollo real diri-



ge el estudio de las probabilidades
hacia los niveles de Secundaria. La
mayorfa de las situaciones propuestas
por Engel necesitan para su desarrollo
de unos minimos conocimientos mate-
maticos, algunos no accesibles a los
nifios de Primaria. AUn asi, su obra es
de gran significacién por aportar multi-
tud de ideas ttiles para trabajar en la
escuela el conocimiento estocastico.

Muchas de estas propuestas se caracte-
rizan por pretender dar protagonismo a
los nifios en el desarrollo de las distin-
tas actividades, pero presentan un for-
mato muy especifico, cerrado en
muchos casos y lineal; con una secuen-
cia determinada a priori e indepen-
diente del contexto en donde pueden
adquirir significado para el nifio.
Presentacién controvertida, en cierta
forma, con la idea que tenemos sobre
el sentido del tratamiento del conoci-
miento matemdtico en la escuela, cuyo
principal problema es la construccion
del sentido de los objetos matemdticos,
hecho dependiente del contexto real de
aplicacién (Thom, 1974).

Todas estas reflexiones, proyectos y
estudios, desarrollados en los ultimos
afios, han ido configurando nuevas
propuestas en cuanto a la ensefianza de
la matemdtica, en general, y de la esto-
cdstica en particular. Propuestas que
paulatinamente se han ido reflejando
en la letra de los distintos sistemas edu-
cativos.

Nuestro curriculo
prescritivo

El sistema educativo de un pais es el
reflejo de las necesidades socio-econ6-
micas, culturales y politicas, la reforma
del sistema surge cuando las necesida-
des de dicha sociedad evolucionan y
sus demandas se modifican. El cambio
de las necesidades sociales y el mayor
conocimiento sobre el tema, a partir de
los estudios e investigaciones realiza-
das, han provocado la transformacién
de la opinién de aquellos elementos de
la sociedad que piensan sobre la ense-
fianza de la Matemdtica en los diferen-
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tes paises. Desde ellos se procede a la seleccién de los
contenidos que se deben ensefar, configurando las pro-
puestas oficiales, en funcién de las demandas de la socie-
dad. La inclusién oficial, en los curriculos escolares ele-
mentales de los aspectos relacionados con el conocimien-
to estadistico y probabilistico, es fruto de dicho movi-
miento.

Esta seleccidn, por otra parte, es el resultado de lo que, el
propio Chevalard (1991), denomina trabajo externo de la
transposicion diddctica, y es lo que determina, a partir
del saber cientifico, los objetos del saber que deberan de
ser ensefados, es decir el curriculo pretendido, que se
propone, en gran parte, por mediacién de los programas
oficiales (Traves y Westbury, 1989). No obstante, este paso
no es suficiente, pues en el caso del conocimiento esto-
castico la definitiva integracién en el dmbito escolar se
estd dando a un ritmo lento y dificil, entre otras razones,
por el escaso conocimiento que ain se dispone sobre la
didactica de la estocdstica, la carencia de profesores cua-
lificados y su particular naturaleza epistemoldgica.
Razones ya indicadas por Rade (1986), pero que mantie-
nen gran parte de su vigencia. Por tanto, su inclusién en
el curriculo ejecutado en el ambito del aula y su reflejo en
el curriculo alcanzado por los alumnos estd alin muy
lejos de ser una realidad en un gran nimero de pafses,
entre ellos Espafia.

En un informe elaborado por la International Commission
on Mathematical Instruction denominado School Mathe-
matics in the 1990s, publicado en Espafia en 1988 como
Las Matemgdticas en Primaria y Secundaria en la década de
los 90 (Howson y Wilson, 1988), se presenta una revision
sobre los curriculos de diferentes paises y en ella se consta-
ta un alto grado de uniformidad entre las diferentes pro-
puestas en lo referente a aritmética y dlgebra, no tanto si
nos fijamos en los contenidos de geometria, y una gran
variedad con respecto al estudio de la probabilidad y la
estadistica. Hay paises con un largo camino recorrido en la
ensefianza de estos temas desde la escuela elemental,
como Inglaterra o Alemania, y otros en que su tratamiento
en los curriculos es practicamente insignificante.

En Espafia no ha sido incluido en el desarrollo curricular
de la ensefianza primaria hasta la ordenacién del afio
1992, con las nuevas propuestas resultado del desarrollo
de la LOGSE y su concrecién en las distintas autonomias.
En el curriculo espafiol, en las sucesivas ordenaciones de
la Educacién Obligatoria (1970, 1981, 1984), no encontra-
mos ninguna referencia en los primeros ciclos en cuanto
a objetivos/contenidos ni en el campo de las orientacio-
nes metodolégicas, para el tratamiento matemdtico de
nociones asociadas al azar y a la probabilidad. En la ense-
fianza bdsica actual las nociones asociadas al mundo de la
incertidumbre estdn practicamente ausentes, basta anali-
zar los libros de texto de EGB para constatarlo.



Sin embargo, en la regulacién del Ciclo Superior de la
EGB, en los llamados Programas Renovados, si se recoge
un bloque de contenidos, denominado «Estadistica des-
criptivar, centrado en la introduccién de las técnicas ele-
mentales de tratamiento y representacién de datos, sin
ninguna alusién al tratamiento de la probabilidad y sus
relaciones, dejando estos contenidos para el BUP, comen-
tando explicitamente que «este tema enlaza en BUP con el
estudio de las distribuciones estadisticas y de la probabi-
lidad, instrumento matemitico que utiliza la estadistica
inductiva» (Programas Renovados de la EGB. Ciclo
Superior, 1981, p.175). Traves y Westbury (1989), en un
andlisis exhaustivo de los curriculos matemaiticos, ya
advierten que, en general, éstos se centran mas en el
dominio de la estadistica, porque «aparentemente la pro-
babilidad no es suficientemente importante a nivel inter-
nacional como para justificar el rétulo de Probabilidad y
Estadistica» (p. 16), entre sus contenidos.

En el 4mbito metodolégico de los Programas Renovados
habia unos principios explicitos que orientaban al profe-
sor hacia la necesaria implicacién activa del alumno, res-
petando y adaptando la ensefianza a su ritmo de apren-
dizaje. Pero, sin embargo, la presentacién de una secuen-
ciacién de objetivos y contenidos perfectamente delimita-
dos y organizados jerirquicamente, induce a los profeso-
res, y fundamentalmente a los del Ciclo Superior, a pre-
sentar los conceptos previamente de forma tedrica, para
luego aplicarlos a la resolucién de ejercicios.

" Habitualmente, en nuestro medio educativo la ensefianza

de la probabilidad se ha iniciado alrededor de los quince
aflos. En los programas del Bachillerato actual aparece en
los cuestionarios oficiales de primer curso un solo objeti-
vo formulado en relacién al conocimiento probabilistico:
dntroducir la teorfa combinatoria y la nocién de probabi-
lidad para el caso de un universo finito». Este plantea-
miento ha llevado generalmente a una presentacién de la
teorfa matemdtica de la probabilidad desde una perspec-
tiva cldsica, en la que la asignacién de las probabilidades
iniciales a los sucesos se basa en la regla de Laplace y en
el cilculo combinatorio. El tema se desarrolla de forma
axion‘lética, sin considerar que en estos niveles la gran
mayorfa de los alumnos no pueden comprender un desa-
rrollo axiomadtico de la teorfa matemdtica, y mucho menos
cuando adolecen de toda preparacién intuitiva que es
necesaria y previa a cualquier conocimiento formal de la
probabilidad. El resto de los contenidos regulados estan
relacionados con el conocimiento estadistico y, en gene-
ral, no se establecen conexiones entre ellos.

En sus planteamientos metodolégicos subyace la misma
idea sehalada para el caso de los Programas Renovados.
Los conceptos aparecen en los cuestionarios como obje-
tos matemdticos sobre los cuales, en primer lugar, se ha
de estudiar su definicién y propiedades, para luego ser

En los programas
del Bachillerato
actual |[...] el
tema se desarrolla
de forma
axiomdtica, sin
considerar que en
estos niveles la
gran mayoria de
los alumnos no
pueden
comprender un
desarrollo
axiomdtico de la
teoria
matematica, y
mucho menos
cuando adolecen
de toda
preparacion
intuitiva que es
necesaria y previa
a cualquier
conocimiento
formal de la
probabilidad.

aplicados a casos particulares, a modo
de ejemplo. «Es el marco de una ense-
flanza cldsicamente estructurada en
curso tedrico y ejercicios, es decir, «u
aprendes, yo explicon (Margolinas,
1993, p. 175).

La nueva regulacién del sistema educati-
vo espafol, producto del desarrollo de la
LOGSE, ha incidido significativamente en
el tratamiento de este campo del conoci-
miento matemadtico en los curriculos ofi-
ciales. Por primera vez se recoge su
enseflanza desde los primeros niveles
educativos y a lo largo de toda la Ense-
flanza Primaria y Secundaria Obligatoria.

Ensefianza Secundaria Obligatoria
(ESO)

Con respecto a la Ensefianza Secun-
daria Obligatoria, dentro de sus objeti-
vos, se presenta la necesidad de incor-
porar al lenguaje y modos de argumen-
tacién habitual, la forma probabilistica
de expresion matemdtica y las diversas
formas de .explicar la realidad determi-
nada/aleatoria. As{ mismo, recoge la
utilizacién de técnicas sencillas de reco-
gidas de datos, tanto referidos a fené-
menos causales como aleatorios yala
interpretacién de dichos datos. En el
apartado de contenidos se presenta un
bloque denominado «Tratamiento del
azam, en €l se recogen los diferentes
conocimientos, tanto conceptuales, pro-
cedimentales, como actitudinales, que se
han de trabajar en este nivel. Basicmente
se centran en: reconocer y caracterizar
los fenémenos aleatorios; asignar proba-
bilidades a determinados sucesos tanto
en experimentos simples como com-
puestos; introducir el concepto de pro-
babilidad a través del estudio frecuencial
de los fenémenos; introducir la probabi-
lidad laplaciana como correspondiente a
casos sencillos y equiprobables.

Entre los procedimientos a poner en
juego propone la utilizacién de distintas
fuentes de informacién para asignar
probabilidades, y de diversas técnicas y
procedimientos para su cilculo. Y entre
las estrategias més generales: reconocer
fenémenos aleatorios en la vida cotidia-




na y en el conocimiento cientifico,
argumentar conjeturas sobre su com-
portamiento; y tomar decisiones en los
distintos contextos en funcién de la
informacién obtenida. Estrategias que
llevarfan a los alumnos a una valora-
cién positiva de la informacién proba-
bilistica, a la hora de tomar decisiones
ante situaciones de incertidumbre,
adquiriendo cautela y sentido critico
ante las creencias populares sobre los
diferentes fenémenos aleatorios.

En las orientaciones especificas sobre el
tratamiento del azar, plantean la intro-
duccién progresiva de la idea de azar y
probabilidad desde los primeros afos
de la etapa. El trabajo debe estar dirigi-
do al desarrollo de una intuicién sobre
la probabilidad, para lo que propone
directamente el enfoque frecuencial,
tanto para el estudio de la probabilidad
como del significado y comportamiento
de la aleatoriedad, permitiendo detectar
sus «egularidades». Da un papel rele-
vante a la actividad manipulativa y al
juego y considera a la combinatoria
como un método idéneo para afrontar
ciertas situaciones probabilisticas.

Paralelamente se presenta un bloque de

Jnterpretacién, representacién y trata-

miento de la informacién» que propone

directamente el estudio estadistico de

los datos pero que, curiosamente, se

divide en dos grandes apartados:

¢ El tratamiento de la informacién sobre
los fenémenos causales, en el que
introduce el significado de la propor-
cionalidad.

e E] tratamiento de la informacién sobre
fenémenos aleatorios.

Mantiene un tratamiento paralelo con el
otro bloque de contenidos, donde se
incidia en la conceptualizacién del
fenémeno aleatorio a través de pardme-
tros probabilisticos, complementarios
de los estadisticos; en ningin momen-
to, en las orientaciones sobre su trata-
miento, se presenta referencia alguna
sobre las posibles relaciones entre
ambos bloques.

Sus orientaciones metodologicas, acor-
des con las orientaciones psicopedagd-
gicas generales de todo el sistema edu-

Ya en el segundo
ciclo [de
Secundarial
propone la
adquisicion de
una idea mds
precisa del
concepto de
probabilidad
como medida de
lo esperable en la
ocurrencia de
un suceso y
sus posibles
aplicaciones, pero
sin llegar a su
axiomatica.

cativo espafiol, recogen los planteamientos constructivis-
tas del conocimiento y defienden los siguientes aspectos:
la importancia de los conceptos previos de los alumnos
como punto de partida; el papel de la aproximaciones
contextuales e inductivas al conocimiento matematico; el
proceso de actividades como algo abierto y flexible con
variedad de métodos de trabajo y organizaciones; con
estrategias validas y necesarias para provocar un aprendi-
zaje significativo.

Por udltimo, en la secuencia sugerida desde las propuestas
oficiales, (MEC, 19925), se considera al primer ciclo como
una continuacién del trabajo desarrollado en Primaria
sobre los fenémenos en los que interviene el azar, llegan-
do a cierto nivel de formalizacién de una medida del
grado de incertidumbre que le permita asignar probabili-
dades a través fundamentalmente del recuento. Ya en el
segundo ciclo propone la adquisicién de una idea mais
precisa del concepto de probabilidad como medida de lo
esperable en la ocurrencia de un suceso y sus posibles
aplicaciones, pero sin llegar a su axiomatica.

Existen otras secuenciaciones, sugeridas por distintos gru-
pos de profesores, como las tres propuestas recogidas en
el libro del MEC (1993), en las que encontramos opciones
muy diferenciadas, desde la consideracién de los conoci-
mientos probabilisticos y estadisticos como un bloque
Unico, hasta una fuerte tendencia hacia lo estadistico en
detrimento de lo probabilistico, retrasando su tratamiento
al segundo ciclo. La propuesta Actividades sobre Azar y
Probabilidad, presentada por Cruz, Gonzilez y Llorente
(1993) como material curricular, esta centrada en el trata-
miento de la probabilidad y el azar a través de diferentes
experiencias y situaciones, localizando también el trata-
miento de estos temas a partir del segundo ciclo.

Educacion primaria

Con respecto a la Educacién Primaria, el curriculum espa-
fiol presentado en el Real Decreto del 1679/91 sobre la
regulacion de la Educacion Primaria (BOE del 13/9/1991),
recoge la ensefianza de estos conceptos en un bloque
tnico denominado «Organizacién de la informacién». En
su desarrollo se concretan los objetivos y los contenidos
conceptuales, procedimentales y actitudinales para la ini-
ciacién del conocimiento estadistico y probabilistico a lo
largo de los distintos ciclos de la primaria (MEC, 1992a).

En el desarrollo del bloque encontramos, de nuevo, una
mayor carga en la introduccién de conocimientos y técni-
cas elementales de la estadistica descriptiva, si bien es
cierto que plantea la necesidad de construir el conoci-
miento probabilistico en interrelacién con el propio cono-
cimiento estadistico. El conocimiento probabilistico es ini-
ciado desde la introduccién del caricter aleatorio de una
experiencia hasta las primeras asignaciones del grado de



probabilidad de un suceso. En la secuenciacién sugerida
por el MEC, la iniciacién en la probabilidad y la caracteri-
zacién de los tipos de sucesos, se propone en el tercer
ciclo de Primaria, sesgando todos los otros ciclos hacia un
tratamiento exclusivamente estadistico, en el que se inclu-
yen recuentos, tablas, grificos e interpretaciones de los
datos representados, todo previamente a la introduccién
de una interpretacién probabilistica de la informacién.

En sus orientaciones mas generales, acordes como ya diji-
mos con los presupuestos constructivistas, se plantea la
necesidad de partir de la experiencia del nifio y de sus
conocimientos previos sobre el tema, respetar sus ritmos
de aprendizaje y guiar su aprendizaje a través del disefio
de una secuencia de actividades, relacionadas entre si en
la medida de lo posible, pero de distintas categorfas: acti-
vidades de presentacién, de desarrollo, de generalizacién
y de profundizacién. Matiza al final que es ttil comprobar
que los objetivos se han cumplido al finalizar el proceso.

Mas concretamente, para el tratamiento del «Azar y la pro-
babilidad», proponen como introduccién idénea partir del
la experimentacién y andlisis de los juegos de azar, con-
frontando las estimaciones realizadas y los resultados
obtenidos. Consideran que los nifios de estas edades «ya
pueden apreciar el cardcter aleatorio de un suceso
mediante la observacién de fenémenos de la vida cotidia-
na y mediante la realizacién de juegos... pueden decidir
de forma sencilla e imprecisa el grado de probabilidad de
un suceso» y que, por tanto, las actividades apropiadas
para «l tratamiento de estos contenidos son en su mayo-
rfa lidicas y motivadoras y suponen el trabajo con obje-
tos concretos y conocidos, por lo cual no ofrecen gran
dificultad para su ensefianza y aprendizaje» (MEC, 19924,
p. 94). Podemos percibir la sugerencia de una introduc-
cién de este conocimiento a través de un camino pura-
mente intuitivo y experimental que puede provocar su
comprension parcial y desvirtuada.

En la propuesta presentada por la Junta de Andalucia
(BOJA del 20/6/1992), autonomia a la que pertenecemos,
no hay una presentacién explicita de un bloque relacio-
nado con algin aspecto del conocimiento estocistico.
Pero, como podemos comprobar estdn recogidos implici-
tamente en los distintos objetivos generales. En la colec-
cién de materiales curriculares presentados por la Junta
de Andalucia para la Educacién Primaria (Junta de
Andalucfa, 1992), podemos sefalar, por ejemplo, que
entre los objetivos presentados en el 4drea de las
Matemiticas hay dos que estdn claramente vinculados con
el aprendizaje del conocimiento estoc4stico:

(Obj. 1) «Utilizar los cédigos y conocimientos matemati-
COs para apreciar, interpretar y producir informaciones
sobre hechos o fenémenos conocidos, susceptibles de ser
matematizados.» (Tomo I, p. 103).

(En primarial

la sugerencia de
una introduccion
de este
conocimiento
a traves de
un camino
puramente
1ntuitivo y
experimental que
Dpuede provocar su
comprension
parcial y
desvirtuada.

podemos percibir

(Obj. 6) Utilizar técnicas elementales
de recogida de datos para obtener infor-
macién sobre fenémenos y situaciones
de su entorno; representarla de forma
grafica y numérica y formarse un juicio
sobre la misma. (Tomo I, p.104).

Este hecho se refleja a lo hora de suge-
rir una cierta organizacién y secuen-
ciacién de los contenidos propuestos
desde el Decreto de la Educacién
Primaria, recogida en el Tomo II de
dicho desarrollo. Asf encontramos indi-
caciones del tipo:

En el segundo ciclo y, curiosamente,

dentro del desarrollo del bloque

«Nimeros y operaciones, la siguiente

sugerencia:

e «Exploracién sobre la causalidad.
Constatacion del caricter aleatorio
de algunas experienciass (Tomo II,

p. 99).

Ya en el tercer ciclb, y dentro del
mismo bloque de {Ntmeros y operacio-
nes», encontramos las siguientes indica-
ciones:

¢ Recogida, organizacién, representa-
cién, analisis y valoracién de datos
de forma cada vez mds sistemadtica.
Formulacién de sencillas inferencias.
Presentacién de manera ordenada y
clara de los resultados».

e «Aproximacién a la idea de probabi-
lidad. Exploracién del grado de pro-
babilidad de sucesos
(Tomo III, p. 100).

sencillos»

En otro bloque distinto «Conocimiento,

orientacién y representacion espacial,

pero también en el tercer ciclo, encon-

tramos reflejado el tratamiento estadisti-

co de los datos, de forma muy especial:

¢ Representaciones espaciales .de
ideas y situaciones no espaciales.
Elaboracién e interpretacién de
tablas y graficas estadisticas» (Tomo
110, p. 99).

Dicha organizacién no parece recono-
cer la problemitica especifica del cono-
cimiento estocdstico cuya naturaleza
(Azcdrate, 1995) difiere sustancialmente
de otros campos del conocimiento
matemdtico, como el numérico o el
geométrico. Su presentacién, diluida y



dispersa, sin referencia a la necesaria
relacion entre el campo empirico y te6-
rico para su elaboracién, puede produ-
cir gran confusién a los profesores a la
hora de su tratamiento en el aula.

En el apartado de las orientaciones
metodoldgicas, presentado por la Junta
de Andalucia, hay algunas indicaciones
referidas a estos temas. Asi, indican que
los nifios del segundo ciclo suelen
tener un especial interés por situacio-
nes donde ha de analizarse y preverse
la probabilidad de un suceso o la posi-
ble repeticiéon de un suceso. Aclaran
que, siempre en un tono investigativo y
lddico, se le pueden proponer a los
nifios actividades tendentes a discrimi-
nar lo seguro, lo posible, lo probable,
etc. Jgualmente se consideran impor-
tantes las actividades experimentales
sobre modelos de probabilidad, locali-
zadas en el tercer ciclo. En ellas se ha
de enfrentar al alumno con experien-
cias concretas en situaciones de natura-
leza probabilisticas, en las que tengan
que prever el resultado y comprobarlo
experimentalmente, «descubriendo pro-
gresivamente que puede saberse qué
suceso es mas probable, y ‘cudnto’ mis
probable es» (Junta de Andalucia, 1992,
p. 96).

Hay una cierta tendencia de nuevo
hacia el estudio de sucesos fundamen-
talmente repetibles, en todas las pro-
puestas oficiales. «Se trata de compro-
bar que los alumnos empiezan a
constatar que hay sucesos imposibles,
sucesos que con toda seguridad se pro-
ducen, o sucesos que se repiten, siendo
mis o menos probable esta repeticién»
(MEC, 1992, p. 29), es decir, factibles de
ser analizados fundamentalmente desde
una perspectiva frecuencialista y trata-
dos desde la estadistica elemental, con-
siderando la perspéctiva clasica como
un caso especial en situaciones de
equiprobabilidad.

Este planteamiento puede tener ciertos
problemas dada la dificultad que supo-
ne en un contexto practico, por un
lado, asegurar la equivalencia de los
sucesivos experimentos y, por otro, su
posible repeticién infinita, lo cual lleva

Gran parte de las
propuestas
curriculares
analizadas

respetan la idea
general de unas
matemdticas
escolares
adaptadas a las
necesidades del
momento actual y
desarrolladas
desde las
perspectivas
surgidas en el
estudio de los
procesos de
ensenianza/
aprendizaje de
las matemadticas

en muchos casos a resultados contradictorios. Al querer
confirmar rdpidamente los resultados previstos por el
modelo de referencia pueden considerar ciertos sesgos de
la intuicién probabilistica, asociados al uso del heuristico
de representatividad, como también comenta Serrano
(1993) en su trabajo. Aunque, al dar un papel significati-
vo a las concepciones iniciales de los sujetos en sus orien-
taciones metodolégicas, se facilita la consideracién de las
predicciones previas formuladas por los alumnos, de
cardcter subjetivo, como soporte de la ensefianza de la
probabilidad, en contraste con las sugerencias relativas a
una aproximacién frecuencial de la probabilidad.

Reflexién final

Gran parte de las propuestas curriculares analizadas res-
petan la idea general de unas matemdticas escolares adap-
,tadas a las necesidades del momento actual y desarrolla-
das desde las perspectivas surgidas en el estudio de los
procesos de ensefianza/aprendizaje de las matemdticas,
partiendo de los presupuestos que conlleva una construc-
cion significativa del conocimiento. Todas las orientacio-
nes quedan particularizadas, directamente, al tratamiento
del conocimiento estocéstico, sin embargo no hay en nin-
gln caso una mencién especial sobre los problemas espe-
cificos de la comprensién de estos conceptos, ni sobre su
naturaleza epistemoldgica, opuesta en cierta medida a la
estructura 16gica formal del conocimiento matematico.

En nuestro sistema educativo actual, la probabilidad y la
estadistica son introducidas en los niveles de secundaria y
se pueden diferenciar dos formas de acercamiento a estos
saberes matemdticos desde las orientaciones y secuen-
ciaciones de contenidos propuestas y desarrolladas. Una
aproximacion intuitiva, focalizada en experimentos, jue-
gos de azar o situaciones reales, utilizando conceptos
como frecuencia, frecuencia relativa, proporciones numé-
ricas o simetrias, para llegar a definir la probabilidad
como limite de la frecuencia relativa. Después de esta fase
mds experimental e intuitiva de la ensefianza hay una pro-
gresién en la introduccién de los métodos y conceptos
mds elaborados. En muchos casos es una presentacion
operativizada de los conceptos caracterizados, simple-
mente, por su utilizacién y sus posibles aplicaciones.

Alternativamente, quizds en niveles superiores, se intro-
ducen un niimero de conceptos basicos como: suceso ale-
atorio, resultado, suceso elemental, suceso cierto o impo-
sible, espacio muestral, etc., que se consideran que son la
base sobre la que se construye la estructura matemdtica,
como si «el sentido de un nuevo saber deba emanar ente-
ramente de los conceptos fundamentales ya conocidos»
(Steinbring, 1988, p. 312). Desde esta perspectiva se suele
definir la probabilidad en términos laplacianos. A veces
hay una secuencia temporal entre estas dos formas de
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acercarse al conocimiento estocdstico, primero se realiza
un trabajo experimental concreto para luego ir desarro-
llando, sobre esas «ntuiciones» primarias construidas, la
teorfa formal, bien desde presupuestos frecuencialistas o
bien laplacianos; cuando, en realidad, son simplemente
perspectivas diferentes del mismo concepto: el de proba-
bilidad.

En cualquier caso, en los curriculos propuestos no que-
dan explicitamente recogidos dos de los aspectos bisicos
relacionados con la comprension del conocimiento esto-
céstico: la nocién de suceso aleatorio y el problema del
significado de la probabilidad en los posibles contextos
de aplicacién. Este ultimo aspecto es un tema de gran
controversia histérica atin sin resolver que no puede ser
ignorado o reducido a una interpretacién homogénea del
concepto.

El intento de fundamentacién del conocimiento matema-
tico producido en este siglo se ha reflejado en diversas
posturas filoséficas y epistemoldgicas sobre la fundamen-
tacion de la probabilidad: clisica, logicista, frecuencialis-
ta, subjetivista, axiomdtica. Todas estas controversias han
promovido interpretaciones diferentes del significado de
la probabilidad y de su campo de aplicacién. Desde esta
visién tan compleja del significado del concepto en su
aplicacion al mundo real es dificil justificar la introduccién
de una interpretacién homogénea y universal del concep-
to en el mundo educativo. Al contrario, la escuela debe
combinar ideas desde diferentes perspectivas, desde los
primeros niveles:
& Lo estocdstico como la matematica de los fenémenos
de masa.
* Lo estocdstico como la 16gica de la incertidumbre.
* Lo estocdstico como la técnica que transforma los datos
en indicadores.
* Lo estocdstico como teorfa de la decisién» (Dinges,
1981 p. 51). ‘

Por otro lado, la idea de aleatoriedad y de suceso aleato-
rio es normalmente considerada como algo ya conocido e
intuido por los sujetos y no suele ser objeto de estudio en
si misma. La nocién de azar o de aleatoriedad no son ana-
lizadas ni en relacién con su significado en la vida real, ni
en relacién a como alcanza su modelizacién matematica.
En general, «l experimento azaroso es una idea introduc-
toria que es apoyada matematicamente y lingliisticamente
de muchas maneras, sin desarrollar su significado preciso
y la representacién subyacente a lo largo de la ensefian-
za» (Steinbring, 1991, p. 141).

Esto puede tener consecuencias importantes a la hora de
la comprensién de una realidad, fundamentalmente aza-
rosa, como la que nos rodea, y para el propio aprendiza-
je del conocimiento estocistico pues, como nos dicen
Konold y otros (1991, p. 2), da nocién de aleatoriedad es
ambigua y compleja, pero las variantes del concepto son,

La probabilidad es
una materia
dificil de aprender
Y ensenar.

[..]

El aprendizaje de
la probabilidad
supone para el
sujeto una
revolucion similar
a la' acaecida en
la bistoria del
conocimiento ante

su tratamiento.

sin embargo, el corazén del pensa-
miento probabilistico y estadistico.

Siendo estas dos nociones: la de proba-
bilidad y la de aleatoriedad, las dos
ideas bdsicas sobre las que se apoya
toda la estructura matemdtica del
Cilculo de Probabilidades, su significa-
do, no suele ser cuestionado ni analiza-
do al ser introducidos en la escuela. La
probabilidad es una materia dificil de
aprender y enseflar. La causalidad es
l6gicamente mucho mds clara, pero el
azar es una realidad y, por tanto, su tra-
tamiento en el aula es ineludible. El
aprendizaje de la probabilidad supone
para el sujeto una revolucién similar a
la acaecida en la historia del conoci-
miento ante su tratamiento. Los estu-
diantes han de aceptar la presencia de
la incertidumbre como algo inherente a
la realidad y adoptar la convencién de
representar dicha incertidumbre cuanti-
tativamente a través del Cilculo de Pro-
babilidades (Falk y Konold, 1992).

El tratamiento del conocimiento esto-
castico y la negociacién de sus signifi-
cados en el aula, han de ser desarrolla-
dos desde una perspectiva dindmica
que refleje, no sélo la interrelacién
entre la modelizacién matemadtica y los
hechos empiricos, sino también entre
las distintas interpretaciones de su sig-
nificado (Azcérate, 1995). Un proceso
metodolégico que refleja una organiza-
cién sistémica del conjunto de tareas o
actividades permite la elaboracién com-
prensiva de los conceptos y la integra-
ci6én de interpretaciones variadas en su
desarrollo, su reconocimiento y su con-
traste.
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Algunas contradicciones
y dificultades de la resolucién
de problemas en el aula

Joaquin Fernandez Gago

El presente articulo es una
exposicién de las dificultades
y contradicciones de la
aplicacién sistemdtica de la
metodologia de resolucion
de problemas con alumnos
de 1.°y 3.° de BUP durante
el curso 1992-93, y durante
el primer y segundo trimestre
con alumnos de 2.° de BUP.
Ademas de una descripcién
de problemas con que nos
encontramos, analizamos sus
causas y presentamos
posibles soluciones.
Terminamos enumerando las
moltiples ventajas de esta
metodologia.

ntroduccion

Para empezar definamos qué entendemos por metodolo-
gia de resolucién de problemas y, mas concretamente,
qué es un problema (extraido del Grupo Tematico 3 del
IMEC). Por problema entendemos una situaciéon que da
lugar a ciertas cuestiones abiertas, que supone un desafio
intelectual a alguien que no dispone de manera inmedia-
ta de métodos, procedimientos o algoritmos, etc., para
responder a las cuestiones y solucionar los problemas.

Resolucién de problemas es el proceso para tratar pro-
blemas con intencién de resolverlos. En nuestro caso el
proceso esti basado en las ideas de Polya, Guzmin y
Mason. Pretendemos que el alumno actie sobre el pro-
blema mediante preguntas divididas en cuatro fases. En la
pigina siguiente se presenta el modelo que pretendfamos
que usaran los alumnos.

Queremos dejar claro que nuestro objetivo fundamental
era ensefar a resolver problemas (y es por ello por lo que
trabajamos con los alumnos el modelo anterior), sin des-
cartar conocimientos matemdticos que puedan tratarse o
no con esta metodologia.

La forma de llevar a cabo esta metodologia ha consistido
en :

1. Presentacién de problemas en clase durante las 3 o 4
primeras semanas de curso, en las que se ensefiaban
las cuatro fases antes citadas.

2. Profundizacién sobre las cuatro fases.

3, Practica sistemadtica en clase incitando a los alumnos
a través de preguntas a usar el modelo de resolucion
de problemas.

4. Ensefanza de algunos contenidos a través de proble-
mas (para usar esta metodologfa).



ESQUEMA PARA DIVERTIRSE CON PROBLEMAS

A) Familiarizate

Leer.
Particularizar al tin-tdn.

Responder ;cudles son los datos?, ¢cudl es la con-
dicién?, 4cudl es la incognita?

B) En busca de estrategias

Hacer tormenta de ideas.
B.1. ;Algo parecido?

B.2. ;Mis ficil?

B.3. Particularizar, buscar regularidades
Utilizar estrategias.

B.4. ;Grificos, dibujos?
B.5. ;Cambiar enunciado?
B.6. (Escoger notacién?
B.7. ¢Hay simetria?

B.8. Supongamos que no.
B.9. Empiezo por el final?

Intentar escribir jAja! conjetura o Estoy felizmente
atascado! Si es asf leer de nuevo, particularizar de
nuevo, decidirme por estrategia,

Q) Lleva adelante tu estrategia

Trabaja con empefio

¢Sali6 segurc? particulariza (comprueba) y explica
el porqué.

D) Reflexiona y saca jugo al problema

®

Examina a fondo el camino que has seguido tu.
¢Como has llegado a la solucién? ;O, por qué no
has llegado?

Trata de entender que la cosa efectivamente mar-
cha, si no por qué tiene que marchar asi.

Mira ahora a ver si se te ocurre hacerlo de modo
mds simple.

Mira hasta dénde da de si el método que has
seguido para ver si lo puedes usar en otras cir-
cunstancias.

Reflexiona un poco sobre tu propio proceso de

_ bensamiento y saca consecuencias para el futuro.

La resolucion de
problemas, como
todo cambio de
actitud, es un
proceso lento,
duro, incluso
puede ser
desesperante.

5. Coherencia entre la evaluacién y la
metodologia.

Las dificultades las hemos dividido en
dos tipos: dificultades propias del curri-
culum actual y de la metodologia tradi-
cional y dificultades del propio método.

Dificultades propias del
curriculum actval y la
metodologia tradicional

La inercia de los alumnos

Al principio esta metodologia no les
gusta y desconfian de ella. La razén es
bien sencilla: los alumnos han recibido
un entrenamiento en sentido contrario
al propuesto por nosotros. Creo que lo
que realmente determina un aprendiza-
je es una prictica y metodologia siste-
mdtica: si llevan diez afios pensando
que en la matemdtica no hay que deci-
dir, porque yo en tres meses les diga
que hay que decidir no van a cambiar.
Se podtia resumir diciendo que el pro-
blema es la falta de consciencia, falta de
consciencia que estd en nuestra socie-
dad y que aumenta en la escuela. En la
resolucién de problemas es esencial
hacer consciente al alumno de los pro-
cedimientos mentales que ha seguido
para hacer un problema. Asf la resolu-
cién de problemas, como todo cambio
de actitud, es un proceso lento, duro,
incluso puede ser desesperante.

Para minimizar este problema propone-
mos ser sistematicos, continuamente
hablar de estrategias, ser pacientes y no
esperar muchos resultados en un afio,
coger a alumnos que recibieron este
método en afos anteriores y echarle
coraje (puede que haya incluso presio-
nes de padres, tutores y alumnos).

Sin embargo, puede ser qtil la fase de
«icale .el jugo», ya que con ella se
puede conseguir hacer al alumno cons-
ciente de lo que ha aprendido. Esto es
fundamental, ya que muchos creen que
aprender es repetir un algoritmo. Por
ejemplo, proponemos que si en un pro-
blema se ha usado una estrategia,




hacerles conscientes de ello y que refle-
je como y cudndo la volveria a usar.

Hay alumnos que, aunque
son constatables sus progre-
sos, afirman que no aprenden

La razén estd en que para ellos apren-
der es aprender contenidos (en el sen-
tido tradicional), algoritmos, y no a
pensar matemiticamente. Y es que en
la resolucién de problemas intervienen
los conocimientos matematicos y cono-
cimientos de orden superior o metaco-
nocimientos, que guian el control del
proceso de resolucion.

Para ir resolviendo esto proponemos
ser sistemdticos a la hora de hacer cons-
ciente al alumno de sus progresos. Es
interesante comunicarles frases como:
«wes como entiendes mejor el enuncia-
do», «ves como se te ocurren unas
ideas», «wes como sabes criticar tu solu-
cién», «wves como reflexionas mejor,

También aqui destacamos lo ya comen-
tado referido a hacer consciente al
alumno sobre lo que ha aprendido.

La selectividad

Es un problema serio. Expondré aqui
las contradicciones que conlleva con
nuestra metodologia.

Al usar esta metodologia el ritmo de
clases es lento en cuanto avance de los
contenidos, hecho que critican algunos
alumnos, en 3.° de BUP, porque «no
vamos a saber ciertas cosas para selec-
tividad».

Habrfa que plantearse la eficacia de
este sistema y qué se pretende que el
alumno sepa de matemiticas. Si se
decide poner problemas en esta prue-
ba, al menos que la correccién de los
mismos no se base sélo en la dicotomia
problema resuelto-problema no resuel-
to. Ademds, todas la pruebas de este
tipo tienden, segin dicen en pro de la
objetividad, a centrarse en conocimien-
tos mds que en procesos. Como vemos
esto de momento es dificil de conse-
guir, sélo nos queda hacer ver a nues-
tros alumnos que este aprendizaje

Si un contenido
nos es imposible
adaptario a un
problema,
deberemos hacer
consciente al
alummno de las
estrategias que se
bhayan usado en
su definicion o
evolucion
historica.

genera autoconfianza, muy importante para enfrentarse a
los exdmenes de selectividad.

El curriculum actual no se presta a esta
metodologia

Muchos de los contenidos que llevamos al aula son difi-
cilmente susceptibles de presentarlos como problema. Por
ejemplo, las funciones son mis dificiles de llevar que la
combinatoria, o la definicién de limite de una sucesién
que las progresiones aritméticas. Sin embargo, podemos
hacer algo, mientras se implanta el nuevo sistema educa-
tivo que encaja mejor con la resolucién de problemas.
Podemos adaptar ciertos contenidos, haciéndolos mds
manejables si los despojamos del rigor de la matemdtica
moderna, lo que podemos hacer con la historia de la
matematica. Por ejemplo, si presentamos la idea de limite
de una sucesién como la usé Arquimedes para aproximar

¢
la longitud de una circunferencia, el alumno probable-

mente se quede que éste es el nimero al que se acercan
los términos de la sucesién, de forma que si le pregunta
por el limite de:

n3+\jn4+2n

n +7n+10

seguramente le dé valores a n (B.3 «particulariza, experi-
menta») y asi se aproxime a la solucién.

También tendremos que presentar problemas que no incidan
directamente en los contenidos, y que puedan ser ttiles para
fomentar el «metaconocimientor de los alumnos. Por dltimo,
si un contenido nos es imposible adaptarlo a un problema,
deberemos hacer consciente al alumno de las estrategias que
se hayan usado en su definicién o evolucién histérica.

Entrenamiento que ha recibido el profesor

Por lo general el profesor ha llevado a cabo un aprendi-
zaje en el que lo fundamental es la solucién del proble-
ma, mds que el proceso en si. Esto le hace ser impacien-
te deseando ver pronto los frutos. De esta forma podemos
impeditle a los alumnos que «aboreen» ellos la forma de
enfrentarse a los problemas.

Por ejemplo en 3.° de BUP se les puso que buscaran el
término general de la sucesién que expresa el nimero de
amebas que se van reproduciendo por biparticién. Tras
particularizar afirman que

a(n) = 2n

y preguntan al profesor yestd bien» No debemos decirle
sf 0 no, sino que comprueben. Si se atascan no hagamos
el problema, recomendémosle una estrategia o provoque-
mos que la usen.



Dificultades propias del método

La evaluaciéon

A la vez de explicar las dificultades que presenta, expo-
nemos qué implicaciones tiene nuestra concepcién de la
evaluacién y su coherencia con la metodologia.

Asimismo, queremos dejar claro, como veremos mas ade-
lante, que no sélo la metodologia condiciona la evalua-
cioén sino que también ésta influye sobre la metodologfa.

En primer lugar, el objetivo de la evaluacién consiste en
analizar el progreso del alumno en cuanto actitud hacia la
matemdtica, conceptos y técnicas de resolucién de pro-
blemas. Se trata pues de un proceso, no de valorar las
capacidades en un determinado momento. Estas observa-
ciones se anotaran en unas fichas de observacién del
alumno. Esto nos permitird acercarnos mas a la evalua-
cién individualizada. En las fichas atenderemos a estos
apartados: expresién, concepto, estrategias, juicio critico
(si comprueba o no, si demuestra o no), proceso (idea ori-
ginal, busca un plan, cambia de estrategia si se atasca),
actitudes (si trabaja, si tiene miedo, gusto por la certeza,
gusto por el reto).

Otras técnicas que pretendemos usar son las pruebas
escritas y los problemas en grupo con secretario de pro-
cesos por grupos (muy interesantes para alumnos de COU
con problemas de selectividad).

El usar la observacion sistematica conlleva algunos incon-
venientes como son: dedicar menos tiempo al temario,
que como veremos mds adelante es una dificultad, y pres-
tar menos tiempo a otros alumnos que tienen dificultades
resolviendo un problema en clase.

En segundo lugar la evaluacién debe ser cualifativa. En
un problema nos puede interesar una calificacién numé-
rica, pero sobre todo si se ha sabido clasificar datos, si se
ha identificado la condicién y lo que me piden (incégni-
ta), si se han usado estrategias, si se ha tenido una idea
original, si se atreve a formular la conjetura, si ha com-
probado, justificado o demostrado su solucién, si vuelve
a buscar otra estrategia. Veamos un ejemplo :

Problema para 1.° de BUP. Un profesor dispone de 20
alumnos y quiere hacer parejas. jCudntas parejas distintas
puede hacer?

Respuesta. La alumna comenzé escribiendo datos, condi-
cién e incdgnita. A continuacién, hizo un diagrama de
arbol, tras haberlo hecho mds ficil con menos alumnos.
Nombré con letras a los alumnos. Crefa que la pareja AB
era distinta de la BA. Comprobé, también con ntimeros
pequeiios, que no funcionaba su solucién. Cambié de
estrategia, dio otro resultado, volvié a comprobar que no
era correcto.

...bay un amplio
consenso en la
literatura
especializada,
afirmando que la
evaluacion
determina la
Jorma de trabajo
de los alumnos.

Hemos constatado un gran progreso en
cuanto a la forma de resolver proble-
mas. Una calificacién numérica hubiera
resultado nefasta.

Sin embargo, por muy buenos y loables
que sean los propdsitos el alumno
sigue obsesionado por el resultado de
un problema mas que por el proceso.
Al principio no da importancia a la
observacién en clase. En definitiva no
entiende este sistema de evaluacién,
aunque se les explique a principio de
curso, Tenemos que hacer constar tam-
bién que al cabo de un curso se obtie-
nen resultados satisfactorios, si se expli-
ca continuamente y en momentos
clave.

Por dltimo, abordamos el que, desde
nuestro punto de vista, es el escollo mds
critico de la evaluacién: ;qué problemas
ponemos en las pruebas escritas?

Los alumnos estin acostumbrados a
enfrentarse en los exdmenes a ejer-
cicios de forma que repiten mecani-
camente un esquema ya asimilado. No
hay ninguna dificultad, ni nada que
decidir. Si hiciéramos lo mismo nues-
tros alumnos no usarfan esta metodo-
logfa, la olvidarfan. En este sentido hay
un amplio consenso en la literatura
especializada, afirmando que la eva-

- luacién determina la forma de trabajo

de los alumnos. Ahora bien, si pone-
mos problemas, al alumno le aumenta-
rd considerablemente la ansiedad ante
el examen y se defenders, a veces, con
criticas directas o a través de padres y
tutores. Les es mds facil, con alguna
frecuencia, presionar para que cambie
el profesor que trabajar para cambiar
ellos.

Ante esta dicotomia nuestra propuesta
es clara: hay que poner problemas en
los exdmenes, que se puedan abordar
facilmente con alguna estrategia ya
ensefiada. Ademds es 1til facilitarles el
trabajo. Veamos un ejemplo :

Problema de un examen de 2.° de BUP,
Estamos interesados en hallar los dngu-
los cuya tangente es mayor que 2. Se
proponen las siguientes cuestiones:

a) (Qué te piden y qué te dan?




b) Elegir un par de estrategias, expli-
cando como se llevaria cada una
adelante.

¢ Llevar una adelante y comprobar la
solucién obtenida.

No saben qué estudiar

Este sistema les descoloca, al principio
sobre todo. (Cémo estudiar cuando
llego a casa? Si hay un problema sabré
que hacer, pero ¢y los contenidos? En
este sentido proponemos que al termi-
nar cada actividad el alumno escriba los
contenidos que ha conocido (escribien-
do lo que recuerda, o qué imagen tiene
de €D, el metaconocimiento que haya
asimilado y elabore periédicamente
mapas conceptuales. Fuatai (19806)
encontré en sus investigaciones que
alumnos de escuela secundaria, des-
pués de la instruccién con mapas con-
ceptuales, aumentaron su habilidad
para la resolucién de problemas mate-
miticos nuevos (Gonzilez Garcia,
1992). Ademis sobre los mapas con-
ceptuales es preciso indicar que hay
investigaciones que afirman que la ela-
boracién de los mismos incide positiva-
mente en la resolucién de problemas.
Nosotros, ademids de esto, hemos
observado que es un instrumento muy
util para proponerse problemas. Por
ejemplo, en 3.° de BUP han surgido
cuestiones como ¢puede ser una pro-
gresion geométrica aritmética?, tienen
los polinomios asintotas verticales?, «y
horizontales?.

Las cuatro fases

Antes de empezar es preciso resaltar
que la excesiva rigidez en cuanto a uso
de un modelo de resolucién por fases,
puede llevar a atascos, ya que las fases
pueden asimilarse como perfectamente
diferenciadas.

Un primer problema relativo a nuestro
modelo, que se presenta a los alumnos:
las estrategias y reflexiones que se
recomiendan no saben cémo emplear-
las. Por ejemplo, tras haber hecho
varios problemas en los que se usaba la
estrategia B.2 «hazlo mds ficib, si un

...la excesiva
rigidez en cuanto
a uso de un
modelo de
resolucion por
Jfases, puede llevar
a atascos, ya que
las fases pueden
asimilarse como
perfectamente
diferenciadas.

problema se prestaba a resolverlo con esta estrategia los
alumnos no sabfan cémo. Para resolver esto hicimos,
junto con los alumnos, un cuadro que reflejara qué signi-
ficaba para ellos cada uno de los apartados del modelo de
resolucién de problemas, y en que consiste para ellos lle-
var a cabo una de estas técnicas. Por ejemplo, para los
alumnos la estrategia hacerlo més ficil les denotaba «o
agobiarse», «menos dificultades», y consistia para ellos en
«quitar dificultades», ¢poner ntimeros mas sencillos» o «des-
componer en trozos». Presentamos a continuacién algunas
reflexiones y problemas que se plantean en cada una de
las cuatro fases.

Fase de familiarizacion. El principal problema que se
plantea es determinar la condicién. En algunos problemas
es realmente dificil para el alumno. Para ello le recomen-
damos que particularice si puede, que experimente, que
juegue, que cambie informaciones del enunciado y selec-
cione la esencial. En definitiva, que actie antes de pre-
guntarse por la condicién.

Fase de biisqueda de estrategias. Observamos que hay

unas estrategias que son mis usadas que otras. Estas son

B.1, B.2, B.3, B.4 o B.5. Centrémonos en B.3 «particulari-

za, experimenta, juega con el problema, busca regulari-

dades». Esta rapidamente la asimilan y la usan con asidui-
dad, dando buenos frutos. Sin embargo encontramos estas
dificultades:

e Hay alumnos que no particularizan organizadamente.
Por ejemplo, en un problema de combinaciones en el
que habfa que contar el nimero de trfos; ciertos alum-
nos hacian esto ABC DBA ACD DAE. También lo pudi-
mos apreciar con las ecuaciones.

e Ciertos alumnos al particularizar son incapaces de bus-
car regularidades. Por ejemplo, al buscar términos
generales de sucesiones y sustituir n por 1, 2, 3, 4y 5,
no pueden observar que tienen en comin los términos
a;, 2,3, 3, Y 4. Para resolverlo tenemos que insistirles
que la particularizacién debe ser reflexiva, es decir,
debe ir acompafiada de preguntas como «Por qué ha
funcionado en unos casos y en otros no?, hay algo en
comun en estos casos particulares?.

e Fl particularizar produce cierto estancamiento en cuan-
to a buisqueda o asimilacién de nuevas técnicas o estra-
tegias. Muchas veces es la tinica estrategia que usan,

e Otra dificultad que puede encontrar el alumno a la
hora de particularizar es la poca familiaridad con los
objetos que se usan. Por ejemplo en 3.° de BUP pro-
pusimos dos problemas equivalentes: uno si era cierto
que la suma de sucesiones sin limite podia tener limi-
te, v el otro si la suma de funciones discontinuas podia
ser continua. El primero tuvo un mayor nivel de éxitos
que el segundo y es que es mas ficil particularizar con
sucesiones que con funciones. En este sentido los con-
tenidos del BUP no ayudan mucho, pero tampoco los



de 3.° y 4.° de ESO y el nuevo Bachillerato. Y es que
los contenidos de estos curriculos estin muy mediati-
zados por su aplicacién al mundo real o como base
para preparar al alumno a las licenciaturas de tipo cien-
tifico. Esto hace que haya muchos contenidos que
dependan en mayor o menor medida del concepto de
infinito y del continuo.

Desde la resolucién de problemas hubiera sido intere-
sante que aparecieran mds contenidos sobre conjuntos
finitos o discretos. Como muestra un ejemplo: jPor qué
no aparece en 3.° y 4.° de ESO la combinatoria?

Fase de llevar adelante la estrategia, comprobacion y
explicacion. En esta fase, clave en la resolucién de pro-
blemas, se plantean entre otras las siguientes cuestiones:

— En general, no comprueban. El entrenamiento recibido
juega en contra. En este punto suelen bloquearse pues
preguntan: ;c6mo compruebo? Serfa interesante que el
alumno recogiera entre su aprendizaje distintas formas de
comprobar:

e Con una ley general o férmula observar si funciona
con casos particulares o mas sencillos.

* Ante un resultado o conjetura observar si hay contra-
dicciones (por ejemplo suelen aparecer hipotenusas de
tridngulos rectdngulos menores que catetos).

 Por tltimo, puede ser ttil exponer las distintas conje-
turas que aparecen y que los propios compafieros se
encarguen de rebatirla.

— No buscan el porqué (demostrar). La justificacién o
explicacién del porqué plantea otros problemas. Como
dicen Mason, Burton y Stacey (1988) «[...] para explicar el
porqué hace falta una estructura en la que basarse.
Explicar a los alumnos qué es una estructura es dificil.
Esto supone, muchas veces, una descontextualizacién con
todo lo que se ha hecho hasta ahora en el problemar.

En este sentido sefialamos que la particularizacién para
comprobar juega en contra, ya que el alumno se afianza
en su conjetura con lo que carece de sentido mas critica
hacia la solucién. Por ejemplo, en un problema en el que
se les pedia encontrar el centro de un circulo dado este
altimo, aparecieron construcciones geométricas (algunas
muy originales). A renglén seguido se les pidié que
demostraran que el punto construido era efectivamente el
centro. Las respuestas eran «para qué, estd bien, lo he
comprobado con el compds y en varias circunferencias,
Se les dice que no lo han comprobado en todos los casos
sino con unas cuantas circunferencias. Su respuesta es
«iPero eso es imposiblel.

— La circularidad 16gica. A veces usan en el transcurso
de una demostracién una afirmacién que es la que preci-
samente hay que demostrar.

Como recomendaciones para desbloquear las situaciones
anteriores destacamos :

Las respuestas
eran gpara que,
esta bien, lo be
comprobado con

el compds
Y en varias

circynferenciash.

Se les dice que
no lo han
comprobado en
todos los casos
Sino con unas
cuantas
circunferencias.
Su respuesta es
«wPero eso es
imposiblel.

e Presentar problemas en los que se
vea necesaria la demostracion, ya
que la comprobacién no es sufi-
ciente,

e Usar el dlgebra o la geometria. en
distintos problemas para demostrar
conjeturas.

e Empezar a construir demostraciones
con objetos matemiticos sencillos
(niimeros enteros, sucesiones como
en el problema de genealogfa de las
abejas).

Reflexion. La reflexién final es impor-
tantisima, tanto para mejorar en la reso-
lucién de problemas, como asimilar téc-
nicas y conocimientos nuevos.

Las preguntas que propone Guzmain en
su obra Para pensar mejor son intere-
santes y certeras, pero dificiles de llegar
a nuestros alumnos. Por ello, propone-
mos adaptarlas y hacer las preguntas en
clase y no en casa.

Por ejemplo: ¢Qué has aprendido
sobre los conceptos que aparecen en
este problema? ;Y sobre los modelos de
resolucién? §Qué otro problema podrias
resolver con el mismo método? ;Cual ha
sido para ti el punto mas importante de
la resolucién del problema?

Con este panorama la resolucién de
problemas es una cuestién compleja y
diffcil de llevar a la prictica diaria de la
clase, sin embargo, también proporcio-
na:

» Confianza en los alumnos.

* Una nueva concepcién de las mate-
mdticas. Como muestra una frase
que nos comenté un alumno no
muy brillante de 2.° BUP tras traba-
jar dos meses y medio con esta
metodologia: «yo crefa que las
Matematicas eran unas reglas que yo
tenfa que aplicar, ahora me doy
cuenta que las reglas también las
pongo yon.

Fluidez de ideas a la hora de resol-
ver problemas. Un compafiero de
Quimica me ha comentado: «s difi-
cil que a los alumnos que han tra-
bajado Resolucién de problemas
les ponga un cero en cada proble-
ma. Me gusta porque pelean los
problemas»,




otro ejemplo que confirma son las
soluciones aportadas a este problema
de examen:

Problema. Calcular la altura de una
torre sabiendo que su sombra mide 20 m
cuando los rayos del sol forman un
angulo de 60° con el suelo.

Soluciones:

2) Hacer un dibujo a escala en el
papel y medir la altura con la regla.

b) Aplicar el coseno, obtener asi la
hipotenusa y por ultimo obtener la
altura con el teorema de Pitdgoras.

¢) Aplicar la tangente y despejar la
altura.

d) Ampliar por simetria el tridngulo
rectingulo a un tridngulo equildte-
ro. La hipotenusa es asi 40 m. La
altura se obtiene con el seno de
60°.

En definitiva, con esta metodologia se

consigue:

e Los alumnos explican y comprueban
mds sus soluciones, con lo que sin
duda mejora su capacidad de expre-
s5ién.

e Alegria del profesor cuando ve cier-
tas soluciones.

Joaquin Fernéandez
IB Licinio de la Fuente
Coin (Mélaga)
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Los viejos métodos de calculo.
Un dominio para transitar

de la aritmética al algebra

y viceversa

Bernardo Gom

ez Alfonso

En este frabajo se defiende
el interés educativo de los
métodos alternativos de
célculo aritmético recogidos
por la tradicién escrita, como
dominio para hacer
intervenir el algebra en su
papel de herramienta
privilegiada para hacer
emerger la esfructura formal
de la operatoria aritmética.

¢

os niimeros, como todos los objetos de los conocimientos huma-
nos, se pueden considerar en general y en particular; es decir,
bajo la relacion de sus leyes y bajo la de sus bechos. Por ejemplo,
esta proposicion; la suma de dos niimeros multiplicada por su
diferencia; es igual a la diferencia de sus cuadrados, es una ley
de.los. niimeros,- porque se aplica generalmente a todos ellos;
mientras que esta: once multiplicado por cinco es igual a. cin-
cuenta y cinco, es un becho de dos nimeros, por que solo se apli-
ca a los niimeros 11, 5y 55.

Esta distincion divide a la ciencia de los nilmeros en dos ramos
generdles, de los cuales el que irata de leyes, es el digebra, y el que
trata de los bechos es la Aritmética. (Vallejo, Introduccién al tra-
tado, pie, p.. XLIV).

Introducciéon

Ideas que articulan el presente trabajo

e la aritmética no debe ensefiarse como una coleccién
de habilidades independientes, sino como un sistema
matematico organizado segin principios definidos. Los
principios unificadores, las relaciones y el contenido
deben estar organizados de manera que el alumno
advierta la estructura légica y coherente del tema
(Flournoy, 1969, p. 19).

e Fl 4lgebra es una herramienta apta para comprender
las generalizaciones, captar conexiones estructurales y
argumentar en matematicas.

o Algebra y aritmética no son sistemas matemdticos ais-
lados, de hecho el dlgebra generaliza a la aritmética y
la aritmética se apropia de su lenguaje horizontal de
igualdades y paréntesis.

Una consecuencia l6gica que se extrae de estas tres ideas
es que la ensefianza de la aritmética y del dlgebra debe-




ria organizarse evitando saltos, rupturas o cortes didacti-
cos entre ellos, respetando naturalmente la naturaleza
secuencial de ambos sistemas matemdticos. Sin embargo,
se ha constatado (Lee y Wheeler, 1989) que existe diso-
ciacién entre la aritmética y el dlgebra que es mayor de la

que cabria esperar entre los estudiantes que resuelven
con éxito las tareas algebraicas estdndar. Esta disociacion
pone de manifiesto que estos estudiantes no ven la rele-
vancia del dlgebra en aquellas situaciones aritméticas que
requieren de este otro tipo de razonamiento, como tam-
poco ven la importancia de usar la aritmética para deter-
minar la verdad o falsedad de una expresién algebraica.

En relacién con esta disociacién se ha observado en un
trabajo reciente (Gémez, 1994) que los estudiantes no
sienten la necesidad de expresar sus procedimientos de
cilculo mental en el lenguaje horizontal del Zlgebra,
mientras lo pueden hacer con una combinacién de len-
guajes: aritmético de columnas, retérico de 6rdenes de
unidades y coloquial.

Esto es un indicio de que uno de los problemas que debe-
mos enfrentar los profesores al introducir el lenguaje alge-
braico es lograr que los estudiantes capten la funcionali-
dad del sistema de signos del algebra para las situaciones
aritméticas y adviertan relaciones aritméticas en las fér-
mulas algebraicas.

Para lograr este objetivo parece que no basta con la pric-
tica usual de plantear ejercicios de traduccién como una
formalizacion de lo que ya se sabe o resolver ejercicios
con expresiones literales como un nuevo tipo de cilculo
reglado, porque esto no es suficiente razén para lograr
que los estudiantes cambien un lenguaje en el que ya
estan familiarizados por otro en el que no lo estdn, sino
que serfa necesario hacer que el nuevo lenguaje aparezca
como una herramienta para obtener nuevas cosas o para
estructurar las que ya se conocen.

Pero de esta doble naturaleza del dlgebra, operacional y
estructural, que se supone que deberian percibir los estu-
diantes, parece que en la escuela predomina la primera.
Mi idea es que es necesario aumentar la percepcioén de la
segunda y que para ello es preciso que los estudiantes y
profesores dispongan de dominios valiosos de conoci-
mientos que les permitan trabajar el 4dlgebra en este sen-
tido. Parece obvio que el campo natural para que el 4lge-
bra encuentre estos dominios es la aritmética.

El lenguaje algebraico como herramienta
para mostrar la estructura interna de los
procesos aritméticos

Desde que en el siglo XIX los libros de aritmética asu-
mieron elementos del lenguaje del édlgebra, éstos fueron
ganando en claridad, brevedad y estructuracién. Desde
entonces el lenguaje horizontal de igualdades y parénte-

Uno de los
problemas que
debemos enfrentar
los profesores
al introducir
el lenguaje
algebraico es
lograr que los
estudiantes capten
la funcionalidad
del sistema de
signos del dlgebra
para las situaciones
aritmeticas y
adviertan
relaciones
aritmeticas en las
Jormulas
algebraicas.

sis se utiliza en las secuencias de ope-
raciones combinadas y en la presenta-
cién de las propiedades estructurales.
Pero ha parecido que por la propia
naturaleza reglada de los algoritmos de
cédlculo este lenguaje no iba con ellos.
Bajo esta creencia, a los estudiantes no
se les ha dado ocasién para conocer y
aprovecharse de las ventajas que éste
ofrece para poner de relieve las leyes,
propiedades y principios que sustentan
los procesos de célculo aritméticos.

Es cierto que en la edad temprana en la
que se ensefian los algoritmos de cél-
culo a los niflos resulta un despropdsi-
to acompafarlos de una justificacion
algebraica, sin embargo en el periodo
de la iniciacién al dlgebra el programa
si que ofrece oportunidades para dar
pie a la revisién de las ideas aritméticas
bajo este nuevo lenguaje. Pero como
esto no se suele hacer, se producen
fenémenos de disociacién que podrian
explicar el que haya estudiantes que,
por ejemplo, ignoren que el algoritmo
de la multiplicacion y la multiplicacién
algebraica de polinomios es en esencia
la misma cosa, que se rigen por las mis-
mas leyes y principios y que un caso
solo es la traduccién formal del otro.

Dicho de otra manera, no todos los
estudiantes han tenido la oportunidad
de analizar juntas las dos parejas de
algoritmos siguientes:

24 22X +4
_X36_ 3X  +6
144 26X +64
72 3-2:X? + 34X
864 32:X% +(2:6+3:4)X +64

Lo mismo se puede decir del algoritmo
de la divisién numérica y el algoritmo
de la divisién de polinomios. Si el lec-
tor estd interesado puede preguntarse
qué es lo que tienen en comin y en
qué se diferencian.

6X242:X+4 | 2X+3
- 4X24+6X 2X

624 (23
- 46 2
16 4




La aritmética como campo de
aplicacion y validacién de
férmulas algebraicas

Reciprocamente, los estudiantes pocas
veces tienen la oportunidad de contem-
plar desde la aritmética las férmulas
algebraicas que han estudiado, lo que
les hace ignorar su aplicabilidad en
situaciones numéricas donde son valio-
sas. En efecto, veamos algunos ejem-
plos:

La férmula de la diferencia de cuadra-
dos

(a-b)x(a+b)=a%-b?

se traduce aritméticamente en un méto-
do rapido de cdlculo mental para situa-
ciones en que los dos factores tienen el
nimero central o intermedio acabado
en cero

49x51 = (50 — 1)(50 + 1) =
=50%— 12= 2500 — 1 = 2499

La regla es: Para multiplicar dos nime-
ros como por ejemplo 49x51 se toma el
ndmero central, 50, se eleva al cuadra-
do, 2500 y se le resta el cuadrado de la
diferencia entre los dos nimeros dados,
1. Total 2499,

Si el lector estd interesado puede
practicar mentalmente esta regla con
cualquiera de estos nimeros: 39x41,
38x42,... 98x102, 97x103,... 998x1002,...

Andlogamente las férmulas del cuadra-
do del binomio

(a+b)>=a%+ 2ab + b?
(a—Db)?=2a%2= 2ab + b?

se traducen aritméticamente en dos
métodos rapidos de cilculo mental para
situaciones en las que se quiera calcu-
lar el cuadrado de un nimero préximo
a otro cuyo cuadrado es conocido:

21%2= (20 + 1)2=20%+ 2x20 + 1 = 441
192= (20 - 1)2 = 20%- 2x20 + 1 = 361

La regla es: Para hallar el cuadrado de
un nimero, por ejemplo, de dos cifras,
se halla el cuadrado del nimero de la
decena inferior mis préoxima y se le
suma el duplo de este mismo nidmero
por la cifra de las unidades y al resulta-

... los viejos
métodos de
cdlculo son un
dominio de
conocimientos
valioso, motivador
Y fructifero para
ayudar a los
estudiantes a
entender la
estructura interna
de los procesos
aritméticos y para
Jamiliarizar a los
estudiantes en el
transito de la
aritmética al
dlgebra.

1 Toda expresién que suministra

una regla préctica, se llama
formula; de manera, que for-
mula es una expresién analiti-
ca en que estd cifrado el modo
de ejecutar una operacién, o
alguna propiedad de una can-
tidad (Vallejo, Compendio, p.
137).

do se le suma el cuadrado de la cifra de las unidades. Si
el lector estd interesado puede probar a enunciar la regla
para hallar el cuadrado de un ndimero usando la decena
superior mds préxima. La prictica mental de esta regla es
conveniente con nimeros como. 492, 512, 482, 522, . 992,
1012, 982, 102%,... 9992, 10012, 9982, 10022,...

Propuesta experimental

Los ejemplos anteriores abundan en la idea de la existen-
cia de una disociacién entre la aritmética y el algebra en
el caso de los métodos de cilculo aritméticos y determi-
nados métodos y férmulas de cdlculo algebraico. Para tra-
bajar en contra de esta disociacion se presenta a conti-
nuacién, como propuesta experimental, un anilisis de
viejos métodos de cilculo, tomados de las aritméticas anti-
guas, en el que se utiliza el lenguaje algebraico para mos-
trar la estructura interna de los mismos. Después se pro-
pone el trabajo inverso, a partir de algunas de las férmu-
las obtenidas en el desarrollo algebraico se pide que se
enuncien las reglas de cilculo aritmético correspondien-
tes. Este trabajo de ida y vuelta resume una experiencia
escolar con futuros maestros desarrollada durante varios
afios en la Escuela de Magisterio de Valencia. Esta expe-
riencia ha puesto de manifiesto que los viejos métodos de
célculo son un dominio de conocimientos valioso, moti-
vador y fructifero para ayudar a los estudiantes a enten-
der la estructura interna de los procesos aritméticos y para
familiarizar a los estudiantes en el transito de la aritméti-
ca al dlgebra.

De las formulas a las reglas

Entre el lenguaje algebraico con letras y el lenguaje regla-
do de los métodos de cilculo, existe un tipo de lenguaje
horizontal de igualdades y paréntesis donde los niimeros
vienen dados en forma multiplicativa, también llamada
polinémica. En este lenguaje para expresar el producto de
23x45 escribimos:

¢h) (2x10 + 3)X(4x10 + 5) =
= (2x10 + 3)x4x10 + (2x10 + 3)x5 =
= 2x4x100 + 10(2x5 + 3x4) + 3%5

Al generalizar esta expresién obtenemos una expresioén
algebraica

@ (10a + b)x(10c + d) =
= (10a + b)x10c + (10a + b)xd =
=100ac + 10Cad + bc) + bd

que suministra una regla practica, por lo que se puede
considerar como una férmula', que es precisamente un
viejo método de cdlculo usual en las aritméticas hasta el
siglo XIX por medio del cual se obtiene el producto final



sin escribir los productos parciales intermedios, sélo se
escriben los factores y el producto final. Este método era
conocido como de da crucetas, por ejemplo en Treviso
(1478), y sobre un ejemplo es como sigue:

(3) Para multiplicar 23x25, se dice: 5 por 3, 15. Se escri-
be el 5y selleva 1. 5 por 2, 10 y 1 que se lleva 11; 4 por
3 son 12 y 11 son 23. Se escribe el 3 y se llevan 2. 4 por
2 son 8 y 2 que se llevan 10. Se escribe el 10 y resulta
1035

23
X
45

1035

Si se comparan las formas (1) v (2) y (3) se advierte que
las tres describen el mismo proceso, pero con lenguajes
diferentes. La forma (1) es reglada, necesaria para ejecu-
tar la operacién. La forma (2) actda de puente entre la (1)
y la (3), necesaria para muchos estudiantes que necesitan
moverse en el terreno concreto de los nimeros antes de
saltar al mds general de las letras. La forma (3) sintetiza el
proceso y muestra los principios y leyes que rigen la eje-
cucién. En efecto, se advierte en las formas (2) y (3) que
el resultado se ha obtenido aplicando la propiedad distri-
butiva dos veces y después agrupando por factores comu-
nes. Esto, que queda oculto en la forma (1), es precisa-
mente la gran ventaja de este lenguaje, su capacidad para
mostrar la estructura interna de la operatoria.

Al mismo tiempo, las formas (2) y (3) también explican
con brevedad como ha de procederse, ya que indican que
el resultado se obtiene a partir de tres sumandos, uno es
el producto de las unidades, otro es la suma de los dos
productos de las unidades por las decenas y el tercero es
el producto de las centenas.

Mostramos a continuacién, en una cita de Vallejo, cémo
se explicaba este método cuando no se usaba el lenguaje
algebraico, para que el lector puede apreciar las ventajas
e inconvenientes de uno y otro lenguaje.

«... i se observan con atencion los productos parciales de algunas
multiplicaciones, se ve que todos estdn dispuestos de manera que
los mismos ordenes de unidades se ballan en una misma colum-
na vertical; y analizando su formacion, se verd ademas que las
unidades por las unidades deben siempre. dar unidades, pudien-
do también dar decenas, pero nada mds; que para tenier todas las
decenas, es necesario afiadir este exceso. de decenas que provie-
nen de las unidades por las unidades; 12 a las decenas por las
unidades; 2°-a las unidades por las decenas, lo que podrd dar
centenas ademds; que para lener fodas las centenas es necesario
anadir este exceso; 1° a las centenas por las unidades; 2¢ a las
unidades por las centenas; 32 a las decenas por las decenas, lo
que podrd ocasionar millares ademds; que para tener todos los
millqres es necesdario anadir este exceso, 12 a los millares por las
unidades; 24 a las unidades por los millares; 32 a las centenas por

lds decenas; 4% a-las decenas por las cente-
nas; lo que podrd dar decenas de millar, etc.

Luego podremos establecer esta regla general
para encontrar a un tiempo el producto de
dos factores cualesquiera. Multipliquense las
unidades por las unidades: escribanse.las
unidades del producto y reténganse las dece-
nas; multipliquense después las decenas por
las unidades; luego las unidades por las
decenas, y a su suma agrégense las decenas
retenidas: escribanse las: decenas de esa
suma total, y reténganse las centends; muilti-
pliquense las centenas por las unidades; las
unidades por las centenas, y las decenas por
las decenas, al total ariddanse las centenas
retenidas: escribanse las centenas conteni-
das en este nuevo total, y reténganse los
millares para anadirlos a la suma de los
millares por las unidades, de las unidades
por los millares, de las centenas por las dece-
nas, ‘de las decenas por las centenas, etc.»

De las reglas a las féormulas

Una vieja y muy conocida técnica para
multiplicar ndmero digitos, llamada
multiplicacién « la Turca», en la
Aritmética de Chuquet, el Triparty (cit.
Compligio, 1992), operaba con los
dedos de la siguiente manera:

Cada dedo estd asociado a un nimero
del 6 al 10. Para multiplicar dos de esos
nimeros se juntan los dedos corres-
pondientes hasta tocarse. Los dedos
que se tocan y los que quedan por arri-
ba son la cifra de las decenas. Los que
quedan por debajo se multiplican, los
de una mano por los de otra, y dan la
cifra de las unidades.

AN
%10\ W

7x8 = los dedos que se tocan y los de arriba dan la
cifra de las decenas: 3 + 2 son cinco decenas.
Los dedos que quedan por abajo de los que se focan en
una mano se multiplican por los que quedan en la ofra
mona. Esto da la cifra de las unidades: 2 x 3, son 6.

Total: 56



Se puede hacer de esta regla el punto
de arranque para plantear otras. ;Habrd
alguna regla con los dedos para traba-
jar los nimeros ente 5y 9 en vez de
entre 6y 10? ;Y entre 15y 19 o entre 16
y 207

También cabe plantearse cuestiones
matemadticas: ;Cémo se explica esta
regla? ;En qué leyes, principios, relacio-
nes o propiedades se sustentan?

El primer tipo de cuestiones es ficil de
contestar, basta asignar niimeros a los
dedos, y como se sabe el resultado de
los productos basta con indagar como
seran las reglas. Con paciencia se
puede obtener una regla general que
agrupe a toda la casuistica, pero este es
un camino lento que va de lo particular
a lo general. Cabe la posibilidad de
tomar el camino inverso, el que va de
lo general a lo particular. Para allanar
esta ofra ruta voy a presentar una
nueva regla ciertamente parecida a la
anterior, llamada multiplicacién «del
Perezoso» que aparece en Corachin

(1699).

Para multiplicar por ejemplo 7 por 8, se
escriben los nimeros y a su derecha
sus diferencias a 10.

La diferencia entre un factor y la dife-
rencia a 10 del otro da la cifra de las
decenas, 7-2=5. El producto de las dife-
rencias da la cifra de las unidades,
2x3=0. Total 56.

A continuacién la transcribo tal como
viene en la aritmética de Pérez de Moya
(1573), una de las tres mis influyentes
aritméticas espaflolas de los siglos XVI
y XVII, para que se puedan comparar
los diversos estilos de lenguaje.

«Si quieres multiplicar un niimero Digito por
St mismo, o por. otro cualquiera mnilmero
Digito, como ocho veces seis, o siete veces selis,
asentards un nilmero (cualqitiera de ellos)
encima del otro, poniendo delante de cada
uno hacia la mano derecha:lo que le faltare
para llegar a diez, como si dijéramos jocho
veces siete cudnto montan? Pon el uno enci-
‘ma del otro, poniendo delante del ocho un

;Como se explica
esta regla?
JEn qué leyes,
principios,
relaciones o
propiedades se
sustenta?

dos, y poniendo delante del siete un tres (que es lo que les falta
para diez) como parece: -

8
7——3
Hecho esto, multiplicards las faltas que a los tales niimeros les
falta para llegar a diez la una por la otra, jcomo son? y tras,

diciendo dos veces tres hacen seis, estos seis se asentarin debajo
de la raya por unidades como parece:

2

8 2
7 3
6

Y luego restards la falta del un niimero del otro niimero contra-

rio, y no importa que sea cualquiera, quiero decir que el tres (que

es la falta del siete) lo restas del ocho o los dos (que es la falta del

ocho) lo restas del siete, que de una manera y de otra quedardn

cinco, los cuales bards dieces, y juntarlos bas con los seis que teni-

as de la multiplicacion del dos por el tres, y montardn cincuenta
* y seis, y tanto dirds que montan ocho veces siete.

8 2
7—3
5 6

Nota, que cuando la suma de ambos los dos niimeros que multi-
Dplicamos no pasara de 10, no curards de esta regla porque, serd
cosa mds embarazosa que comprensibles.

Estas dos reglas, a la turca o de los dedos y la del pere-
Z0s0, presentan un parecido asombroso, casi se dirfa que
son la misma regla, ¢lo son? De hecho, ambas constan de
dos partes, una suma y un producto, este Gltimo obteni-
do multiplicando los mismos valores, el 3 y el 2. Por otra
parte, qué interés puede tener una regla para multiplicar
dos nimeros digitos, como el 8 y el 7, si en realidad hay
que multiplicar otros dos, el 3 y el 2, ;,qué ventaja es esto?
En la época en la que se utilizaba estas reglas, la practica
de la multiplicacién no era algo tan frecuente como lo es
hoy en dfa para nuestros escolares, la gente preferfa recu-
rrir a este tipo de reglas para multiplicar los nimeros
mayores que 5, pues asi no tenfan que hacer el esfuerzo
de memorizar las tablas de multiplicar mis alld de la de
este valor.

Pero no sélo eso, la tabla del perezoso es perfectamente
generalizable. En efecto, véase el siguiente método, lla-
mado en Dalmidu (1898) de dos complementos», reco-
mendado para el caso en que el producto de los comple-
mentos sea mas facil que el producto de los datos dados.
Transcribo literalmente:

Metodo de los Complementos, para factores con igual niimero de
cifras.

Se toma la diferencia entre uno de los factores y el complemenio
del otro a una potencia de 10, colocando a la derecha tantos
ceros como tenga esta potencia; se aniade a este resultado el pro-
duicto de'los dos complementos, y la suma es el producto buscado.



Sea la multiplicacion 989x998:

Producto de los complementos a 1000 11x2 = 22
998 — 11 = 987, aniadiendo tres ceros 987000
Suma, que es el producto 987022

Metodo de los Complementos, generalizado a factores con desi-
gual niimero de cifras. Si ambos factores no tienen igual niimero
de cifras, se practica la regla dada en el caso anterior; igualando
antes las cifras, aniadiendo los ceros necesarios a la derecha del
Jactor que tenga menos, teniendo cuidado-de suprimir después
estos ceros de la derecha del producto.

Sea la multiplicacion 9986x95. Igualando las cifras del segundo
Jactor, tendremos 9986x9500.

Producto de los complementos a 10000 14 x 500 = - 7000
9986-500 = 9486, anadiendo cuatro ceros k 94860000
Suma que es el producto k 94867000

Método de los Complementos, para factores iguales, 0 lo que es lo
mismo, para ballar el cuadrado de cualquier niimero. Podemos
aplicar el recomendable método de los complementos aritméticos,
que ya hemos explicaco.

Hallaremos el cuddrado de 896.

Producto de los complementos a 1000 104 x 104 = g 08] 6
896 - 104 = 792, aniadiéndole tres ceros 792000
Suma, que es la segunda potencia buscada 802816

Llegados a este punto, una vez conocidas estas reglas para
multiplicar, el lector advertird que todas ellas tienen algo
en comun. Si la curiosidad le espolea querrd saber que es
ello. Incluso es posible que le asalten otras preguntas,
como por ejemplo cuando en la regla de los complemen-
tos se halla la diferencia entre el primer dato que se escri-
be y el complemento del otro, que pasaria si cambidramos
los datos y escribiéramos primero el otro dato.
Obviamente en ambos casos ha de dar lo mismo, porque
la regla no debe depender del dato que se escriba prime-
ro. Pero, ses igual restarle a un dato el complemento del
otro, que al revés? Si esto es verdad estamos ante una ley
que no es evidente a primera vista. ;Qué ley es ésta?

Formulacién de esta ley.
a-(10-b)=b-(10-a).
Enefectoa—(10-b)=a+b~10=b - (10 — a).

Con esta ley hemos iniciado el proceso para pasar de las
reglas a las formulas. Continuemos con ello. ;Qué ley o
férmula se encierra en las reglas enunciadas?

Recordemos la formula del perezoso, en ella para calcu- |

lar el producto de dos niimeros 7 y 8 se halla el produc-
to de sus complementos (10 — 8)(10 — 7) v la diferencia
de un dato por el complemento del otro, 10[8 — (10 = 7).
Esto tltimo es la cifra de las decenas, lo que se escribe en
el lenguaje horizontal con un cero a la derecha. En con-

...el método de los
dedos o a la turca
N0 es mas que una
reformulacion del
meétodo del
perezoso y
viceversa.

secuencia el método del perezoso se
puede reescribir asi:

8x7 = (10-7X(10-8) + 10[7 — (10-8)D) =
= (10-7)(10-8) + 10[8 — (10-7)D

Ahora para conocer hasta qué punto
esta regla es general, basta con reescri-
birla con letras donde hay nimeros:

ab = (10-a)(10-b) + 10[a — (10-b)])

y demostrar QUe es cierta para cuales-
quier digitos a y b, para lo cual es sufi-
ciente con efectuar el cilculo literal de
(10-a)(10-b) + 10[a ~ (10-b)D y com-
probar que efectivamente resulta ab. En
efecto:

(10-a)(10-b) + 10[a — (10-b)D=
= 100-10a—10b+ab+10a~100-10b = ab

A continuacién, y por analogia, resulta
facil formular el método de los comple-
mentos:

ab = (100-a)(100-b)+100[a—(100-b)]
ab = (1000-a)(1000-b)+1000[a~(1000-b)]

Y ahora, regresando al método de los
dedos o a la turca, para calcular el pro-
ducto de dos nimeros, por ejemplo 7 y
9, se asigna el 7 al dedo indice y el 9 al
dedo medio, después se juntan estos
dedos. La cifra de las decenas se obtie-
ne sumando el nimero de dedos que
se tocan y los que quedan por arriba, es
decir, 2+4. Adviértase que en vez del 7
contabilizamos un 2 y en vez del 9 con-
tabilizamos un 4, esto es como si pres-
cindiéramos de 5 de las unidades de
cada uno de estos nameros 7 y 9. Por
otra parte, se multiplica el ntimero de
dedos que quedan por abajo de los que
se tocan, es decir 3x1, adviértase que
esto es como si hiciéramos el producto
de los complementos a diez de los
datos dados, (10-7)(10-9), igual que en
el método del perezoso. Por lo tanto, la
regla se puede escribir en el lenguaje
horizontal asi:

79 = (10-7)(10-9)+10[(7-5)+(9-3)]
Y por analogia la férmula debe ser:
ab = (10-a)(10-b)+10 [(a-5)+(b-5)]

Para demostrarla es suficiente con
hacer el correspondiente cilculo literal.
Una vez se ha llegado aqui, es el



momento de poner juntas las férmulas
del perezoso y la de los dedos para tra-
tar de analizar lo que tienen en comin.

ab = (10-2)(10-b)+10[a—(10-b)]D
ab = (10-a)(10-b)+10 [(a—5)+(b-5)]

Salta a la vista que la parte que tienen
diferente, 10[a—(10-b)D) v 10 [(@—)+(-5)]
no lo es tanto pues una se sigue de la
otra. En efecto:

a—(10-b) = (a+b-10) = (a-5)+(b-5)]

En consecuencia, podemos decir que el
método de los dedos o a la turca no es
mds que una reformulacién del método
del perezoso y viceversa, Como el
método del perezoso se generaliza en
el método de los complementos, cabe
pensar que también el método de los
dedos se generaliza por analogia. Su
estudio se deja en las manos, nunca
mejor dicho, del lector.

De las férmulas a las reglas

En el intermedio del proceso anterior
aparece una formula para la que no se
ha dado la regla. En efecto se vio que

a—(10-b) = (a-5)+(b-5) = (a+b-10)

por lo tanto se tiene aqui un tercer
método, cuya férmula es:

ab = (10-a)(10-b)+10 [a+b-10]

La regla correspondiente puede enun-
ciarse asi: Para multiplicar dos nimeros
digitos se resta de 10 cada factor y tam-
bién se resta diez de su suma. El primer
resultado da la cifra de las unidades y
el segundo la cifra de las decenas.

Epilogo

Los métodos utilizados anteriormente
forman parte de la tradicidn escrita en
los libros de aritmética. El aprendizaje
de estos métodos es de por si una acti-
vidad ladica que puede ser utilizada
con una finalidad motivadora, pero lo
que aqui se ha pretendido mostrar es
que también pueden ser utilizados con
una intencién matemdtica. En este sen-
tido, la tradicién aritmética es rica y
valiosa, como muestra ofrezco algunas

El aprendizaje de
estos métodos es
de por si una
actividad lidica
que puede ser
utilizada con una
finalidad
motivadora, pero
lo que aqui se ha
pretendido
mostrar es que
también pueden
ser utilizados con
una intencion
matemdtica.

otras de estas reglas para que sean analizadas y se haga
emerger su estructura comin a través de sus férmulas
correspondientes.

Reglas de la tabla Mayor. Son las que se utilizaban para
multiplicar los nimeros de dos cifras, es decir los com-
prendidos entre 10 y 100. A continuacion las presento tal
y como vienen en Brufio (1932), incluyendo su generali-
zacién a nimeros entre 100 y 110 y entre 1000 y 1010.

Caso general

Para multiplicar dos niimeros de dos cifras iguales en
decenas.

Se afaden al uno las unidades del otro, se multiplica la
suma por las decenas y por 10, y se afiade al resultado el
producto de las unidades de ambos factores.

Ejemplo:
25%27 = (32x20) + 35 = 640 + 35 = 675,
En efecto:
25%27 = (20+5)(20+7) = (20+5)20+(20+5)7 =
= (20+5)20+20X7+5x7 = (20+5+7)20+7x5 = 32x20+5X7

Casos particulares

1.°) Los dos niimeros estin comprendidos entre 10 y 20.

La operacién es mis sencilla por tener cada factor sélo
una decena

13x18 = (13+8)10 + 8x3 ...

2.°) Los dos factores sélo difieren en las cifras de sus uni-
dades, las cuales suman 10.

El aplicar la regla general equivale, en este caso, a multi-
plicar la cifra comtn de las decenas por la misma aumen-
tada de 1, multiplicar el resultado por 100 y afiadir el pro-
ducto de las unidades.

Ejemplos: 89%81 = (8x9)100 + (9x1) = 7.209

Nota: Esta regla es particularmente ultrarripida cuando se
aplica al caso de un nimero de dos cifras terminado en 5
por si mismo. Esta regla viene en Santillana de la siguien-
te manera:

«Los productos de 15><‘15, 25X25, 35X35, 45X45, eic., dacaban en 25.

‘Observa cémo‘se obtiene el producto completo:

Ixsiguiente (2) = 2; 15X15 = 225,

3.°) Los dos nimeros estin comprendidos entre 100 y
110.

Se podri también aplicar la regla general, teniendo en
cuenta que cada factor tiene 10 decenas; luego, después
de anadir a uno de los factores las unidades del otro, se



multiplicard por 100, y se anadir el producto de las uni-
dades de los dos nimeros.

Ejemplos: 103x106 = (109x100)+3x6 = 10.918

4.°) Los dos niimeros estdn comprendidos entre 1.000 y
1.010.

Ejemplo: 1.005x1.008 = (1.013x1.000)+(5.8)=1.013.040

5.%) Los dos ntimeros estdn comprendidos entre 90 y 100.

Ejemplo: 92x97. Por la regla general resulta
(92+7)90+(2x7) = (99x9M)+14 = 8.910+14 = 8.924

De la misma forma que hay reglas para nimeros de dos
cifras iguales en decenas, particularizando segiin sea el
caso, también hay reglas para nimeros iguales en unida-
des. En la Aritmética de Polo (190), se incluye la siguien-
te:

Metodo para mudtiplicar dos niimeros de dos cifras iguales en las
cifras de las unidades y tales que las de las decenas suman 10:

Ejemplo. 34X 74 = 2.516. Se multiplican las cifras de las decenas,
al producto se le suma la cifra de las unidades, v el total son las
centenas del producto que se quiere averiguar, a las que se aiiade
el producto de las unidades por si mismas.

Por dltimo, y para no hacer mas larga esta seleccién, se
incluye el siguiente método de las diferencias, tomado de
Donovan & William (1965). Para multiplicar nitimeros
iguales comprendidos entre 25 y 50:

46%46 = 46-25, 21 X100 2100
50-46, 4 4x4 + 16
2116

Nota final: He aqui algunas soluciones:
(10a+b)(10a+c) = 100a(a+1)+bc
(10a+b)(10a+c) = 10af(10a+b)+c)]+bc
(10a+b)(10c+b) = 100(ac+b)+b?
(10a+b)(10c+b) = 100(ac+b)+b?), con a+c = 10
N? =100 (N-25) + (50-N)?
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Fractales y azar.
Un acercamiento mediante
la calculadora grafica

Juan Gallardo

Calderoén

Mientras la intuicién nos
lleva a suponer que un
proceso aleatorio debe
conducir a una estructura
arbitraria y desordenada, la
experiencia que mostramos
en el arficulo pone de
manifiesto que no
siempre es asf.

Las calculadoras gréficas
proporcionan un instrumento
muy 0til para acercarse en el
aula, de modo experimental,

a los fractales y al caos.

esde que en 1975 Mandelbrodt introdujera el término frac-
tal para referirse a los objetos matemiticos obtenidos a
través de la repeticion infinita de un proceso geométrico
generalmente de naturaleza muy simple y que, sin embar-
go, da lugar a una estructura final aparentemente com-
pleja, puede decirse que las matemadticas han encontrado
una herramienta que, por su poder creativo y de aplica-
cién a otras ciencias, estdi dando lugar a experiencias
interdisciplinares de sumo interés.

Como consecuencia, los fractales, y el caos, atraen cada vez
mas la atencién de la sociedad en general, y no sélo la del
matemitico que encuentra en la geometrfa fractal un puen-
te entre la geometrfa cldsica y el andlisis moderno. Asi, el
color y la belleza de sus formas geométricas despiertan en
el artista un interés estético por las matemadticas que rara
vez habia ocurrido antes. Para el experto en informatica los
fractales y el caos ofrecen un extraordinario entorno en el
que explorar, crear y construir un nuevo mundo visual. A
los estudiantes interesados les da la posibilidad de introdu-
cirse en las matematicas del siglo XXI y... a los profesores
y profesoras se nos presenta asi una oportunidad tnica de
poner de manifiesto el dinamismo de nuestra materia y las
multiples relaciones entre sus distintas partes.

Parece, por tanto, conveniente ofrecer a los alumnos y
alumnas de Bachillerato la posibilidad de acercarse a las
nociones bisicas del caos y los fractales. Esa aproxima-
cién puede hacerse a través de actividades exploratorias
en las que juegan un papel de gran utilidad los ordena-
dores —o las calculadoras grificas— al permitir un contras-
te ripido de sus intuiciones.

Las oportunidades para introducir elementos de geometria
fractal en clase de secundaria son muchas, ya que muchas
son las conexiones con tépicos cldsicos en los programas
actuales.



Entre esas conexiones merece destacarse, junto a las mis
conocidas que relacionan los fractales con los conceptos
de semejanza, iteracion, limite, etc. la que se refiere a la
conexion entre los fractales y el azar,

El juego del caos

Los importantes avances cientificos y tecnolégicos habi-
dos durante el siglo XX hacen pensar con frecuencia que
el mundo funciona como un mecanismo de relojerfa,
cuyas leyes pueden ser descifradas paso a paso. Sin
embargo, el desarrollo de las nuevas teorifas cientificas nos
lleva justamente a la conclusién de que esa ilusién esta
injustificada; el determinismo estricto y €l desarrollo apa-
rentemente aleatorio 7o son mutuamente excluyentes,
sino que coexisten abundantemente en la naturaleza.

La relacién entre caos y fractales se mueve en esa direc-
cién. Nuestra idea intuitiva de azar nos hace suponer que
una figura que se genere aleatoriamente debe poseer una
estructura arbitraria y desordenada. El llamado quego del
caos» puede servir para poner de manifiesto como,
mediante un procedimiento aleatorio, se obtiene una figu-
ra de estructura deterministica (caos determinista), lo cual,
a la vista de lo apuntado en el pérrafo anterior, justifica su
interés para ser conocido por los alumnos y alumnas de
enseflanza secundaria.

Para poner en prictica el juego del caos necesitamos un
dado de tres caras sefialadas con A, B y C. Puede servir-
nos un dado ordinario sin mis que asociar, por ejemplo,
las caras del 1y del 2 con A, las del 3 y del 4 con B y las
del 5 y del 6 con C. Tendremos asi un generador de
secuencias aleatorias de A, B v C, tales como B, C, B, B,
A, B, G, B, G, A... Las reglas del juego son muy simples,
Dibujamos un tridngulo de vértices A, B, C y sehalamos
un punto cualquiera del plano, x; tiramos el dado v si
sale por ejemplo A, nos desplazamos al punto medio
entre x,, y A; llamamos a ese punto x,. Tiramos de nuevo
el dado y senalamos como punto siguiente el situado a
medio camino entre x, y el vértice indicado por el dado,
y asi sucesivamente. La figura 1 ejemplifica las tres pri-
meras tiradas del juego, en el caso de que el punto inicial
se haya elegido interior al tridngulo; la secuencia corres-
pondiente a las tres tiradas representadas serfa: C A B.

Figura 1
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La cuestion es si en el caso que jugira-
mos infinitas veces, los puntos X, se
colocarfan aleatoriamente o por el con-
trario se agruparian de alguna manera
especial.

Puede demostrarse que los puntos con-
vergen hacia un conjunto fractal muy
conocido. Naturalmente, serfa preten-
cioso intentar esa demostracién en los
niveles de ensefianza en que nos move-
mos, pero si es posible acercarnos a
este hecho de un modo relativamente
sencillo, usando calculadoras grificas,
que cada uno o dos alumnos pueden
tener a su disposicién con mas facilidad
que un ordenador y que, de manera
andloga a éste, permiten llevar a cabo
realmente y en un escaso periodo de
tiempo, lo que sin ellas se quedaria en
un experimento mental de dificultades
seguramente insalvables.

Sin embargo, en primer lugar, conviene
animar a los alumnos y alumnas a que
jueguen manualmente algunas partidas
¥ a que dibujen los resultados corres-
pondientes a cuatro o cinco tiradas, lo
cual les permitir ademds de hacerse con
las reglas del juego, lanzar sus primeras
conjeturas.

A continuacién, puede simularse el
juego para un numero mayor de parti-
das utilizando una calculadora grifica.
Por ejemplo, con «Texas Instruments,
mod. 81», un programa que nos permi-
te dicha simulacién viene en el cuadro
adjunto.

La elaboracién de este programa nece-
sita, claro estd, el conocimiento del len-
guaje de programacién especifico de la
calculadora utilizada (por otra parte,
similar al Basic), pero sélo en su tltima
fase; es decir, el disefio del proceso,
que es lo realmente importante, es
sobre todo un ejercicio relacionado con
el cardcter algoritmico de las matemati-
¢€as, y proporciona ocasion para enlazar
con diversos conceptos y procedimien-
tos. .

Esos pasos esenciales en el programa

concreto que nos ocupa son:

1. «Dibujar un tridngulo, por ejemplo
de vértices A(0,0), B(0.5, 1), C(1,0)



«Elegir el punto P con el que ini-
ciar el juego; le daremos unas coor-
denadas genéricas P(X,Y).

Decidir cuantas veces queremos
jugar (), e introducir un contador
(C) que controle el nimero de ellas
que se llevan jugadas.

A estas tres etapas previas estin funda-
mentalmente dedicadas las instruccio-
nes 1 a 17. En las siguientes, ugaremos
al caosn

4.

«Cogemos el dado de tres caras»
mediante la definicién de una
variable que toma como valor en
cada tirada un ndmero aleatorio
comprendido entre 0 y 1 (linea 18).
Si el nimero obtenido estd entre 0
y 1/3, diremos que ha salido C; si
estd entre 2/3 y 1, que ha salido B;
en otro caso supondremos que ha
salido A.

Si sale C, debemos desplazarnos al
punto medio entre P y C (lineas 26,
27, 28, 29). Si ha salido B, iremos al
punto medio entre P y B (lineas 30,
31, 32, 33). En otro caso, el punto
siguiente a P se hallar a medio cami-
no entre P y A (lineas 23, 24, 25).

La figura 2 muestra los resultados del

Juego del Caos, simulado con el pro-

grama, para 100, 500, 1.000 y 10.000
tiradas.

En un aula con alumnos poco habituados a trabajar con
programacién en la calculadora grifica, es seguro que
estas explicaciones habrd que darlas a posteriori una vez
que se les ha facilitado el programa y lo han ejecutado,
pero a continuacién se les puede proponer variaciones
sobre el programa, para que ellos mismos lo modifiquen
adecuadamente y ademds les proporcione un mejor cono-
cimiento del juego y sus consecuencias. Variaciones tales
como ¢qué ocurre si «dibujamos» un tridngulo de otra
clase?, o, squé ocurre si el dado tiene «cargada» una de sus
caras?. En cualquier caso, {qué caracteristicas tendra la
figura resultante cuando el juego se realizara infinitas
veces?

El triangulo de Sierpinski

Si repiti€éramos el proceso infinitas veces es de esperar
que apareciera el llamado tridngulo de Sierpinski, que de
esta forma diremos que es la figura limite o atractor, del
juego del caos.

Se trata de un fractal cldsico que fue introducido, en 1916
por el matemitico polaco Waclaw Sierpinski, como el
conjunto de puntos que queda después de realizar infini-
tas veces el proceso geométrico siguiente:

Dibujamos un tridngulo en el plano y le aplicamos el
siguiente esquema iterativo:

a) unir mediante segmentos los puntos medios de sus
lados y

b) eliminar el tridngulo central de entre los cuatro for-
mados.




En cada una de las etapas del proceso se van generando
cuatro tridngulos congruentes de los que eliminamos el
del medio. Concretamente, después del primer paso tene-
mos tres tridngulos congruentes cuyos lados miden exac-
tamente la mitad del inicial; siguiendo el mismo procedi-
miento con los tres tridngulos restantes, obtendremos 3,9,
27, 81... ridngulos, cada uno de los cuales es una versién
reducida a escala de los tridngulos de la etapa anterior. La
figura 3 muestra las primeras etapas de la construccién:

Figura 3

La construccién del tridngulo de Sierpinski desde este
otro punto de vista, puede ser trabajada también por
alumnos de bachillerato, proporcionando una aproxima-
cién a la nocién de autosemejanza, caracteristica esencial
de ciertos fractales, a la vez que permite mediante el
estudio de las sucesiones de las areas, concluir que la
figura limite tendr4 4rea nula, lo que por otra parte ven-
drfa a poner de manifiesto que la figura correspondien-
te a cualquier etapa del proceso, por avanzada que sea,
serd siempre una aproximacién finita al tridngulo de
Sierpinski, toda vez que al tratarse de una figura limite
no es posible su representacién exacta.

Juan Gallardo
IB Santa Eulalia. Mérida
Sociedad Extremefia
de Educacion Matemética
Ventura Reyes Présper

Conclusién

Lo expuesto hasta aqui permite un acer-
camiento, intuitivo y basado en la expe-
riencia, al hecho aparentemente paradéji-
co de que una figura fractal de estructura
muy elaborada tal como es el tridngulo
de Sierpinski puede obtenerse mediante
un proceso aleatorio tal como son las infi-
nitas tiradas del juego del caos.

Es evidente que no puede decirse que
hayamos establecido plenamente ese
resultado. Un andlisis riguroso (Peitgen
y otros, 1992) tiene como punto de par-
tida la consideracién de que una suce-
sién de tiradas puede representarse,
como ya dijimos, mediante una suce-
sién de las letras A, B y C; cuando se
leen de derecha a izquierda cada una
de esas secuencias indica un procedi-
miento para asociar la posicién del
punto con un subtridngulo correspon-
diente a una determinada etapa de la
construccion del tridngulo de Sierpinski
por autosemejanza, y reciprocamente.

Ademds, son muchas las cuestiones que
quedan pendientes, por ejemplo, la
referente a si habrd quegos de caos
que produzcan fractales diferentes del
tridngulo de Sierpinski.

Sin embargo, creo que lo importante
desde el punto de vista pedagégico es
que el alumno habré tenido, quizas por
primera vez, la oportunidad de intuir
que caos y determinismo son las dos
caras de una misma moneda.
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De la Astronomia a la Lingiiistica:
una experiencia didactica
en torno a los logaritmos

Benito Hernandez Bermejo

Juan Bosco Romero Marquez

Enun recorrido que empieza
en las necesidades de los
céleulos astronémicos y
termina en la teorfa de
lenguajes formales, se
propone un modelo que
posee las mismas
propiedades que los
logaritmos, desde el punto
de vista formal, aumque con
ciertas limitaciones. Dicho
modelo muestra que las
propiedades de los
logaritmos no son tan
antinaturales como parece a
primera vista, pudiendo no
s6lo ser aprendidads sino
también ser aceptadas.

veridos alumnos:

Como ya sabéis, hemos definido una funcién logaritmo de
la siguiente manera:

[iR={0} >R
b—>log,b=cea*=b,

donde a>0, a#l es la llamada base del logaritmo, que
habitualmente es 10 o el nimero e.

Aunque esta definicién es perfectamente correcta, proba-
blemente os ha parecido arbitraria: ;JPor qué definir el
logaritmo de esta forma? ;Por qué definirio? Todo tiene
una explicacion...

Hace alrededor de tres siglos, John Neper defini6é por pri-
mera vez los logaritmos debido a que estaba buscando
una funcién que simplificara de alguna forma los cilculos
numéricos, que en aquella época eran largos y tediosos:
iEntonces no habfa calculadoras! Tales cilculos habian
empezado a proliferar, especialmente en Astronomia: el
propio Kepler, en la misma época, se queja frecuente-
mente en este sentido.

Pues bien: ;qué ocurrirfa si dispusiéramos de una funcién
«magica», una funcién capaz, nada menos, que de conver-
tir las potencias en multiplicaciones y las multiplicaciones
en sumas? ;Acaso no serfa una ayuda inmensa para noso-
tros si tuviésemos que calcular a mano?

Pues esta funcidn existe, y es el logaritmo.

Esto es asi debido a sus tres propiedades, que son las que
justifican histéricamente la utilidad de esta funcién:

log,(xy)=1log,x +log,y
log,(x/y)=log,x~log,y
log,(x*) = zlog, x,



para cualquier base 4, con x, y reales positivos vy z real.

Aunque los logaritmos tienen otras propiedades, estas son
con diferencia las mas importantes, y en ellas nos vamos
a fijar: son las llamadas propiedades funcionales (hay un
teorema por el cual se ve que estas tres propiedades,
junto con loga = 1 determinan a la funcién logaritmo)

¢No os parecen «diferentes?? Lo que quiero decir es que
nunca antes habéis visto unas propiedades asi: al princi-
pio resultan extrafias, poco evidentes. Normalmente uno
N0 se encuentra nuNca cosas concretas que se comporten
de esta forma... o sf?

Os voy a proponer un juego: vamos a jugar con las pala-
bras. Suponed que yo tomo el alfabeto de las letras
mintsculas (me olvido de las maydsculas para no com-
plicarlo todo indtilmente), es decir:

{a, b, ¢, ..., zh

Pues bien: voy a dar mi definicién de «palabra» una pala-
bra es un conjunto de letras puestas una a continuacién
de otra, como por ejemplo:

casa
alumno
ababccbd
WWWWWW

Diremos que dos palabras son iguales cuando consten del
mismo nidmero de letras y coincidan entre si letra por
letra, en el orden natural. Otra forma de expresarlo es
decir que una palabra es un conjunto ordenaco de letras.
Fijaos bien: a mi no me importa que la palabra como tal
signifique algo o no. Sencillamente son letras que junto en
cierto orden. Vamos a etiquetar las palabras con letras
mayusculas para darles un nombre:

A = caballo
B = vgekliut,

por ejemplo.

Cualquier palabra A tiene asociada una longitud, /g 4, que es
el nidmero de caracteres que la componen. Asi, si A = libro,
ademds de ser una hermosa palabra, Ig A=5.

¢Qué podemos hacer con nuestro conjunto de palabras?

¢Podemos juntar unas con otras? iPues claro! A esta ope-
racién le voy a llamar productoy lo designaremos con un
asterisco: si A = auto y B = bus, A * B = autobus; ysiC=
cccy D =ddd, C+ D = cceddd. O sea, el producto de
palabras consiste en unitlas o pegarlas (mas propiamente
concatenarlas) en el orden indicado, Notad como este
producto es asociativo pero no conmutativo, es decir:

A+B+CO=QA+«B)*C
A*B#B=+A A B, C cualquiera.

Hemos definido un producto. sSerfa posible definir, por
ejemplo, una potenciacion? Si tenemos el producto elevar

Os voy a proponer
un juego: vamos a
Jjugar con las
palabras. Suponed
que yo tomo
el alfabeto
de las letras
minusculas. ..

a una potencia es ficil: basta multiplicar
tantas veces como indique el exponen-
te. Es decir, para » entero positivo:

n)

A“=A*A*(.‘,*A

Asi, st A = tho, A? = A + A = thotbo y
A% = A x A+ A= thotbotbo.

¢Podriamos ir mas lejos y definir una
division? Si podemos, lo que ocurre es
que dos palabras no van a poder divi-
dirse siempre, esto es, a veces una no
va a ser divisible por la otra. Diremos
que A es divisible por C si y sélo si
existe una B tal que A = B * C; en este
caso A/C = B. Por ejemplo: si A = averia,
puede dividirse entre C = ria, y A/C =
= ave. También es posible dividirlo
entre C' = ia, tal que A/C’ = aver, Sin
embargo no se puede dividir entre C” =
= ave, ya que la divisién se considera
s6lo desde el lado derecho (aunque,
por supuesto es posible definitla por la
izquierda de manera aniloga: es tan
sdlo una cuestién de convenio).

Segun esto, ¢qué pasarfa si yo dividiera
una palabra entre si misma: A/A?
ijAparentemente nos quedamos sin
letras! Pues bien, para ser coherentes
con nuestras propias definiciones
vamos a admitir que esta es una pala-
bra también, y levamos a llamar A: una
palabra, de longitud 0: Ig A = 0. Como
tiene longitud 0 seri el elemento neutro
de nuestro producto:

AsdA=A+A=A VA
Respecto a la potenciacién, también

salimos ganando, ya que podemos
extenderla para el caso n = 0:

A% =, VA

Ademds A" = A sea cual sean =0, 1, 2...
puesto que al concatenar n veces una
palabra sin caracteres el resultado es
claramente la misma palabra sin carac-
teres. También es facil ver que A/A = A
VA ya que quitamos A por la derecha y

-al ser A vacia el resultado es la propia A,

El conjunto de palabras asi definido,
incluyendo A, se llama lenguaje univer-
sal asociado al alfabeto de las letras
mindsculas,

Recapitulemos: Hemos empezado for-
mando palabras. No nos hemos preo-




cupado de su significado, sino sélo de
trabajar con ellas definiendo unas opera-
ciones: producto, divisién y potenciacién.

Desde un punto de vista linglistico,
esto es lo mismo que decir que estamos
trabajando a un nivel sintdctico, al ocu-
parnos de cémo construir y manejar las
palabras de acuerdo a unas reglas, y no
teniendo en cuenta el aspecto semdnti-
co, esto es, si el lenguaje resultante estd
dotado de significado y puede emplear-
se como instrumento para la comunica-
cién. Existe un tercer nivel, el nivel
pragmdtico, que se ocupa de la rela-
cién existente entre el lenguaje y sus
usuarios: en este caso se trata de un
lenguaje que surge con finalidades edu-
cativas en el campo de la matematica.
(Como nota curiosa, los lenguajes estin
clasificados de acuerdo a sus propieda-
des generativas, es decir, de acuerdo al
tipo de reglas gramaticales que los
generan, nuestro lenguaje pertenece a
la anejor» de todas, la de los denguajes
regulares» o denguajes de Kleene». Por
abstractas que os puedan parecer estas
cuestiones, hoy en dia poseen un amplio
interés en relacién con diversos proble-
mas de la Informdtica, como el desarro-
llo de lenguajes de programacion).

Ahora fijmonos en esa funcién lg o
longitud que habiamos definido. Es
sencillo ver que:

Ig(A « B) = IgA + 1gB
1g(A/B) = IgA — 1gB
1g(AM =n- IgA

siempre que, como en el caso de la divi-
sién, la operacién esté definida. Nétese
que dentro de los argumentos de la fun-
cién lg tenemos las operaciones entre
cadenas {*, /, potenciacién} y fuera de
tales argumentos las operaciones habi-
tuales entre ndmeros reales {+, —, }.

Por ejemplo, demostremos la primera
(las demds son andlogas y os las pro-
pongo como un breve ejercicio):
SeaA=a ~a yB=b - b, con n, m
enteros positivos (cero en el caso de la
cadena vacia). Entonces IgA =ny IgB =m.
Ademds A + B = a, - a b b de
modo que:

lg(A « B) = n + m = 1gA + IgB, Q.ED.

...las propiedades
son formalmente
identicas a las de
la funcion
logaritmo,
[..]

1o son tan
antinaturales
después de todo. ..
No sélo pueden
aprenderse,
también pueden
aceptarse.

Benito Herndndez
Departamento de Fisica
Fundamental, UNED
Juan Bosco Romero
IB Isabel de Castilla
Avila

Vemos que las propiedades son formalmente idénticas a
las de la funcién logaritmo, que es lo que nos habfamos
propuesto explorar. Luego, realmente, no es tan dificil lle-
gar a un caso concreto y palpable que reproduzca fiel-
mente las propiedades de los logaritmos. No son tan anti-
naturales después de todo... No sélo pueden aprenderse,
también pueden aceptarse. S6lo hace falta imaginacién.

Sin embargo, la matemadtica también es, a menudo, criti-
ca. Hemos visto un modelo que posee unas propiedades
idénticas a las de los logaritmos, pero, como todo mode-
lo, debe tener limitaciones. ssois capaces de verlas? Si la
respuesta es «no», 0os puedo sefialar algunas: en primer
lugar, el logaritmo tiene como conjunto imagen a todo R,
mientras que nuestra funcién» Ig tan sélo puede tomar
valores enteros no negativos. Por otra parte, la poten-
ciacién que hemos definido s6lo puede efectuarse con
exponentes (de nuevo) enteros no negativos; sin embar-
,80, entre nimeros reales no existen limitaciones en este
sentido. Por tanto, este modelo es algo asi como una ver-
sién con nimeros enteros del original, o, por decirlo mas
precisamente, un modelo discreto. La comprensién de que
lo que hacemos esta limitado y el conocimiento de estas
limitaciones es a menudo fundamental en la ciencia. Por
eso os invito a que sigiis comparando nuestro ejemplo
con el original en busca de diferencias y semejanzas. ;qué
podéis decir acerca del producto y de la divisién?

Pensadlo bien: hemos empezado por la Astronomia y ter-
minado en la Linglistica, pero el objetivo era la
Matemdtica. Nuestro vehiculo durante este recorrido fue-
ron las ganas de entender, de pensar y jpor qué no? de
divertirnos mediante juegos que nosotros mismos inven-
tamos. La Matemadtica es todo eso. La Matemadtica puede,
de hecho debe, ser asi.
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FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES DE PROFESORES DE MATEMATICAS
CONVOCATORIAS

Secretario General de la Federacién

Editor del Servicio de Publicaciones de la Federaciéon

En marzo de este afio se cumplian los cuatro afios de mandato del actual Secretario General de la Federacion, Luis Balbuena Castellano. Se hizo
la correspondiente convocatoria para que los socios presentaran sus candidaturas a este puesto antes del 31 de enero de 1995. No se presenté
ninguna. Por esta razén, y en virtud de lo previsto en los Estatutos, se abre un nuevo plazo de presentacién de candidaturas que expirard el 31
de enero de 1996.

El puesto de Editor del Servicio de Publicaciones de la Federacién es de mas reciente creacién y se hacia la convocatoria por primera vez. Tampoco
se presentaron candidaturas y por esto se convoca también de nuevo con la misma fecha limite de 31 de enero de 1996 de presentacién para
los interesados.

Quienes deseen presentarse a alguno de esos puestos convocados, deberd enviar a la Secretaria General de la Federacion (Apartado de Correos
329. 38201-La Laguna ~Tenerife-) los documentos que se solicitan.

La Junta de Gobierno de la Federacién se reunira entre los meses de febrero y marzo de 1996 para proceder a designar al responsable de cada
puesto convocad entre quienes se hayan presentado o, en su defecto, actuar como indican los Estatutos.

Se reproducen a continuacién los arficulos de los Estatutos y del Reglamento alusivos o la Secretaria general, asi como las bases aprobadas por

la Junta de Gobierno para la designacion del Editor del Servicio de Publicaciones.

Secretario General
Estatuto
Art. 14.El Secretario General serd elegido por la Junta de Gobierno entre los candidatos presentados. Su mandato serd de cuatro afos.
Art. 15.Son funciones del Secretario General:
) Actuar como secretario en la Comision Permanente y en la Junta de Gobierno, custodiando sus actas.
b) Librar los certificados que proceda, con el visto bueno del Presidente.
¢) Ordenar gastos. : :
d)Informar a los asociados de las actividades de la Federacion.
e) La Coordinacién general de las actividades de la Federacién.

) Organizar la elaboracion de estudios y trabajos que redunden en beneficio de la Federacién y que hayan sido aprobados en la Comisién
Permanente © en la Junta de Gobierno.
) Llevar la’ correspondencia de la Federacién.
Reglamento ;
Art. 9. El Secretario General de la Federacién serd elegido por la Junta de Gobierno entre los candidatos presentados. Su mandato seid de ‘cuatro
afios y rendird cuenta de su gestién anualmente ante la Junta de Gobierno.
Art. 10.Podré ser candidato cualquier socio de las Sociedades federadas. la solicitud, dirigida al Presidente de la Federacion, deber4 ir acompafia-
da de la siguiente documentacion:
a) Certificado en el que conste que es socio activo.
b) Una memoria de un méximo de tres folios, a doble espacio y por una cara, en la que exponga su posible programa: de actuacién al fren-
te de la Secretarfa General, asi como-los contenidos de las tres vocalias previstas,
At. 11 La Junta de Gobierno convocard el puesto de Secretario general mediante la comunicacién a las Sociedades federadas, dos meses antes de fina-
lizar su mandato o, en el caso de haber presentado su dimisién, dando un plazo minimo de dos meses para la presentacién de candidaturas,

Art. 12.El Presidente convocard una reunién de la Junta de Gobierno para proceder a la designacién del Secretario General entie:los candidatos
presentados. Una vez decdida la designacién lo comunicari a las Sociedades federadas.

Art. 13.81 no se presentara ningin candidato a Secretario General, o ninguno de los presentados recibiera la confianza de la Junta de Gobierno,
ésta quedard facultada para designar a un socio que ocupari el cargo accidentalmente y por un plazo no superiora dos anos dentro de los
cuales realizard una nueva convocatoria.

Servicio de Publicaciones
El Servicio de Publicaciones serd coordinado-por un Editor que deberd ser un socio propuesto por su Sociedad federada. Serd elegido por la Junta
de Gobierno de la Federacién, nombrado - vocal ad boc de la misma y serd asesorado por un Comité Editorial.

Son funciones del Editor las siguientes:
a) Proponer a la Junta de Gobierno, para su aprobacién, la composicién de un Consejo Editorial de no mds de cuatro personas (excluido el Editor),
b) Elaborar su proyecto bianual de publicaciones que presentard a la Junta de Gobierno para su aprobacién: Dicho proyecto deberd:
* Incluir las propuestas de publicaciones que reciba de las distintas Sociedades, debidamente informadas por el Comité Editorial.
* Contener publicaciones que a juicio del Comité Editorial puedan resultar convenientes.
* Especificar las caracterfsticas, interés y viabilidad econémica de cada publicacion, asi como, los mecanismos de edicién y distribucién.
) Colaborar con los servicios de publicaciones de las distintas sociedadés federadas.
d) Establecer canales de colaboracién con otras entidades piblicas o privadas que puedan favorecer el desarrollo del Servicio de Publicaciones.




La matematica que protege
de errores a los nUmeros
de identificacién

Maria Candelaria Espinel Febles

Pino Caballero Gil

Con este material
pretendemos divulgar la
matemdtica implicada en los
nimeros de identificacién
tales como NIF, ISBN,
EAN... La aritmética modular
se utiliza para fijar el digito
de control, y algoritmos
sencillos permiten al
ordenador descubrir muchas
falsificaciones o posibles
errores en el nomero de
identificacién de la tarjeta,
producto o persona. Los
esquemas de codificacién
mds usuales detectan todos
los errores simples, esto es,
cuando se confunde un
digito por ofro pero, sin
embargo, no descubren ofros
tipos de errores que, aunque
son menos frecuentes, son
posibles. El dlgebra y la
divisibilidad ayudan a elegir
esquemas de codificacién
mds seguros.

(1

ntroduccion

Letra del DNI

Si tiene interés en conocer el procedimiento que se utili-
70 para obtener la letra de su NIF, tome el nimero de su
DNI y calcule el resto médulo 23 y luego consulte el
resultado en la siguiente tabla:

0 T 8 P 16 | Q
1 R 9 | D 17 |V
2 | w 10 | X 18 | H
3 A 11 B 19 L
4 G 12 | N 20 C

M 1B | 21 K
6 Y 14 VA 22 E
7 F 15 S 23 T

En la practica puede dividir el nimero del carnet entre 23,
despreciar la parte decimal, multiplicar por 23 y restarlo al
numero del carnet, asi obtendrd un niimero entre 0 y 23
que le permitird fijar la letra segin la lista anterior.

Por ejemplo, para el DNI 78694024,
78694024 : 23 = 3421479.3
3421479 x 23 = 78694017

78694024 - 78694017 = 7

Por lo tanto, le corresponde la letra F.




Nomero de las tarjetas

Las tarjetas de bancos y cajas de ahorros utilizan procedi-
andlogos para garantizar su seguridad.
Supongamos un usuario cuya tarjeta tiene el nimero:

5 02065 000457195 3

mientos

pero por equivocacién el cajero lee el nimero:
5 02065 000457165 3.

Esta errata, como veremos mds adelante, se puede detectar
gracias al digito que va al final, llamado digito de control.

Para calcular el digito de control se utilizan los 14 digitos
centrales, y sus posiciones se entienden siempre contadas
desde la derecha. El procedimiento es el siguiente:

Paso 1. Se suman los digitos de las posiciones impares,
esto es, las posiciones 1, 3, 5, 7, 9, 11 y 13, y el resultado
se multiplica por 2.

Paso 2: Se cuentan el niimero de digitos en las posiciones
impares que son mayores que 4, v se suma al resultado
del paso 1.

Paso 3: Se suman los digitos de las posiciones pares y se
anade al resultado del paso 2 mads 1.

Paso 4: El ultimo digito de la tarjeta o digito de control es
la cantidad necesaria para que al sumarla al resultado del
paso 3 quede un miltiplo de 10.

En la tarjeta citada, los pasos serian:

PI: 541+5+0+0+6+2=19

19x2 =38

P2 3+ 38 =41

P3: 9+7+4+0+5+0+0=25
25+41+1=67

P4 67 +3 =70, por lo tanto, el 3 es el digito de control.,

En el caso de la equivocacién citada, en la que se cambié
el 9 por el 6, el digito de control da 6 en lugar de 3 como
figura en la tarjeta.

Con los procedimientos dados puede comprobar la letra
de su NIF y el digito de control de su tarjeta. No obstan-
te, segin la red de cajeros a la que pertenezca podrian
existir diferencias en el procedimiento.

Cédigo de barras (EAN)

Aunque los dos ejemplos citados son de 4mbito nacional,
la idea de anadir un digito para controlar los errores que
puedan cometer las personas o las mdquinas se utiliza a
nivel internacional. Este es el caso del cédigo de barras o
EAN (European Article Numbering). La mayorfa de los
articulos que compramos lo llevan. En la caja se rastrea el
c6digo del articulo mediante un esciner, de modo que se

...la idea de
anadir un digito
para controlar los
errores que
puedan cometer
las personas o las
mdquinas se
utiliza a nivel
internacional.

envia el precio almacenado en la
memoria de un ordenador a la pantalla
de la caja registradora y, por dltimo, a
la factura del cliente.

El cédigo de barras lo forman doce
numeros que se reparten de la siguien-
te forma: dos para el pafs, cinco para la
empresa, cinco para el producto y ade-
mds un dltimo digito de control para
detectar errores.

El texto de Montaner-Moyano que se cita
en la bibliograffa tiene un cédigo de barras
acompafiado de los siguientes digitos:

97 88420 51877 0

El dltimo digito, 0 en este caso, es de
validacién, y permite comprobar que
los datos anteriores son correctos.

El digito de control o validacién se
comprueba mediante el procedimiento
siguiente, donde las posiciones se
entienden contadas desde la derecha:

Paso 1: Se suman los digitos que ocu-
pan posicién impar.

Paso 2: Se suman los digitos que ocu-
pan posicién par y el resultado se mul-
tiplica por 3.

Paso 3: Se suman los resultados de los

pasos 1y 2.

Paso 4: Se divide la suma por un nime-
ro elegido, conocido como el mdédulo,
que en este caso es el 10.

Paso 5: Se obtiene el resto de esta divi-
sién, llamado resto mdédulo 10 de la
suma. Si esta cantidad es 0, el cédigo es
correcto,

En nuestro ejemplo:
PI: 0+7+1+0+4+8+9=29
P2 7+8+5+2+8+7=37
37 x3 =111
P3 29 + 111 = 140
P4 140 :10=14
P5: 140 = 0 médulo 10.

Por tanto, el digito de control es efecti-
vamente 0.

Cédigo para el pasaporte

En muchos paises el pasaporte contie-
ne también digitos de control. En las




aduanas existen maquinas para chequear
estos digitos. No se reconoce ese digito
a simple vista ya que aparece al final de
un nimero que si tiene relevancia,
como es la fecha de nacimiento, nime-
ro de pasaporte o fecha de caducidad.
Los digitos de chequeo se calculan uti-
lizando un conjunto de reglas estdndar.
El procedimiento mis comin consta de
los siguientes cuatro pasos:

Paso 1: Se multiplica cada digito del
ndmero original por unas cantidades
llamadas pesos. Los pesos que se eligen
para el pasaporte son los digitos de la
serie 1731731731... :

Paso 2: Se suman los resultados de sus
multiplicaciones.

Paso 3: Se divide la suma por un niime-
ro elegido, por convenio muchos paises
utilizan el nimero 10.

Paso 4. Se especifica el resto de esta
divisién como digito de chequeo.

Utilizando por ejemplo la fecha de
nacimiento 3 de Septiembre de 1978
tenemos 030978. Pueden surgir proble-
mas entre el orden del dia y el mes,
pues en algunos paises se anota el mes
antes que el dfa, asi en nuestro ejemplo
serfa 090378, e incluso si se toma pri-
mero el afo, se tendria 780903.

Siguiendo la costumbre espafiola, la
aplicacién del proceso serfa:

PI: Nim. origina: 0 3 0 9 7 8

173173
Productos: 021 0 94924

P20+21+0+9+49+24=103

Pesos:

P3:103 + 10 = 10, y resto 3
P4 e} digito de chequeo es el 3.

El nimero aparece en el pasaporte
como 0309783.

Célculos similares se hacen con el nime-
ro del pasaporte o con la fecha de cadu-
cidad e incluso, en los paises donde los
ciudadanos tienen asignado tal nimero,
con el ndmero del carnet de identidad.
- La miquina de la aduana lee la zona y
ejecuta los cilculos casi instantineamen-
te. Este proceso asegura que el pasapor-
te sea fiable y siga las reglas.

[(En el ISBN] las
dos primeras
cifras nos dicen el
pais y la lengua
en que se edito,
las tres siguientes
identifican la
editorial y las
cuatro siguientes,
identifican al
libro en si.

ISBN para libros

Un codigo de dmbito internacional que se utiliza para
identificar los libros es el llamado ISBN (International
Standard Book Numbers). Por ejemplo, el texto de
Montaner-Moyano (1989) que se cita en la bibliografia
tiene el cédigo:

ISBN 84-205-1877-8

Las dos primeras cifras, 84, nos dicen el pafs y la lengua
en que se editd, las tres siguientes, 205, identifican la edi-
torial y las cuatro siguientes, 1877, identifican al libro en
si. Ademis se afiade un dltimo digito, 8, que informa de
posibles errores al escribir alguno de los digitos.

La ultima cifra de verificacién se comprueba mediante el
siguiente algoritmo:

Paso 1. Se multiplica cada digito del nimero original por
unos valores llamados pesos, que vienen dados por 10, 9,
8,7,6,5 4,3, 2y 1.

Paso 2: Se suman los resultados de sus multiplicaciones.
Paso 3: Se calcula el resto médulo 11 de la cantidad ante-
rior.

Paso 4: Si ese resultado es 0 el digito de control queda

comprobado.

En el ejemplo anterior, el digito de control 8 queda com-
probado de la siguiente forma:

8 4 20 51 8 7 78
10 9 87 6 5 4 3 21

Productos: 80 36 16 0 30 5 3221 14 8
P2:80+36+16+0+30+5+32+21 + 14 + 8 = 242

PI: NUm. original:

Pesos:

P3: 242 = 0 médulo 11
P4: Fl digito 8 es correcto.

Sin el dltimo digito el resultado del Paso 2 seria 234, asi
que el 8 es el menor entero que permite conseguir un
multiplo de 11. Si fuese necesario un 10 como digito de
control se representaria por una X.

En los cinco ejemplos propuestos se han presentado cinco
codigos actuales siguiendo la siguiente estructura. El NIF
se describe de forma sencilla. El c6digo de las tarjetas se
presenta en forma de algoritmo. El c6digo de barras se
introduce como algoritmo que usa las clases residuales. El
codigo para el pasaporte se presenta como un algoritmo
que utiliza el producto escalar. El ISBN se describe en
forma de algoritmo que utiliza a la vez las clases residua-
les y el producto escalar.

Con una lectura atenta de la descripcién de los cinco pro-
cedimientos se puede deducir un método de funciona-
miento comtin, que se pondri de manifiesto en el siguien-
te apartado. Sin embargo, queremos hacer patente la



diversidad en sus presentaciones puesto que de esta
forma se abren mis posibilidades en sus aplicaciones
didacticas.

Clases residuales y producto escalar

En realidad casi todos los procedimientos anteriores se
pueden describir en forma de algoritmos matemdticos que
utilicen las clases residuales y el producto escalar para
asignar un digito de control (letra 0 ndmero) para inten-
tar detectar los errores que pudieran ocurrir en la trans-
misién de informacién. Por ello damos las siguientes defi-
niciones bdsicas:

En general, si dos nimeros enteros se diferencian en un
multiplo de un ndmero entero 7, se dice que son con-
gruentes médulo 7. En dlgebra se utiliza la notacién que
sigue:

Si x e y son nimeros enteros y x — y es divisible por 7 se
expresa Como

x =y (mod n)
esto se lee, x es congruente con y, médulo n.

Se define el producto escalar de la cadena Xy, Xy X ¥
el vector de pesos Ay A como

&) %% A Ay ) = XA + XA, Fot X A
Asi, en general para obtener el digito de control X,, para
una cadena x;, X,,.., X_; y un médulo 7 el digito X, se
asigna de forma que cumpla la condicién siguiente

&% X A A, 0 ) = 0 (mod n)

Veamos cémo quedan los esquemas de los cinco nime-
ros de identificacién descritos, utilizando ambas herra-
mientas.

Letra del DNI
(X Xy Xg X, X, )(107,109,....,10°,-101,-10°) =
= 107x,+10%,+... +10%%,-10'x,-10°% . = 0 (mod 23)

Donde x, y x,, representan la letra del NIF.

Nimero de las tarjetas

No es posible utilizar vectores ya que en el Paso 2 del
algoritmo se impone la condicién de elegir los digitos
mayores que 4 y este hecho no es posible expresarlo
mediante un vector.

Codigo de barras
(XI,XZ,Xﬁ,‘..,Xlz,Xla)(l,3,1,..',3,1)=

=X 3%, X+ +3%,+x,,=0 (mod 10)

...casi todos los
procedimientos
anteriores se
pueden describir
en forma de
algoritmos
matemdticos que
utilicen las clases
residuales y el
producto escalar

Aqui el digito de control x,, se elige de
forma que:

X1+3X2+X3+...+3X12=—X13 (mod 10)

Pasaporte
(XpX2>X3)X4yX5;X6;X7)(1 ,7,3, l ,7,3 ,—1)=
=X X, +3X X AT ABX -%,=0 (mod 10)

Luego el digito de control x, se obtiene
segun:

X H7%,+3%,+.. +3x,=x, (mod 10)

ISBN
(XI,XZ,..‘,Xg,Xlo)(10,9,...,2,1)=
=10x1+9X2+.».+2X9+X10=O (mod 11)

De manera que el digito de control x,,
viene dado por:

10X1+9X2+.‘,+2X9=—X10 (mod 11)

Otros cédigos que se utilizan para che-
quear digitos de control son los
siguientes.

(x,,%,,..0(7,3,9,7,3,9,..0=0 (mod 10)
(x,,X,,-.)(12,11,10,...,3,2,1)=0 (mod 10)
(x,%,,..0(1,2,3,4,5,6,7,8,1)=0 (mod 10)

(x,,%,,.. (21,2223 . 29=0 (mod 11)

Calculo de probabilidades
de detecciéon de errores

Los esquemas anteriores permiten cal-
cular digitos que detectan errores. Los
errores mds frecuentes son los siguien-
tes:
Error simple:
X >y
Etrores por transposicién:
Xy = yXx
Errores de transposicién por salto:
Xy.Z2 > Z.y.X
Error doble:
Xy =zt
Obviamente tanto los errores por trans-

posicién como los de transposicién por
salto son errores dobles.



A continuacién calculamos las probabi-
lidades de deteccién de algunos de
estos errores en los cinco nimeros de
identificacién presentados. Para su eva-
luacién se cuentan los casos de no

deteccién de error. En cada caso se
considera la diferencia entre las canti-
dades resultantes de los productos
escalares correspondientes al ndmero
correcto y al incorrecto. No se detecta
aquel error que produzca una diferen-
cia que sea multiplo del médulo.

Letra del DNI

El cédigo usado para el NIF, dada la ley
de asignacion de la letra, detecta el
100% de errores simples, pues un error
de este tipo sobre un digito que esté en
la posicién 7 produce un nuevo nime-
ro cuya diferencia con el original viene
dada por

k10, 0<k <10,i=0,..7

que de ninguna forma es miltiplo de
23. Por tanto, este nuevo nimero no
puede tener asignada la misma letra
que el anterior.

Por ejemplo, 78694024F con un error
simple en el 6 da 78894024F. La dife-
rencia 78894024 - 78694024 = 200000,
de manera que la letra que le toca a
78894024 es E por ser 22 su médulo 23.

Este coédigo también detecta el 100% de
errores por transposicion. Si es la letra
la trasladada, se detecta automitica-
mente, y en el resto de casos, un nime-
ro con dos digitos adyacentes xy situa-
dos en posiciones i e -1 respectiva-
mente, que son traspuestos, difiere del
original en una cantidad

&-y-D10' + (10+y-x)10™ = 9(x-y)10H!
que nunca puede ser miltiplo de 23,

La evaluacién de la probabilidad de
error de transposicion por salto es mas
complicada aunque tal como veremos
en el préximo apartado, es 1.

En cuanto a los errores dobles existen
casos que no se detectan. Asi, por
ejemplo, si la diferencia entre los
nimeros coincide exactamente con la
diferencia entre las letras, el error no se
descubre. También hay casos de error

...debemos
Jfijarnos cuando
realizamos la
compra en el
supermercado ya
que [el codigo de
barras] sélo se
detectan los
errores simples,
aproximadamente
un 89% de los
errores de
transposicion y no
muchos mas
errores.

doble sin incluir la letra que no son detectados. Por ejem-
plo cuando 78694024F se sustituye por 78464024F no se
detecta ningtlin error; esto ocurre siempre que la diferen-
cia entre los nlimeros es mdltiplo de 23.

Niimero de las tarjetas

Este codigo detecta el 100% de errores simples. Se tienen
dos casos segiin si el error se comete en un digito de posi-
cién impar o de posicién par.

* Si el error se produce en un digito de posicién impar,
la diferencia de la cantidad Q, resultante al final del
Paso 3 del algoritmo de formacién, con la del nimero
original es una cantidad entre 1 y 19. Luego si resulta
una diferencia de 10 tiene que ser porque el nimero
..X... se cambi6 por el nimero ...y... siendo x~y =5 o
y —X = 5, y simultdneamente los digitos x e y son meno-
res que 4 o mayores que 4, pero esto es imposible.

Si el error se produce en un digito de posicién par, la

‘@

diferencia de las cantidades Q es un valor entre 1y 9,
luego nunca es miltiplo de 10.

Las tarjetas de los bancos detectan el 99% de errores de
transposicion. Efectivamente, dado que si los digitos xy se
convierten en yx, la diferencia entre las cantidades Q
viene dada por las tres posibilidades siguientes:

y-X,y—-x+1,y-x-1donde la primera corresponde
al caso en que x e y son simultineamente mayores o
menores que 4. Pero salvo en el segundo caso y cuando
el digito en posicién impar 3, es el 9 y el digito x en posi-
cién par es el 0 esas cantidades nunca son multiplos de
10. Luego utilizando la regla de Laplace y dado que hay
14x10x9 = 1.260 posibles errores por transposicién entre
los 14 digitos del cédigo y hay sélo 7 casos de no detec-
cién, la probabilidad de deteccién de error por transposi-
cién viene dada por 0,99.

En cuanto a errores dobles, esto es ..x..y... en lugar de
..Z..L.,, existen casos en los que el error no se detecta.
Por ejemplo el cédigo 4508450122981109 que por un
error doble de lugar al ndmero 4102450122981109 no se
detecta, pues este Gltimo nimero también cumple satis-
factoriamente las reglas de formacién.

Cédigo de barras

Este c6digo detecta el 100% de errores simples, ya que si

el digito x se confunde con y se tiene una diferencia en

el valor Q resultante del Paso 3, dada por:

* la cantidad x - y si la posicién del digito es impar; y
esta cantidad nunca puede ser miltiplo de 10,

° la cantidad 3(x —y) si la posicién del digito es par; can-
tidad que tampoco puede ser multiplo de 10.

Sélo detecta el 88,9% de los errores por transposicion por-
que si el error se produce sobre los digitos x e ¥, se tiene
una diferencia en Q dada por:



E-P+3G-x=2(y-%

que es multiplo de 10 siempre que x ~ y=5, 0 y — x =5,
luego, dado que hay 10 casos favorables y 90 casos posi-
bles, la probabilidad de no deteccién de errores es
10/90=0,1111, vy la de deteccién de errores: 1 — 0,1111 =
=0,889.

En cuanto a errores dobles, hay muchos que no se detec-
tan, por ejemplo si 9788476155608 se confunde con
9788472155602, el error no se detecta.

Como conclusién, debemos fijarnos cuando realizamos la
compra en el supermercado ya que sélo se detectan los
errores simples, aproximadamente un 89% de los errores
de transposicién y no muchos mis errores.

Pasaporte

Se detecta el 100% de ervores simples pues un error de
sustitucién de x por y produce una diferencia en la canti-
dad Q resultante del Paso 2, dada por una de las tres posi-
bles expresiones

T~ 3&x -y, x-y
que nunca puede ser multiplo de 10.

En cuanto a los errores por transposicion xy por yx la dife-
rencia en Q viene dada por una de las siguientes expre-
siones:

Tx-y+{-0=6x-y
3x -y +y-x=2x-y)
X=-y+7(y-x =06 -x

que sélo es mdltiplo de 10 cuando x ~ y=5 0 y ~ x=5.

Luego de forma idéntica al cédigo de barras se tiene una
probabilidad de deteccién dada por 0,88.

Este c6digo no detecta todos los errores dobles, por ejem-
plo si el cédigo 0309783 se confunde con 0209773, el
error no se detecta.

ISBN

Este codigo detecta el 100% de los ervores simples puesto
que si el digito i-ésimo x se confunde con , la diferencia
entre las cantidades Q resultantes del producto escalar,
viene dada por (x - y)i que nunca puede ser mdiltiplo de
11 puesto que 0 <i <11.

También detecta el 100% de errores por transposicion ya
que si los digitos x e y en las posiciones i~1 e 7 se trans-
ponen, se produce una diferencia en las cantidades Q
dada por

E-Pi-D+F-xni=y-x
que tampoco puede ser multiplo de 11.

Los errores de transposicion por salto también son detec-
tados al 100% ya que como ocurria en el caso anterior si

el error se produce sobre los digitos x
e y en posiciones {y j la diferencia
viene dada por

E-pi+-0j=-yi-{

que tampoco puede ser miltiplo de 11,
ya que 0 <i,j<11.

En cuanto a errores dobles si los digitos x
e y en posiciones ¢y jse confunden con
los digitos z'y £ la diferencia mencionada
viene dada por

& -1+ (¥ -0

de manera que para que no se detecte,
dicha cantidad tiene que ser muiltiplo
de 11. Por ejemplo, si el nimero
8420518778  se  sustituye  por
8410518678, el error no se detecta.

Resumimos en la siguiente tabla estas
probabilidades de deteccién de error:

Error NIF  Tarjeta EAN  Pasaporte  ISBN
Simple 1 1 1 1 1
‘Transposicion 1 0,99 0,89 0,89 1
Transp. por salto | 1 1

De esta tabla se deduce que, a pesar de
la diversidad de métodos, algunos estin
concebidos de manera que no detectan
algunos errores.

Condiciones que deben
cumplirse para detectar
errores

La capacidad de detectar errores por
medio de cédigos lineales viene dada
por el siguiente resultado.

TEOREMA. Si un niimero de identifica-
cion xx,.x, satisface la condicion
(xj,x?.,.,xk)(/ll,_z,,..,ﬂk) = 0 (mod n),
entonces un error simple x, — x,’ no se
detecta si y s6lo si (x,—~ x,) = 0 (mod n).

Y un error de intercambio de digitos de
las posiciones i-ésima y j-ésima no se
detecta si y s6lo si (%, )(AA L)=0 (mod n)

Como consecuencia del teorema ante-
rior, las condiciones que debe cumplir
el médulo 7 para proteger contra los
distintos tipos de error son:




Error simple:
med (4, n) =1
Error por transposicion:
med (4,,- A, ) =1
Error de transposicién por salto:
med (4, — ﬂ,i, n=1

Segtin el teorema anterior se tienen las
certificaciones siguientes sobre las
capacidades de deteccién de error cal-
culadas en el apartado anterior:

Letra del DNI

e mecd (10k, 23) = 1, luego detecta los
errores simples.

e med (10i + 1 — 10i, 23)=1, luego
detecta los errores por transposicién.

e mcd (10i — 10j, 23)= 1, siendo
0 <i-j<7, luego detecta los erro-
res de transposicién por salto.

Cédigo de barras

e mcd (3, 10) = med (1, 10) = 1, luego
detecta los errores simples.

e mcd (2, 10) = 2, luego no detecta
todos los errores por transposicién
ni los de transposicién por salto.

Pasaporte

e mcd(7,10) = mcd(3,10) = med(1,10) =1,
luego detecta los errores simples.

e mcd(4,10)=mcd(2,10)=mcd(6,10)=2,
luego no detecta todos los errores
por transposicién ni los de transpo-
sicién por salto.

ISBN

e mecd (k, 11) = 1, siendo 0< k< 10,
luego detecta los errores simples.

e mcd (1, 1D= 1, luego detecta los
etrores de transposicion.

e mecd (-}, 1D= 1, siendo 0 <i—j <10,
luego detecta los errores de transpo-
sicién por salto.

Segin lo anterior resulta légica la ten-

dencia a usar como médulo un nimero

primo, como son el 11 y el 23, ya que
con éstos es mds probable la deteccién
de errores.

El concepto de
algoritmo como
proceso paso a
paso aun tiene
poca aceptacion
en la ensenianza,
lo cual es
una situacion
absurda, pues es
una necesidad del
presente en el
manejo de
ordenadores.

Reflexiones para el aula

A veces es dificil encontrar aplicaciones de las matemati-
cas que sean lo suficientemente sencillas y que puedan
tener interés para el estudiante. Los cédigos presentan
ambas ventajas, por un lado, la matemitica que necesitan
es perfectamente asequible para los jévenes y, por otro,
los codigos tienen algo de misterio que les seduce.

Los contenidos matemdticos implicados en los c6digos de
identificacién considerados en este trabajo son primor-
dialmente los siguientes:

» Divisibilidad.

e Clases residuales.

e Algoritmos.

* Producto escalar.

o Algebra.

Probabilidad.

L]

Encontrar el resto de una division, utilizando la tecla de
memoria de la calculadora, es una habilidad que el joven
debe adquirir superando el cilculo rutinario. Utilizar el
nimero del DNI para obtener la letra que le corresponde
en el NIF, como se muestra en el primer apartado, ofrece
una oportunidad para ello.

Las clases residuales tienden a ser tema de un curso de
algebra de primero de carrera pero pensamos que se
pueden introducir mucho antes. La aplicacién mas coti-
diana de las clases residuales estd en el reloj. Cuando son
las 9 y pasan 8 horas decimos que son las 5, y sin embar-
g0 9 + 8=17. Esto se escribe de la forma: 17 = 5 (mod 12),
notacién debida a Gauss. De la misma forma 9-11 = -2 = 10
(mod 12), y decimos que «2 es congruente con 10 médu-
lo 12».

Los restos médulo de los cinco nimeros de identificacién
considerados se presentan mediante distintas formas.
Unas veces se trata de calcular el digito de control para
que dé lugar a un multiplo de 23, 10, 11,...; en otros se
comprueba mediante un algoritmo la validez del digito de
control. Creemos que el concepto de divisibilidad debe
estar por encima de la formalizacién algebraica de la teo-
rfa de congruencias que efectivamente puede reservarse
para la ensefianza superior.

La idea de algoritmo se suele asociar casi siempre a las
cuatro reglas y al algoritmo de Euclides. El concepto de
algoritmo como proceso paso a paso ain tiene poca acep-
tacién en la ensefianza, lo cual es una situacién absurda,
pues es una necesidad del presente en el manejo de orde-
nadores.

La matemdtica escolar introduce: el producto escalaren el
bachillerato. Los vectores aparecen en fuerzas, velocida-
des, aceleraciones, desplazamientos; mientras que del
producto escalar se trabaja primordialmente el aspecto
geométrico.



El producto escalar se puede trabajar a partir de la multi-
plicacién ordinaria. Asi aparece en el problema de hallar
la cuenta a partir de un vector cantidad y un vector pre-
cio. Por ejemplo al calcular la cuenta de la siguiente com-

pra;:

Garbanzos Lentejas Patatas
Cantidad 3 5 10
Precio 210 108 80
Vector cantidad: (3, 5, 10),

(210, 108, 80),
Producto escalar:  (3x210 + 5x108 + 10x80).

Vector precio:

De esta forma los vectores aparecen como cadenas sin
necesidad de intervenir la magnitud con su direccién.

En este trabajo se han presentado varios cédigos como
productos escalares. Los alumnos podrian trabajar en la
identificacién de distintos cédigos que se utilizan en la
sociedad y expresarlos si es posible como un producto
escalar tal como se muestran aqui. Esto les permitird
observar cémo el digebra se puede utilizar para almace-
nar informacién de forma esquemitica, en definitiva
aprenderdn la utilidad de los algoritmos algebraicos.

Seguramente a los jévenes les resultard atractivo jugar a
disefiar sus propios cédigos pues el auge que éstos tienen
en la compleja sociedad actual no descarta un posible uso
comercial de alguna idea brillante.

Sorprende conocer lo poco seguros que resultan cédigos
que se utilizan con gran profusién en todo el mundo.
Encontrar la probabilidad de un tipo de error en un c6di-
go determinado resulta mucho mads atractivo e incitante
que resolver ese mismo problema pensando en urnas y
bolas. En el apartado 3 de este trabajo se muestran algu-
nos de estos cilculos. Confesamos que algunos suponen
cierta dificultad, pero pensamos que ése es otro papel que

Los profesores
necesitamos abrir
la matemdtica al

mundo exterior,
para alejar el
peligro que
supone la
separacion entre
el aula y la
sociedad.

M. Candelaria Espinel
Pino Caballero
Universidad de La Laguna

tenemos que asumir los profesores ante
los alumnos, que no lo sabemos todo.

Sin embargo, las matemiticas tienen
ese encanto. A veces alguien encuentra
un teorema que nos facilita el trabajo.
Esto queda reflejado en el teorema del
apartado 4 que ofrece una aplicacién a
la vida real de los ndmeros primos y la
divisibilidad.

Los profesores necesitamos abrir la
matematica al mundo exterior, para ale-
jar el peligro que supone la separacién
entre el aula y la sociedad. Los mate-
mdticos corremos el riesgo de que si no
cambiamos nuestros métodos, los ciu-
dadanos terminarin buscando su for-
macién en otro lado. En definitiva, pen-
samos que los profesores debemos asu-
mir que nuestros jévenes necesitan de
una matemdtica ttil e interesante.
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La calculadora gréfica.

Una herramienta para resolver
un problema de evolucién

de especies

Leandro Tortosa Grau

En este arficulo se recoge
brevemente el contenido y
resultado de una experiencia
llevada a cabo en clase, con
un grupo de alumnos de 4.°
curso de ESO. Se plantea
el problema inicial de la
evolucién de un grupo de
peces en una charca
se obtiene un modelo
matematico simple (la
llamada funcién logistical,
que aproxima el problema, y
después se estudian algunos
casos interesantes de los que
se obtienen diversos
comportamientos, tanto
regulares como cadticos.

esarrollo de la experiencia

Planteamiento inicial

La experiencia llevada a cabo con un grupo de alumnos
de 4.° de ESO. consistié basicamente en el planteamiento
de un problema inicial general, y el desarrollo del mismo
utilizando herramientas matemiticas «poco convenciona-
less, como son los procesos iterativos, tanto numéricos
como grificos,basados en la utilizacién de la calculadora
grafica del tipo TI-82.

El problema inicial planteado fue: ;cémo evolucionara una
poblacién cualquiera, con el transcurso de los afios? ;Se
extinguird la poblacién con los afios, rebosaran en el medio
fisico en que se encuentren, o sufrirdn fluctuaciones cicli-
cas en cuanto al nimero de individuos en la especie? Asf,
en nuestro afin por modelizar y generalizar, nos pregunta-
mos ¢seremos capaces de predecir la evolucién de una
poblacién en un espacio fisico a lo largo de los afios?

Obtencién del modelo. La funcién logistica

Para responder a estas preguntas debemos obtener un
modelo matemdtico sencillo que nos permita abordar el
problema desde el punto de vista funcional y numérico.
Vamos a particularizar este problema al caso de una pobla-
cién de peces en una charca, de forma que pretendemos
estudiar su evolucién. Establecemos el siguiente criterio de
notacién: representamos la poblacién anual mediante

Xy Xay Z@, e Xy

donde x, representa el valor inicial de la poblacién; x
representa el valor de la poblacion al primer afio; x, al
segundo afio y asi sucesivamente.



El propésito del modelo es determinar las variaciones en
la poblacién debido al crecimiento y a la competencia por
los recursos.

e Sila poblacién es pequefia, hay recursos para que se
produzca un crecimiento de la especie a lo largo de los
afios; esto lo podemos definir mediante la siguiente ite-
racion: X,y = Rx,, con R > 1.

e Sila poblacién crece muy ripidamente, los recursos se
irdn agotando poco a poco hasta que resulten insufi-
cientes para todos los elementos. Por esto, a la expre-
sion anterior hay que afadirle un término que frene la
expansion, quedando la expresién anterior asi:

- A 42
X = R Xy - A X5

De esta expresién pasamos a otra, haciendo A = R,
obteniendo:

—_‘Rx(n)(l-X )>

X+ (n.
En esta dltima expresién hemos escalado la variable x
en el intervalo [0,1], lo que significa que el valor maximo
para la poblacién es 1; asi, este valor representa una satu-
racién total en la charca, es decir, estd llena de peces.
También debemos notar que R es una constante que estd
relacionada con la tasa de nacimientos de la especie, ast
como con otros factores ambientales y propios de cada
especie; por lo tanto, es una constante que estudian y
determinan los bidlogos, y no nos cuestionamos, desde el
punto de vista matemdtico, su obtencién. Lo Unico que

nos interesa saber es que su valor varfa entre 0 y 4.

Vemos, pues, que hemos obtenido un modelo matemati-
co basado en la primera ecuacién para estudiar numéri-
camente el problema planteado. Dicha ecuacion recibe el
nombre de «funcién logisticar.

Ejemplo: supongamos que para una charca con peces, el
valor de R = 2, y que inicialmente X, = 0.1, (es decir, la
charca estd rellena de peces en un 10% de su capacidad),
y queremos saber cémo va a evolucionar esa poblacién
con los afios. Para realizar esto basta con que vayamos cal-

culando los sucesivos iterados con la calculadora, que son:

Iterado X

(3> “)

Valor iterado 0.1 0.18 0.2952 0416 0.486 0.499 0.5 0.5

En la tabla anterior: Xy = 2+0.1+(1-0.1)
Xy = 2:0.184(1-0.18)

Como vemos, a partir de X obtenemos el valor 0.5, lo
que significa que a partir del 6.° afio la poblacién se esta-
biliza en el valor 0.5, es decir, llenando en un 50% la

capacidad total de la charca en la que se encuentran,

Pero esto no es mis que un ejemplo.
Para estudiar el problema en su con-
junto podemos dar los valores iniciales
que queramos entre 0 y 1 y estudiar
qué ocurre al ir variando R entre 0 y 4.
¢Serd similar en todos los casos el com-
portamiento de la poblacién? El proble-
ma que nos encontramos es que todos
€estos procesos iterativos son muy len-
tos de realizar a mano. Aqui es donde
nos vamos a ayudar de la calculadora
grafica para agilizar todos los célculos,
y ademds vamos a utilizar algunas de
las posibilidades graficas que nos ofre-
ce para «visualizar grificamente el pro-
blema.

La calculadora grafica

En este punto, ya nos centramos en la
utilizacién de la calculadora grifica
como herramienta bdsica para el trata-
miento del problema. Este tratamiento
con calculadora lo podemos realizar de
dos formas distintas.

o Ia primera forma serfa a partir de las
posibilidades que nos ofrece este
modelo de calculadora (TI-82), en
cuanto a manejo y manipulacién de
sucesiones de nimeros.

e lLa segunda forma seria mediante la
utilizacién de algin programa para
la calculadora que nos resolviera
estos procesos iterativos de forma
mecinica.

Vamos a comenzar con la primera de
ellas.

Esta calculadora nos ofrece la posibili-
dad de trabajar con sucesiones y dibu-
jar puntos de la misma. La tecla MODE
nos da las distintas variantes en cuanto
al modo de trabajo. Lo vemos en la
figura 1.

En la pantalla MODE debemos selec-
cionar 3 digitos de precisién, modo Seq
y Dot, para que pinte punto a punto. Si
seleccionamos esto y presionamos Y=
tenemos la segunda pantalla que apare-
ce en la grifica anterior; debemos tecle-
ar la sucesi6n a representar, que en
nuestro caso es Rqu _ (1-u_). Debe-
mos darle a R un valor para que pueda
ir calculando los iterados. Para conse-



guir que calcule los iterados de esa

ecuacion que hemos introducido, debe-

mos ajustar la ventana de representa- : - g.ggg '%EE

cién gréfica por medio de la tecla WIN- g-ggg :1“1!.5
- - B.oog | B

DOW. Los valores para que podamos Foon | Eon

visualizar los primeros 50 iterados de la =1

ecuacién aparecen en los siguientes
dibujos de la grafica anterior. Notar que . Grdfico 3
el valor u Start = 0.1 corresponde con
el valor inicial x, = 0.1 para la pobla-
cién de peces.

Una vez visto este primer caso, se tratarfa de ir estudian-
do qué ocurre para valores distintos de R y ver si hay
alguna variacién para diferentes condiciones iniciales.

H Sci Eng BBl rn—1 € 1—Ln—1 Vemos cémo podemos usar las capacidades grificas de la
=t E‘é%igg?sg (= calculadora para obtener conclusiones.
Ahora vamos a ver algunos dibujos realizados con la cal-
culadora para algunos valores de R en los que suceden
comportamientos distintos.
‘El conjunto de valores mds interesantes para R, con con-
FORMAT %“ﬁm FORMAT dicién inicial 0.1, en los que cambia el comportamiento
t= !.31 ;Em?ﬁfga de la iteracién son los siguientes:
1 fnax=2e 2.0; 2.95; 3.05; 3.24; 3.5; 3.68; 3.74; 3.8, 4
ﬁm ég:? Para cada uno de estos valores podemos estudiar distin-
Mscl=.25 tos valores iniciales sin mas que cambiar u_Start en la ven-
tana WINDOW. Algunas grificas son:
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Como vemos en el grifico 3, también
tenemos la opcién de visualizar la tabla -
de valores correspondientes a los itera- M .
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En los ejemplos del grafico 4 tenemos algunos casos signi-
ficativos de diversos comportamientos. Vemos, por ejemplo
para el caso R = 2.8, que sigue habiendo un punto limite al
que tiende la poblacién. Para el caso R = 3.2 ya vemos
como la grifica se va moviendo entre dos valores, lo que
significa un dos-ciclo. Esto significa que la poblacién osci-
la cada dos afios con los mismos valores; aumenta y dis-
minuye, pero siempre a valores constantes. Para el caso R
= 3.5 también se observa una repeticién de valores pero
cada cuatro afos. Esto significa que la evolucién de la
poblacién representa un 4-ciclo; también se ha dibujado la
grifica con algunos valores para comprobar que efectiva-
mente se trata de un 4-ciclo. Para el caso R = 3.74, el 4-ciclo
anterior pasa a ser un 5-ciclo; cada 5 afios se vuelve al valor
anterior y se van repitiendo de nuevo. Para el caso R = 3.8,
cambia el comportamiento radicalmente; si hasta ahora
todos los valores que habfamos probado nos daban un
comportamiento predecible y, en cierto modo, watural,
ahora nos encontramos con que no apreciamos ninguna
regularidad en los valores que van tomando los iterados.
(Qué significa esto? ;Resulta impredecible el comporta-
miento de la poblacién con los anos? Pues parece que sf; a
la vista de la grifica y, si investigamos un poco en la tabla
de valores, no apreciamos regularidad alguna. Podriamos
describir este comportamiento, en principio, como «adti-
co», entendiendo por cadtico una falta de predictibilidad.

Para estudiar un poco mis en profundidad todo esto,
vamos a analizar el caso R = 4.

Caso particular R = 4

Antes de estudiar el caso R = 4 vamos a introducir el con-
cepto de dteracién grafica».

Supongamos que queremos iterar graficamente Y= 4x (1-x)
con el valor inicial 0.1. Para efectuar la iteracién grafica
hacemos lo siguiente:

Partimos en el eje X del punto 0.1 y trazamos una recta
perpendicular al eje X hasta que corta a la curva; después
se mueve hacia izquierda o derecha paralelamente al eje
X hasta cortar a la diagonal. Este es el primer iterado. Para
obtener el siguiente iterado debemos repetir este proceso
y asi sucesivamente. El proceso geométrico aqui descrito
es la secuencia repetida de estos pasos una y otra vez,
usando cada vez el dltimo punto final como el siguiente
inicial. Lo vemos en el siguiente grafico, en el que hemos
iterado la funcién expuesta anteriormente.

L=

T i )
» ¥
It =
x
#s.5 ¥=i 1
Grdfico 5

Veamos ahora que este proceso lo
podemos hacer manualmente en la cal-
culadora TI-82.

Podemos intentar visualizar manual-
mente qué va a ocurrir en este caso
haciendo lo siguiente: podemos
representar en la calculadora, la fun-
cién Y = 4x (1—=x) y tomar como valor
inicial x,, = 0.3, por ejemplo. Entonces
podemos realizar manualmente la itera-
cién a partir de la opcién PEN apretan-
do las teclas 2nd PRGM . Esto nos per-
mite ir de la funcién a la recta y asi
reiteradamente estudiar el comporta-
miento de los puntos que obtenemos.
El grifico de lo que obtenemos estd
aqui.
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Gréfico 6

Podemos, si tenemos suficiente pacien-
cia, ir anotando los valores de intersec-
cién de las curvas para, de esta mane-
ra, obtener los sucesivos iterados y ana-
lizar el comportamiento de la poblacién
con los afios. Como vemos, si realiza-
mos la iteracién de esta forma vamos
poco a poco «ellenandor todo el espa-
cio. Esto nos lleva a pensar que no
existe una «egularidad» en cuanto a los
valores que vamos a ir obteniendo si
calculamos los iterados mediante una
sucesion. (Significa esto que el compor-
tamiento de esta determinada pobla-
cién, bajo estas caracteristicas, es cadti-
co e impredecible? Pues si, en cierto
sentido podemos afirmar que no somos
capaces de prever el desarrollo de la
poblacién ni su evolucién. Pero nos
interesa profundizar un poco en el con-
cepto de caos aplicado a este proble-
ma. ;Qué significa para nuestra pobla-
cién una evolucién cadtica? Pues signi-
fica que pequefas variaciones en las
condiciones iniciales pueden provocar
comportamientos totalmente distintos
en la evolucién de la poblacién. Pero



esto es algo que podemos comprobar.
Vamos a estudiar Jos casos en que R = 4
y vamos a dar condiciones iniciales de
0.300 y 0.301, lo que significarfa dejar
en una charca 300 peces y en otra, al
lado, 301 peces. Pues bien, una diferen-
cia tan infima como es de un pez
¢puede provocar resultados distintos?

Como podemos apreciar en el grifico
7, hemos dibujado la iteracién gréfica
para los casos con condiciones iniciales
0.3 y 0.301. Hemos utilizado también
un programa para que nos vaya repre-
sentando graficamente los puntos de la
iteracion a partir del valor x = 25, para
de esta manera poder visualizar mejor la
evolucién cuando ya han pasado 25
afos. Pues bien, como vemos los resul-
tados no son ni mucho menos iguales.
Los Gltimos dibujos recogen la tabla de
valores desde el 25 al 31 de los dos casos
con condiciones iniciales estudiados, y
se observa que ambos resultados no son
iguales, ni tan siquiera aproximados.

Todo esto nos conduce a reflexionar
sobre el fenémeno del caos como falta
de predictibilidad en un sistema que
evoluciona con el tiempo. También
podemos hacer otra reflexién. El fend-
meno al que estamos denominando
caos se da paralelamente al fenémeno
que entendemos como evolucién pre-
decible y watural». Es decir, que una
serie muy consistente de condiciones
favorables a predecir la evolucién de
este sistema, no me asegura de ningtin
modo que en cualquier momento no
aparezcan condiciones iniciales cadti-
cas. El caos y el «orden» parece que se
encuentran tan cerca uno de otro que la
frontera entre ambos es imperceptible.

Podemos formar la tabla siguiente con
los valores estudiados hasta ahora:

—
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Grafico 7

Si quisiéramos representar en una figura todas las posibi-
lidades para los distintos valores de R, obtendriamos la
figura siguiente, que se conoce con el nombre de grifica
de bifurcaciones

Pardmetro a 2.0 | 295|3.05|3.24

3.5

3.68

3.74

3.8

3.84

Atractor periodo 5
Atractor periodo 4
Atractor periodo 3
Atractor periodo 2 o o
Punto fijo . .

CAOS

Grdfico 8

Como vemos en el dibujo del grifico que obtenemos, se
trata de un conjunto de caracteristicas fractales, que resu-
me todo el conjunto de comportamientos de la funcién
logistica.




Experiencia en clase

El trabajo aqui expuesto ya se ha comentado al inicio que
fue realizado con alumnos de 4.° curso de ESO. La expe-
riencia en conjunto ha resultado muy positiva. En cuanto
al trabajo con las calculadoras, que el CEP de Alicante nos
presté durante dos semanas, fue muy positivo; queda muy
claro que a los alumnos les «engancha» el trabajo con cal-
culadoras, y mucho mds si tienen las posibilidades graficas
que este modelo entre otros, poseen. Les encanta repre-
sentar graficamente las funciones y «manipularlas.. Todos
los alumnos mostraron un gran interés en aprender rapi-
damente su manejo y, en poco tiempo, le tomaron la
medida y ya ellos solos se apanaban con los ejercicios. Los
problemas en cuanto al manejo de la misma venian del
lado de los valores de la ventana de representacién. Lo
que mis les costé fue comprender la ventana WINDOW
cuando estdbamos trabajando en modo Seq. Algunos
introducfan mal los datos y se «perdia» la representacion.
Estuvieron durante unas clases estudiando iteraciones para
diversos valores de R y comprobando los valores que apa-
recfan en las tablas. También hicieron iteraciones graficas
en modo manual, ya que no dio tiempo a hablar sobre
algln programa que realizara esto de forma sistematica.

Por lo tanto, la experiencia en cuanto al uso y manejo de
la calculadora grafica fue muy positivo, expresando la
mayorfa de los alumnos su deseo de continuar trabajando
en otros temas con la misma herramienta.

Leandro Tortosa
IFP Canastell
San Vicente de Raspeig
(Alicante)

En cuanto a la experiencia del plantea-
miento de un problema general concre-
to y real y su desarrollo a lo largo de
bastante tiempo, la experiencia resulté
también positiva. A los alumnos les
interesa mucho mis el planteamiento
de problemas «eales», con los que se
pueden familiarizar y discutir a prioriy
a posteriori, Ademads, todo aquello a lo
que le encuentran una aplicacién, les
satisface bastante, y se muestran menos
pasivos. La Unica dificultad radicaba en
problemas de comprensién en torno al
concepto de dteracién grifica»; al alum-
no, en general, le resulta muy costoso
el paso de una iteracién numérica a una
iteracién de tipo grifico. No se acaba
de entender muy bien eso de que haya
que representar la diagonal también y
luego realizar ese «baile» de rectas hacia
uno y otro lado.

Para terminar, es preciso indicar que,
en una breve encuesta que les pasé, un
95% de los alumnos se mostraron parti-
darios del uso de la calculadora grafica
y pensaban que habfa resultado muy
interesante este tema y el estudio de
este problema.

La cuadratura del circulo
(VI Olimpiada Matemética Nacional)




Generacion de
nUmeros aleatorios

Vicente Trigo Aranda

¢

a gran mayoria de los programas de aplicacién cientifica:
lenguajes de programacién, hojas de cilculo, paquetes
estadisticos, etc., llevan incorporadas una o varias funcio-
nes (del tipo RND, RANDOM, ALETU, etc.) que permiten
al usuario obtener nimeros aleatorios. La principal utili-
dad practica de estos niimeros radica en la simulacién de
sistemas, aunque no es despreciable su importancia en
juegos, sorteos, etc., ni en temas mucho menos prosaicos,
como la mecinica cudntica o la teoria de la evolucién.

Debe quedar claro que el tema a tratar en este articulo se
centra en un aspecto muy concreto y especifico: el estu-
dio de los métodos mas usuales implementados en el soft-
ware informdtico para generar nimeros aleatorios. Es
decir, mi objetivo es mostrar al lector una panordmica de
c6mo los programas de ordenador mids comunes «eligen

al azar» sin pretender, ni mucho menos, que el aficionado
a la informatica deba generar sus propios niimeros alea-
torios, Por tanto, en el enfoque prima mis lo divulgativo
que lo practico.

Otro tema, sin duda mucho mis apasionante, es el de uti-
lizar estos nimeros generados aleatoriamente para resol-
ver problemas practicos, mediante simulacién. Por razo-
nes de espacio no puedo tratarlo ahora pero, si resulta de
Este articulo se centra en el interés para los lectores de SUMA, en posteriores niime-
estudio de los métodos més
usuales implementados en el
software informético para
generar nimeros aleatorios. indole.
El andlisis de dichos
algoritmos se acompafia
de una panordmic
.z Ry e ° ,
de su evolucién hisiéricay | ¢ Qué se entiende por nGmeros

ros presentaré algin ejemplo de las multiples ventajas que
ofrece la simulacién para resolver problemas de toda

de tres programas en .
e . aleatorios?
Turbo Pascal que permiten
al lector comprobar o o .
determinados aspectos No es facil decidir cudndo una secuencia de nimeros es
de la exposicidn tedrica. aleatoria y, de hecho, es un problema que entra de lleno




en el terreno filoséfico. Asi por ejemplo, en palabras de
Martin Gardner, wna sucesién de digitos absolutamente
desordenada es un concepto légicamente contradictorion.
Mds concreta pero, paraddjicamente, a la vez mds abs-
tracta, es la definicién de aleatoriedad de Kolmogorov: «a
longitud del programa mis corto que diga a una miquina
de Turing como escribir la sucesién de digitos».

Si nos movemos en un terreno mas prictico, se suele
admitir que una sucesién de nimeros es aleatoria cuando
cumple las dos siguientes condiciones, propuestas por D.
H. Lehmer:

1.2 Una persona que desconozca la norma de generacién
no puede predecir el siguiente término de la suce-
sién.,

22 Si analizamos la sucesién mediante cualquier tests de
aleatoriedad (serial, rachas, gaps, maximo, CSCS, etc.)
lo supera sin problemas.

Lamentablemente, y por razones de espacio, tengo que
soslayar ahora el estudio y anilisis de los diversos tests de
aleatoriedad y uniformidad que analizan la calidad de los
nimeros aleatorios generados.

Un dltimo detalle a tener en cuenta. Nuestra meta serd
encontrar una sucesién de variables aleatorias indepen-
dientes distribuidas uniformemente en el intervalo [0,1). El
motivo por el cual centramos nuestro estudio en este
intervalo es porque a partir de una uniforme [0,1) dispo-
nemos de algoritmos mateméticos para generar otras
variables aleatorias, ya sean discretas (binomial, Poisson,
etc.) o continuas (exponencial, normal, gamma, etc.).

Tengamos presente, ademds, que aunque en teorfa los
nlimeros aleatorios [0,1) pueden tener infinitas cifras deci-
males, en la prictica nos tenemos que conformar con un
nuimero finito. Una posible forma de generarlo (utilizada
en simulacién manual) serd elegir una serie finita de digi-
tos aleatorios y considerarla como la parte decimal del
nimero aleatorio; otra posibilidad (utilizada en simula-
cién por ordenador) serd elegir un ndmero entero del
rango 0.m-1 y dividirlo después por m.

Tablas de niUmeros aleatorios

Cuando a comienzos de siglo se descubre la importancia
del azar se comienza a estudiar la obtencién de ntimeros
aleatorios. Enseguida se desecharon los métodos pri-
marios, como lanzar dardos a una diana o anotar digitos
uno tras otro seglin nos parece, porque presentan claros
sesgos que los invalidan, y se vio la necesidad de cons-
truir tablas de digitos realmente aleatorios.

En 1927 aparece la primera publicacién de este tipo. L. H.
C. Tippett cogio el censo de parroquias inglesas y tomé la

...Se desecharon
los métodos
primarios, como
lanzar dardos a
una diana o
anotar digitos uno
tras otro segun
nos parece,
porque presentan
claros sesgos que
los invalidan

cifra central de su superficie; su tabla
constaba de 41.600 digitos. Doce afios
después M. G. Kendall y B. Babington
construyeron, con ayuda de una ruleta
dividida en diez partes, cien mil digitos.
En 1954 Royo y Ferrer editaron su
Tablas de niimeros aleatorios y estadisti-
cos con un cuarto de millén de digitos.

La cumbre de este tipo de tablas se
alcanzé con el libro A million random
digits de Rand Corporation, publicado
en 1955. Los digitos se obtuvieron
mediante dispositivos electronicos que
producian cifras binarias aleatorias; tras
eliminar los sesgos detectados se trans-
formaban en ndmeros decimales, se
sumaban por parejas y se seleccionaba
el dltimo digito.

Este tipo de libros, como sefiala Alfred
Bork, son propios de nuestro siglo. Es
evidente que nunca antes en la historia
del pensamiento cientifico habia tenido
ningln sentido su elaboracién. ;Qué
habrian pensado Newton o Gauss de
unos libros cuyas paginas sélo contenian
digitos y més digitos?

Aparecen los ordenadores

Con la llegada de los ordenadores estas
tablas, que servian para un uso manual,
perdieron su importancia. Por un lado
su almacenamiento en la memoria del
ordenador serfa ciertamente costoso;
baste pensar en el tiempo que se
emplearfa en cargarlos y en el espacio
que ocuparian, Por otro lado, y aunque
resulte sorprendente para mucha gente,
un millén de digitos es un nimero insu-
ficiente para bastantes simulaciones. Por
cierto, y para terminar con este tema de
las tablas de ntimeros aleatorios, Warren
Weaver descubrié que en cualquiera de
ellas los digitos mas pequefios aparecen
con mayor frecuencia.

Los matemiticos se pusieron a buscar
algoritmos matemdticos para generar
nimeros aleatorios de forma que,
mediante una simple férmula matemati-
ca, pudiesen obtenerse millones y
millones de estos nimeros. De esta



forma el costo computacional de gene-
racién serfa ciertamente bajo; ademas
se tendrfa la ventaja adicional de poder
reproducir la sucesiéon estudiada en
cualquier momento, lo que facilita
enormemente la tarea de depuracion
de los programas de simulacién.

Los métodos mds practicos resultan ser
los aritméticos; es decir, aquellos en
que cada término de la sucesién se
obtiene mediante una expresion aritmé-
tica que depende del término anterior:

Xn+1 = f(Xn)

y el que da origen a la sucesion, X, se
denomina semilla.

Fn realidad estos nlimeros no serdn alea-
torios y serfa mas exacto calificarlos como
«pseudoaleatorios,, pero si la sucesion
satisface las dos condiciones anteriores
fijadas por Lehmer, en la prictica puede
ser considerada como aleatoria.

Histéricamente el primer método fue
propuesto por John von Neumann en
1946 y se conoce como «Método del cen-
tro del cuadrado». En €l se toma como
semilla un nimero de 2n digitos y se
eleva al cuadrado; como éste tendrd 4n
digitos (si es preciso se afladen ceros a la
izquierda) se toma como siguiente térmi-
no el formado por las 2n cifras centrales.

Por ejemplo, si 2n = 4 y X, = 1996 se
tendri la sucesién:
X, = 1996 X2 =03 9840 16
X, = 9840 X2 =96 825600
X,=8256 X2 =081615 36
X, = 1615 X32 = 02 6082 25

El programa CENTROCUA adjunto
codifica este método con nimeros de
cuatro cifras y, ejecutindolo, puede
comprobarse que resulta poco eficien-
te. Basta considerar semillas como, por
ejemplo, 3317 o 3792.

Vista la poca utilidad de este método
Lehmer propuso otro del mismo estilo.
Se parte de una semilla X, de n cifras y
un multiplicador k de m cifras y se cal-
cula el producto, que tendrd n + m
cifras; se tomard como siguiente nime-
ro de la sucesién el resultante de restar
a las n tultimas cifras del producto las m
primeras.

...el primer método
Jfue propuesto por
Jobhn von
Neumann en 1946
Y se conoce como
Meétodo del centro
del cuadrado».

PROGRAMA CENTROCUA

PROGRAM Centro_del_cuadrado;
USES CRT;

VAR num,r,n:LONGINT;
ch:CHAR,;

BEGIN
REPEAT
CLRSCR;
GOTOXY(22,12);
WRITECIntroduce la semilla (4 cifras): 9;
READ(num);
REPEAT
n:=0;
CLRSCR;
GOTOXY(23,D;
WRITE(‘Niimeros generados a partir de ‘,num:4);
GOTOXY(1,3);
REPEAT
num:=num*num,;
r:=num MOD 100;
num:=((num-r) DIV 100) MOD 10000;
IF (n MOD 10)<>0 THEN
WRITE(um:6,” 9
ELSE
BEGIN
WRITELN:
WRITE(um:6,”  9;
END;
n=n+tl;
UNTIL (n=100);
GOTOXY(20,25);
WRITE(Repetir (R), Continuar (©), Terminar (T) 7);
~ REPEAT
ch;=READKEY; ,
; UNTIL (ch IN [¢')C,¢, T, ¢, RD;
UNTIL NOT(ch IN [ee;
UNTIL (ch IN ['¢,"T'D;
CLRSCR;
END.



PROGRAMA LEHMER

PROGRAM Primer_metodo_de_Lehmer;
USES CRT;

VAR ch:CHAR;
num,,n k:LONGINT;

BEGIN
REPEAT
CLRSCR;
GOTOXY(22,12);
WRITE(Introduce la semilla: ),
READ(num);
GOTOXY(22,15);
WRITE(Introduce el multiplicador: 9);
READ(K);
REPEAT
n:=0;
CLRSCR;
GOTOXY(12,1);
WRITE(‘NtUmeros generados a partir de ‘,num:4);
WRITE(‘Multiplicador :20,k);
GOTOXY(1,3);
REPEAT
num:=k*num;
num:=(num MOD 10000) - (num DIV 10000);
IF (n MOD 10)<>0 THEN
WRITE(hum:6,” )
ELSE
BEGIN
WRITELN;
WRITE(um:6,” 9);
END;
ni=ntl;
UNTIL (n=100);
GOTOXY(20,25);
WRITE(Repetir (R), Continuar (C), Terminar (T) ?);
REPEAT
ch:=READKEY;
UNTIL (ch IN {'¢';C )t 1",/ RD;
UNTIL NOT(ch IN [‘c’,CD);
UNTIL (ch IN [t T'D;
CLRSCR;
END.

Por ejemplo, si k = 57 y X = 2345 se
tendra la sucesion:

kX, = 13 3665 = X, = 36065 - 13 = 3652
kX, = 20 8164 = X, = 8164 - 20 = 8144
kX, = 46 4208 = X, = 4208 - 46 = 4162
kX, = 237234 = X, =7234-23 = 7211

Como este algoritmo tampoco es muy
util para obtener ndmeros aleatorios
(puede comprobarse con el programa
LEHMER adjunto), Lehmer continué su
bisqueda y en 1948 propuso el método
que vemos seguidamente.

Método congruencial lineal

Dado un ntGmero entero positivo m
(médulo), la sucesién de nimeros alea-
torios se generard mediante la férmula:

Xy =@X +0 mod m

donde a (multiplicador), ¢ (incremento)
y X, son naturales inferiores a m.

Por ejemplo, si partimos de los valores:
m=17 a=7 c¢c=1 X =3

la sucesién obtenida serd: S, 2, 15, 4,
12,0,1,8,6,9,..

Es evidente que tarde o temprano algu-
no de los nimeros de la sucesién ten-
drd que repetirse, entrdndose asi en un
bucle ciclico, cuya longitud se denomi-
na periodo. Asi, en el ejemplo anterior
puede comprobarse que el periodo es
16; en cambio si la semilla hubiese sido
X, = 14 el periodo serfa 1.

Como es légico, los cuatro pardmetros
de partida determinan la calidad de la
sucesion y es casi un arte elegirlos ade-
cuadamente. Por una parte es conve-
niente que el perfodo de la sucesién
sea lo mayor posible y por otra que sus
términos tengan una cierta calidad ale-
atoria; es decir, que superen una serie
de tests empiricos.

Si nos centramos en lo referente al
maximo perfodo, el valor del médulo
parece sensato fijarlo en funcién del
ordenador; asi, si éste trabaja con pala-
bras de 23 bits parece aconsejable
tomar precisamente m = 232, En cuanto
a los pardmetros, a y ¢, se eligen de
acuerdo con el siguiente resultado:



Teorema: La sucesién congruencial
lineal tiene perfodo maximo, e igual a
m, siy sélo si se cumple:

i) ¢y m son primos entre si.

i) a—1 es mltiplo de todos los primos
que dividen a m.

ii) Si m es maltiplo de 4, a—1 también
lo es.

Tan 4til y cémodo de codificar es este
método ideado por Lehmer que resulta
numerosisimo el software basado en él
para simular el azar. Asi, por ejemplo,
en Turbo Pascal el generador de nime-
ros aleatorios de tipo REAL sigue un
algoritmo de congruencia lineal con los
siguientes parametros:

m=2% c¢=1 a=134775.813

También se emplea este método en la
rutina MTH$RANDOM de la libreria
VAX/VMS, con los valores:

m=22 c¢c=1 a=69.069

El tercer programa adjunto, CON-
GRUEN, codifica este algoritmo de con-
gruencia lineal y permite trabajar con
datos de tipo LONGINT. Ademds, si el
usuario asi lo decide, estudia si los
datos introducidos satisfacen las tres
condiciones del teorema anterior, gene-
randose de esta forma una secuencia
de perfodo miximo.

Generadores multiplicativos
puros

El método multiplicativo puro es un
caso particular del algoritmo congruen-
cial, en donde el incremento se toma
nulo. Por tanto, en estos generadores la
expresidon recurrente podrd escribirse
en la forma:

= AN
X, =a" X, mod m

Es evidente que, de acuerdo con el teo-
rema anterior, el periodo no podra ser
nunca m pero, a cambio, la rapidez de
generacién de estos nimeros serd
mayor. Ademds, con un poco de cuida-
do puede obtenerse un periodo igual a
m-1, lo que en la prictica es lo mismo
que si fuese m. Para ello hay que basar-
se en el siguiente resultado:

Tan 1til y comodo
de codificar es este
método ideado
por Lebmer
que resulta
numerosisimo el
software basado
en él para simular
el azar.

¢

PROGRAMA CONGRUEN

PROGRAM Algoritmo_de_congruencia_ lineal:
{$N+E+)

USES CRT;

VAR a,c,m,x,semilla:LONGINT;
decimales:EXTENDED;
contador:1..80;
tecla,pulsar:CHAR,

FUNCTION primo(x: LONGINT):BOOLEAN;
VAR z:LONGINT;
BEGIN

primo:=TRUE;

IF (x MOD 2 = 0) AND (x>2) THEN primo:=FALSE

ELSE
FOR z:=1 TO TRUNC(SQRT(x)/2) DO
IF x MOD (2*z+1)=0 THEN primo:=FALSE;

END;

FUNCTION primos_entre_si(u,v:LONGINT):BOOLEAN;
VAR al,a2,r:LONGINT;

BEGIN
IF (u=1) OR (v=1) THEN primos_entre_si:=TRUE
ELSE
BEGIN
IF u>=v THEN BEGIN al:=u;a2:=v; END
ELSE BEGIN al:=v;a2:=u; END;
REPEAT
= al MOD a2;
al:=a2;
az:=r;
UNTIL r=0;
IF al=1 THEN primos_entre_si:=TRUE
ELSE primos_entre_si:=FALSE;
END;
END;

PROCEDURE periodo;
VAR p:LONGINT;
BEGIN
IF primo(m) THEN WRITE(PERIODO NO MAXIMO”) ELSE
IF (m MOD 4=0) AND ((a-1) MOD 4 <>0) THEN
WRITE(PERIODO. NO MAXIMO”)
ELSE IF primos_entre_si(m,c)=FALSE THEN
WRITECPERIODO NO MAXIMO?Y)
ELSE
BEGIN
FOR p:=2 TO TRUNC(SQRT(m)) DO
BEGIN
IF (m MOD p=0) AND (primo(p)) THEN
BEGIN
IF ((a-1) MOD p)<>0 THEN
BEGIN
WRITE(PERIODO NO MAXIMO;
EXIT;
END;



END;
IF (m MOD p=0) AND (primo(m DIV p)) THEN
BEGIN
IF ((a-1) MOD (m DIV p)<>0 THEN
BEGIN
WRITE(PERIODO NO MAXIMO?),
EXIT;
END;
END;
END;
WRITE(PERIODO MAXIMO");
END;
END;
BEGIN
REPEAT
{Introduccién de datos}
CLRSCR;

GOTOXY(10,8);WRITE(;Valor de a? 9;READLN(2);
GOTOXY(10,11);WRITE('Valor de ¢? ):READLN(O);
GOTOXY(10,14); WRITE(;Valor de m? );READLN(m);
GOTOXY(10,17); WRITE(;Semilla? );READLN(semilla);
REPEAT

GOTOXY(10,20);

WRITE(;Deseas saber si alcanza periodo maximo?

(S/N) 9;CLREOL;

GOTOXY(57,20);pulsar:=READKEY;

UNTIL pulsar IN ['s’,’S’,n’,'N’];

IF UPCASE(pulsar)='S’ THEN
BEGIN
periodo; ;
REPEAT UNTIL KEYPRESSED:;
END; ‘

{Cilculo de 1a secuencia aleatoria)

x:=semilla;

REPEAT
CLRSCR;
GOTOXY(10,2);WRITE(‘a = ,a);
GOTOXY(35,2);WRITE(‘c = *,¢):
GOTOXY(60,2); WRITE('m = ,m);

GOTOXY(1,4);
FOR contador:i=1 TO 80 DO
BEGIN
WRITE(x:9,” 9;

IF contador MOD. 8=0 THEN WRITELN;
decimales:=FRAC((1.0*a*x+c)/m);
x:=ROUND(decimales*n);
END;
GOTOXY(20,24);
WRITE(Repetir (R), Continuar (C), Terminar (T) ? 9);
REPEAT
tecla:=READKEY;
UNTIL (tecla='R’) OR (tecla="C’) OR (tecla="T")
OR (tecla="t") OR (tecla="c’) OR (tecla='t");
UNTIL (tecla<>'C’) AND (tecla<>'c’);
UNTIL (tecla="T") OR (tecla="t") ;
CLRSCR,
END.

Teorema: Consideremos una sucesién
congruencial lineal de médulo m,
nimero primo mayor que 2, e incre-
mento ¢ nulo. Tendrd periodo miximo,
e igual a m-1, si para todos los diviso-
res primos q de m-1 se satisface que
a™V4 no es congruente con 1 médu-
lo m.

Por ejemplo, si tomamos los siguientes
pardmetros:

m=2%+1=65537 a=75

podemos comprobar que se satisfa-
cen las condiciones del teorema ante-
rior y, por tanto, su periodo serd

65.536:

Es sencillo ver que m es primo y como
el tnico divisor primo de m-1 es 2,
basta con calcular el valor de (7532768
mod 65.537). Ya se haga manualmente
0 con ayuda del ordenador, es ficil
obtener que el resto de esa potencia no
es 1, sino 65.536.

Curiosamente éste era el generador de
nimeros aleatorios que llevaba imple-
mentado el BASIC del popular y queri-
do ZX-Spectrum.

Pero los generadores multiplicativos
puros no sélo se empleaban en aque-
llos entusiastas afios del nacimiento de
la microinformatica. En la actualidad
también hay muchos programas que los
utilizan; asi, por ejemplo, lo podemos
encontrar en la librerfa de rutinas mate-
mdticas y estadisticas IMSL, con los
pardmetros:

m =23 — 1 =2147.483.647
a = 950.706.376

Por dltimo, indicar que cuando el
médulo m no es primo se acostumbra
trabajar con valores que sean potencias
de 2 o de 10. En el primer caso (m = 27,
con z > 3) el perfodo maximo posible
es m/4 y exige que a sea 3 0 5 médu-
lo 8. Si m =10% con z > 4, y la semilla
no es miltiplo de 2 o 5 el periodo
maximo es 5:10%2 si y sélo si @ médulo
200 es alguno de los valores siguientes;
3,11, 13, 19, 21, 27, 29, 37, 53, 59, 61,
67, 69, 77, 83, 91, 109, 117, 123, 131,
133, 139, 141, 147, 163, 171, 173, 179,
181, 187, 189 y 197.



Epilogo

Existen muchos otros métodos en la
literatura cientifica para generar name-
ros aleatorios (congruencias aditivas,
lineales generales, mezcla de varias,
etc.) pero, hoy por hoy, los congruen-
ciales lineales continian siendo los pre-
dominantes en la industria informatica
ya que, con pardmetros apropiados (y
todos los comentados anteriormente lo
son), se pueden generar en poco tiem-
po sucesiones formadas por miles de
millones de numeros aleatorios que
superan sin problemas los test empiri-
cos de aleatoriedad y uniformidad.

Vicente Trigo
IB Félix de Azara

Zaragoza

A estas alturas, y para concluir este breve paseo por el
mundo de la implementacién del azar en los ordenadores,
quizas lo més apropiado sea citar la célebre frase del mate-
mitico R. Coveyou: dLa generacién de nimeros aleatorios
es demasiado importante para dejarla en manos del azap,
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Un libro de dlgebra moderna
que ha hecho historia

ALGEBRA (Una nueva edicion y traduccion revisada del texto clisico
antiguamente llamado MODERN ALGEBRA)

B. L. Van der Waerden

Traduccioén del aleman al inglés de Fred Blum y John R. Schulenberger.
(El primer tomo es traduccién de la séptima edici6én alemana de 1966
y el segundo de 1967 la quinta publicado por Springer Verlag).
Editorial Frederick Ungar Publishing Co.

New York, 1970, 2 vols.

La obra del holandés B. L. van der Waerden Modern Algebra marcé, en el momento de su pri-
mera edicién alemana de 1930, un punto de inflexién en la exposicién del dlgebra. Hasta ese
momento, los grandes libros de texto de dlgebra se movian dentro de las coordenadas marca-
das por los algebristas italianos del siglo XVI. Esta linea consideraba que el objetivo fundamen-

tal del dlgebra era el manejo y pero las ideas de Galois tarda-

la fundamentacién del céleulo ron cerca de fres siglos en ges-

literal y la resolucién de las ecua- farse y casi medio en ser apre-

ciones algebraicas y la redliza- ciadas y difundidas por la comu-

cién de un estudio pormenoriza- nidad cientifica.

do de sus soluciones El estudio Cuando se echa un mirada

sistemético de la resolucién de somera a la historia del élgebra

ecuaciones algebraicas culminé, desde el siglo XVI al siglo XIX se

desde el punto de vista de la puede apreciar que el objetivo

investigacién, con las aportacio- fundamental del élgebra era la
nes de Galois (1811-1832), &
grado superior con la esperanza de obtener unas férmulas andlogas a las que habian obtenido
Tartaglia, Cardano {1502-1576) y Del Ferro (1465-1526) para la resolucién de ecuaciones de

tercer y cuarto grado que permitieran resolver las ecuaciones de quinto grado, sexto... Esto es,

(oswmemwtpn - pesolucidn de  ecuaciones de

la linea de investigacién central consistia en la bosqueda de una férmula que permitiera expre-
sar las soluciones de las ecuaciones algebraicas de grado mayor o igual que cinco mediante
radicales. Es en esta direccién en la que realizaron importantisimas aportaciones autores como
Lagrange (1736-1813), Ruffini (1765-1822) o Gauss (1777-1855). Pero la aportacién més
importante la realizé Abel que demostré la imposibilidad de obtener una férmula con radicales

que permitiera resolver las ecuaciones algebraicas de grado mayor que cuatro.



La demostracién de Abel {1802-1829) de que no se podia obtener
una férmula mediante radicales que permitiera resolver todas las
ecuaciones de quinto grado, ni para las de sexto, ni séptimo cerrd
una linea de trabajo, peor por eso no se dejé de investigar, aunque
las pesquisas siguieron ofra direccién. Partiendo de que era posible
la resolucién de algunas ecuaciones particulares se plantes la pre-
gunta de cudles debfan ser las condiciones que debia cumplir una
ecuacién algebraica para poder ser resuelta mediante el uso de
radicales. Naturaimente, como se podian resolver mediante el uso
de radicales ecuaciones algebraicas hasta grado cuarto, podrian
resolverse mediante radicales aquellas ecuaciones, no importa de
qué grado, que, mediante modificaciones o sustituciones, se trans-
formaran en ecuaciones de grado cuatro o menor.

La dificultad de determinar por simple observacién qué ecuacio-
nes admitian tales fransformaciones que las convertian en una
ecuacién resoluble por radicales y cuéles no tenian esa propie-
dad era enorme, por no decir imposible, pero todavia ofrecia
mayor dificultad establecer cuéles eran las ecuaciones para las
que no existian tales fransformaciones y que, por lo tanto, no
serian resolubles por radicales.

Galois emprendié la investigacién de cémo debian presentarse
los coeficientes de una ecuacién algebraica para que ésta pudie-
ra resolverse por reduccién. Para llegar a fijar la condicién nece-
saria y suficiente para que una ecuacién algebraica fuera reso-
luble por radicales se valié de unos nuevos conceptos que apli-
cb al estudio de las ecuaciones, a saber, el concepto de grupo y
el concepto de irreducibilidad de un polinomio dentro de un
cuerpo. Con los descubrimientos de Galois el dlgebra se abri¢
hacia unos nuevos horizontes. A partir de &l trabajar en élgebra
no iba a ser solamente el estudio de ecuaciones algebraicas, sino
el estudio de las herramientas que permitieran decidir si dichas
ecuaciones podian o no ser resueltas por radicales. De este
modo, los conceptos abstractos de grupo y de cuerpo estaban lla-
mados a fransformarse en el meollo de los estudios algebraicos.

Pero el protagonismo de los conceptos de cuerpo y grupo en el
panorama del élgebra no iba a alcanzarse de inmediato. La obra
de Galois era densa y no fue comprendida por sus contempordne-
os, de hecho, no fue dada a conocer su obra hasta 1870 con la
obra de Camille Jordan (1838-1921) en que se aplicé la teoria de
grupos a las ecuaciones algebraicas. Por su parte, Mathius Sophus
Lie (1842-1899) creé la teoria de grupos continuos de transforma-
ciones y lo aplicé a la resolucién de las ecuaciones diferenciales y
Félix Klein {1849-1925) en su Programa de Erlangen de 1872 sis-
tematiz6 foda la geometria a partir de la teorfa de grupos.

A partir de este momento la teoria de grupos y la de cuerpos
comenzé a tener en dlgebra la misma consideracién que la teo-
ria de ecuaciones algebraicas por parte de un buen sector de los
matemdticos. Si el algebra hubiera reducido su ambito de
influencia al estudio exclusivo de las ecuaciones algebraicas,
tras las aportaciones de Galois se habria encontrado en una via
muerta y es la nueva metodologia aportada por Galois y sus
seguidores la que proporciona un nuevo filén al algebra. Esta
nueva dlgebra se denominé durante muchos afios dlgebra

moderna y en su implantacién en el mundo
cienfifico tuvo una importancia vital el Algebra
de Van der Waerden, publicada en 1930,

B. L. Van der Waerden afirma en la infro-
duccién de su Algebra Modern que el éige-
bra abstracta (formal o axiomética) ha sido
como una réfaga de aire fresco que ha
soplado sobre el algebra, dando lugar a
nuevas formulaciones de las ideas del dlge-
bra clasica, produciendo reformulaciones y
profundas investigaciones en teoria de gru-
pos, feoria de campos, teoria de ideales y
de nimeros hipercomplejos.

El Algebra Modern de B. L. de Van der
Waerden tiene el mérito de ser el primer
libro de texto que traté de un modo sistemd-
tico y coherente la mayor parte de los t6pi-
cos del dlgebra moderna. El objetivo del libro
es introducir al lector en todos lo temas del
algebra, por ese motivo se destacan en primer
plano conceptos y métodos y muchos resulta-
dos particulares que caen dentro del dlgebra
clésica son propuestos como ejercicios.

Reconoce y aprecia trabajos anteriores sobre
teoria de grupos como el de A. Speiser, Die
Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung,
publicada en Berlin en 1927, en teoria de
cuerpos Héhere Algebra I, Il and
Aufgabensammlung zur Hélerem Algebra de
H. Hasse, publicada enfre 1926-27, para
dlgebra clésica la obra de O. Perron, Algebra
I, Il de 1927 y para élgebra lineal el Dickson,
L. E. Modern Algebraic Theories, publicada en
Chicago en 1926. En estas obras se basa Van
der Waerden para hacer una infroduccion
breve y completa a estas materias en los fres
primeros capitulos del tomo primero.

No obstante, el autor reconoce en la introduc-
cién como fuente fundamental de inspiracion
de este libro los cursos que sigui6 en Alemania
entre los afios 1924 y 1926 que fueron las
lecciones que recibi6 de Emil Artin en
Hamburgo en el verano de 1926, un semina-
rio sobre Teorfa de Ideales dirigido por E.
Artin, W. Blaschke, O. Schreier y el propio B.
L. Van der Waerden en Hamburgo en el invier-
no de 192627, los cursos de Emmy Noether
(1882-1935) sobre Teoria de Grupos y
Nomeros Hipercomplejos en Gotinga en los
inviernos de 1924-25 y 1927-1928,

De este modo B. L. Van de Waerden estudié
mateméticas en las universidades de Amster-



.

dam, Gotinga y Hamburgo. Cuando llegé
Gotinga estaba interesado por el élgebra y
la geometria algebraica, en la rama conoci-
da como élgebra moderna. Los autores ale-
manes habian obtenido importantes resulta-
dos en esta materia, pero los fundamentos no
estaban claros. El algebra que aprendié en
Alemania con Artin y Noether proporciona-
ron a B. L. Van de Waerden las herramien-
tas necesarias para elaborar un libro con
solidos fundamentos légicos para el estudio
del élgebra y la geometria algebraica.

B. L. Van de Waerden estudié el dlgebra abs-

tracta de su tiempo en los lugares en los que
los més significativos matemdticos de la
época la estaban produciendo y elaboré una
obra que ponia en comin a las producciones
de las distintas escuelas. En su obra quedaron
firmemente asentados los fundamentos del
élgebra de las estructuras y su aplicacién a la
geometria, a las funciones algebraicas, af
dlgebra topolégica y a un variado repertorio
de temas que se recogen en el siguiente

indice de la obra
TOMO |

CAPITULO I.- NUMEROS Y CONJUNTOS:
Conijuntos. Aplicaciones, Cardinalidad. El
nimero natural. Conjuntos finitos y numera-
bles. Parficiones.

CAPITULO .- GRUPOS: El concepto de
grupo. Subgrupos. Complejos. Clases. Iso-
morfismos y automorfismos. Homomorfis-
mos, subgrupos normales y grupo cociente.

CAPITULO Ill.- ANILLOS Y CUERPOS: Anillos.
Homomorfismos e isomorfismos. El concepto
de cuerpo de cocientes. Anillo de polinomios.
Ideales. El anillo de las clases de residuos.
Divisibilidad. Ideales primos. Anillos euclidia-
nos y anillos de ideales principales.
Factorizacién.

CAPITULO V.- ESPACIO VECTORIAL Y ESPA-
CIO TENSORIAL: Espacio vectorial. Invarianza
dimensional. El espacio vectorial dual.
Ecuaciones vectoriales sobre un SKEW cuerpo.
Transformaciones lineales. Tensores. Formas
multilineales antisimétricas y deferminantes.
Producto tensorial. Contraccién y fraza.

CAPITULO V.- POLINOMIOS: Diferencia-
cién. Los ceros de un polinomio. Férmulas
de interpolacién. Factorizacién. Criterios de

irreducibilidad. Factorizacién en un nimero finito de pasos. Funciones
simétricas. resultante de dos polinomios. La resultante como fincion
simétrica de las raices. Descomposicién en fracciones simples.

CAPITULO VI.- TEORIA DE CAMPOS: Subcuerpos. Cuerpos primos.
Adijuncién. Extension simple de un cuerpo. Extension finita de un

cuerpo. Extensiones algebraicas de un cuerpe. Raices de la unidad.
Campos de Galois (cuerpos finitos conmutatives). Extensiones sepa-
rables e inseparables. Cuerpos perfectos e imperfectos. Simplicidad
de extensiones algebraicas. Teorema del elemento primitivo.

CAPITULO VIL.- CONTINUACION DE LA TEORIA DE GRUPOS.
Grupos con operadores. El operador isomorfismo y el operador
isomorfismo. Las dos leyes de isomorfismo. Series normales y series
composicién. Grupos de orden P™. Producto directo. Carécter de G.
Simplicidad del grupo alternado. Transitividad y primitividad.

CAPITULO Vill.- TEORIA DE GALOIS: El grupo de Galois. El teorema
fundamental de la tecria de Galois. Grupos conjugados, cuerpos
conjugados y elementos. Cuerpos ciclotémicos. Cuerpos ciclicos y
ecuaciones puras. Solucién de ecuaciones mediante radicales.
Ecuacién general de grado n. Ecuaciones de segundo, tercer y cuar-
to grado. Construcciones con regla y compés. Céleulo del grupo de
Galois. Ecuaciones con un grupo simétrico. Bases normales.

CAPITULO IX.- ORDENACION Y BUENA ORDENACION DE
CONJUNTOS: Conjuntos ordenados. El axioma de eleccién v el
lema de Zorn. El teorema de la buena ordenacién. Induccion
transfinita.

CAPITULO X.- EXTENSIONES INFINITAS DE CUERPOS: Cuerpos
algebraicamente cerrados. Extensiones simples trascendentes.
Dependencia e independencia algebraica. El grado de transcen-
dencia. Diferenciacién de funciones algebraicas.

CAPITULO XI.- CAMPOS REALES: Cuerpos ordenados. Definicin
de nimero real. Ceros de funciones reales. El cuerpo de los nome-
ros complejos. Teoria algebraica de los cuerpos reales. Teorema
de existencia para campos reales formales. Sumas de cuadrados.

TOMO i

CAPITULO XIl- ALGEBRA LINEAL: Médulos sobre un anillo.
Médulos sobre anillos euclidianos. Divisores elementales. Teorema
fundamental de los grupos abelianos. Representaciones y repre-
sentaciones modulares. Formas normales de un matriz en un cuer-
po conmutativo. Divisores elementales y funciones caracteristicas.
Formas cuadréticas y hermitianas. Formas bilineales antisimétricas.

CAPITULO XIll.- ALGEBRAS: Sumas directas e infersecciones.
Ejemplos de dlgebras. Productos y productos cruzados. Las dlge-
bras como grupos con operadores. Médulos y representaciones.
Radicales. Producto Star {a*b = a+b-ab). Anillos con condicién
minimal. Descomposiciones laterales y centrales. Anillos simples y
primitivos. El anillo de endomorfismos de una suma directa.
Teoremas de estructura para anillos semisimples y simples. El com-
portamiento de las dlgebras bajo la extensién del cuerpo base.

CAPITULO XIV.- TEORIA DE LA REPRESENTACION DE GRUPOS Y
ALGEBRAS: Exposicién del problema. Representacion de dlge-




bras. representacion del centro. Trazas y caracteres. Representaciones

de grupos finitos. Cardcter de un grupo. La representacién de los gru-
pos simétricos. Semigrupos de fransformaciones lineales. Dobles médu-
los y producto de dlgebras. Campo de descomposicién de un élgebra
simple. El grupo de Bauer. Sistemas multiplicativos.

CAPITULO XV.- TEORIA GENERAL DE IDEALES Y ANILLOS CON-
MUTATIVOS: Anillos noetherianos. Producto y cociente de idea-
les. Ideales primos y primarios. El tfeorema general de descom-
posicién. El primer teorema de unicidad. Componentes aisladas
y potencias simbélicas. Teoria de ideales relativamente primos.
Ideales simples-primos. Anillos cociente. Interseccién de todas las
potencias de un ideal. La longitud de un ideal primario. Cadenas
de ideales primario en un anilio noetheriano.

CAPITULO XVI.- TEORIA DE IDEALES DE POLINOMIOS: Variedades
algebraicas. El campo universal. Ceros de un ideal primo. La dimen-
sion. El teorema de los ceros de Hilbert. Sistemas resultantes para ecua-
ciones homogéneas. Ideales primarios. Teorema de Noether.
Reduccién de ideales multidimensionales a ideales cero dimensionales.

CAPITULO XVIl.- ELEMENTOS ALGEBRAICOS ENTEROS: R-
médulos finitos, Elementos enteros sobre un anillo. Los elementos
enteros de un cuerpo. Fundamento axiomético de la teoria clasi-
ca de ideales. Inversién y extensién de los resultados. Ideales
fraccionarios.Teoria de ideales de un dominio entero arbitrario
integramente cerrado.

CAPITULO XVIIl.- CAMPOS CON VALORACIONES: Valoraciones.
Extensiones completas. Valoraciones del campo de los nomeros
racionales. Valoraciones de campos extensién algebraica: caso
completo. Valoraciones de campos extension algebraica: caso gene-
ral. Valoraciones de campos de nimeros algebraicos. Valoracién de
un campo de funciones racionales. Teoremas de aproximacién.

CAPITULO XIX.- FUNCIONES ALGEBRAICAS DE UNA VARIABLE:
Desarrollo en serie en la variable uniformizada. Divisores y mal-
tiplos. La clase g. Vectores y covectores. Diferenciales. El teore-
ma de los indices especiales. El teorema de Riemann-Roch.
Generacién separable de campos de funciones. Diferenciales e
integrales en el caso clésico. Prueba del teorema de los residuos.

CAPITULO XX.- ALGEBRA TOPOLOGICA: El concepto de espacio
topolégico. Base de entornos. Continvidad. Limites. Axiomas de
separacién y numerabilidad. Grupos topolégices. Entornos de la
unidad. Subgrupos y grupo cociente. T-anillos. T-cuerpos.
Complecién de un grupo por sucesiones fundamentales. Filtros.
Complecién de un grupo mediante filiros de Cauchy. Espacios vec-
toriales fopolégicos. Complecién de anillos. Complecion de cuerpos.

Estos son los indices de la séptima edicién alemana del tomo pri-
mero y la quinta del segundo de las que se hizo la fraduccién ingle-
sa. Pero la obra sufrié profundas modificaciones en las sucesivas
ediciones alemanas.

Asf, enumerando algunas variaciones de las diferentes ediciones
del tomo primero se pueden destacar una serie de variaciones
significativas tales como las siguientes. En la segunda edicién la
teoria de la valoracién se amplié y en la tercera edicién del tomo

primero en 1950 se le concedié mayor impor-
tancia a la teoria de nimeros y a la geometria
algebraica. Igualmente en la tercera se le
dedic6 un capitulo aparte a la feoria de la
valoracién en el que se irataba este tema de
un modo més amplio y con mayor claridad y
se volvié a incluir una seccién sobre el buen
orden v la induccién transfinita, que fue elimi-
nada en la segunda edicién. Esta seccion se
emplea para fundamentar la teorfa de campos
de Steinitz de forma general. En la cuarta edi-
cion de 1955, siguiendo la sugerencia del
algebrista Brandt le cambié el nombre a la
obra de Modern Algebra a Algebra.

En la séptima edicion de 1966 del tomo pri-
mero manifiesta B.L.Van der Waerden que
en la primera edicion de 1930 pretendia
una introduccién de los aspectos mas nove-
dosos del élgebra moderna es por lo que
parte del élgebra clésica y, en particular, la
teoria de determinantes eran supuestos
conocidos. En 1966 el libro era usado de
modo general por los estudiantes como una
primera infroduccién al dlgebra, esta cir-
cunstancia motivé que en la séptima edicidn
se incluyera un capitulo sobre espacios vec-
toriales y tensoriales en el que se exponen
las principales ideas del algebra lineal y, en
particular, la teoria de determinantes. En
esta edicién el tema primero de nimeros y
conjuntos se hizo mas corto, tratdndose la
ordenacién y la buena ordenacién en el
capitulo noveno, el lema de Zorn se dedujo
a partir del axioma de eleccién y el teorema
de la buena ordenacién lo dedujo utilizando
el mismo método, siguiendo a H. Kneser. En
la teoria de Galois reconoce haber adopta-
do ciertas ideas del libro de Artin.

Al tomo segundo le afiadié en la cuarta edi-
cién de 1959 dos nuevos capitulos. El prime-
ro sobre funciones de una variable que llega
hasta el teorema de Riemann-Roch para cam-
pos arbitrarios de constantes y el segundo
sobre élgebra topolégica, estrechamente
relacionados con la complecién de grupos
topolégicos, anillos y cuerpos. En la misma
edicién la teorfa de ideales fue ampliada con
los resultados de Krull sobre potencias simbé-
licas de ideales primos y cadenas de idedles.
En el capitulo sobre élgebras se dan muchos
ejemplos y en la teoria del radical manifiesta
haber seguido a Jacobson sin imponer las
mdés delicadas condiciones y las ideas de



Emmy Noether sobre suma directa e inter-
secciones las enfatiza en esta edicién con-
siguiendo, combinando los métodos de

Jacobson y Noether, simplificar muchas

" demostraciones. En la quinta edicién ale-

mana de 1967 del tomo segundo, siguien-
do con la necesidad impuesta de que el
libro era seguido como libro de texto colo-

ca el dlgebra lineal al principio dejando el

1

libro reducido a los tres grandes bloques teméticos fundamen-

tales siguientes:

e Capitulos 12-14: Algebra Lineal, Algebras y Teoria de la
Representacién,

e Capitulos 13-17: Teoria de Idedles.

* Capitulos 18-22: Campos con Valoraciones, Funciones
Algebraicas y Algebra topolégica.

La subdivisién de los distintos temas queda claramente expresado en la

siguiente guia esquemdtica de la obra completa en sus dos voldmenes:
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El estudio detallado de las siete ediciones del primer tomo y las
cinco del segundo de la obra de B.L.Van der Waerden, con sus
adiciones de temas, algunos temas desechados, ofros que desa-
parecen de una edicién y aparecen en la ofra aportaria mucha
luz sobre la historia de la implantacién del Algebra Moderna en
el panorama matematico. Ademas de poder apreciar cémo un
libro que inicialmente habia sido escrito para los matematicos
con el fin primordial de fundamentar el Algebra Moderna, libe-
rarla de ciertas incorrecciones y presentar fodos los tépicos de
la misma de una manera coherente y uniforme se llega a trans-
formar en libro de texto con el que se han formado durante mas
de treinta afios generaciones de matematicos alemanes.

Victor Arenzana

EL APRENDIZAJE DEL CALCULO

(MAS ALLA DE PIAGET Y DE LA TEORIA
DE LOS CONJUNTOS)

Remi Brissiaud

Visor, Madrid, 1993

(Traduccion de «Comment les enfants
apprennent a calculer»,

Editions Retz, 1989)

ISBN: 84-7774-090-9

233 paginas

La ensefianza del nomero en la escuela ha sido objeto de gran-
des controversias. Las viejas preocupaciones de los pedagogos
por construir actividades numéricas que desterraran el recuento
y la préctica de «calcular con los dedos», consideradas técnicas
mecdnicas que impedian una buena comprensién del nimero,
fueron sustituidas, a partir de los afios setenta, por nuevas preo-
cupaciones basadas en la necesidad de que los nifios desarro-
llasen unas capacidades légicas generales ~inclusion de clases,
transitividad, conservacién de la cantidad- y se familiarizasen
con algunos términos de la teoria de conjuntos como paso pre-
vio a la adquisicion del concepto de nimero. Nacen asi en la
escuela infantil las actividades prenuméricas de ordenacién, clo-
sificacion y correspondencia y se produce la casi total desapa-
ricién de las actividades de tipo numérico. Actualmente, la con-
sideracién de dichas actividades como prenuméricas ha perdido
gran parte de su fundamento tedrico pero, aunque los nimeros
han recuperado su puesto, no existe un marco claro de actua-
cién en la escuela.

El libro que nos ocupa trata de la ensefianza.de la aritmética en
las primeras etapas de la escolaridad (Educacién Infantil y pri-
mer curso de Primaria) pero, a diferencia de muchos ofros libros
que fratan este mismo fema, no es un simple resumen de las
aportaciones mas relevantes de la psicologia sobre la adquisi-

cién del concepto de nimero, sino que en él
se proponen paufas claras de infervencién
didactica en el aula. Ademas, la fundamen-
tacién tedrica de estas propuestas didacti-
cas, que se realiza en la parte final del libro,
pone de manifiesto que el autor conoce los
trabajos mds importantes sobre los primeros
aprendizajes numéricos y los ha tenido en
cuenta a la hora de construir su método. Por
todo ello, creemos que este libro puede ser
valioso para los maestros de Educacién .
Infantil y primer ciclo de Primaria y también,
como libro de texto, para los profesores y
alumnos universitarios de didéctica de las
matemdticas.

El libro se compone de tres partes. En la pri-
mera parte se estudian las dos maneras que,
inicialmente, en la historia, han permitido la
comunicacién de cantidades: las coleccio-
nes de objefos en correspondencia biunivo-
ca con la que nos interesa cuantificar (colec-
ciones de muestra) y las palabras-nimero.
Partiendo de la dificultad de los nifios
pequefios para -comprender que la Gltima
palabra-nimero pronunciada en la accién
de contar se refiere, no sélo al tlimo objeto
sefialado, sino también a toda la coleccién
se analizan las ventajas e inconvenientes de
recurrir a cada una de estas formas de
comunicar cantidades. Como consecuencia
de este andlisis se propone un método mixto
basado, bien en la accién de contar como
punto de partida complementado, posterior-
mente, por el uso de constelaciones {colec-
ciones de muestra con determinadas confi-
guraciones espaciales) para hacer énfasis
en el aspecto cardinal, bien en la ausencia
inicial de recuentos y la representacién de la
cantidad mediante configuraciones de
dedos para pasar después a utilizar la téc-
nica de contar. Por Ulfimo, se presentan acti-
vidades que permiten el paso de las pala-
bras-nomero a las cifras.

En la segunda parte se frata el tema de la
ensefianza del cdlculo. Ante el obstaculo
que las précticas infantiles de «contar todo»
o «contar lo que queda» pueden suponer
para el establecimiento de buenas técnicas
de céleulo, el autor propone de nuevo un
método mixto basado, por un lado, en la uti-
lizacién de colecciones de muestra para que
los nifios resuelvan los cdlculos con nimeros
pequefios sin necesidad de contar y, por
ofro, en la practica de los recuentos para
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aquellos problemas aritméticos en los que
intervengan n0meros més grandes. la
secuencia diddctica se completa con el uso
del simbolismo aritmético para desarrollar
un céleulo mental escrito (calculo pensado)
que permita a los nifios ampliar el campo de
las relaciones numéricas que conocen.
Finalmente se afronta el problema de la
ensefianza de la numeracién y la suma de
nimeros de dos cifras.

En la fercera parte el autor explicita los prin-
cipios psicolégicos en que se basan sus pro-
puestas didécticas y los compara con los
defendidos por Piaget, Gelman, Fuson,
Steffe y von Glasersfeld, entre otros.
También analiza los principios diddcticos
que sustenfan su método, relacionandolos
con la teoria de la zona de desarrollo pré-
ximo de Vigotsky y la teoria de las situacio-
nes de Brousseau. El hecho de que la fun-
damentacién tedrica aparezea al final del
libro y en relacién directa con las propues-
tas didécticas efectuadas produce un discur-
so fedrico de una concisién y pertinencia
muy de agradecer.

Eva Cid

iguel dé Guzman
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En algunas ocasiones se ha dicho que en el
mundo editorial espafiol se publican muchos
titulos, pero las reediciones son escasas.
Esta afirmacién global, al menos la segunda
parte, es mucho mds cierta en el caso de las
matemdticas. Desconozco si la produccién
editorial matemética de Espafia es compa-
rable a la de ofros pafses, pero lo que s es
facilmente constatable es el bajo nimero de
libros que se reeditan si se excluyen, obvia-
mente, los manuales de texto. El libro que

nos ocupa es una excepcion, constituye una

nueva edicién aumentada de la publicada en 1987 por Labor.
Desde enfonces ha sido traducido a cuatro idiomas ~francés,
portugués, finlandés y chino- lo cual ya si que supone; no sslo
una excepcion, sino una autentica rareza en el panorama biblio-

gréfico de la divulgacién cientifica en nuestro pafs.

El éxito de esta obra se debe, sin duda, a la personalidad cien-
tifica y a la capacidad comunicativa de su autor, Para escribir un
buen libro de divulgacién cienfifica es preciso conocer muy bien
los temas de los que se habla —lo cual no siempre ocurre-, y
saberlos «contar». Miguel de Guzmén cumple los dos requisitos;
seria pretencioso por mi parte entrar en el primero y para com-
probar el segundo basta con leer alguna de sus obras o escuchar
algunas de sus conferencias o charlas en cualquiera de las
muchas actividades dirigidas al profesorado en las que partici-
pa. Tiene el raro don de explicar cosas complicadas con rigor,
de forma sencilla y amena, que cautiva al lector o al oyente y le
convierten en el méximo exponente de la alta divulgacién mate-
. mdtica en Espafia, algo asi como el Martin Gardner nacional.

Aventuras matematicas, estd estructurado en 19 capitulos, de los
que son nueves en esta edicién los cinco Gltimos. En el capitulo
0 se ofrecen una serie de estrategias para resolver problemas y
constituye el germen que darfa lugar més tarde a Para pensar
mejor. A lo largo de los capitulos 1 a 13 se exponen desde pro-
blemas clésicos y no tan clasicos hasta juegos de distinto tipo,
pasando por cuestiones geométricas, de teoria de nimeros, efc.
Cada uno de los capitulos termina con unas notas en las que el
autor enmarca los diferentes topicos tratados en teorias mds
generales, o da unas breves pinceladas de tipo histérico, o inclu-
so esboza su opinién sobre cuestiones relacionadas con la ense-
fianza y aprendizaje de las mateméticas.

Los capitulos nuevos de esta edicién tratan aspectos matematicos
muy actuales, como muestra el solo enunciado de sus titulos:
«Una iniciacién a los fractales», «Una ventana hacia el caos»,
«El teorema de Fermat y otras conjeturas», «los nimeros primos
y el espionaje. Criptografia de clave piblica» y «Sobre el teore-
ma de Gédel». Para ilustrar los cuatro primeros, y aunque su lec-
tura se puede hacer de forma totalmente independiente, se acom-
pafia un disquete de ordenador con unos programas preparados
para usar con el programa de céleulo simbélico DERIVE {versién
2.5 o siguientes).

En conjunto se trata de un libro que hard pasar muy buenos ratos
a los amantes de las matemdaticas y creo que es recomendable
para lectores de muy diverso tipo, por supuesto a los profesores
de distintos niveles por las ideas que pueden obtener para sus
clases, pero muy especialmente a estudiantes y recién licencia-
dos en matemdticas, ya que la lectura de esta obra -y de ofras
semejantes— proporciona una visién de las matematicas comple-
mentaria de la més académica obtenida en la licenciatura y que
es imprescindible para una formacién matematica més global,
sobre todo, para quienes vayan a dedicarse profesionalmente a
la ensefianza de las matemdticas en la educacion secundaria.

Emilio Palacian
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La diferencia entre un texto escrito por un tedrico de
la ensefianza o por un ensefiante radica, a mi juicio,
en el referente que cada uno tiene en su cabeza a la
hora de escribir, y aun cuando el hipotético lector
hacia el que va dirigida la obra de ambos sea el
mismo, nosotros los «profes», el tedrico escribe para si mismo y el
ensefiante para sus alumnos. Esto se hace patente, una vez mds, en
este libro. Y aun cuando el autor sefiale que va dirigido  los profe-
sores, en muchas ocasiones, son los alumnos el obijeto directo de sus
disertaciones, lo que hace que su lectura resulte mucho més agra-
dable y cercana a los que vivimos de o para esta profesién.

El titulo del libro, y algunas de las intenciones manifestadas en su
introduccion, evocan los planteamientos de la «linea genovesa»
dentro de la didactica de las mateméticas que presentaron en
Madrid Paolo Boero y Ana M.2 Rossi en 1985 en representacién
del «Grupo de Investigacion sobre la didéctica de las matematicas
y la formacién cientifica en la escuela obligatoria» de la
Universidad de Génova. Ideas con un marcado contenido social y
humanista, al menos en cuanto a sus planteamientos, de las que
participaba el autor en aquellos afios y que resuliaban sorprenden-
tes por lo que suponian de severo contraste con la linea anglosajo-
na de moda en ese momento, mayoritariamente aceptada por los
miembros de los MRP y que a la posire acabaria imponiéndose.

Recoge también el libro algunos elementos que el autor ha ido
incorporando a su trabajo didéctico y que se han ido poniendo de
manifiesto a través de sus cursos, articulos y colaboraciones perio-
disticas. Sobre todo y fundamentalmente, pero no exclusivamente,
la incorporacién de la prensa como recurso didéctico. No obstan-
te, releyendo el titulo del libro o uno le asalta la duda de si la pren-
sa forma parte de la vida cotidiana de nuestros alumnos. Es més: si
la realidad de los demés, de los adultos en concreto, forma parte
de su propia realidad. Es posible que en ambos casos la respuesta
sea no. Precisamente por ello, el libro, y esta es para mi su mayor
aportacién, hace propuestas para remediar esta situacion al incor-
porar la informacién, no sélo de prensa, radio y televisién, sino
incluso de la publicidad a la realidad del aula y por o tanto de la
vida cotidiana de los alumnos y alumnas, acostumbrandoles @
someter, los datos en particular, y las noficias y anuncios publicita-
rios en general, al tamiz del andlisis riguroso de sus contenidos.

Junto a ello se incorporan ofros femas «mds matemdficos» que tocan
la realidad de lo que habitualmente se admite como «vida cotidia-
na» de una forma tangencidl. Y, aunque en la introduccién el autor
manifiesta que estan tocados del mismo espiritu, éste queda diluido
en una estética de marcado cardcter puramente matemdatico.

Por ofro lado, me gustaria destacar dos cuestiones en las que
coincido con el criterio puesto de manifiesto en la obra: la pri-
mera en su «elogio de la paciencia» como argumento didéctico,

Fernando CORBALAN,

que construido sobre el referente de las
palabras de Bruno Bettelhein alude al trata-
miento de temas como el que ocupa el segun-
do capitulo del libro (los porcentajes). La
segunda en el tratamiento que hace de la
bibliografia: huyendo de la pedanteria habi-
tual de incorporar al final del libro (nunca se
sabe muy bien en aras de qué oportunidad)
una larga lista de obras de autores varios,
espafioles y extranjeros {por supuesto), va
referenciando a lo largo del mismo aquellos
que estima oportuno.

Me comentaba alguien que habia ojeado el
libro que los problemas que confenia no eran
originales ni novedosos. Es posible, esto viene
sucediendo desde que existen los problemas
en matemdficas; si se quiere un buen ejemplo
basta considerar una obra de principios de
siglo (1904), que a buen seguro tampoco es
original, En el reino del ingenio de E. I.
Ignatiev para ver que muchos de los proble-
mas de los innumerables libros de ingenio, de
no menos innumerables y famosos autores, ya
estaban alli. Lo cual no tiene por qué ser malo:
si uno tiene un buen problema para ilustrar
una situacién apor qué buscar ofro mediocre
en aras de la originalidad? Por ofro lado
quién tiene acceso a las ideas originales?,
gacaso no hemos aprendido todos gracias a
las imnumerables reediciones de las mismas
ideas? Es también muy posible que mi interlo-
culor, y constituye un defecto bastante exten-
dido entre el profesorado de mateméticas, res-
tringiese la lectura de un libro con problemas
al enunciado de los mismos. En este caso, las
ideas sugeridas, que constituyen el grueso de
la obra, son a menudo més interesantes que
los problemas propuestos en ella. Si bien es
cierto que, como siempre, esa cualidad de ser
inferesantes y su proyeccién al aula dependen
de la predisposicién con que el lector se acer-
que a los distintos capitulos del libro.

Una consideracién mas para terminar, referi-
da a la portada: creo que ACE Disseny le
hace un flaco favor al libro con ese disefio
que genera bastante confusion acerca de las
edades a las que va dirigido. Tampoco me
gusta ni el aspecto economicista, quizas sélo
monetarista, que parece conceder al tandem
matemdéticas-vida cofidi