CHILBNILHN . o

ACHZIONIYdt h BZNGNIGNI BT 34E05 HLSINTY

, =
—
e
Nl N\







25

37

45

59

73

83

91

929

indice

EDITORIAL

ARTICULOS

Los 17 grupos de simetrfa planos en el mudéjar aragonés.
Angel Ramirez Martinez'y Carlos Uson Villalba

Historia de un problema: el reparto de la apuesta.
Juan Antonio Garcia Cruz

La combinacién de las observaciones: una aplicacion prictica de los sistemas de
ecuaciones lineales incompatibles.
Maria Alvaro Calvache, Cristina Ferndndez Alvaroy Carmen Pérez Morilla

Taller de criptomatemdticas para jovenes (y adultos).
Luis Herndndez Encinas

Proceso de elaboracién de actividades geométricas ricas: un ejemplo, las rotaciones.
Niiria Gorgorio, Francesca Artigues, Francesc Banyuls, David Moyano, Niria
Planas, Montse Roca'y Angel Xifré

Las ideas de los alumnos respecto de la dependencia funcional entre variables.
Carme Vall de Pérez y Jordi Deulofeu

IDEAS Y RECURSOS

Nada... jvale tanto! o cémo descubrir la moneda falsa sin desesperarse, jcual-
quiera que sea el nimero de monedas!
Rafael Losada Liste

Ajuste de una curva a un conjunto de datos con la calculadora TI-92.
Leandro Tortosa Grau y Rosario Martin Rico

Las cifras de © y el didlogo en el aula.
M7 del Carmen Rodriguez Teijeiro




103

107

111

113

115

119

133

139

RINCONES

Taller de problemas: El problema isoperimétrico en la Arquitectura, Literatura,
Masica..., en la Naturaleza. ’
Grupo Construir las Matematicas

Mates y medios: Publicidad y matematicas.
Fernando Corbaldn

Juegos: El salto del factor.
Grupo Alquerque

Recursos en Internet: Matematicas en Internet.
Antonio Pérez Sanz

Desde la Historia: ¢Ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacion?
Carlos Usén Villalba'y Angel Ramirez Martinez

RECENSIONES

Mathematics as an Educational Task (H. Freudenthal). Apologia de un mate-
matico (G. H. Hardy). Matemdtica es nombre de mujer (S. Mataix). Pasatiempos
y juegos en clase de Matemiticas. Nimeros y dlgebra (A. Garcia Azcarate)

CRONICAS

X Olimpiada Matematica Nacional: problemas propuestos. Jornada matematica
en el Congreso de los Diputados. 24 Congreso de la S.B.P.M.e.f.

CONVOCATORIAS

X1 Olimpiada Matemdtica Nacional de la FESPM. IX Congreso sobre Ensefianza
v Aprendizaje de las Matematicas «Thales». I Congreso Regional de Educacién
Matemdtica. XVIII Concurso de resolucién de problemas de maa tematicas. I
Concurso de narraciones escolares «Y td, scomo lo ves?. International Con-
ference on Technology in Mathematics Education (ICTME). Afo 2000: Aragdn.

Las ilustraciones de este nimero corresponden a manuales escolares. (Coleccién: E. Palacidn)

Asesores

Pilar Acosta Sosa
Claudi Aguadé Bruix
Alberto Aizpin Lopez
José Luis Alvarez Garcia
Carmen Azcdrate Giménez
Manuel Luis de Armas Cruz
Antonio Bermejo Fuentes
Javier Bergasa Liberal
 Maria Pilar Cancio Leén
Mercedes Casals Colldecarrera
Abilic Corchete G‘on“z‘é‘[ez
Juan Carlos Cortés Lopez
_ Carlos D‘uq“u‘e Goémez
Francisco L. Esteban Arias
Francisco Jdﬂ(“ief Fernandez
José Maria Gairin Sallén
~ Juan Gallardo Calderén
- José Vicente quci‘d Sestafe
Horacio Gu{i‘érrez Fernéndez
Fernando Hernéndez Guarch
_ Eduardo Lacasta Zabalza
An‘driés Mq“rc“os Garcia
Angel Mqr‘iﬁ,Md“rﬁnez;
: Féli“x?‘M‘defe Cafias
O‘n"ofre‘:Mo‘r‘lzo‘dél Olmo
José A, Mora Sénchez
Marfa José Ol i:\:/kekki‘ra ‘Gonzdlez
~ Tomés Ortega del Rincén
 Pascudl Pérez ‘Cuéhcq‘ .

 Rafael Pérez Gomez

a necesariamente
. opiniones vertidas
olaboraciones firmadas




Seguimos sumando

L

¢

A FEDERACION PRORROGO a la actual Direccion de SUMA por
un nuevo periodo de cuatro anos —doce niimeros—, que comenzo
con el pasado ntimero 32 de la revista.

Del cambio de equipos suele esperarse algiin tipo de renovacion,
pero dado que seguimos siendo los mismos, cabe preguntarse si
todo va a seguir igual. Hace cuatro arios nos propusimos llegar a
las manos de los socios y suscriptores con periodicidad y calidad
tanto en la composicion de la revista como en el contenido. En eso
no vamos a cambiar... Nuestro compromiso sigue siendo el de
mantener la calidad ya alcanzada, intentando mejorarda
siempre que sea posible.

La calidad de una revista como la nuestra la dan, sobre todo, los
aulores y autoras a través de sus escritos. En la actualidad, el
niumero de trabajos que llegan a la redaccion, para que se
considere su publicacion, es bastante aceptable. Esto permite ser
mds riguroso en la seleccion. No obstante nuestra intencion es,
con la ayuda de la estupenda plantilla de asesores con que
contamos, ayudar a los autores a mejorar sus trabajos basta que
sean aceptados para su publicacién. Asi, procurareos que las
experiencias de aula estén bien escritas 'y aporten ideas a los
profesores para su labor diaria y que los trabajos de los
investigadores lleguen a incorporarse a la prdctica mediante la
trasmision clara de sus conclusiones y hallazgos.

Existen aspectos interesantes para la enserianza de las Matemditicas
que pueden acabar quedando apartados, arrinconados. A partir de
este niimero, 1Mtroducimos nuevas secciones que, en conjunto,
hemos denominado como Rincones», en las que vamos a dar
cabida a alguno de ellos. Podrian ser otros, pero los que hemos
elegido, sin duda tienen un gran interés. Para su diseiio y
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realizacion hemos buscado a personas o grupos que nos ban parecido de
indudable valia. Todos ellos aceptaron de forma inmediata la propuesta,
por lo que bemos de agradecerles profundamente su disposicion a
colaborar en SUMA.

En las paginas siguientes aparecen sus primeros trabajos: en cada
entrega del <Taller de Problemas», el Grupo Construir las Matemdticas,
con Rafael Pérez al frente, nos contard un aspecto diferente del
apasionante problema de los isoperimetros; Fernando Corbaldn, en
Mates y Medios», desvelard el relevante papel que juegan las
matematicas en los medios de comunicacion y su papel en clase de
matemditicas; un buen juego matemdtico nos serd propuesto en cada
nikmero por el Grupo Alquerque de Sevilla en su rincon de Juegosy;
Antonio Pérez Sanz nos hard mds fdacil y provechoso navegar con sus
Recursos en Internety; y, finalmente, Carlos Usén y Angel Ramirez, o
viceversa, nos descubriran algiin aspecto interesante y nos bardn
reflexionar a proposito de la bistoria en su rincon.

La Federacion sigue en el proceso de su renovacion aplicando los nuevos
estatutos. En este contexto se han producido los nombramientos de
Serapio Garcia (Presidente de la Sociedad Castellano Manchega) como
Vicepresidente y de los responsables de dos nuevos secretariados: el de
Actividades, que ha recaido en la persona de Xavier Vilella y el de
Publicaciones, para el que se ha nombrado a Ricardo Luengo.

Otra noticia gozosa: se ha constituido, y ya forma parte de nuestra
Federacion, la Sociedad Riojana de Profesores de Matemdticas. Les
deseamos toda clase de éxitos y, por supuesto, tienen todo nuestro apoyo
para aquello en lo que podamos serles titiles. jYa faltan menos... para
que estemos todos!




Los 17 grupos
de simefria planos
en el mudéjar aragonés

Angel Ramirez Martinez
Carlos Uson Villalba

Cuando los autores
propusieron al Centro de
Estudios Mudéjares del
Instituto de Estudios
Turolenses completar el
catalogo de estructuras
presentes en las
decoraciones geométricas
mudéjares en Aragén, se
estaba lejos de sospechar
que se pudieran encontrar
los 17 grupos de simetria
planos. En este articulo,
ademés de aportar un
ejemplo de cada uno de
ellos, reflexionan sobre
diversas cuestiones que se
han ido planteando durante
la bosqueda.

E HA CONVERTIDO en lugar comn entre Jas personas que
se dedican a las matemdticas la asociaciéon geometria-arte
islamico. De manera que, sin pretender con ello eliminarla,
quizds convenga hacer algunas matizaciones. Por ejemplo,
recordar que el Gran Alminar de Delhi, en la India, no
muestra ningin detalle de ornamentacién geométrica: solo
aparecen motivos florales y caligrificos. O que el alminar de
la Gran Mezquita de Samara, en Irak, presenta sus muros de
ladrillo —~ascendentes en una lenta espiral que lima poco a
poco el pesado volumen del primer cuerpo— absolutamen-
te desnudos de cualquier tipo de decoracién. Por lo demds,
si bien es cierto que en todas las épocas han sido necesa-
rias las matemdticas para fundamentar si no toda la pro-
duccion artistica si parte de ella, también lo es que ha habi-
do momentos de un decidido culto a la geometifa. No hay
que olvidar el interés de la Baja Edad Media occidental —la-
ramente perceptible en las decoraciones del gético tardio,
época en la que se llega a representar a Dios en el momen-
to de la Creacién con un compds en la mano'- acrecenta-
do en el Renacimiento, continuado hasta el Barroco (urba-
nismo, ciudades de planta geométrica), presente con vitali-
dad en la arquitectura y en la pintura abstracta de nuestro
siglo. El famoso -y manido— niimero dureo, como se encar-
g6 de ensefiarnos a muchos la factorfa Walt Disney antes de
que hubiéramos tenido tiempo de tomar contacto con el
inflamado pitagorismo de Ghyka?, rige las proporciones del
Parten6n, de Nétre-Dame, del Patio de los Leones y de las
torres de Manbhattan.

Una geometria al servicio de la mistica

Siempre el arte ha estado al servicio de una ideologia, sin
que esta afirmacién tenga por qué tener una carga peyo-



rativa. El transcurso del tiempo dota a la Historia de un
halo determinista que matematicamente podifamos expre-
sar asignando el valor 1 a la probabilidad de que las cosas
hayan sido como han sido. Para disentir de esta afirmacién
habria que recurrir —si ello fuera posible— al modelo de la
distribucién de Poisson?, pero dudamos que fuera sufi-
ciente para eliminar el efecto psicolégico resultante del
determinismo a posteriori. El arte occidental y el arte isld-
mico han estado, estdn y estaran al servicio de una deter-
minada visién del mundo, de la vida, de la religiosidad y
de la trascendencia. La geometria empleada en ellos, tam-
bién. Como tal geometria sirve, claro estd, a la razon téc-
nica —la del arquitecto y la del artesano— pero ésta, a su
vez, sirve a la ideologfa. Desde esta perspectiva se puede
afirmar que la geometria, en el arte isldmico, no estd tanto
al servicio de la razén como de la mistica, y que de ahi
deriva su particular atractivo.

Si se parte de una concepcion atomizada* de la Naturaleza
que sin embargo no niega la unidad’; si se pretende mos-
trar la dialéctica entre esta Ultima y la diversidad; si no
puede haber centros que destaquen sobre los demds por-
que Uno sdlo es Dios;... entonces el arte puede derivar
hacia soluciones en las que la estructura —la contempla-
cién del conjunto— pierde importancia®, la abstraccion es
preponderante y la decoracion juega en ocasiones, y de
forma obligada, un papel fundamental. Si esta decoracion
es fiel a todo lo anterior puede recurrir a una geomeiria
dindmica que tenderd hacia la infinitud empleando la
repeticién como argumento. Como resultado, los objetos
geométricos que emplee no estardn aislados, desconecta-
dos entre si, sino que formarin refinados conjuntos cuyo
atractivo (su calidez; su sensualidad, incluso) no deriva de
la propia estructura abstracta (tedrica) sino de su finalidad,
de la idiosincrasia, de la ideologia que ese arte abstracto
quiere transmitir (comparese, para que se nos entienda,
con la buscada frialdad surrealista de los dibujos de
Escher). Unas estructuras lineales o bidimensionales im-
pregnadas de una patina algebraica agradable para quien
observa desde las matematicas. Y ello no sélo por estar
contemplando la plasmacién plastica de una hermosa dia-
léctica tedrica, sino también por el recuerdo de que la
conexién geometria-dlgebra, en un campo tematico mas
elemental, fue comenzada por los matemdaticos isldmicos
medievales’.

Algunas precisiones previas

Llegados al final del siglo XX, el arte islimico, por mor de
los desatrollos tedricos de las matemdticas en el XIX y de
la reivindicacién de la geometria® en los Gltimos 25 afios
como reacciéon al dogmatismo bourbakista, aparece como
el principal campo de bisqueda del ingenuo cazador (o

La eleccion
del mudéjar
aragoneés
como campo
de trabajo
es comprensible
por razones
personale
Y practicas,
pero también
por set, de todos
los focos
mudéjares
regionales
esparioles,
el que ha becho
UN USo
mdas aparente
de la geometria
en sus
decoraciones.

de la ingenua cazadora) de grupos infi-
nitos de simetria. Mahoma Rami® se sor-
prendera sin duda desde su tumba.

Hay que decir, en defensa de los inge-
nuos buscadores, que el hallazgo de
Rafael Pérez Gomez, asegurando la pre-
sencia de las 17 estructuras tedricas en
La Alhambra, es una incitacion dificil-
mente eludible y que el camino a reco-
rrer es muy atractivo. Eugenio Roanes
Macias y Eugenio Roanes Lozano' eli-
gieron rastrear mosaicos romanos del s.
IT en los que, como se sabe, localizaron
16 grupos, y tenemos constancia biblio-
grafica de un trabajo similar para el anti-
guo México'l. La Mezquita de Cordoba'?
también ha sido objeto de este estudio
con el resultado de 12 grupos de sime-
tria encontrados. La eleccion del mudé-
jar aragonés como campo de trabajo es
comprensible por razones personales y
practicas (algGn tope hay que marcar-
se), pero también por ser, de todos los
focos mudéjares regionales espafioles,
el que ha hecho un uso mis aparente
de la geometria en sus decoraciones. A
cambio, el marco definido puede pare-
cer forzado, dadas las distintas influen-
cias vy tradiciones que confluyen en un
intervalo tan amplio de tiempo (siglos
XII-XVID), pero el mismo argumento
puede aplicarse a los otros estudios cita-
dos y, en cualquier caso, la variedad
tematica encontrada elimina cualquier
duda sobre el interés del trabajo.

Puesto que los lectores y lectoras de
SUMA disponen de fuentes de informa-
cién suficientes, evitamos explicaciones
tedricas y nos limitaremos a mostrar un
ejemplo (no necesariamente el mas
caracteristico) de cada grupo en el
mudéjar aragonés, sin ser exhaustivos
sobre sus localizaciones ni sobre las va-
riantes decorativas que ofrecen. Preten-
demos simplemente dar noticia del
aspecto mds llamativo para la comuni-
dad matematica de un trabajo mds
amplio que hemos desarrollado con una
beca del Ceniro de Estudios Mudéjares
del Instituto de Estudios Turolenses.
Remitimos para una presentacion mas
exhaustiva a la publicacion final del
mismo, asi como a las dos comunica-



ciones que presentamos al VIII Simpo-
sio Internacional de Mudejarismo, cele-
brado en Teruel en septiembre de 1999.

Emplearemos la notacién internacional
abreviada; tiene un cardcter mas des-
criptivo v experimental que las demds,
por lo que resulta comoda para un pri-
mer acercamiento. En el citado nGmero
de la revista Epsilon sobre la Alhambra
puede verse la equivalencia entre todos
los sistemas. Para las cenefas seguiremos
la notacién de Maltsev!3. Iremos comen-
tando su presencia, con menos exhaus-
tividad atn, al hilo de los ejemplos de
los pafios. Ello no supone menosprecio
alguno —no hay que perder de vista que
los frisos son la caracteristica decorativa
por excelencia del mudéjar en Aragdn-—
sino simplemente aceptacion de las limi-
taciones de espacio de un articulo.
Finalmente, para referirnos a un grupo
finito emplearemos C o D_, segln sea
ciclico o diédrico, indicando con el
subindice el orden del grupo en los pri-
meros y su mitad en los segundos™.

Sorprendentemente
estaban los 17 grupos.
Algunas conclusiones

Habfamos leido tantas veces la afirma-
cion de que el mudéjar repite tradicio-
nes, cada vez mas empobrecidas con el
paso del tiempo, que rara vez es origi-
nal y creativo, que suponiamos la exis-
tencia de un tope temdtico. En realidad
la experiencia nos ha echado por tierra
ésta y otras hipbtesis previas. A este res-
pecto resaltamos brevemente algunas
conclusiones.

e Hay estructuras que serin siempre
habituales (aunque no se pretenda)
dada la facilidad con que pueden ser
obtenidas en un proceso de disefio
puramente experimental no guiado por
la teorfa. El caso mas claro es el grupo
CMM. Pensando en abstracto, es una
opcién muy asequible para escapar de
la rigidez de P4M cuyos movimientos
quedan paralizados por la abundancia
de simetrias. CMM mantiene dos pero
gana movilidad al hacerse mas claras las

Hay estructuras
que serdan
siempre habituales
(aungue no
se pretenda,)
dada la facilidad
con que pueden
ser obtenidas
en un proceso
de diserio
puramente
experimental
1no guiado
por la teoria.

direcciones de deslizamiento!>. PMM no las tiene y resulta
también muy estitico. PAG puede ofrecer mucha mds sen-
sacién de movimiento que CMM, pero incluso técnica-
mente es un grupo muy sofisticado.

e Los elementos geométricos de las decoraciones son com-
partidos en general por todas las civilizaciones, pero algu-
nas estructuras estin culturalmente condicionadas. Es el
caso de la trama triangular como soporte de la ornamenta-
cién, que parece una opcién claramente oriental. Salvo P6
y P6M, muy ficiles de obtener a partir de un embaldosado
de hexdgonos, los otros tres grupos exclusivos de esta
trama —P31M, P3M1 y P3—, son realmente raros. Hemos
localizado s6lo un ejemplo de cada uno, pero en La Alham-
bra también escasean y P31M no ha sido encontrado de
momento en mosaicos romanos. En contrapartida son faci-
les de observar abriendo al azar un libro que incluya repro-
ducciones de arte isldmico oriental. En las miniaturas cen-
troasidticas, en particular, la trama triangular parece abru-
madoramente mayoritaria, si nos fiamos de las pocas
observaciones a las que hemos tenido acceso.

e Lo anterior aumenta el interés de los tres ejemplos de
estos grupos localizados en Aragdén. Y aporta un dato a
favor de la creatividad de los artesanos mudéjares, sin que
pretendamos con ello rebatir completamente la opinién
recogida al principio de este apartado. Es cierto que en el
P3M1 y el P3 encontrados hay influencias del Sur (se
encuentran en el muro de La Seo, en el que trabajaron
artesanos sevillanos), pero el extrafio y original P31M
podria ser un producto local'®, puesto que se atribuye al
taller de taracea de Torrellas (s. XVI), cerca de Tarazona.
Por otra parte, la presencia de estos tres grupos puede
interpretarse, dados los condicionantes culturales antes
citados, como un refrendo mais, esta vez desde el campo
de las matemdticas, del fuerte arraigo de la idiosincrasia
mudéjar en Aragdn en el pasado.

e En la Mezquita de Cérdoba se encontraron 12 grupos.
Estd PG pero falta PG. Las celosias del claustro de Tarazona
recogen 11. Aqui faltan los cinco «grupos triangulares» y
PG. Ademis de avalar estos datos nuestras afirmaciones
anteriores, plantean la rareza de PG, un grupo habitual sin
embargo en La Alhambra y en Aragdn, con un disefio muy
similar en los dos casos. Son indicativos también de la
importancia que podemos conceder al claustro de Tara-
zona como el mds alto exponente de la variedad temitica
estructural en el mudéjar aragonés. Hay que pensar que se
trata de un recinto reducido y menos emblematico que la
Mezquita. Por otra parte, Tarazona aporta ademis el P31M
comentado, lo que eleva a 12 el nimero de grupos pre-
sentes en la ciudad.

e La tradicién y la incidencia de los materiales con los que
se elabora la decoracion!’ son, en 1ltima instancia, los fac-
tores determinantes de la presencia o no de una determi-
nada estructura tedrica. Desde este punto de vista, la



exhaustividad en cuanto al niimero de grupos que pueden
encontrarse tiene una componente azarosa. Estamos
hablando de épocas histéricas en las que la basqueda te6-
rica consciente no podia guiar el trabajo de los artesanos.

e Es obligado afiadir, finalmente, que todas las afirmacio-
nes que puedan hacerse estin referidas al mudéjar arago-
nés que nos ha llegado y en el estado en que lo ha hecho.
Las pérdidas a lo largo de los siglos —especialmente en las
yeserfas—, como resultado de los cambios en las modas
artisticas y de las modificaciones introducidas por las suce-
sivas restauraciones, han sido enormes. Esta advertencia
no afecta a 16 de los grupos, pues hay ejemplos localiza-
dos en decoraciones fiables para cada uno, pero si a la
posible desaparicién de un muestrario mis amplio para
varios de ellos. El paso del tiempo ha jugado, sin embar-
go, un papel determinante en la no presencia real del Glti-
mo, con el agravante de que el caos actual decorativo del
pafio en el que pudo encontrarse impide una conclusién
definitiva, por mis que haya pistas razonables para afirmar
su presencia en el pasado.

La obsesion por el solapamiento

Una caracteristica muy habitual del mudéjar aragonés, con
claros antecedentes en La Aljaferia, es el solapamiento en
los cruces de las lineas que componen la reticula de la
ornamentacion, transmitiendo la idea de que se cruzan sin
cortarse. Aunque se pierde paulatinamente al diluirse la
fuerza del mudéjar en los estilos cristianos con los que se
mezcla, reaparece con fuerza tras la expulsion de los
moriscos en las yeserfas de lazo barrocas de tradicion
mudéjar del s. XVII, extraordinariamente abundantes en
Aragdn. Se observa con facilidad en decoraciones en ladri-
llo resaltado y en las celosias en yeso que adornan los
ventanales de las iglesias del s. XIV. El solapamiento eli-
mina las simetrias bilaterales y, por tanto, reduce el campo
de grupos posibles.

1. P2

Fotografia 1. Yeseria en el patio interior de la casa de los
Luna, en Daroca. Obtenida por cruce de dos tramas rom-
bicas de «<hexdgonos con picos», una horizontal y otra ver-
tical, dando lugar a una reticula que aparece también, por
ejemplo, en la fachada de Tobed, esta vez en ladrillo resal-
tado. Los solapamientos sélo respetan los centros de giro
de orden 2.

En la iglesia de San Miguel de los Navarros, en Zaragoza,
puede observarse otro P2, mds habitual, formado sélo por
la trama vertical.

Foto 1.

Yeserfa en el patio
interior de la casa
de los Luna.
Daroca (Zaragoza)

Foto 2.

Yeseria en el patio
inferior de la casa
de los Luna.
Daroca (Zaragoza)

2. P4

Fotografia 2. Patio de la casa de los
Luna, en Daroca.

Fotografia 3. Iglesia parroquial de
Acered (Zaragoza).
La misma situacidén pero en trama cua-

drada, ahora también con centros de
giro de orden 4. De nuevo la yeseria de



Daroca resulta muy refinada. Su disefio
estd presente en muchas puertas del
Alcazar de Sevilla. Un modelo mas habi-
tual se puede ver también en San
Miguel de los Navarros.

P4 es abundante por la conocida aficién
del mudéjar a la ornamentacién con
lazos de cuatro y de ocho. Curiosa-
mente la mayor presencia de este
grupo, desarrollando hasta el limite las
posibilidades de estas dos decoraciones,
se da en las yeserias del XVII (fot. 3).

3. P6

Fotografia 4. Iglesia de San Miguel de
los Navarros.

Ahora en trama hexagonal. Una celosia
muy atractiva. Otra variante, el tipico
lazo de seis (con precedentes en La
Aljaferfa) puede verse en cualquier
iglesia que conserve su programa deco-
rativo de yeserias del siglo XIV.

Salvo el modelo P3, del que hablare-
mos mads adelante, la iglesia de San
Miguel de los Navarros muestra todas
las posibilidades para grupos que se
generan exclusivamente a partir de
traslaciones y giros.

Foto 3.
Iglesia parroquidl.
Acered (Zaragoza)

...el tipico lazo
de seis
(con precedentes
en La Aljaferia)
puede verse en
cualquier iglesia
que conserve
su programa
decorativo
de yeserias
del siglo XIV.

Foto 4. Iglesia de San Miguel de los Navarros. Zaragoza

4. PG

Fotografia 5. Iglesia parroquial de Alfajarin.

Los arcos lobulados o mixtilineos entrecruzados formando
cenefa (L;: la superposicion en los cruces hace que sélo se
conserven las traslaciones) son muy habituales en el
mudéjar aragonés. Si el moédulo que forman se extiende
por todo el muro aparece un pano en el que los solapa-
mientos definen un PG, cuyos ejes de deslizamiento se
intercalan entre los fustes en que se apoya el conjunto.

Foto 5. Iglesia parroquial. Alfajarin (Zaragoza)
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La rareza de la sencillez

5. P1

Fotografia 6. Yeseria en el claustro de la Catedral de
Tarazona.

Curiosamente la maxima sencillez estructural (algebraica)
no es la opcién mas habitual, ni en cenefas ni en pafios:
P1 es muy escaso. De hecho puede hablarse de una rela-
cion directa entre presencia real y complejidad tedrica,
salvo en la trama triangular que resulta en esto también
algo peculiar.

El que muestra la fot. 6 (nos referimos a la celosia grande)
se encuentra en el claustro de la Catedral de Tarazona. Si
prescindimos del motivo que decora los rombos curvili-
neos estarfamos ante un CM, pero el grupo ciclico (Cp
que los rellena elimina del conjunto toda isometiia que no
sea una traslacion!®, Llama la atencion la amanerada sofis-
ticacién con la que se ha llegado a la estructura mas ele-
mental de las 17. Evidentemente no hay consciencia de
esta cuestion tedrica. La celosias de Tarazona explotan las
posibilidades de la simbiosis entre la sintaxis mudéjar y un
vocabulario goético tardio, en ocasiones muy recargado
(estamos en el s. XVD), que a veces produce pafios tan
escasamente auténticos, tan poco ideologizados, como el
que se comenta.

Foto 6.
Claustro de la Catedral.
Tarazona (Zaragoza)

El protagonismo de la
simetria bilateral

La eliminacién de las superposiciones
en los cruces permite la aparicion de los
grupos de este apartado.

Curiosamente 6. CMM

la mdxima Fotografia 7. Torre de Villamayor (Za-
sencillez ragoza)

estruciural Al contrario que P1, es abundantisimo
(algebmica ) en decoraciones de cualquier estilo y
. época. El mudéjar aragonés no es una
no es la opcion excepcion. La fot. 7 muestra dos ejem-
mas loozbiz‘ual, plos de este grupo. El de la parte infe-
ni en CQ?’ZQf&lS rior, una sencilla red de rombos, es el

mas caracteristico en Aragbén. Una orna-
mentacion que pervive obsesivamente
hasta los dltimos periodos del mudéjar,
dando lugar en ocasiones a programas
decorativos monogrificos para un
mismo edificio, como en la torre de
Olalla o en el dbside de Belmonte de
Gracidn.

ni en, panos. ..

Si seleccionamos fragmentos lineales de
este pafio obtenemos las cenefas L,, Loy
L, (media, una y una hilera y media de
rombos, respectivamante) también muy
habituales. La primera de ellas puede

verse en la fot. 14.

).
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Foto 7.
Torre.
Villamayor
{Zaragoza)




7. PMM

Fotografia 8. Torre de Pefaflor (Za-
ragoza).

Basta con cambiar alternadamente la de-
coracion de las filas de rombos para obte-
ner PMM. Se mantienen con ello las refle-
xiones y desaparecen los deslizamientos.

Foto 8. Torre. Pefiaflor (Zaragoza)

Foto 9. Decoracién en el dbside
de la Iglesia de San Pedro. Teruel

Foto 10. Puerta de la ex-catedral
de Roda de Isébena {Huescal)

8. PAM

Fotografia 9. Abside de la iglesia de San Pedro, en Teruel.

Si se cambian los solapamientos por cortes en el grupo P4
se obtiene la estructura P4M. Las dos son muy habituales
en la decoracién de puertas mudéjares. El P4M selecciona-
do esta formado por baldosas de dos colores: blanco para
las estrellas de ocho puntas, obtenidas al ensamblar dos
cuadrados, y verde para las cruces. La fotografia muestra
ademds cenefas de los tipos L, (hilera de ménsulas), L,
(recuadro de flechas de dos colores) y L (hilera de tres
esquinillas superpuestas).

Se pueden observar también casos de P4M en el cuadrado
superior de la derecha de la fot. 6, en las celosias rectan-
gulares de la fot. 11 y en la cenefa que bordea la celosia
central de la fot. 15.

9.P6M

Fotografia 10. Puerta de la ex-catedral de Roda de Isa-
bena, en Huesca.

La misma relacién existente entre P4 y P4M se da entre PG
y P6M. En este caso, los clavos en los cruces evitan los
solapamientos y aseguran las simetiias bilaterales.




10. P4G

Fotografia 11. Claustro de la catedral de Tarazona.

Un grupo intermedio entre P4 y P4M. Desaparecen en él
dos de las cuatro direcciones de simetria de P4M. Es
intermedio incluso en sentido estético. Segin como se
observe, la vista fija su atencién en los centros de giro de
orden 4 o en las dos direcciones de reflexiéon. Un grupo
ambiguo, elegante, muy atractivo. Una bonita muestra de
la capacidad de lo abstracto para generar sensaciones
varjadas y contrapuestas.

Foto 11. Yeserias en el claustro
de la Catedral de Tarazona (Zaragoza)

Foto 12. Torre de Mainar (Zaragoza)

Su eje de simetria
Y su cardcter
abstracto
[de la baldosa
empleada
en Mainar/
son las causas
de su capacidad
para producir
estructuras
geon%étm’cczs
muy variadas.

11. CM (y todas las cenefas)

Fotografia 12. Torre de Mainar (Za-
ragoza)

Una baldosa muy sencilla introducida
tardiamente en el mudéjar aragonés (s.
XVD, un cuadrado dividido por una dia-
gonal en dos zonas de dos colores, pro-
duce de forma muy natural, por simple
apilamiento, el grupo CM. Los ejes de
simetrfa pasan por el centro de las bal-
dosas perpendicularmente a las diagona-
les que separan los colores. Paralelos a
ellos se intercalan los de deslizamiento.

La sencillez de esta baldosa no es inge-
nud. Su eje de simetria y su cardcter abs-
tracto son las causas de su capacidad
para producir estructuras geométricas
muy variadas. Como muestra de esta
capacidad incluimos las siete cenefas,
desarrolladas a partir de ella, tal como
pueden verse en las torres de Villa-
mayor y La Almunia de Dofia Godina.




12. PM

Fotografia 13. Claustro de la catedral de
Tarazona.

En este caso, la alternancia de filas para-
lelas con dos motivos distintos, cada
uno de ellos con una sola direccién de
simetria, elimina los deslizamientos.

Foto 13. Claustro de la Catedral
de Tarazona (Zaragoza)

La original y poco
habitual estética
del deslizamiento

Los grupos construidos exclusivamente
a partir de deslizamientos no son faci-
les de observar. En CMM, P4M, PA4G,
CM y P6M (de los vistos hasta ahora)
aparece también esta isometria, pero
resulta de componer otras. Es decir: no
forma parte necesariamente del sistema
generador del grupo. De hecho, la vista
suele detectar en ellos con preferencia
las simetrias bilaterales (aunque a veces
hay sorpresas...).

De PG, un grupo escaso, ya hemos
hablado porque lo hemos incluido

Los grupos
construidos
exclusivamente
a partir
de deslizamientos
no son faciles
de observar.

entre los obtenidos por solapamiento. No es ficil construir
PGG (también raro de observar) a partir de esta idea,
puesto que ahora son necesarias dos direcciones perpen-
diculares de deslizamiento, pero al igual que PG nos ha
resultado habitual por una decoracién muy caracteristica
(fig. D.

Figura 1

13. PGG

Fotografia 14. Torre del Monasterio de Rueda (Zaragoza)

En La Alhambra se encuentra gracias a una disposicién
muy comin en suelos de ladrillo (en nuestros dias, de
parquet). En las torres y muros del mudéjar en Aragdn es
facil encontrar dos bandas de ese embaldosado, forman-
do un zigzag horizontal. Los centros de giro de orden dos
estin en los centros de los ladrillos.

Foto 14. Torre del Monasterio de Rueda
{Zaragoza)

Aunque la presencia de dos hileras basta para poder
hablar de un pafio, puesto que aparecen ya traslaciones
no horizontales, parece evidente la intencionalidad del
artesano de sugerir una lectura exclusivamente lineal. El
médulo fundamental de la cenefa estarfa formado por los
dos fragmentos de dos ladrillos comprendidos entre dos
de los ejes verticales de deslizamiento. Por supuesto, ya



no son vilidos los centros de giro. Estarfamos, por tanto,
ante una L.

El mismo modelo de PGG tiene un desarrollo mucho mds
original e inquietante —el zigzag es ahora vertical- en la
base de la torre de San Pablo, en Zaragoza (fig. 2).

R4
-

Figura 2

Resulta didactica la comparacion de las dos figuras ante-
riores consideradas como cenefas. En el segundo caso
estamos ante una L,: la isometrfa generadora del friso en
su avance horizontal no es ahora un deslizamiento sino el
giro de 180°.

La decoracién de la fotografia 14 incluye seis hileras de
zigzag. El muro lateral derecho de la torre permite obser-
var que dos de ellas estdn resaltadas alternativamente. La
continuacién del grupo en estas condiciones no modifica
su cardcter de PGG.

La dltima banda decorada en la fotografia muestra una
cenefa L, obtenida por dos hileras desplazadas de tres
esquinillas.

14. PMG

Fotografia 15. Claustro de la catedral de Tarazona.
Fotografia 16. Claustro de la catedral de Tarazona.

PMG tiene direcciones de simetria y de deslizamiento. Al
ser perpendiculares producen centros de giro de segun-
do orden y el resultado es menos estitico que en CM,
donde eran paralelas. Al igual que P4G, este grupo ofre-
ce un efecto estético intermedio. En este caso entre PMM
y PGG.

En la yeserfa central de la foto 15, PMG estd obtenido por
apilamiento de cenefas L,, formadas por tridngulos inver-
tidos alternativamente. La celosfa resalta un tipo de ejes
de deslizamiento. Considérese el fuerte efecto del hecho
de resaltarlos en la estética final del conjunto. Paralelos a
ellos se adivinan los restantes, los ejes centrales de las
cenefas L,

Si la «baldosa» que define la cenefa L, no tiene un eje de
simetria, como los tridngulos anteriores, PMG resulta mdis
inestable, como puede observarse en el mismo claustro
de Tarazona (fot. 16).

Foto 16. Claustro
de la Catedral
de Tarazona
(Zaragoza)

Foto 15. Claustro
de la Catedral
de Tarazona
(Zaragoza)

Las ires delicadezas
de la trama triangular

Ya hemos comentado el caricter extra-
fio a nuestra cultura occidental de la
trama triangular, salvo el caso de P6M
por la sencillez de su disefio. Tanto este
grupo como P6 se observan con facili-



dad en el mudéjar aragonés en las yese-
tfas del s. XIV. Los otros tres grupos
exclusivos de esta trama son realmente
escasos. S6lo hemos encontrado uno de
cada tipo, situacioén andloga para dos de
ellos en la Alhambra. Para obtener
variantes hay que explorar la trama, y
aqui es donde debe fallar la tradicion.
Por otra parte, los materiales imponen
sus condiciones: jcoOmo construir un P3
superponiendo lineas de yeso para for-
mar una celosia? Para obtenerlo es mds
comodo el azulejo y ha sido finalmente
siguiendo esta pista como lo hemos
encontrado.

15. P3M1

Fotografia 17. La Seo de Zaragoza.

El mismo modelo que en La Alhambra.
Nos referimos al @jedrezado» de tridngu-
los equildteros que aparece rellenando
los huecos entre el ladrillo en la parte
superior de la fotografia. Sorprende la
escasez de esta decoracion dada la natu-
ralidad del disefio. Aqui se manifiesta
claramente el condicionante cultural®®.

Por lo demds, este muro de La Seo ofre-
ce un amplio muestrario de estructuras
geométricas. En este fragmento pode-
mos observar cenefas de los tipos Ly, Ly,
L, Ly v L, (esta Gltima si consideramos
conjuntamente los dos zig-zags de ladri-
llo), y grupos P3M1, P4M (ajedrezado
normal de cuadrados) y PM (aunque no
se distinguird al imprimirse la fotografia
en blanco y negro; nos referimos a los
pafios de cuadrados de varios colores
de la parte inferior).

16. P31M

Figura 3. Facistol de la iglesia de La
Magdalena, en Tarazona.

Un producto extremadamente sofistica-
do, creacién del taller de taracea de
Torrellas, activo durante el siglo XVI.
Las tres direcciones de ejes de simetria
se cortan, por supuesto, en centros de
gito de orden 3, pero a diferencia de
P3M1 hay también centros de giro por
los que no pasan ejes de simetria.

Foto 17. Muro de la Parroquieta
en La Seo de Zaragoza

Figura 3

17. P3

Fotografia 18. Muro de la parroquieta de La Seo de
Zaragoza.

Un pafio complejo, resultado de las aportaciones sucesivas
de artesanos aragoneses y andaluces. Es el dltimo que
localizamos, cuando ya ddbamos por supuesto que nos
quedariamos en 16; estd realmente escondido, a pesar de



exponerse al pablico todos los dias. Su descubrimiento,
un largo proceso guiado primero y analizado posterior-
mente desde la resoluciéon de problemas —a veces las
deformaciones profesionales son rentables—, merece que
le dediquemos todo un capitulo que contribuird, espera-
mos, a explicar nuestra conviccidn, mas alli del caos que
reina actualmente en el pafio.

Foto 18. Muro de la Parroquieta
en La Seo de Zaragoza

Una busqueda sistematica més allé
de la evidencia

En septiembre anuncidbamos en Teruel?! la presencia de
dieciséis de los diecisiete grupos de simetria en el mudé-
jar aragonés. Pese a la revision exhaustiva de apuntes y
fotograffas no habfamos conseguido localizar el dltimo.
Faltaba un P3. Abordamos su busqueda como si de un
problema se tratase.

A priori no parecia un grupo particularmente complicado
ni en su estructura ni en su disefio. Hay que partir de una
trama hexagonal en Ja que tan sblo admitiremos centros
de orden tres (120°). Los otros tres grupos basados en los
giros P2, P4 y P6 son habituales en las decoraciones
mudéjares aragonesas. Caracterizan sin ningtin género de
dudas las celosias en yeso del siglo XIV. Los dos prime-
ros definen, casi por si solos, las pervivencias barrocas del
XVII en ese mismo material.

Sin embargo, un detenido anilisis de los modelos obser-
vados de estos tres grupos nos llevd a asociarlos, casi
indisolublemente, al solapamiento. Es precisamente esa
condicién la que convierte en mayoritaria su presencia.
Bajo esa premisa de entrelazar las lineas en los cruces? la
naturalidad conduce a P4 desde la trama cuadrada, a P2

desde la paralelogramica y a P6 desde la
hexagonal, pero P3 parece necesitar de
la originalidad para forzar el resultado.
Ante su ausencia surge una doble pre-
gunta: jcomo conseguir P3 mediante el
solapamiento? o, en su defecto, ;como
modificar la natural disposicion de P6
para lograr un P3, manteniendo esa
misma vocacidn de superponer las lineas
en los cruces?

Primeros tanteos

Una asociacién de ideas —como tal irre-
flexiva— incita a relacionar el P3 con la
trama isométrica. La exigencia de gene-
rar el grupo basandolo en el solapa-
miento plantea entonces, como dificul-
tad mas evidente, la imposibilidad de
superponer mis de dos lineas en el
mismo cruce. Ello obliga a introducir
modificaciones en la trama triangular
que deberin superar ademds otro
inconveniente: el entrelazado de lineas
genera con facilidad centros de giro de
orden dos que estin ausentes de la
estructura algebraica de P3. Esa es la
razén de que surja PG con tanta natura-
lidad, una y otra vez, aunque tratemos

de evitarlo.

Figura 4



Asi por ejemplo, tomando el entramado
isométrico como referencia, podemos
partir de un tridngulo® que nos asegure
el centro de orden tres y tratar de enla-
zarlo con otros por diversos medios.
Como resultado aparecen los modelos
de las figuras 4 y 5, ambos P6. También
podriamos optar por desplazar paralela-
mente a si mismas, una distancia igual a
la mitad de la que las separa, las lineas
horizontales que conforman la trama?:.
Se consigue de este modo eliminar los
centros de giro de orden dos y la super-
posicién maltiple en los cruces. Pero se
obtiene de nuevo como resultado el
disefo de la fig. 5.

Una nueva revisidon de la iglesia de
Tobed, con la mirada guiada por otros
objetivos pero con la busqueda de P3
alimentando nuestras obsesiones, nos
hizo detenernos en un pequefio 6culo
interior situado sobre el altar mayor en
el que sorprende la disposicién de las
lineas, aparentemente cadtica (fig. 6). El
tridngulo, tan carismitico en la simbolo-
gla cristiana, parecia tratar de compagi-
nar la evocacién de la Trinidad y la aspi-
racion musulmana de aunar unidad y
multiplicidad a base de cubrir todo el
plano. Resultaba atractivo pensar que
este original disefio pudiera generar de
algn modo un P3. Didbamos por
supuesto que no formaba parte de un
deseo explicito de llegar a él a través
del solapamiento —una aspiracién mds
propia de las matemiticas que de la
estética— pero era nuestra Gnica baza en
aquellos momentos.

En realidad, la idea que sugiere nos per-
mite modificar el P6, aunque el resultado
no mantiene la condicién de que cada
linea alterne su posicion con las demads a
medida que se va encontrando con ellas,
ni evita la intersecciéon de tres lineas en
el mismo vértice (fig. 7). Un pequefio
inconveniente que se resuelve duplican-
do las rectas que parten del interior de
los tridngulos, aunque esa solucién nos
devuelve, una vez mis, al P6.

Estas dificultades reforzaron la convic-
cién inicial de que el tanteo era un
camino ingenuo. A pesar de tener claro
el objetivo, partiamos en desventaja res-
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pecto a los alarifes mudéjares. El alarde de creatividad
geométrica y diversidad decorativa alcanzado por el arte

hispanomusulman hacia suponer de antemano que no iba ...el apqrente

error de Tobed
era al mismo
tiempo
el resultado
de una necesidad
Y la explicacion
de una
imposibilidad.

a ser facil encontrar un disefio, estructuralmente distinto,
ligado en exclusiva a la idea del solapamiento.

Desde nuestro punto de vista, condicionado por la bis-
queda del P3, el aparente error de Tobed era al mismo
tiempo el resultado de una necesidad y la explicacién de
una imposibilidad. Parecia mis razonable tratar de locali-
zarlo introduciendo modificaciones en un P6. Pero, el azar
también juega sus cartas y uno de los primeros intentos de
generar un P3 desplazando las lineas horizontales que
generan la trama isométrica —despreciado en un principio
por infructuoso- aportd el embaldosado de la figura 8.
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Figura 8
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Figura 9

Sin embargo, seguramente como conse-
cuencia del uso de tramas en el disefio,
era poco probable encontrarlo en el exte-
rior de los muros de nuestras iglesias o en
la decoracién en yeso de sus interiores.

Ejecutar un plan:
Modificar un P6

En teoria, modificar un P6 para llegar a
un P3 parece sencillo. Si se recurre al
color, basta con elegir dos tonalidades
distintas y decorar con ellas alternativa-
mente las figuras del pafio capaces de
repetirse seis veces al girar sobre si mis-
mas (Fig. 9. Al eliminar los centros de
giro de orden seis desaparecen también
los de orden dos. Se llega asi a una solu-
cién que resulta dificil de trasladar a las
celosias caladas en yeso, salvo que se
hubiera optado por colorear sus diferen-
tes tramos adecuadamente. Una apuesta
estética que se nos antoja inverosimil
puesto que no han llegado ejemplos de
ella hasta nuestros dias. En cualquier
caso quedaba claro que se debia ampliar
la bisqueda a otros materiales.

Desde un punto de vista técnico se abre,
por tanto, una nueva linea de trabajo. La
decoracién de la fig. 9 no es otra cosa
que el resultado de superponer un PG,
construido a base de solapamientos, a
un P3M1 producto del juego alternativo
de dos colores. El procedimiento resulta
asequible una vez que nuestra bisqueda
ha dejado de vincular en exclusiva P3 a
la superposicion de lineas. Por otra
parte, el obligado recurso al color dirigié
nuestra atencién a la cerdmica (como en
La Alhambra) o a la pintura. Dadas las
caracteristicas del mudéjar aragonés, la
solucién —si existia— probablemente
estarfa ligada a una combinacién de
materiales: ladrillo y cerdmica o madera
y pintura. Incluso agramilado y pintura.

En esa tesitura, y ante la escasa presen-
cia de PG en otro material que no sea el
yeso, el primer candidato era sin duda
el muro de la parroquieta de San Miguel
en la Seo de Zaragoza. Habfamos anali-
zado el pafio con anterioridad identifi-
cando por separado P6 en ladrillo resal-
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tado y un posible P31M en cerdmica.
Y..., como no podia ser de otro modo...,
jalli estabal, el resultado jera evidente! y
lo fue todavia mas visto al natural, pres-
cindiendo de la limitacién fotogrifica.

¢Como podia habernos pasado desaper-
cibido hasta ahora? El hecho no debe
sorprendernos: algunos grupos son difi-
ciles de localizar. Se precisa identificar
localmente sus isometrias y abarcarlas
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Figura 10

..algunos grupos
son dificiles
de localizar.
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globalmente para cerciorarse de que efectivamente dejan
invariante el plano y no sélo ese fragmento en el que las
hemos identificado. Pero la vista no siempre da esta
vision de conjunto, hay que reconstruirla mentalmente,
Miaxime en la Seo, donde la escasa amplitud de la calle
dificulta un distanciamiento que favoreceria, sin duda, esa
imprescindible recreacién mental. Ante la complejidad, la
mente necesita tiempo. Tiempo para estructurar, pero
sobre todo tiempo para saber lo que tiene que buscar. Es
entonces cuando se impone agresiva la obviedad, por
mis que solo alcance el caricter de tal a posteriori,
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tros ojos (fot. 18). Un

e

Una pasajera decepcion

porque choca frontalmente con

experiencia vivida en todos y cada uno de los edificios visi-

6n de una certeza algebraica mas alld de

laridad que presenta la cerdmica enclavada ba

el P6 de ladrillo resaltado es su desorden. Y niega lo g

tados, en todas y cada una de las ilustraciones consultadas:

impedido reconstruir el pafio en su globalidad, favoreci6
detenido andlisis de cada una de las componentes del pafio
comienza por identificar pequefios errores que se van mu
tiplicando aqui y alld. La mente se niega a admitir que
el caos compositivo repugna a la sensibilidad mudéjar.

veces cegadora y nos permite ver, con claridad meridiana,
ahora la recreaci

Sin embargo, la evidencia que aporta la razén resulta a
incluso lo que no existe. La misma dificultad que nos ha

la realidad fisica que se abrfa a nues

ve porque le es ajeno,

Gnica regu
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Identificados los centros de las estrellas de seis puntas
como centros de giro de orden tres, y elegida una deter-
minada disposiciéon de los colores de los azulejos en un
tipo de ellas (triangulitos negros hacia arriba en las de
tipo A, por ejemplo), los centros de giro situados en las
otras les obligan a mantener la misma orientacién, pero
dejan libres a las de tipo B%. En cualquiera de los dos
casos el resultado seguitia siendo P3 una vez que la alter-
nancia de colores de la cerdmica ha roto los centros de
orden seis.

Lo mismo sucede con el resto de las formas. Podemos ele-
gir para las que hemos dejado en blanco cualquiera de las
dos opciones: triangulitos negros hacia arriba o hacia
abajo, en el caso de las estrellas, «puntas de flecha» y hexa-
gonos regulares?, y con rombos blancos o negros en el de
los otros hexdgonos. En resumen, sesenta y cuatro formas
distintas de obtener un P3.

De todas ellas nos inclinamos a pensar que fue precisa-
mente la de mayor alternancia decorativa la que vio la
luz a manos de los azulejeros sevillanos (fig. 11). Dos
razones sostienen esta creencia: la presencia actual en el
muro de todas las variedades de figuras que hemos ana-
lizado y la seguridad de que se respetd el dinamismo del
giro que impone el ladrillo. La primera de ellas tiene un
peso muy relativo, dados los previsibles cambios sufri-
dos por el modelo inicial, y ademis nos permite recha-
zar la idea inicial de un P31M modificando el P6 en
ladrillo resaltado.

Queremos plantear todavia una Gltima posibilidad, insi-
nuada por la presencia del P3M1 de la parte superior del
muro. sSeria posible una decoracién en la que el P6 de
ladrillo se superpusiera a un «ajedrezado» de triangulitos
blancos y verdes? La perfecta conjuncion de ladrillo y
cerdmica con el entramado isométrico (fig. 12a y b) hace
factible esta opcién que, como cabia sospechar, nos lleva
también al P3 (fig. 12a). Sin embargo, el exceso de orden
en la disposiciéon de la cerdmica de los brazos de las
estrellas produce el efecto contrario: un aparente desor-
den que molesta la lectura del pafio. Ello explicaria la
modificacién que se observa en el muro, alternando rom-
bos blancos y verdes. Aporta una mayor estabilidad a la
composicién reforzando curiosamente, a través de la sime-
tria bilateral, la idea de giro. En cualquier caso, el resulta-
do nos lleva de nuevo a P3.

Conclusién

Si nos centramos en el pafio tal como los siglos lo han
hecho llegar hasta nosotros y lo analizamos desde el punto
de vista de las caracteristicas del arte hispanomusulman,
esto es: asumiendo el respeto a la infinitud, a la bisqueda
de la uniformidad, al deseo de regularidad que evite iden-

...afirmamos
la presencia
de los diecisiete
grupos
en el mudéjar
aragones.

La austeridad
decorativa
y el tamario
de los edificios
del mudéjar
aragoneés
dificulta
la posible
presencia
de todas
las estructuras
en una unica
CONStrccion.

tificar un fragmento del mismo como
nhcleo central, en definitiva, si admiti-
mos el inequivoco sometimiento a la
estructura geomeétrica que subyace bajo
la composicion, lo primero que deberfa
sorprender es el caos originado por el
paso del tiempo. De hecho no podemos
decir que el pafio realmente existente en
el muro de la parroquieta de San Miguel
sea un P3. Tampoco podemos afirmar
que lo hubiera en otro momento. Y, sin
embargo, no encontramos razones que
apuesten por P1, Gnica opcién no recha-
zada de antemano por la composiciéon de
ladrillo y cerdmica®, Asi pues, dado que
la decoracién actual del muro no parece
razonable y todas las opciones tedricas
estudiadas nos llevan al P3, afirmamos la
presencia de los diecisiete grupos en el
mudéjar aragonés.

v

Final en La Aljaferia:
maxima variedad en
minimo espacio

La austeridad decorativa y el tamafio de
los edificios del mudéjar aragonés difi-
culta la posible presencia de todas las
estructuras en una Unica construccion.
Aln asi se dan casos de abundante
variedad de modelos (claustro de Tara-
zona, muro de La Seo). Es claro que
resulta excesivo pedirle a un solo edifi-
cio los 17 grupos de simetiia, pero si
que pareceria mas ficil localizar las siete
cenefas. Como profesores de matemati-
cas sabemos que alumnos y alumnas de
Secundaria obtienen todas por simple
experimentacién. Su empleo ha sido
general a todas las culturas. Pues bien:
es realmente dificil encontrarlas juntas,
La exhaustividad temadtica en lo estruc-
tural requiere de una bisqueda cons-
ciente, y el artesano actuaba guiado por
la teorfa, no por la tradicidn.

Las torres de La Almunia de Dofia
Godina y de San Martin de Teruel ofre-
cen seis tipos distintos de cenefas. En
la torre de Villamayor aparecen las
siete, pero hay que forzar la interpreta-
cion para alguna de ellas. También es



posible verlas en la techumbre de la
Catedral de Teruel; aunque en este
caso era previsible encontrarlas, lo
cierto €s que estin por muy poco, gra-
cias a dos bandas de un P4M conside-
radas como cenefa L.. Pero queremos
resaltar especialmente el Salén del
trono de La Aljaferia. En el reducido
espacio que va del comienzo de la
obra en madera en el muro hasta alcan-

zar el techo, se encuentran los siete
tipos de cenefas. Un curioso ejemplo
de exhaustividad temdtica tedérica que
quizas se produjera por la especial
magnificencia de la obra.

Notas

1

w

(€3

Por ejemplo en el retablo del Santo Espiritu, de Pere
Serra, en Manresa

Matila C. Ghyka: Estética de las proporciones en la
Naturaleza y en las Artes y El ndmero de oro,
Poseidén, Buenos Aires, 1953 y 1968. Sin volver a
postular un pitagorismo ingenuo, si que deberfamos
plantearnos qué dejaciones ha asumido la comuni-
dad matemética para haber perdido estos libros
como propios durante tanto tiempo.

3Hace falta advertir que se trata de una broma? Los
intentos de la Ciencia (sf, aqui procede la mayts-
cula; la Autoridad siempre se nombra con may(s-
cula) al servicio del Poder {también con mayGscula),
pretendiendo inferpretar(nos) solo a partir de mode-
los reduccionistas son cada vez més fuertes. Por eso
no evitamos esta nota. Afortfunadamente, en pala-
bras de Pasternak, «la vida se derrama siempre por
el borde de todas las copas».

Atomizada, no atomista. El mundo estd compuesto
de seres y objetos con los que Dios juega a su
voluntad.

No prefendemos extendernos sobre estas cuestio-
nes. Ni es el lugar ni estamos preparados para ello.
Se trata solamente de aportar algunas claves inter-
prefativas. Puede consultarse: Joaquin Lomba
Fuentes: Aproximacién a una estética musulmana.
Incluido en La Filosoffa y sus mérgenes: Homenaje
al profesor Carlos Balifia Fernéndez, Universidad
de Santiago de Compostela, 1997.

No perdemos de vista, por ejemplo, la estructura de
las salas de Dos Hermanas y Abencerrajes (véase
el nimero especial de la revista Epsilon (pdg. 80}
sobre La Alhambray). Pero en conjunto, como afirma
el profesor Lomba [obra citada en la nota anterior),
la Mezquita de Cérdoba admitié ampliaciones sin
pérdida de su belleza. Algo impensable en el
Partenén y discutible en las iglesias cristianas, edi-
ficios definitivamente marcados por su estructura.

Sin prefender establecer una conexién fuerte, sino
simplemente resaltar la coincidencia, queremos
recordar el enfoque aritmético y algebraico que los
sabios islamicos medievales dan a su produccién
matemdtica. Siguen efectuando demostraciones
geométricas por respeto a Grecia, pero a partir de
ellos la geometria queda ligada al dlgebra. Este
enfoque algebraico ha sido relacionado por algu-
nos autores (Youskievich, por ejemplo, en la Historia
general de las Ciencias, dirigida por René Taton)
con las caracteristicas del idioma drabe, en el que
la formacién de palabras relativas a un tema fiene

Como profesores
de matemdticas
sabemos
que alummnos
y alumnas
de Secundaria
obtienen todas
[las cenefas]
por simple
experimentacion.
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Calahorra {La Rioja).
Sociedad Riojana
de Profesores de Mateméticas

cierto sabor a la obtencién de valores numéricos [en este caso lingiisticos) de
un polinomio en las consonantes, para ciertos valores de las vocales.

Y de la componente platénica que siempre la acompafia.

9 Siglos XIlI-XIV. Maestro de obras del Papa Luna. Uno de los mas importantes
alarifes del mudéjar aragonés.

10 E. Roanes Macias y E. Roanes Lozano: «Simetria en mosaicos romanos»,
Bolefin de la Sociedad Puig Adam de Profesores de Matemdticas, n.° 37,
Madrid, Abril de 1994,

11 ). Garrido: «les groupes de symetrie des ornaments employés par les ancien-
nes civilizations du Mexique»,C.R. Acad. Sci., Paris, 235, 1134-1186.

12 M. de la Fuente Martos: «Introduccion didéctica al estudio de mosaicos
periodicos. Andlisis de los mismos en la mezquita de Cérdoba. (En el nime-
ro especial de la revista Epsilon dedicado a La Alhambra).

13 Maltsev: «Grupos y ofros sistemas algebraicos», en Aleksandrov y ofros: La
matemdtica: su contenido, métodos y significado, Alianza Universidad,
1976. La notacién no es esténdar, y al contrario que la que hemos escogi-
do para los pafios no hace referencia a la estructura de la cenefa. Se trata
sencillamente de una numeracién arbitraria de los distintos modelos. La sen-
cillez de las cenefas y su reducido nimero hace cémoda cualquier notacion.

14 Por respefo al rigor del que siempre se ha hecho gala en mateméticas, nos
parece obligado incluir dos advertencias. Un mosaico o un friso, por defini-
cién, cubren totalmente el plano o un fragmento lineal del mismo. Las deco-
raciones no pueden mostrar, por tanto, mas que una parte. Se les asigna la
condicién de tal o cual grupo cuando estén presentes elementos suficientes
para ello. Las decoraciones, ademés, no son el grupo, pero para agilizar la
redaccién del texto nos permitiremos abusar del lenguaje. En la misma lineq,
emplearemos diversas palabras como sinénimas: pafios, mosaicos y embal-
dosados, o cenefas, frisos y bandas.

Utilizaremos también las expresiones «simetria bilateral» (como Herman
Weyl} o «reflexién» (como Coxeter) para referirnos a la isometria «reflexién
respecto de un eje».

15 En el tablero de ajedrez -P4M- estén resaltadas por los colores alternados
de las casillas... si se coloca el tablero apoyado sobre un lado. Si se coloca
«en posicién de rombo» quedan muy escondidas.

16 Es decir, realizado por artesanos locales. No estamos hablando del origen del
motivo de la decoracién.

17 Para este Oltimo aspecto remitimos a nuestro trabajo para el Centro de
Estudios Mudéjares.

18 Hay un error en el rombo superior de la fila central (3alguna restauraciéne)
que gira en sentido contrario a los ofros 12 que aparecen en la celosfa.

19 Curiosamente este tipo de ornamentacion es habitual en las iglesias romani-
cas de la regién de Auvergne.

20 3Serd suficiente la rareza de esta decoracién para que se restaure el facis-
tol¢ La situacién en que se encuentra nos ha impedido aportar una fotogra-
fia con un minimo de calidad.

21 VIl Simposio Infernacional de Mudejarismo. Septiembre 1999.

22 De las diferentes formas de entrelazado, el mudéjar opta por aquella en la
que cada linea pasa, alternativamente, por encima y por debajo de las que
encuentra en su camino.

23 Puede tomarse como punto de partida el que aparece sombreado en negro
en cada una de las figuras.

24 Atravesarian, horizontalmente, los vértices de los hexagonos que ahora que-
dan libres, tal como indica la que aparece punteada en la fig. 2.

25 En adelante nos referiremos a estos Gltimos como «brazoss.

26 De hecho, ni siquiera estén obligadas a mantener una misma orientacién
todas las estrellas de tipo B.

27 Imponer la condicién de que el fondo sea un P31M reduce las opciones a
dieciséis puesto que obliga a los rombos a ser todos iguales y a los hexd-
gonos regulares a situarse siméfricamente unos respecto a ofros.

28 las referencias graficas que hemos encontrado son dibujos que, lejos de
reflejar fielmente lo que habia lo falsean, interpretando desde un punto de
vista muy occidentalizado la sensacién general que debia producir un paiio
tan tremendamente pléstico y complejo como este.
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Historia de un problema:
el reparto de la apuesta

Juan Antonio Garcia Cruz

En un juego de azar interesa
la probabilidad de ganar en
un lance o partida. También
es importante, incluso més,
saber qué se puede esperar
si se juega una serie larga
de partidas, es decir, la
esperanza matemética del
juego o ganancia promedio.
El 27 de abril de 1657
Christiaan Huygens envi6 a
su tutor van Schooten un
manuscrito, que mas tarde
seria conocido con el titulo
De ratiociniis in ludo aleae,
donde entraba en la
polémica de cémo dividir la
apuesta en un juego que se
ha de interrumpir antes de
finalizar. El joven Huygens
no sélo resolvié el problema,
sino que lo hizo definiendo y
utilizando un concepto hasta
entonces ausente: la
expectatio o esperanza
matemdtica de un juego de
azar.

L PROBLEMA y su historia

En la historia de la matematica hay problemas que ilustran,
de forma especial, las dificultades que los matematicos
han encontrado al construir una nueva teorfa. Uno de esos
problemas es el reparto de la apuesta o del juego inte-
rrumpido. Conocido desde el Renacimiento y abordado
sucesivamente por diferentes matematicos no se encontrd
un método correcto de solucién hasta finales del siglo
XVIIL Su formulacion general seria algo ast:

Dos jugadores compiten por un premio que es otorgaco
después de que uno de ellos haya ganado n lances en un
Juego. El jugador A ba ganado mds que el jugador B y,
debido a alguna intervencion externa, deben abandonar
el juego antes de llegar al ntimero n. ;Como debe dividirse
la apuesta entre los jugadores?

La polémica motivada por la certeza

Fra Luca Pacioli

El primer matematico conocido que aborda el problema
es Fra Luca Pacioli (cal445-ca1514). En su obra Summa



de arithmetica, geomeltria, proportioni et proportionalitd
(Venecia, 1494) presenta la siguiente versiéon del problema:

Un grupo juega a la pelota de modo tal que se necesita un total
de 60 puntos para ganar el juego. La apuesta es de 22 ducados.
Por algin incidente no pueden terminar el juego y un bando
queda con 50 puntos y el otro con 30. Se quiere saber qué par-
ticipacién del dinero del premio le corresponde a cada bando.

La solucién dada por Pacioli involucra los siguientes
célculos:

5.3 8
2422
11 11 11

luego 8/11 equivale a 22 ducados y, por lo tanto, se tiene
que al bando que va ganando le correspondera 5/11 de
22 ducados (13 + 3/4 ducados) y al bando que va per-
diendo le corresponderd 3/11 de 22 ducados (8 + 1/4
ducados).

Observemos que en la formulacién del problema no se
explicita que en el juego intervenga el azar. Una primera
aproximacién a la solucién es que se trata de un proble-
ma de reparto, un simple problema de aritmética, y asi es
como lo enfoca Pacioli. Su solucién parte del principio de
que la apuesta debe dividirse de acuerdo con los puntos
anotados por cada bando en el momento en que el juego
se interrumpe. Sin embargo, las palabras de Pacioli: e
encontrado que las opiniones sobre la solucion difieren
de una persona a otra, pero todos parecen insuficientes
en sus argumentos. Yo afirmo la verdad y doy la forma
correcta de solucionar el problema», indican claramente
que el problema proviene de una fuente anterior y que
habia diferencias de opinién sobre su solucién. El argu-
mento de Pacioli solo tiene en cuenta lo que ha ocurrido
mientras se ha podido celebrar el juego. Sin embargo, el
bando que va perdiendo podria argumentar que la apues-
ta deberfa repattirse por igual, pues tal apuesta se pactd
a término y no hubo acuerdo previo sobre ofra contin-
gencia del juego.

Medio siglo después Niccolo Tartaglia (cal499-1557)
aborda el problema en su obra Trattato generale di nume-
ri et misure (Venecia, 1556). Tartaglia reproduce la solu-
cién dada por Pacioli y lanza la siguiente objecion:

Supongamos que en un juego, un bando ha ganado 10 puntos
y el ofro bando O puntos. En esta situacién el bando que tiene
10 puntos deberia recibir toda la apuesta, lo cual no tiene sen-
tido.

A continuacién resuelve un problema cuyos datos son los
mismos de la situaciéon que le ha servido como objecién
al método de Pacioli.

En una parfida a 60 puntos, A ha ganado 10y B ha ganado 0.
3Cémo deberia dividirse la apuesta si cada jugador ha coloca-
do 22 ducados?

Una primera
aproximacion
a la solucion
es que se trata
de un problema
de reparto,
un simple
problema
de aritmética,
y ast es
como lo enfoca
Pacioli.

Niccolo Tartaglia

Solucion:

01
60 6
parte de 22 ducados, o también

22

3 2 ducados
6 3

Por lo tanto, el jugador A recibira

22+3 2 =25 £ ducados
3 3
y el jugador B:

22-3 2 = 18l ducados
3 3

De la solucién se desprende que el
método de Tartaglia consiste en dar, al
jugador que va ganando, su apuesta mas
la parte proporcional correspondiente a
los puntos ganados. Sin embargo es, en
el siguiente problema con los mismos
datos que el de Pacioli, donde se ve cla-
ramente su método de solucion.

En una partida a 60 puntos, A ha ganado
50 y B ha ganado 30. 3Cémo deberia
dividirse la apuesta si cada jugador ha
colocado 22 ducados?

Solucion: 50-30=20;

luego el jugador A recibe

22+7l = 29l ducados
3 3
v el jugador B recibe

22—7l = 14E ducados
3 3

Ahora si que estd claro el método de
Tartaglia el jugador que lleva ventaja
recibe su apuesta mds la parte del
remanente proporcional a su ventaja.
Es decir, dado que la ventaja de 4 sobre
B (20) es un tercio del total requerido
para ganar (60), debe recibir esta pro-
porcién del remanente. El jugador B,
por lo tanto recibe lo que resta una vez
A toma su parte. Esto es equivalente a
dividir el total de la apuesta como 2:1
para el jugador que lleva ventaja.



Frente al argumento de Pacioli, puntos
ganados por cada jugador, el argumen-
to de Tartaglia se basa en la ventaja de
un jugador respecto del otro en el
momento en que debe interrumpirse el
juego. Si el juego continuara, esa venta-
ja podria anularse e, incluso, podria
ganar el jugador que va perdiendo. Esto
altimo, es un argumento de peso en
contra de la solucion adoptada por
Tartaglia. Prueba de que no quedé muy
conforme con su solucion es la siguien-
te observacién con la que concluye su
exposicién: da resolucion de tal pregun-
ta debe ser mas judicial que matematica,
de modo que, cualquiera que sea la
manera en que se lleve a cabo la divi-
sion, habrd causa para litigar.

La via hacia lo incierto

El siguiente en retomar el problema del
reparto de la apuesta es Girolamo Car-
dano (1501-1576). En su obra Practica
arithmeticae generalis (1539) sefiala una
nueva direccién para abordar la soluciéon
del problema. Critica la solucién de
Pacioli y observa que no se ha tenido en
cuenta el nimero de juegos que a cada
jugador le quedan por ganar, en la even-
tualidad de que el juego continuara. Sin
embargo, no es capaz de obtener la
solucién correcta al problema. Su expre-
sion para el reparto de la apuesta es

partte de A 1+2+43+--+(n-¢g
parte de B 14+ 2+3+-+(n—p)

donde 7 es el nimero total de puntos
a jugar, y py g son los ndmeros de
puntos ganados por A y B, respectiva-
mente. Tal expresiéon da la proporcidn
correcta en el caso particular enuncia-
do por Pacioli pero no es vilida en
general,

Sin embargo, Cardano escribié poste-
riormente un tratado sobre los juegos
titulado ZLiber de ludo aleae, cuya fecha
de redaccién es incierta aunque el pro-
pio Cardano menciona, en el capitulo
20 del libro, que fue escrito en 1526. El
tratado se encontré entre los papeles
de Cardano a su muerte en 1576, més
no se publicé hasta 1663 (Maistrov,

Girolamo Cardano

Blaise Pascal
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Pierre de Fermat

1974, p. 18). Por primera vez tenemos un titulo de una
obra cuyo tema es los juegos de azar. Entre otras cuestio-
nes, en este libro Cardano trata de cémo deben estable-
cerse las apuestas en el juego de los dados.

Siempre, la mitad del nimero total de caras representa igualdad;
luego las posibilidades son iguales a que un punto dado caiga
hacia arriba en tres tiradas, ya que el circuito total se completa
en seis, o fambién que uno de tres puntos dados caiga hacia arri-
ba en una tirada. Por ejemplo, se puede de igual forma lanzar 1,
305 que 2, 406. Porlo tanto las apuestas deben realizarse
de acuerdo a esta igualdad si el dado es honesto y, si no, aumen-
tan o decrecen en proporcién a la desviacién de la verdadera

igualdad.

La probabilidad de que un punto dado caiga hacia arriba
en tres tiradas es igual a 1 menos la probabilidad de que
no salga ninguna vez, es decir,

5 91
1i—-= -
6 216

<%,

>
6
Probabilidad cuyo valor es menor que 1/2,

La probabilidad de que uno de tres puntos dados caiga
hacia arriba en una tirada es 3/6 = 1/2. Sin embargo,
Cardano argumenta sobre la igualdad de ambas probabi-
lidades. Es cierto que el valor esperado, esperanza mate-
mdtica, de que un punto dado ocurra en tres tiradas es

A=
|

El razonamiento de Cardano indica que confunde proba-
bilidad y esperanza matemdtica. Sin embargo, sefiala el
espacio de sucesos elementales (circuito) y tiene claro lo
que significa un juego justo, relacionado con un dado
honesto, al establecer claramente las apuestas y sefialar
que éstas variarin en proporcion a la desviacién (dife-
rentes probabilidades) respecto de la igualdad (equipro-
babilidad). La idea de equilibrio asociada a un juego justo
es una nocion previa y necesaria al concepto de esperan-
za matemdtica. Pero para llegar a cristalizar tal nocién
debe relacionarse con el concepto matematico de media
aritmética o media aritmética ponderada. Esto, como vere-
mos mis adelante, no fue posible hasta la época de
Christiaan Huygens.

Los primeros métodos
de solucién correctos

La siguiente aparicidon del problema de la division de la
apuesta ocurre en la Francia del siglo XVII. En 1654 se
inicia una correspondencia entre B. Pascal (1623-1662) y
P. de Fermat (1608-1665) sobre algunos problemas que
habian sido propuestos al primero por un personaje mis-
terioso conocido con el nombre de Chevalier de Méré.



Entre los problemas propuestos se encuentra el problema
del reparto de la apuesta. La primera carta de la corres-
pondencia se ha perdido. Pero, afortunadamente, se con-
serva bastante del resto.

Carta de Pascal a Fermat, Miércoles 29 de julio de 1654
(Smith, 1959):

Para conocer el valor del reparto, cuando participan dos jugado-
res en fres tiradas y pone cada uno 32 monedas en la apuesta:

Supongamos que el primero de ambos tiene 2 puntos y el otro 1
punto. Si, ahora, vuelven a lanzar el dado las posibilidades son
tales que si el primero gana, ganaré el total de monedas en la
apuesta, es decir 64. Pero si es el ofro el que gana, estarén 2 «
2 y en consecuencia, si desean acabar o se interrumpe el juego,
sigue que cada uno tomaré su apuesta, es decir 32 monedas.

Por lo tanto Sefior, se ha de considerar que, si el primero gana,
64 monedas le perteneceran y si pierde, entonces sélo le perte-
neceran 32 monedas. Si no desearan jugar este punto, y desea-
ran separarse, el primero podria argumentar «Tengo seguras 32
monedas, pues incluso si pierdo las recibiré. Las 32 restantes,
quizés las gane o quizés no, el riesgo es el mismo. Por lo tanto,
dividamos esas 32 restantes por la mitad, y dadme ademas las
32 que tengo seguras».

El primero tendré 48 monedas y el segundo tendré 16.

El reparto se hard, por lo tanto, en la proporcién 3:1.

La solucién aportada por Pascal supone un giro importan-
te en el tipo de razonamiento utilizado por Pacioli y
Tartaglia, no asi por Cardano que, como hemos visto,
aventurd el camino adecuado pero no fue capaz de resol-
ver el problema coherentemente.

La respuesta de Fermat a Pascal se ha perdido pero, afor-
tunadamente, se conserva el resto de la correspondencia.
Por ella sabemos que Fermat respondié a Pascal con otro
método para resolver el problema. En carta fechada el 24
de agosto de 1654, Pascal critica la solucion aportada por
Fermat, «un método bueno sélo en casos aislados pero no
vélido siempre».

El método de Fermat, segin se desprende del resto del
comentario de Pascal es como sigue. Supongamos que hay
dos jugadores. Al primer jugador, le faltan dos lances para
ganar y al segundo jugador, le faltan tres lances.
Obsérvese el cambio en el enunciado: independientemen-
te del namero de lances requeridos y el tanteo particular,
lo que importa es el nimero de lances que le falta a cada
jugador para concluir el juego. Sigamos con la exposicién
de Pascal del método de Fermat. En primer lugar, hay que
determinar necesariamente en cudntos lances el juego
quedara decidido con toda seguridad. Fermat supone que
el juego acabard en cuatro lances. Luego habri que ver
cémo se distribuyen los cuatro lances entre los dos juga-
dores, cudntas combinaciones hardn ganar al primero,
cudntas al segundo, y dividir la apuesta de acuerdo con tal
proporcién. Supongamos, pues, que el juego se desarrolla
con un dado de dos caras en el que en una cara aparece

la letra a (gana el primer jugador) y en
la otra cara la letra b (gana el segundo
jugador). ;Cudntas combinaciones posi-
bles hay? La siguiente tabla 1 es la res-
puesta.

[o]
Q
Q
Q
[o}

[e}

[e}

o
om0 Q.

Q

o Q

a ab b bbb bbb
b b a a a a b bbb
b baa b b awabb
a b ab ab abab

La solucion
aportada
por Pascal
supone
un giro
importante
en el tipo
de razonamiento
utilizado
por Pacioli
vy Tartaglia,
no ast
por Cardano. ..

Luego todas las combinaciones en las
que hay dos a significa que gana el pri-
mer jugador y todas en las que hay ires
b gana el segundo jugador. Por lo tanto,
la apuesta debe dividirse como 11 es a 5.

Pascal expresa en la carta las dificulta-
des que tiene de comprender tal razo-
namiento que involucra combinacio-
nes, y hace una objecién seria al méto-
do de Fermat «pues no es necesario,
cuando al primero le faltan dos lances
para ganar, tener que jugar cuatro lan-
ces pues podrian ser dos o tres o qui-
zas cuatro».-Ademds Pascal le pone otra
objecidon mucho mais serfa para el caso
en que participen tres jugadores, faltan-
do un lance para el primero, y dos para
cada uno de los restantes.

Para realizar el reparto, siguiendo el méto-
do de las combinaciones, es necesario
descubrir en primer lugar cudnfos lances
serén necesarios para acabar el juego.
Serd en fres lances, pues no pueden jugar
tres lances sin necesariamente llegar a una
decision.

A continuacién, Pascal presenta la tabla
2 (pagina siguiente) con las posibles
combinaciones.

Ya que al primero le falta un lance, todas
las formas en las que haya una a le son
favorables. Hay 19 de tales. Como dl
segundo le faltan dos lances, todas en las
que haya dos b le son favorables. Hay 7
de tales. Como al tercero le faltan dos lan-
ces, todas en las que haya dos c le son
favorables. Hay 7 de fales. Si concluimos
que debemos realizar el reparto de acuer-
do con la proporcion 19:7:7, comefere-
mos entonces un serio error y dudarfa que
usted hiciera tal cosa.



g a a a a a a a
a ab b b c c ¢
c a b c ab ¢

Tabla 2

Obviamente €l serio error, como se des-
prende de la tabla, es que por la necesi-
dad de jugar tres lances, hay resultados
que son favorables a mis de un jugador.
Sin embargo, si asignamos la combina-
cién al primero que gana el juego y no
el lance parcial, entonces el método de
Fermat si es vilido. Por ejemplo, en el
caso abb, estd claro que tal combinacidn
es para el primer jugador.

Para el propdsito de este trabajo no es
necesario seguir con la correspondencia
entre Pascal y Fermat, tal corresponden-
cia se puede seguir en Smith (1959: 546-
565), solo sefialar que después de una
amplia correspondencia, Fermat refind
su método basado en las combinacio-
nes, superando los obsticulos propues-
tos por Pascal. Al final Pascal reconocid
la validez y generalidad del método de
Fermat. Sin embargo, ambos métodos
son dificiles de seguir en casos compli-
cados y adolecen de un planteamiento
general sencillo.

Antes de pasar al siguiente episodio
demos un pequefio salto en el tiempo,
casi un siglo. Creo que la primera rese-
fia historica sobre el cdlculo de probabi-
lidades aparece al final del Essai philo-
sophique sur les probabilités de Pierre-
Simon de Laplace (1749-1827). En tal
resefia Laplace, en un alarde de chauvi-
nismo, asigna todo el mérito de la reso-
lucién del problema del reparto de la
apuesta a sus paisanos Pascal y Fermat,
atribuyéndoles el establecimiento de los
principios y métodos que conducen a la
solucién del problema. Se olvida que el
principio, hacia dénde habia que mirar,
fue sefialado por Cardano y que el
método, mas general y definitivo, en la
nueva y naciente teorfa serd del holan-

Christiaan Huygens

...la primera
reseria bistorica
sobre el cdlculo

de probabilidades
aparece
al final del
Essai
philosophique
sur les probabilités
de Pierre-Simon
de Laplace
(1749-1827).

Y

dés Christiaan Huygens, cuya obra tilda de pequena reco-
pilacién de problemas ya resueltos por otros. En lo que
sigue veremos lo injusto del juicio de Laplace.

La esperanza de Christiaan Huygens

En 1655 a la edad de 26 afios, Christiaan Huygens (1629-
1695) realiza su primer viaje a Francia. Durante su estan-
cia en Paris establece relaciones con los ambientes mate-
miticos del momento y queda impresionado por los pro-
blemas investigados por Pascal y Fermat. A su conoci-
miento llegd sin duda la respuesta de Pascal al problema
de la divisién de la apuesta, pero no asi el método de
solucion. Al retornar a Holanda se pone a investigar por
su cuenta.

El 27 de abril de 1657 envia a su tutor Frank van Schooten
un manuscrito titulado Van Rekinigh in Spelen van Geluck.
En la carta introductoria, Huygens explica a su tutor el
contenido del manuscrito. Por tal carta sabemos que, los
problemas de los que trata, ya fueron tema de ocupacién
de grandes matematicos de Francia y que, por lo tanto, el
mérito de la nueva teorfa que presenta no se le debe atri-
buir s6lo a él. También cuenta que tales problemas eran
propuestos, entre los sabios franceses, sin mostrar los
métodos de solucién, con el objetivo de ponerse a prue-
ba entre ellos. La carta finaliza en los siguientes términos:

Por lo tanto he fenido que examinar y profundizar por mi cuen-
ta en esta materia, empezando con lo mds bésico. Por esta
razén, para mi es imposible afirmar que haya partido desde los
mismos principios. Finalmente he hallado que mis respuestas, en
muchos casos, no difieren de las de ellos.

El manuscrito de Huygens, escrito en holandés, es tradu-
cido al latin por el propio van Schooten (Todhunter, 1949:
22), con el titulo De ratiociniis in ludo aleae, y publicado
como un apéndice al libro quinto de su obra Exercita-
tionvm Mathematicorum, sirviendo de introduccién la
carta antes referida.

De ratiociniis in ludo aleae se desarrolla en catorce pagi-
nas (521-534) y consta de catorce proposiciones, mis un
apéndice de cinco problemas propuestos y no resueltos.

Las tres primeras proposiciones tienen el sentido de la
generalidad.



Proposicién I: Si puedo obtener igual de fécil, a o b, entonces mi
expectatio es {a + b)/2.

El desarrollo de la proposicién tiene dos partes. En la pri-
mera parte, utiliza el dlgebra y resuelve una ecuacién que
le dari el valor de la expectatio. Veamos cémo procede.
Supone que su expectatio es x y que puede llegar a ella
mediante un juego equitativo. En el juego participa
Huygens y un oponente. Cada uno ha colocado x como
apuesta y acuerdan que el que gane dard la cantidad a al
que pierda. Luego hay la misma probabilidad de ganar a
que de ganar 2x — a. Sea 2x — a = b, se sigue que

a+b
2

Una vez obtenido ese valor, comprueba que es la solu-
cién a la ecuacion anterior. Como cada jugador ha pues-
to la misma cantidad, el montante total de la apuesta es
a+ b. Si ahora gano entonces daré a mi oponente 4, y me
quedaré con b. Si pierdo ganaré a y mi oponente b. Y
ambos sucesos tienen la misma probabilidad (ganar igual
de facil, a o b).

Huygens termina esta proposicién con un ejemplo numé-
rico concreto en el que @y b son iguales a 3y 7, y su
expectatio es 5. En otras palabras, la expectatio de
Huygens es la ganancia promedio en un juego equitativo.

Proposicién Il: Si puedo obtener igual de fécil, a o b o ¢, enton-
ces mi expectatio es (a + b + ¢}/3.

Huygens utiliza el mismo método algebraico que en la
anterior proposicion con la salvedad de que introduce un
nuevo contrincante en el juego. Ahora el juego es entre
Huygens v dos mis.

La tercera proposicion es la mds genérica de todas y el
método de desarrollo el mismo que las anterjores.

Proposicién lll: Sea p el nimero cualquiera de casos para g, sea
g el nimero cualquiera de casos para b, tomando todos los
casos igualmente posibles (proclivi), mi expectatio es

pa+gb
btq

Las siguientes proposiciones tratan ejemplos concretos
del reparto de la apuesta entre dos o mis jugadores y en
distintas contingencias del juego. Pero echemos un vista-
70 a la siguiente proposicion.

Proposicién IV: Asi pues, para que lleguemos primeramente a la
cuestion propuesta, sobre cémo hacer la distribucion entre diver-
sos jugadores, cuando las svertes de estos son desiguales, es
necesario que empecemos por las mds féciles. Supongamos que
juego contra mi oponente al primero que gane fres lances,
habiendo yo ganado ya dos y mi oponente uno. Deseo saber
qué parte de la apuesta me corresponde si decido no jugar los
lances restantes.

Huygens
es el primero
que introduce,
en la historia
de la matemdtica,
la nocion
de esperanza
matemdatica,
a partir de
la nocion
de juego
equitativo.

iDe nuevo encontramos aqui el proble-
ma del reparto de la apuesta en los mis-
mos términos propuestos por Pascal a
Fermat!

Sigamos a Huygens en su exposicion:

Para caleular la proporcién para cada uno
de nosotros, debemos considerar que ocu-
rriria si el juego hubiera continuado. Es
cierto, que si yo gano la primera ronda
entonces habré acabado el juego y por lo
tanto ganaria el monte tofal de la apuesta,
a lo que llamaré a. Pero, si es mi oponente
el que gana la primera ronda, entonces
nuestras posibilidades seran iguales a par-
tir de ese mismo momento, dado que a
cada uno nos restaré un punto para acabar
el juego; por lo tanto cada uno podré recla-
mar a/2. Evidentemente, tengo las mismas
posibilidades de ganar que de perder la
. primera ronda. luego, tengo iguales posi-
" bilidades de conseguir a o a/2, de acuer-
do con la primera proposicién mi propor-
cion es 3a/4 y la de mi oponente a/4.

Encontramos en Huygens la misma ele-
gancia de exposicién que en Pascal, pero
aqui al contrario que alli, hay algo mas.
En las tres primeras proposiciones
Christiaan Huygens define un nuevo
concepto matemdtico: expectatio, y da
una expresion para su cilculo en cual-
quier situacién que se pueda presentar.
El resto de las proposiciones las dedica a
exponer diferentes situaciones y calcular
la expectatio correspondiente. Huygens
es el primero que introduce, en la histo-
ria de la matemdtica, la nocion de espe-
ranza matemdtica, a partir de la nocién
de juego equitativo. La esperanza mate-
mitica es tanto lo que espero ganar
como el valor de la apuesta para tal
ganancia. Recordemos que tal nocion fue
ya avanzada por Cardano. Sin embargo,
Huygens fue mucho mas alli de forma
que el enfoque y solucién del problema
del reparto de la apuesta hizo de la espe-
ranza matemdtica un concepto mas basi-
co que el de la probabilidad y esto se
mantuvo asi durante, aproximadamente,
un siglo (Hacking, 1995: 123). Pero la
contribucién de Huygens a la nueva teo-
rfa es mucho mis importante de lo que
cabria esperar de su pequefio tratado.

La obra de Huygens sirve de punto de
partida para el desarrollo y evolucién
posterior del cilculo de probabilidades.



1a proxima obra importante, Ars Con-
Jjectandi, es el trabajo de un gran mate-
matico suizo: Jakob Bernoulli (1654-
1705). A él debemos el primer teorema
o Ley de los grandes niimeros. La obra
se publicé en 1713, después de muerto
su autor, y consta de cuatro capitulos.
El capitulo I es una revisiéon comentada
del De Ratiociniis in ludo aleae. La revi-
sién comentada al trabajo de Huygens
muestra que Jakob Bernoulli se inspird
en el mismo para obtener nuevas for-
mulas para el cilculo de probabilida-
des. La més notable de todas es el caso
general de determinar las suertes de
que un suceso ocurra al menos m veces
en 7 lances, cuando se conoce la suer-
te de que ocurra en un lance sencillo. Si
las suertes de éxito y fracaso en un
lance sencillo son b/a 'y ¢/ a respectiva-
mente, entonces la suerte requerida
consiste en los términos del desarrollo

Jakob Bernouilli

Bernoulli sugiere tres posibles interpretaciones del pro-
blema:

i) se tiene un solo conjunto de 12 célculos y cada vez
que sale un cilculo negro, se devuelve al conjunto
(esta parece ser la interpretacién que tenfa en mente
Huygens);

i) tenemos extracciones sin reposicién (interpretacién

de Huddel, alcalde de Amsterdam);

iii) cada jugador extrae, sin reposicién, de su propio con-

junto de 12 fichas.

Esto es una muestra de la ambigliedad de la formulacién
de Huygens, y fue no sélo motivo de diversas interpreta-
ciones como la de Bernoulli, sino que ademds suscité una
verdadera polémica epistolar entre Huygens y Huddel
(Hacking, 1995: 124). Sefialemos que la interpretaciéon de
Huygens (i) conlleva un proceso estocistico infinito, que
retomaremos en la parte segunda de este trabajo.

El dltimo problema planteado por Huygens es el primer
ejemplo sobre la duracién de un juego, aspecto que influird
el trabajo de De Moivre sobre el azar (Todhunter, 1949: 61).

del binomio Problema 5: Ay B acuerdan jugar con 12 monedas cada uno y

tres dados, con la siguiente condicién: si se lanzan 11 puntos, A
entregue la moneda a B, pero si se lanzan 14 puntos B entregue
la moneda a A, de manera que saldria vencedor aquel jugador
que tendria todas las monedas primero. Encuéntrese la razén de
la suerte de A para la de B.

" La historia
del problema
de la division
de la apuesta

es una historia
ejemplar de como
se produce
el transito entre
un conocimiento
consolidado,
la aritmética
y las operaciones

La historia del problema de la divisién de la apuesta es
una historia ejemplar de como se produce el transito entre
un conocimiento consolidado, la aritmética y las operacio-
hasta el término nes biasicas de divisidn, reparto y media aritmética, a una
nueva teoria matematica: la probabilidad. Los intentos de
soluciéon del problema presentados por Pacioli y Tartaglia
se centraron en lo que ha ocurrido, puntos ganados por
los contrincantes en Paccioli y ventaja del que va ganan-
do en Tartaglia, es decir en aquello sobre lo que tenemos

la mas absoluta certeza. Girolamo Cardano fue el primero

(&) (2

ambos inclusive. Esta formula nos indi-
ca cdmo hacer el reparto en el caso de

n—m

dos jugadores con diferentes habilida- bdsicas que aventurd otro camino, el camino de lo incierto, de lo
des en los lances del juego, pero Jakob de division que estd por ocurrir, pero no fue capaz de arbitrar un algo-
Bernoulli no se refiere explicitamente a 4 ritmo para la resolucién del problema. La correspondencia
este hecho (Todhunter, 1949: 60). reparto entre Pascal y Fermat retoma el problema en el punto en
y media que lo habia dejado Cardano y, aunque su método de

Entre los problemas propuestos y no . ) 2
| | > aritmética solucidn es correcto, no establecen una nueva nocion con-
res%le tos por Huygens en 'e/ Ratiocinils ’ ceptual. Esto Gltimo es el mérito de Christiaan Huygens. El

es interesante la observacion que hace a una nueva . . . »

B i al 4 " B interés de Huygens estd centrado en los riesgos o suertes
crhoutii al segundo problema: teoria que son los que permiten, de forma facil, definir las apues-
Tres jugadores A, By C toman 12 célculos matemdtica: tas y pagos en un juego de azar, y que mds tarde serdn la
de los que 4 son blancos y 8 negros. la p?"Ob(/l bilidad base del estudio de las pensiones vitalicias y de los segu-

Juegan con la condicién de que el primero
que, con los ojos cerrados, saque un célcu-
lo blanco-gana y la primera eleccién es
para A, la segunda para B, la tercera para
C y siguiendo de nuevo A alternativamen-
te. Bsquese la razén futura de las suertes.

ros de vida. Tal punto de partida lleva a la nocién de espe-
ranza matematica, Como sefialard mas tarde J. Bernoulli en
su Ars Conjectandi (1713), el significado de la palabra
expectatio es diferente del uso comtn de la misma. La

expectativa o esperanza, en el sentido ordinario del térmi-




no, se refiere al resultado posible mas favorable, aunque
sabemos que puede también ocutrir lo menos favorable.
En el uso empleado por Huygens del término debemos

entender, expectatio, como la esperanza de conseguir lo
mejor, disminuida por el temor de conseguir lo peor. De
este modo, nuestra expectatio se sitia a medio camino
entre lo mejor que podemos esperar y lo peor que pode-
mos temer. Con el poder que da la generalidad expresada
en su tercera proposicién, Christiaan Huygens acabd, de
una vez por todas, con la polémica que el problema habia
suscitado desde el Renacimiento y que ademas habia con-
sumido las energias y el tiempo de grandes gedmetras. La
influencia que sobre la obra de Jakob Bernoulli y otros
matemiticos ejercié ese pequefio tratado, que segin La-
place escribié, hizo que Christiaan Huygens entrara por la
puerta grande como maestro y fundador de la nueva cien-
cia del azar.

La reflexiéon didéactica

El estudio de la génesis y evolucién de los conceptos
matematicos nos proporciona una mejor y mas profunda
comprension de los mismos. De igual forma, nos pueden
servir para comprender las dificultades de aprendizaje que
muestran los alumnos. Mi interés sobre la historia es, pues,
doble. Por un lado, me interesa en el sentido en que mi
conocimiento matemdtico se amplia. Por el otro, en que
espero, me suministre situaciones que pueda utilizar con
mis alumnos. En lo que sigue expondré las ventajas que
tiene el problema del reparto de la apuesta como situacién
didactica.

Como punto de partida se puede presentar a los alumnos
la formulacion siguiente:

Dos jugadores participan en un juego. Cada uno coloca
sobre la mesa 32 monedas. Acuerdan que el primero que
consiga 3 puntos gana el total de la apuesta. Por algin
motivo el juego debe interrumpirse cuando un jugador
lleva ganados 2 puntos y el otro 1 punto. ;Como debe
repartirse la apuesta inicial? Justificar el reparto.

Como se ve, es la formulacién del problema en Pascal y
Huygens. Pienso que tal formulacién es la mis sencilla de
las posibles, sin llegar a ser trivial (partir de un empate).

Espere un tiempo prudencial y observard la cantidad de
preguntas que surgen de los alumnos sobre aclaraciones
del juego. En primer lugar, en ningtn sitio se ha dicho que
el juego sea al azar. Como queremos que tal situacion sirva
de punto de partida, podemos aclarar este término. Por
ejemplo, los jugadores utilizan un artefacto aleatorio en
cada lance del juego. Ademds garantizamos la equidad en
los lances. Estas son dos ideas importantes en la concep-
tualizacion del azar. Luego vendrin las soluciones.

El estudio
de la génesis
y evolucion
de los conceptos
matemdrticos
nos proporciona
una mejor
y mas profunda
comprension
de los mismos.
De igual forma,
nos pueden servir
para comprender
las dificultades
de aprendizaje
que muestran
los alummnos.

Por lo general, los alumnos presentan la
de Pacioli, es decir, el reparto propor-
cional a los puntos ganados. De forma
similar a Pacioli y Tartaglia, los alumnos
se centran en lo ocurrido, en la certeza
del juego. Este es un obsticulo dificil de
superat. Solo la argumentacién y la
toma de posicibén en el juego puede
hacer que se acepte otra forma de solu-
cién. Para tal fin, se debe conseguir que
los alumnos se pongan en la situacion
del jugador que lleva 1 punto, de esa
forma aceptardn como conveniente el
argumento de que eso no es lo acorda-
do al principio y por lo tanto, no satis-
face al que va perdiendo. Hay que
hacerles ver que si el juego continuara
podrian ganar y que tal posibilidad no
se tiene en cuenta con la solucién de
Pacioli. La solucién dada por Tartaglia
no suele proponerse por los alumnos.
Es bastante sutil. Pero se puede dar
como una forma de solucién para dis-
cutir en clase. Después de estas discu-
siones se debe explicitar que ambas
soluciones sélo tienen en cuenta lo que
ha ocurrido v no lo que podria ocurrir.
La certeza frente a lo incierto.

Ahora viene lo dificil. }Cémo seguir? Lo
mds probable es que nadie presente una
solucion como la de Pascal y menos
como la de Huygens.

Cuente la historia del problema hasta
ese momento. Es una buena oportuni-
dad para que los alumnos se trasladen
en el tiempo y vean la importancia
matematica que tuvo el problema. Ade-
mis les lamari la atencién que, la solu-
cién dada por ellos, corresponda con un
persongje de la antigiedad. Ahora es el
momento de que aparezcan en clase
Pascal y Fermat.

Es el momento de introducir dos herra-
mientas visuales que permiten analizar
la situacion: el diagrama figurado y el
diagrama de arbol.

Reparto de las monedas (diagrama figu-
rado).

En el momento en que se tiene que inte-
rrumpir el juego, el primer jugador gana
por 2:1. Luego se han efectuado tres lan-
ces del juego. Sea cual sea el resuliado



del 4.° lance del juego (gana el primero,
resultado parcial 3:1; gana el seguncdo,
resultado parcial 2:2), el primer jugador
tiene aseguradas 32 monedas (parte
superior en la figura 1 izquierdea).
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Figura 1
Quedan 32 monedas (recuadro), y
estamos en la situacion 2:2. Como el
riesgo es el mismo (equiprobabilidad en
los dos posibles resultados), las 32
monedas restantes deben dividirse por )
igual, quedando 48 monedas (tres cua- El dzag ramda
drantes) para el primer jugador. de drbol
El reparto se bhace de acuerdo con la tiene
proporcién tres a uno, favorable al pri- dos funcioneg, .
mer jugador.
La exposicién no basta y debe darse la
oportunidad a cada alumno que haga
el reparto de forma individual. Propén-
gase el problema de nuevo, pero ahora
para acabar en 4 puntos y los conten-
dientes estin en la situacidén 3:1
(Proposicién V del libro de Huygens).
Una vez ejercitados, en esta primera
herramienta, introducimos el diagrama
de arbol (figura 2).
4:1
A
3:1 3:1
A A B i
2:1 N 3.9 2:1 N 3.0
B B
2:2 2:2
B B
2:3 2:3

Sean A y B el primer y segundo jugador, respectivamente.
Si el juego pudiera continuar, cabrian tres posibles formas
de terminarlo que no son equiprobables. El valor de 3:1 es
el doble de cualquiera de las otras dos alternativas.

Una respuesta muy comun, entre el alumnado, es asignar
a cada resultado del diagrama de 4rbol (izquierda) la pro-
babilidad 1/3. No siendo los resultados equiprobables.
Para poder contemplar la equiprobabilidad en el diagra-
ma, hay que completarlo mediante dos alternativas que
nunca ocurrirfan, incluso si el juego pudiera haber conti-
nuado. Ahora si es facil observar la proporcién tres a uno
favorable al primer jugador (A). Este es, en esencia, el
método de combinaciones propuesto por Fermat.

Propdngase a los alumnos que resuelvan, utilizando el dia-
grama de arbol, la misma situacién anterior (juego a 4
puntos y estan 3:1).

El diagrama de arbol tiene dos funciones: la primera es

 facilitar el recuento sistematico de todas las posibilidades

(hechos o sucesos) del juego, en segundo lugar hacer ope-
rativo el cilculo de la probabilidad de cada evento.

Uno de los errores que suele cometer el alumnado, al uti-
lizar el diagrama de arbol, es sumar las probabilidades que
se sitian en ramas consecutivas.

Si combinamos las dos representaciones (monedas y dia-
grama de arbol) podemos introducir el cilculo de las pro-
babilidades de cada evento y de este modo intentar que
no se produzca tal error.

A tal fin se debe mantener las dos representaciones a la
vista y sefialar qué partes de cada representacioén corres-
ponden entre si. Se debe comenzar por el diagrama de las
monedas y aclarar que el reparto se hara al mismo tiempo
que se enumeran las alternativas del juego mediante el
diagrama de arbol.

Asi, a la alternativa gana A4, resultado 3:1, corresponde la
mitad de la apuesta total (sefalada en el diagrama de
monedas). A la alternativa gana B, resultado 2:2, corres-
ponde la parte no recuadrada del diagrama de monedas.

Ahora, el diagrama de 4rbol continda a partir de este Glti-
mo resultado, y tendriamos que gana A (3:2), mitad de lo
restante (cuarta parte del total) o gana B (2:3), la otra mitad
(cuarto restante). (Ver figura 3 de la pdgina siguiente).

Una vez que se han identificado las partes correspondien-
tes en los dos diagramas, queda por introducir la ley mul-
tiplicativa de las probabilidades parciales.

Figura 2
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Se mostrard que el resultado

corresponde con la probabilidad de la alternativa BA, por
ejemplo, dado que su valor es equivalente a la parte
correspondiente del diagrama de monedas (3:2 4). De
igual forma, se debe sefalar la otra alternativa BB que
corresponde con la parte del diagrama de monedas (2:3 B).
Es conveniente hacer notar al alumnado que no se deben
sumar las probabilidades, pues

1,1,

2 2
y tal valor otorgarfa el total de la apuesta, lo que no tiene
sentido. Pienso que ésta es una forma natural de introdu-
cir la ley de multiplicacién de probabilidades parciales
para obtener la probabilidad total a través de un itinera-
rio posible del juego. Este ejercicio debe repetirse por el
alumnado varias veces, con distintas situaciones de parti-
da (4:1, 5:2, etc.), hasta que se adquiera destreza y com-
prensidn en los elementos mostrados. Con estas herra-
mientas y la situacién en que se utiliza se hace especial
hincapié en el significado de una fraccién como valor de
una probabilidad.

Veamos ahora un caso en que las herramientas vistas no
sirven. Retomemos el problema segundo propuesto por
Huygens al final de su obra.

Tres jugadores A, By C toman 12 bolas de los que 4 son blan-
cas y 8 negras. Juegan con la condicién de que el primero que,
con los ojos cerrados, saque una bola blanco gana y la prime-
ra eleccién es para A, la segunda para B, la tercera para C'y
siguiendo de nuevo A alternativamente. Bisquese la razén futu-
ra de las suertes.

1/2

1/2

3:2

2:3

3:1 A
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La interpretaciéon de Huygens conlleva
un proceso estocdstico infinito, que
puede ser visualizado mediante un
grafo (el diagrama de 4drbol no es una
herramienta apropiada para representar
la situacién). El grafo se compone de
estadios. El estadio inicial () es el
punto de partida, los estadios 4, By C
son los finales correspondientes a cada
jugador y, por Gltimo los estadios de
transicion (71,72).

2/3

1/3
2/3

O

\1/3

Figura 4. Grafo interpretacién de Huygens



Hay varios procedimientos para evaluar
las  probabilidades. Fijaindonos en el
grafo, observamos que se puede alcan-
zar A, desde S, directamente (probabili-
dad 1/3) o recorriendo el bucle interno
hasta Sy de ahi directamente a 4. Y es
esta segunda opcién la que produce el
espacio infinito de sucesos. Pues el
recorrido  podemos hacerlo una vez
(probabilidad (2/3)(2/3)(2/3)(1/3)), dos
veces, tres veces, etc. Tenemos, por
tanto, que la probabilidad de alcanzar 4
desde S es igual a la suma de una serie
infinita, que afortunadamente es geomé-

trica de razén menor que la unidad.

De igual forma, se tiene para alcanzar B
desde &

Y para alcanzar € desde &

2 5 8

wo- (5 333533
1 (‘;‘) : _4
oy

Luego los jugadores tienen riesgos o
suertes como 9:6:4 para A, By C, res-
pectivamente.

Veamos otro procedimiento basado en
ecuaciones lineales. En el grafo deno-
minemos HAX) a la probabilidad de
alcanzar el estadio final 4 desde el esta-
dio X. Luego P4 =1, AB) = PO = 0.
Tenemos las siguientes ecuaciones:

)

3n+2

+
]

La evolucion
del problema
es una leccion
importante. ..

o) = %P(A)+§P(1l)

PG = }3: P(B)+ % P(i2)

1 2
2) = — P(CO)+—P(S)
§2€7)) 3 ()+3 (

equivalente al sistema

o) = %+§P(11)

plil) = %P( i2)
2
pa2) = 3 P(S)
Por dltimo, tenemos que

1 8 9
pS) = —5 +72 P = P©S)= —19

De forma similar, y planteando ahora el sistema para By
luego para C, se obtienen las correspondientes probabili-
dades.

Hemos visto tres herramientas para la resolucion de pro-
blemas de probabilidad: el diagrama figurado (monedas),
el diagrama de 4rbol y el grafo. El grafo es, como se ha
visto, una herramienta importante en el caso en que el
espacio de sucesos sea infinito (numerable). El grafo ade-
mis permite observar esta particularidad de forma evi-
dente por medio del bucle. Pienso que tal herramienta y-
métodos de solucién asociados como son las series geo-
métricas infinitas y los sistemas de ecuaciones lineales
estan al alcance de los alumnos de bachillerato. Es mads,
podrfamos introducir matrices, pero creo que seria forzar
la situacion.

Por encima de tales herramientas visuales y los algoritmos
de calculos involucrados, estd otro aspecto de la historia,
que merece ser resaltado y al que se debe dedicar un
tiempo de discusion y reflexion. La evolucién del proble-
ma es una leccién importante, pues los distintos enfoques
que recibi6 a lo largo de casi dos siglos, muestran el cam-
bio del interés desde lo que es cierto, los hechos ocurri-
dos, hacia lo incierto, lo que estd por venir, Tal enfoque
permitié la conceptualizacién del azar, de lo que es
imprevisible. Pacioli y Tartaglia consideraron el problema
como un reparto aritmético directamente proporcional.
Cardano utiliza una expresion inversamente proporcional
a los puntos que le quedan, a cada contendiente, para
alcanzar el ntmero de puntos acordados. Todos estos
métodos se apoyan en un conocimiento matemitico ya
muy desarrollado y utilizado ampliamente en su época: la
aritmética basica. Pascal hace algo similar y, es Fermat el




que introduce las combinaciones para resolver el proble-
ma. Huygens define un nuevo concepto, expectatio, que
va a permitir el desarrollo posterior del cilculo de proba-
bilidades y de la estadistica, permitiendo a ambas ramas
cierta autonomia dentro de las matematicas. Sin embargo,
recordemos que para definir tal concepto, Huygens utiliza
un concepto ya consolidado como es el de media aritmé-
tica o media ponderada. Ademas, en su solucién a la cuar-
ta proposicion del Ratiociniis, utiliza un planteamiento
puramente algebraico, pues primero plantea una ecuacién
que permite calcular su expectatio y después muestra,
comprueba, que es vilida para los datos del problema.
Todos se apoyaron en un conocimiento bdsico y previa-
mente consolidado como es la aritmética en unos casos vy,
la aritmética y el dlgebra en otro. A partir de tales conoci-
mientos, y mediante un sencillo problema, sentaron las
bases para la conceptualizacién de la probabilidad y
comenzar la domesticacién del fendmeno del azar. Con-
sidero que ésta es una leccién didéctica importante que
arroja la historia del problema y que puede ser 0til para
nosotros los profesores.

Utilizar la resolucion de problemas como via para la cons-
truccion del conocimiento no ha sido muy explotada en el
tema de probabilidad, el problema del reparto de la
apuesta puede ser una buena introduccién. Los conceptos
de espacio muestral (circuito en Cardano), combinaciones
(en Fermat y PascaD, suceso con mayor probabilidad
(mayor expectativa de ocurrencia), juego equitativoy espe-
ranza matemdtica constituyen elementos importantes en
la conceptualizacion del azar. Tales elementos, como
hemos visto en el desarrollo histérico, no son faciles,
requieren de discusion y clarificacién. Los diferentes inten-
tos de resolucion del problema del reparto de la apuesta,
sirvieron para tal fin.

La presentacion y discusién de las diferentes soluciones,
que marcan el cambio de enfoque, es una tarea que puede
ser desarrollada en el aula con alumnos de secundaria
obligatoria. El problema suministra el material para la
accion. La discusion y reflexion serdn el medio mediante
el cual cristalicen las ideas. La riqueza de ideas que mues-
tra la historia del problema es un buen alimento para los
espiritus inquietos y curiosos. Es en ese espiritu donde se
gesta el joven cientifico. Lo que yo he disfrutado, estu-
diando y comprendiendo la génesis y evolucién del pro-

La riqueza
de ideas
que muestra
la bistoria
del problema
es un buen
alimento para
los espiritus
inquietos
'Y CUTIOSOS.
Es en ese espiritu
donde se gesta
el joven
cientifico.
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Sociedad Canaria
de Profesores de Mateméticas

«lsaac Newton»

blema, lo he compartido con mis alum-
nos y, espero, que también a usted
paciente lector le haya sido grato. Vale.

Nota

La reconstrucciéon del problema de la
apuesta ha sido posible gracias a los tra-
bajos utilizados como referencias, a falta
de las fuentes originales. Sin embargo
he de hacer notar que he encontrado
disparidad en las obras consultadas. Al
final opté por una reconstrucciéon que
correspondiera a la solucién que
Maistrov da del problema por Pacioli.
Gracias a mis amigos Manolo Salas,
especialista en Latin medieval, y a
Martin Kindt, que me proporciond el
original del trabajo de Huygens, he
podido realizar este articulo.
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La combinacion de las observaciones:
una aplicacion practica

de los sistemas de ecuaciones lineales
incompatibles

Maria Alvaro Calvache

Cristina Ferndandez Alvaro
Carmen Pérez Morilla

Las situaciones del mundo
real que llevan al estudio de
sistemas de ecuaciones
lineales incompatibles no
pueden ser resueltas, y
frecuentemente se hace el
frio comentario matemético
de que no existe solucién
para los mismos. Ya que
responden a problemas
reales necesariamente tiene
«algtn fipo» de solucién.
Exponemos en el presente
articulo cémo los astrénomos
soslayaron el problema
basandose en los sistemas de
ecuaciones compatibles o
bien en enfocar el problema
en ofra direccién, creando
métodos que minimizardn los
«errores» comefidos al
resolver dichas ecuaciones.
llustramos dichos enfoques a
través de los hombres que
desarrollaron las diferentes
aproximaciones asf como de
los problemas originales que
dieron lugar a dichos
desarrollos.

UANDO DESARROLLAMOS la ensefianza de un tema
matemadtico, nos debemos cuestionar si estamos ensefian-
do dicho tema como un fin en si mismo o si estamos ayu-
dando a que puedan resolverse verdaderos problemas del
mundo real en el que estin sumergidos. Probablemente si
conectamos nuestro tema matemdtico con el mundo real,
tanto en relacion con el pasado que le dio vida, como con
las futuras aplicaciones, haremos que el interés del alum-
no por el tema en cuestion crezca de modo sustancial. Ello
es semejante a lo que ocurre si le hacemos aprender un
idioma s6lo para que vea lo bello que es y las obras que
ha producido, o si hacemos que se exprese en dicho idio-
ma en un contexto real; esta segunda via serfa mis fructi-
fera para su aprendizaje.

Esta situacion es comin a todo el sistema de ensefianza,
ya que el profesor puede encontrarse mis seguro dentro
del reino que su teoria define, que cuando se aproxima
al impacto de su ensefianza en el mundo real, donde
pueden aparecer parcelas de inseguridad. Podemos
poner uno de los ejemplos que mds nos han llamado la
atencion, y que nos indican que nuestros contenidos,
frecuentemente, adolecen de una conexién con el
mundo real.

Uno de los problemas mis importantes en la historia de
la humanidad, que ha tardado mucho en ser resuelto, y
que le ha ocasionado grandes quebraderos de cabeza a
lo largo de su intento de resolucién, ha sido el conoci-
do como «problema de la longitud». La determinacion de
un punto sobre la superficie de la Tierra mediante un
sistema de coordenadas, longitud y latitud, fue un pro-
blema resuelto por los griegos, al menos tedricamente.
Pero, debido a los instrumentos que el hombre ha ido
disponiendo a lo largo de los afios, no fue hasta bien
entrado el siglo xvir cuando fue realmente resuelto para
fines practicos.




¢Qué importancia tenia para la humanidad este problema?
Cuando el hombre viajaba por tierra tenfa muchos puntos
de referencia que evitaban el que se perdiera, pero cuan-
do comenzd a navegar en mar abierto, solo las estrellas y
la brijula podian orientarlo, pero determinar el punto
exacto donde se encontraba fue un dificil problema, que
tras varios dias de navegacion lo llevaban a un lugar des-
conocido. La determinaciéon de la latitud era sencillo, pues
bastaba con conocer la altura de la estrella Polar en el
punto en cuestion, pero la longitud dependia de un reloj
preciso. Ello tendrfa que ser construido por el hombre,
cosa que ocurrié a mitad del siglo xvir por J. Harrison, un
carpintero inglés, o bien interpretar los multiples relojes
siderales que hay en nuestro cielo y crear, basindose en
ellos, los célebres Almanaques Nauticos para la navega-
cién, cosa que ocurrid en la misma época citada, por parte
de los astronomos.

Para darnos cuenta de la importancia y necesidad de reso-
lucién de este problema, citemos que en 1642 Abel Tas-
man zarpd de la isla Mauricio con dos naves cargadas de
viveres para buscar el gran continente del Sur. La flota
atraviesa el Océano Indico y jbordea Australia sin verlal,
aunque encuentra una tierra en los mares del Sur que hoy
dia se denomina Tasmania. Existen otros muchos ejemplos
de catastrofes ocurridas a grandes flotas debido a la impre-
cisién de su localizacién.

No es extrafio, por tanto, los numerosos premios ofrecidos
por los gobiernos dominantes de la época (Espafia,
Francia, Inglaterra...) a quien resolviese el problema de la
longitud, lo que nos pone de manifiesto el impacto que
éste tuvo a lo largo de los afios. Intervinieron e intentaron
resolver el problema todos los grandes cientificos que lo
conocieron, Galileo, Newton, Laplace, Euler... pero eso
nos llevaria a otra historia.

Para un conocimiento del problema recomendamos se lea
el libro de la divulgadora cientifica Dova Sobel, titulado
Longitud donde se expone de una forma coherente la pro-
blemdtica relacionada con la cuestidn citada. Una visién
mas novelesca de este problema puede verse en el libro
de Umberto Eco titulado La isla del dia antes.

La btsqueda de la resolucién del problema de la longitud
llevd a los astrébnomos a precisar sus constantes astrono-
micas a través de las observaciones de los astros, realiza-
das durante siglos. Y para ello tuvieron que resolver siste-
mas de ecuaciones lineales, pero jdonde el nimero de
ecuaciones era muy superior al de incognitas!

Hoy dia en la ensefianza de los sistemas de ecuaciones
lineales, cuando hay incompatibilidad por exceso del

nimero de ecuaciones, les decimos a los alumnos que el

sistema no tiene solucién. Pero esta respuesta, que mate-
miticamente es correcta, deja abierta una puerta no bien
explicada en nuestra ensefianza, y que es necesaria su
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que son mucho
mas frecuentes
en el mundo real
que aquellas
que estudiamos
de solucion tinica
del sistema,
ver como se ha ido
resolviendo
a lo largo
de los avios,
Y mostrar como
hoy dia
es un problema
corriente
en todos
los campos
cientificos,
aunque
los matemdticos
en nuestra
ensenanza
casi lo ocultamos,
quizds porque
su historia
es excitante
y ello puede hacer
que nuestros
alumnos
se diviertan
estudiando
matemdticas.

estudio desde el punto de vista real,
pues si le decimos a los astrénomos que
ese problema no tiene solucién, ellos
dirffan que no es una buena respuesta,
pues sus constantes astrondémicas son
reales. Logicamente, como veremos, los
astronomos mas cerca de la realidad

que los matematicos, nos muestran una
solucién al conocer el problema real
que desean resolver, y tratan de dar res-
puesta lo mejor que pueden.

El objetivo de este trabajo es plantear-
nos este tipo de situaciones, que son
mucho miés frecuentes en el mundo real
que aquellas que estudiamos de solu-
cién Gnica del sistema, ver cémo se ha
ido resolviendo a lo largo de los afios, y
mostrar cémo hoy dia es un problema
corriente en todos los campos cientifi-
cos, aunque los matematicos en nuestra
ensefianza casi lo ocultamos, quizis
porque su historia es excitante y ello
puede hacer que nuestros alumnos se
diviertan estudiando matemiticas.

Planteamiento
del problema

Cuando se estudia un sistema fisico,
biolégico..., se suele desear explicar el
comportamiento de una variable, posi-
cién de la Luna en el cielo, ritmo cardia-
co..., en funcién de otras variables fuer-
temente relacionadas con ella, hora del
dia..., peso del animal..., lo que se
escribe formalmente como:

=L XD

lo que nos indica que la variable y es
explicada por la funcién fa través de
las valores que toman las variables
conocidas x'.

La busqueda de la funcién f es una
constante en la ciencia, asi sabemos la
funcién que da la fuerza de atraccién
entre dos masas del universo a través de
la famosa férmula dada por Newton, y
conocida como ley de la gravitacién
universal.

A veces, para determinar la funcién fse
obtienen numerosas observaciones de
las variables x' € 3, y de ello se infiere
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dicha ley o funcion, siendo frecuente
suponer el tipo de funcion y determinar,
4 través de los datos, algunas constantes
que la determinan. Por comodidad de
escritura y, sobre todo, de representa-
cion, supondremos que solo existe una
variable x.

. Partimos, pues, de un conjunto de n

observaciones (x, y) i= 1, ...,n, cuya
representacién nos sugiere un cierto
modelo o funcién que nos explique el
fenémeno estudiado, es decir la relacién
entre la variable y y la variable x.

Figura 1

Si suponemos que esta relacién es lineal,
podemos escribir que:
y=1by+ bx+ze

donde b,y b, son las constantes (o pa-
rdmetros) que debemos determinar,
partiendo de las observaciones, para
tener la funcidén, o ley, que sigue nues-
tro sistema. La variable e representa la
desviacién entre el valor observado (y),
y el que nos daria el modelo que he-
mos supuesto (J, = b, + b,x), es decir:

&, =9,=5,=%— b - bx
Para determinar b, y b,, deberfa poder
encontrarse valores de modo que g, = 0,
i=1, ...,n Es decir, deberfamos poder
resolver el sistema de n ecuaciones con
dos incognitas:

yi=by+tbx,i=1, .., n

Pero como el sistema no suele tener
solucion, al ser el sistema incompatible

...los astrénomos
dieron diferentes
soluciones
al problema,
unas brillantes,
otras bastante
chapuceras,
pero es
la grandeza
de la resolucion
de los grandes
problemas.

Figura 2

muy frecuentemente, debemos de pensar en el problema
en relacidon con el fendmeno real.

Los astrénomos buscaron los parimetros &,y b, tratando de
obtener los menores errores en el conjunto & A A
Hoy dia este planteamiento nos conduce a un problema
de optimizacién multiobjetivo, al desear minimizar simul-
tineamente las funciones», ¢, 1= 1, ..., 1, pero esto no
puede ser desarrollado en este trabajo; el lector interesa-
do puede verlo en Carrizosa y otros (1996).

Como veremos a continuacion, los astronomos dieron
diferentes soluciones al problema, unas brillantes, otras
bastante chapuceras, pero es la grandeza de la resolucion
de los grandes problemas. Cuando dieron criterios, o prin-
cipios implicitos, sobre este conjunto de errores se obtu-
vieron claras soluciones al problema, dando lugar a los
criterios que hoy dia seguimos empleando, y que deno-
minamos de esta forma:

e Regresion de minimo valor absoluto medio. Bos-
covich, 1757.

il

o1
i, S

i=1
°  Regresion que minimiza la mdxima desviacion abso-
luta. Laplace, 1786.

min(ms;lxls ,D

o Regresion minimo cuadrdtica. Legendre 1805.

n

.1 2
min— £
by, nz '

i=1

Veamos este desarrollo en su contexto real.



Breve historia de la resoluciéon
del problema: sus autores

y los problemas reales

que deseaban resolver

Desde un principio observan que si hay un sistema de m
ecuaciones con n incognitas (m > 1), podian resolver
todos los sistemas de 7 ecuaciones con 7 incdgnitas que
se podifan formar, esto es
m
#

Entre ellos, buscan los que dieran residuales o desvia-
ciones mis <homogéneas». Pero comprendieron la difi-
cultad, que hoy llamarfamos complejidad computacional,
e intentaron evitar el problema abordando heuristica-
mente la situacioén.

Relatamos en esta historia solo tres de los métodos de reso-
lucién v que dieron lugar a métodos que fueron emplea-
dos durante afios en la resolucién de problemas reales.

Mayer y el método de los promedios

La media aritmética era empleada como solucién natural
de los problemas astrondmicos en aquellas situaciones
en las que existian «arias soluciones», al promediar entre
ellas. El astrénomo alemidn Tobias Mayer (1723-1762)
tuvo la genialidad de agrupar las ecuaciones, y tomar
como representante de estos grupos la suma de las mis-
mas, produciendo los grupos de modo que sus repre-
sentaciones fueran lo mas diferentes posibles, y al esco-
ger un namero de grupos igual al de parimetros a deter-
minar, tenia un sistema compatible, cuya resolucién se
conoce como método de las sumas. Si dividimos por el
numero de ecuaciones en cada grupo tendremos el méto-
do de los promedios.

Mayer estudiaba el comportamiento lunar, para realizar
unas tablas lunares que permitiesen a los navegantes la
posibilidad de determinar la longitud en el mar al obser-
var este astro. En la determinacion de la posicién lunar el
fenémeno de la libracion de la Luna distorsiona la deter-
minacion de los parimetros lunares, pues ello indica que
no es cierto que la Luna presente la misma figura visible,
el movimiento de libracion permite observar un 60% de su
superficie, Mayer estudia el fenémeno a través de los cam-
bios de posicién del criter Manilius visto desde la Tierra.

1 llevo el problema a un sistema de ecuaciones, 27 obser-
vaciones, con tres incognitas. Para resolverlo, inicialmente
selecciona tres ecuaciones, pero ve como los residuales
dependian fuertemente de las ecuaciones escogidas, por
lo que propone dividir las ecuaciones en tres grupos de
nueve ecuaciones cada uno, y suma las ecuaciones en
cada grupo, buscando los grupos de modo que hubiese

El astrénomo
aleman
Tobias Mayer
(1723-1762)
tuvo
la genialidad
de agrupar
las ecuaciones,
y tomar como
representante
de estos grupos
la suma
de las mismas...

Mayer estudiaba
el comportamiento
lunar,
para realizar
unas tablas
lunares
que permitiesen
a los navegantes
la posibilidad
de determinar
la longitud
en el mar
al observar
este astro.

miximas diferencias entre las ecuacio-
nes resultantes, resolviendo el sistema
obtenido para hallar las constantes que
buscaba.

Como astrdbnomo Mayer sabia que este
método va a disminuir el error mis que
si toma las ecuaciones individualmente,
aunque los cilculos del error cometido
no los hizo con gran precisién. No obs-
tante, el método serd empleado durante
bastantes décadas por los astronomos.

Hoy dia sabemos que la incertidumbre
de una media es 1/7 la de una observa-
cion. Ademds, los métodos de muestreo
estratificado van a basarse, posterior-
mente, en la idea de agrupar las obser-
vaciones por grupos que sean lo mis
diferentes entre si.

No es extrafio que la precision que
Tobias Mayer pudo dar a las tablas luna-
res fuese tal que obtuvo un premio de
la Comisién inglesa para la determina-
cién de la longitud en el mar (aunque
fue cobrado por su viuda en 1765).
Tampoco nos debe de extrafiar la felici-
tacion recibida de Euler.

Euler dio un tratamiento diferente al
problema de las ecuaciones. El se
enfrentd al problema cuando estudiaba
las anomalias de los movimiento de
Jupiter y Saturno. Euler presentdé un
magnifico tratado tebrico Recherches sur
la question des irrégularitiés du mouve-
ment de Saturn et de Jupiter, sujet pro-
posé pour le prix de 'année 1748, par
I"Academie Royale des Sciences de Paris,
explicando el fenémeno y obteniendo
el citado premio.

Aunque, cuando desea comprobar la
teoria con la observacién, obtiene un
problema de siete parimetros y 75
observaciones, a cuyo sistema no supo
dar una solucién razonable como dio
Mayer, al no pasar la barrera del pro-
blema conceptual al problema real, tal
como Mayer hizo en 1750.

Boscovich y el método
de minima desviacién absoluta

Fue Boscovich el primero que da un
método basado en una funcién de
valoracién de los residuos de un modo



. explicito, aunque los present6 de un
modo geométrico, por lo que parece
_ un método no sistematico, pero coinci-
_de totalmente con el razonamiento
_analitico que haremos aqui y que
corresponde con el que se da hoy dia
en nuestros textos.

Roger Joseph Boscovich (1711-1787)
fue un sacerdote jesuita que en 1740
llegd a ser profesor de matemdticas en
el Collegium Romanum, y por ello fue
consultado por el Papa en trabajos
geodésicos.

Un problema de aquella época era el
confirmar las hipétesis de Newton de
que la Tierra, debido a ser un fluido
homogéneo en rotacion, era un esferoi-
de con radio ecuatorial que excedia al
radio del polo en 1/230. Para chequear la
teorfa, Francia hizo observaciones en
Laponia y en el Per para medir un
grado terrestre sobre un arco de meridia-
no y confirmar las hipdtesis de Newton,
o bien las de los astrénomos franceses
que habfan creido medir que la Tierra
tenfa forma de limdén, no de naranja
newtoniana, en el que el radio del ecua-
dor era menor que el radio polar.

El Papa Benedicto XIV formd una
comisién para medir un arco del meri-
diano y construir un nuevo mapa de
los estados papales, al frente de lo cual
puso a Boscovich y al rector del
Colegio de Jesuitas ingleses en Roma,
Christopher Maire.

Boscovich se encontrdé con un problema
con menor nimero de incognitas (s6lo
dos) del que los astrébnomos habian
estado trabajando. Era conocido que la
relacién entre la longitud de un arco y
su latitud, en arcos pequefios, es dado
por y = b, + b;sen’l, donde y represen-
ta la longitud de un grado del arco del
meridiano y Zla latitud del punto medio
de dicho arco.

La excentricidad buscada es b,/3b, por
lo que tiene que determinar los pard-
metros (b, bJen un problema que hoy
llamamos de regresion lineal al escribir:

y=1by+ bx

con x = sen’l, pues los pardmetros se
comportan linealmente, usando Ias

observaciones efectuadas sobre diferentes puntos de la
Tierra por diferentes expediciones.

Boscovich tuvo el acierto de introducir un critetio para esco-
ger los pardmetros. Hizo una formulacién verbal del mismo:

Dado un cierto nimero de observaciones, encontrar los pardme-
tros que consigan:

1. La suma de las desviaciones positivas deberd ser igual a la
suma de las negativas.

2. La suma de todas las desviaciones, independientemente del
signo, debe ser minima.

Escrito con nuestra notacidn, estos principios se expresa
€COmo:

il
min2|Yi = by - by x;
=

sujeto por

1

E(Yi -by- blxi) =0

i=1
La resolucién al problema que parte de Boscovich es pro-
pia de un genio, da un método geométrico de resolucién
que coincide con lo que nosotros hoy deducimos analiti-
camente. Veamos cOmo procedemos en la actualidad para
la resolucion del problema.

Desarrollando la condicién tenemos que J — b, — b, X = 0,
por lo que b, (b, = ¥ — b, X) serd conocida al setlo b, y
al sustituir en la funcién objetivo tenemos un problema
con una incognita b,que llamamos b por comodidad.

Debemos determinar b tal que produzca
minE|y,.— y=blx; - 9_6){
O bien min[{)], donde
n
J®) = i) = |5~ b
=1
al definir X,= x, - X e )= 3, - 7.
Esta funcién f{#) no es derivable para todo valor de b, por

lo que el cilculo del minimo no es trivial, como veremos
en el caso del criterio del error cuadritico medio.

Sin embargo, A(b) es una funcién convexa, lineal a trazos.

Su demostracién es sencilla ya que f£,(b) es la funcién valor
absoluto, por lo que es convexa y lineal en dos trazos,
teniendo el minimo en b= y,/x, (ver figura 3).

Ahora dado que la suma de funciones convexa es conve-
xa resulta que f(b) tiene las propiedades que enunciaba-
mos (ver figura 4).

Por ello los minimos locales de esta funcidén serdan mini-
mos globales.

Para buscar dichos minimos veamos que la funcién f(H)
tiene la siguientes propiedades:




F{b)
b
Yi/x,
Figura 3
£(b)
b
Figura 4

1. Ia pendiente del extremo lineal izquierdo es

17

2

i=1

X

y similarmente la del derecho es

1

Elx,’
i=1
2. Los puntos donde cambia la pendiente de la funcién
vienen dados por los valores y/x, i=1, ..., n.

Si ordenamos los puntos 4, 1, ..., i, tal que yl.l/x,.] <..<
<¥;/%, , la pendiente de f(b) se incrementa en cada punto
Hn n

by en 2|x], siendo by, = v, /x; .

La demostracion, también es ficil:

1. Notemos que para b < b, todas las f(b) tienen pen-
diente —|x,| por lo que £&) tiene pendiente
1
‘E |4
i=1

y para b2 b, tiene la pendiente

1
E‘le
i=1

...el método
se conoce
a veces
como
método

de la mediana.

por idéntica razén.

2. Para b,,< b< b, la pendiente de £b)
es constante, pero ahora fll( b) tiene
pendiente | x, | pues ha cambiado en
by ¥ las restantes f(b) contintian con
pendiente —| x|, por lo que (&) tiene

en este intervalo pendiente

1
_E‘xi| + ZJX,J
i=1
Y asi se sigue razonando en los restan-

tes intervalos.

Como consecuencia de las propiedades
anteriores, la pendiente de f{%) va aumen-

tando desde
n
"E £y
=1

1
E'xtl
=1

por lo que pasa de negativa a positiva, y
en dicho momento alcanza el minimo la
funcién, es decir:

hasta

El minf(b) se alcanza en b=}

(GY
1 =1
~Slw+ 23
=1 =1

€s negativa y

_Z’:yx,1+ ZZ;x,y

€s No negativa.

tal que

Si

=0

—2[x,-‘+222fxi

entonces (b, D

lo de valor optimo.

), serfa un interva-

Lo que puede escribirse como que el
indice rdebe verificar 1a relacién
1

r—l‘ ’ 1 ”
< = -
; x; 22} < E

i= i=1

Xy

X

lo que nos dice que la mediana de las
observaciones x, ordenadas por los
cocientes )/x, nos da la solucién 6pti-
ma, por lo que al b, correspondiente
se le llama mediana de las b, y el
método se conoce a veces como méto-
do de la mediana.



Este es el método de Boskovich pero
que él propueso de un modo geométri-
co, como era usual en aquellas fechas.

Posteriormente Laplace empled en su
obra de 1786 Mémorie sur la figure de la
terre, el método de minimizar el mayor
valor absoluto de los residuales:

min(m?x‘yi -y- b(xi - FC)D
Siendo en este caso
«b) = m?xy 9, - b

también una funcién convexa, lineal a
trozos, por lo que el proceso para la
obtencién del minimo de dicha fun-
cién es similar al del problema ante-
rior. No obstante, en este caso es un
poco mas compleja la determinacion
de los puntos donde la funcién cambia
de pendiente.

Veremos como ambos métodos pueden
resolverse a través de la programacién
lineal en un préximo articulo sobre las
aplicaciones de los sistemas de ecuacio-
nes lineales indeterminados.

Desde el principio estos métodos de ajus-
te también fueron empleados para inter-
polar valores en las tablas de mortalidad,
asi Lambert en 1772 combina métodos
graficos y analiticos para ajustar tablas de
vida a partir de las tablas de mortalidad
de Londres del periodo 1728-1757.

Legendre y el método
de los minimos cuadrados

Legendre fue el primero en publicar el
mis famoso de los métodos, el método
de los minimos cuadrados, aunque no
fue dado a conocer en una publicacién
aislada, lo que nos indica que estos pro-
cedimientos sélo suponian una herra-
mienta para los astrbnomos, no como
los presentan los matemdticos con un fin
en si. El método en cuestion aparece en
su obra de 1805 titulada Nowuwvelles mét-
hodes pour la détermination des orbites
des comeétes, a la que afiade un apéndice
titulado Sur la méthode des moindres
quarrés, y en el que se describe el méto-
do tal como hoy se hace en nuestros tex-

Legendre
Jfue el primero
en publicar
el mas famoso
de los métodos,
el método
de los minimos
cuadrados,
aunque
no fue dado
a conocer en
una publicacion
aislada,
lo que nos indica
que estos
procedimientos
sélo suponian
una berramienta
para
los astronomos,
no como
los presentan
los matemdticos
con un fin
en si.

tos, aunque con una notacién diferente. Dicho método es
muy facil de usar, por lo que es posible que con anteriori-
dad algtn astronomo lo hubiera empleado en sus cilculos,
en especial el mismo C. F. Gauss como reclamé a la comu-
nidad cientifica, pero en honor a la verdad nunca se tuvo
un conocimiento explicito del mismo hasta la publicacion
de Legendre, y a partir de dicha fecha se emple6 con gran
profusién en todos los ambitos cientificos.

Adrien-Marie Legendre (1752-1833) fue un gran cientifico
francés que trabajé en los numerosos campos que se estu-
diaban en su tiempo desde la mecinica celeste, como
hemos indicado, hasta diferentes cuestiones matematicas,
asi en 1794 public6 un tratado de geometria que fue
ampliamente utilizado.

La exposicion de Legendre sobre el principio de los mini-
mos cuadrados de los errores es muy ilustrativa de su pen-
samiento, y puede ser empleada en nuestras clases como
introduccién al mismo:

De todos los principios que pueden proponerse para la distribu-
cién de los errores entre las ecuaciones, pienso que no hay nin-
guno més general, més exacto o més facil de explicar, que el que
uso en este trabajo; consiste en hacer minima la suma de los cua-
drados de los errores.

Con nuestra notacidén, y para el problema de dos incogni-
tas que estamos presentando, podemos desarrollar las
ideas de Legendre

n
minE @i=bo - byxp’
=1
Como esta funcién
n
h(by, b)) = E (yi= by - byxp?
=1

es diferenciable para todos los valores de los pardmetros,
la basqueda de los mismos lo hacemos a través de las con-
diciones de optimalidad, igualando a cero las derivadas
parciales de la funcién respecto de los pardmetros:

by, b))
itV Rt S 2 — by - )=0
aby [=1(yl o = byxy)
Abby, b)) A
%: ,.; x(yi—by-bx)=0

Notemos que el principio de los minimos cuadrados nos
conduce a un sistema lineal en los parimetros siempre
que el modelo de partida sea lineal, de ahi una de sus
miltiples ventajas que el método posee.

La primera ecuacién nos dice que:
by+bx=3

condicién que es equivalente a la primera propuesta por
Boscovich, pero sin hacer hipotesis sobre ella.

La segunda ecuacién puede escribirse:




7 n n
2
boE X+ blz X = E XY
i=1 i=1 =1

De ambas ecuaciones podemos determinar que:

que es conocido como coeficiente de regresion lineal de y
sobre x, pues representa la pendiente de la recta que se
toma como modelo para explicar la variable y a través de
la variable .

Vemos la sencillez del método de los minimos cuadrados,
por lo que fue empleado con mayor frecuencia que los otros.
No obstante, no es la Gnica razén para su utilizacion.

A lo largo del resumen historico que hemos realizado no
hemos desarrollado una cuestién importante en la aplica-
cién de los métodos, el problema de la determinacién del
error que se comete al emplear un método, en funcién de
los errores que los datos tienen. Esta consideracién nos lle-
varfa a un tema importante como es la célebre controversia
entre Laplace y Gauss, véase Stiegler (1996), que abre las
bases matematicas a la teorfa moderna de los modelos
lineales, pero que nos alejarfa del tema central del trabajo,
la consideracién de los sistemas lineales incompatibles. S6lo
afiadiremos que hoy dia la estadistica matemitica se ocupa
del estudio de la distribucion de los errores al emplear los
pardmetros que los métodos proporcionan.

Finalmente debemos de hablar sobre el futuro de dichos
métodos. Cuando aparecen problemas reales donde exis-

-~

. XIX.—EL CON TRUNCAT

Recordeu la pag, 39.
Aci tenim timbé:
a). con truncat;
b), con deficient.
Aquesta forma la trobareu en molts objectes
‘que us sén familiars: vasos, galledes, testos - de-
flors, ies, mesures, troncs dels ar-
bres (més que cilindrics), ,pég}ppolg, pels llums, etc.

Maria Alvaro
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San Juan de Aznalfarache
(Sevilla)
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemdtica
«Thales»
Cristina Fernandez

Carmen Pérez

" Calewd del con truncat.

. Exactament el mateix -que amb T pir:fini&e
truncada, pig. 39. :

V . = v = V‘
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Cartilla de Geometria
Raimon Torroja Valls
Llibreria Montserrat

Barcelona, 1931

te un gran ntmero de parimetros a
determinar a partir de un enorme volu-
men de datos, poder determinar los
pardmetros no es un problema sélo del
método a emplear, sino que depende
también de los procedimientos de cilcu-
lo de que se dispongan. Por ello, en los
altimos afios al emplear los métodos de
programacion lineal para resolver el
método de la minima desviacién abso-
luta, éste se ha convertido en un méto-
do mas robusto que su oponente, el
método de los minimos cuadrados, de
todas formas la batalla entre Laplace y
Gaus parece que continuara. ..
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Taller de criptomatematicas
para jévenes (y adultos)

Luis Hernandez Encinas

Se presentan algunas
nociones de la criptologia
moderna que pueden ser

usadas en el aula como
complemento a determinados
conceptos matemdticos. Estos
temas pueden ser utilizados
dentro de un faller de
Matemdticas y permiten
divulgar algunas facetas de
las Mateméticas, asi como
un acercamiento de los
alumnos a temas de
actualidad como pueden ser
los relacionados con la
seguridad de la informacién,
intercambio de mensajes
secretos, etc. Las actividades
que se proponen pueden ser
desarrolladas por alumnos
de cualquiera de los dos
ciclos de la ESO.

1 Lla Real Academia de la
Lengua define el término crip-
tografia como el «Arte de
escribir con clave secreta o de
un modo enigmdtico», mien-
tras que el criptoandlisis es el
«Arte de descifrar criptogra-
mas», siendo un criptograma
una «Especie de crucigrama
en el que, propuesta una serie
de conceptos, se han de susti-
tuir por palabras que los signi-
fiquen, cuyas lefras, fraslada-
das a un casillero, componen
una frase».

L TERMINO CRIPTOLOGIA suele llevar, en ccasiones, a
determinadas confusiones. Asi, no es extrafio encontrar
libros de esta ciencia en las secciones, de bibliotecas o
librerfas, dedicadas al esoterismo, por ejemplo, cuando su
contenido es casi totalmente matemdtico. Tampoco es
extrafio oir que se asocie esta palabra con «osas de egip-
cios», «sectas», etc. Por esta razon, parece necesario aclarar
desde el comienzo qué entendemos en la actualidad por
criptografia y cuiles son sus objetivos.

La criptologia (del griego cryptos = oculto y logos = ciencia)
se podria definir como la ciencia de lo oculto (para una
vision histérica ver Sgarro, 1990). Sin embargo, la criptologia
moderna, debido al tipo de sociedad en la que vivimos,
tiene dos objetivos fundamentales: por un lado el de permi-
tir que dos o méds personas puedan comunicarse de forma
secreta utilizando canales de comunicacién inseguros, es
decir, medios de comunicacién que pueden ser «ntercepta-
dos» por una tercera persona (teléfono, correo, fax, correo
electronico, etc)). El segundo objetivo es justamente el con-
trario, es decir, analizar cdmo estas comunicaciones pueden
ser vulneradas o rotas, para conocer su contenido.

El primer objetivo sefialado es estudiado por la criptogra-
fia, mientras que el segundo lo es por el criptoanalisis. El
procedimiento que se sigue para lograr comunicaciones
seguras es el de disfrazar o cifrar el mensaje que se desea
enviar (criptogramal), utilizando algtn tipo de clave, de
modo que sblo quien esté autorizado sea capaz de recu-
perar el mensaje original a partir del criptograma (ver
CSID, 1993; Pastor, 1996; Ribagorda, 1997). El proceso de
cifrar el mensaje se basa en la presunta dificultad o intra-
tabilidad computacional de resolver determinado proble-
ma matematico (Faster y otros, 1997).

La importancia de los dos términos anteriores se debe a la
frecuencia con que en los medios de comunicacion se



habla de backers, crackersy de aspectos relacionados con
la Seguridad de la Informacion, que tienen que ver con
Internet y redes de ordenadores, con los accesos de per-
sonas no autorizadas a los ordenadores de la OTAN, de la
NASA, del Pentigono, etc. Asuntos que llaman enorme-
mente la atencién de nuestros alumnos, quienes estin
capacitados y muy motivados para comenzar a entender-
los, si les son presentados de una manera sencilla.

Por ello, es importante incorporar a las aulas determinados
aspectos matematicos que han ido surgiendo en esta
sociedad tecnificada y de la informacién. Otros ejemplos
matematicos, en la Jinea de los que se comentan aqui, han
sido propuestos por Espinel (1994), Caballero y Bruno
(19949 y Espinel y Caballero (1995). Sin embargo, el pro-
blema que se presenta es determinar dénde tiene cabida
este nuevo saber,

La inclusién en el aula de los aspectos matemiticos que
nos rodean es una necesidad que sentimos todos ¥y que
intentamos resolver, fundamentalmente, de dos formas.
Una posibilidad es la de incluir esta realidad cuando se
plantean y resuelven problemas, de modo que, de alguna
manera, quede incorporado al bagaje de los alumnos. La
segunda forma es la de recurrir a talleres de Matematicas.

No es el principal objetivo de este articulo discutir el lugar
mis idoéneo donde llevar a cabo esta inclusién, sino el de
presentar un ejemplo mds de divulgacién de las
Matemidticas, utilizando temas de debate, relacionados con
la criptologia, que aparecen cada vez con mis frecuencia
Y que son motivadores para nuestros alumnos,

En este caso, y debido a la diversidad de aspectos mate-
miticos relacionados con la criptografia que se presenta-
ran (algoritmos, complejidad computacional, funciones
unidireccionales, protocolos para ocultar informacion, etc.,
y cuya relacién con los contenidos matemdticos se comen-
tard mds adelante), se analizan diferentes actividades
enmarcadas dentro de un taller de Matematicas y cripto-
grafia, Ante esta propuesta que hacemos de un nuevo
taller de Matematicas, no podemos dejar de recomendar el
lugar que consideramos puede ser mis idéneo para su
inclusi6n, en funcién de los objetivos que se pretenden
conseguir y de los contenidos que subyacen en el taller.

Creemos que este taller deberia desarrollarse como una
asignatura optativa en cualquiera de los dos cursos del
segundo ciclo de la ESO. En esta etapa, los alumnos ya tie-
nen los conocimientos minimos necesarios para poder
desarrollar las actividades que se incluyen en el taller, asi
como las inquietudes y cultura que les permitirin conocer
la importancia y las relaciones con el entorno que les
rodea, de los contenidos de dicho taller.

El resto del articulo se distribuye como sigue. En la sec-
cién primera se presenta una actividad relacionada con el
problema de colorear mapas con determinado ndmero

...es importante
incorporar
a las aulas
determinados
aspectos
matemdticos que
han ido surgiendo
en esta sociedad
tecnificada
y de
la z’zftformacz'én.

La primera
de las actividades
de este taller
consiste
en plantear
a los alumnos
la necesidad
de colorear
un mapa
utilizando sélo
UROS Pocos
colores.

de colores. En la segunda se analiza el
problema de pavimentar determinadas
calles de una ciudad enlodada con
determinados objetivos. En la tercera
aparece el problema de la ciudad turis-
tica, en la que se deben colocar deter-
minados puntos de informacién, Un
acercamiento a las funciones unidirec-
cionales por medio de grafos se pre-
senta en la seccién cuarta, y en la quin-
ta aparece un protocolo para ocultar
informacién. En la seccién sexta se
analiza como dos personas pueden
intercambiarse mensajes  secretos,
mientras que en la séptima lo que se
intercambian son pequefias informa-
ciones en presencia de un extrafio, sin
que la tercera persona llegue a conocer
ningn trozo de dicha informacion, La
seccidn octava presenta un método
para cifrar mensajes por medio de las
llamadas rejillas. En las secciones nove-
na y décima se analizan ¢c6mo enmas-
carar un nimero o una imagen de
modo que sea necesaria la participa-
ciébn de varias personas cualificadas
para obtener el nimero o la imagen
original. Finalmente, en la ultima sec-
cién se presentan algunas reflexiones
sobre las intenciones educativas y los
contenidos que subyacen a este taller.

Coloreando un mapa

La primera de las actividades de este
taller consiste en plantear a los alumnos
la necesidad de colorear un mapa utili-
zando s6lo unos pocos colores. El ori-
gen del problema puede hacerse
mediante una historia, que dependeri
de la edad de los alumnos con los que
se trabaje. La definicién del problema
puede hacerse de forma puramente
visual, ilustrindolo con diferentes
mapas, incluyendo los que haya en la
propia aula. En s6lo unos minutos los
alumnos comprenderdn cudl es el obje-
tivo que deben conseguir:

Encontrar el minimo nimero de colores
que se deben utilizar para colorear un
mapa. dado.



1a actividad puede comenzarse propor-
¢cionando a los alumnos mapas que sean
coloreables con s6lo dos colores. Como
ejemplo de uno de estos mapas puede
verse el que se presenta en la figura 1.
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Figura 1. Ejemplo de mapa coloreable con sélo dos colores,
generado por solapamiento de curvas cerradas

Una vez que los alumnos intenten colo-
rear el mapa, descubrirdn ripidamente
el algoritmo que deben seguir: si un
pais es rojo, sus vecinos tienen que ser
azules, y los vecinos de éstos volveran
a ser 1ojos, etc.

Una vez que los alumnos han trabajado
con la anterior actividad, puede resul-
tarles divertida la propuesta de que
inventen por si mismos, o en grupos,
mapas que sean coloreables con exacta-
mente dos colores?,

Después de la actividad anterior, se
pueden distribuir a los alumnos mapas
que no sean coloreables con dos colo-
res y que requieran de tres. El propio
algoritmo utilizado por los alumnos en
el caso anterior, les llevard a la conclu-
sion de la imposibilidad de hacer el tra-
bajo con so6lo dos colores®. Como un
primer ejemplo de este tipo de mapas
puede verse el de la figura 2.

La ciudad enlodada

La actividad que se presenta ahora es la
que responde al problema de encontrar
el drbol de minima envergadura en un
grafo®. Dado que este problema puede
llegar a ser muy complejo para los

alumnos, conviene llevar a cabo un planteamiento que
les sea mas cercano.

El problema puede ser planteado como sigue:

El ayuntamiento de una ciudad enlodada ha decidido que
hay que pavimentar todas las calles de la ciudad que sean
necesarias, de modo que cualquier vecino pueda ir desde su
casa a cualquier ofra casa de la ciudad por una calle que
esté pavimentada, pero de modo que el coste de la pavi-
mentacién sea el minimo posible.

Asi pues, se trata de pavimentar el suficiente nimero de

calles de modo que se pueda ir de una manzana de casas

a cualquiera otra sin necesidad de ir por calles enloda-

das. Dado que el ayuntamiento sabe cudnto cuesta pavi-

mentar cada una de las calles, el dinero que hay que gas-

tar debe ser el menor posible, debido a la precariedad
¢ del presupuesto de la ciudad.

Figura 2. Ejemplo de mapa no coloreable con sélo dos colores

2 Generar mapas coloreables

con sélo dos colores es facil si
se utilizan curvas cerradas que
se solapan.

El contraste entre el sencillo algo-
ritmo de Coloreul' un mapa con
sélo dos colores y la aparente
dificultad del algoritmo para un
mapa de fres colores pone en
contacto a los alumnos con uno
de los problemas no resuelios
mas  importantes de las
Matemdticas: la conjetura de que
la clase de problemas de com-
plejidad P (conjunto de todos los
problemas de decisién que son
resolubles en fiempo polinémico)
es disfinta a la clase de proble-
mas de complejidad NP {conjun-
to de todos los problemas de
decisién para los que la respues-
ta sf puede verificarse en tiempo
polinémico, utilizando una infor-
macién extra o certificado).

Determinar el drbol de minima
envergadura en un grafo con-
siste, basicamente, en seleccio-
nar los lados del grafo cuya
suma de pesos sea minima y de
modo que se pueda ir de un
vértice del grafo a cualquier
ofro por el arbol elegido.

Con el planteamiento anterior, se puede representar la ciu-
dad de forma esquematica mediante un grafo, de modo
que cada uno de los vértices del grafo sea una manzana
de casas y cada uno de sus lados sea una calle.

Como ejemplo de ciudad enlodada puede utilizarse el
grafo de la figura 3, donde los nimeros que hay sobre
cada uno de los lados corresponden al coste, en millones
de pesetas, que supone pavimentar dicha calle.

Una vez planteado el problema, los alumnos pueden trabajar
en grupos, de modo que por tanteo, y analizando las calles
que se deben pavimentar en cada uno de los sucesivos inten-
tos, logrardn acercarse a la solucién adecuada mediante la
estrategia de ensayo y error. Es conveniente que cada uno de
los grupos de trabajo comente la estrategia seguida para obte-
ner su mejor solucién. Si fuera necesario, porque ninguno de
los grupos llegara a la solucién 6ptima, se podria presentar el
algoritmo de Kruskal que consiste en ir pavimentando de
forma sucesiva las calles cuyo coste sea menor hasta que no
sea necesario pavimentar mds calles y siempre que las calles
pavimentadas no formen un ciclo. Diferentes aproximaciones
a la solucién Optima (de valor 23) del problema anterior pue-
den ser las que se presentan en la figura 4.




Figura 3. Ejemplo de grafo que representa
una civdad enlodada

Peso =35

Figura 4. Diferentes aproximaciones a la solucién éptima

Un problema
que puede ilustrar
la nocion
de complejidad
computacional
es el llamado
problema
del conjunto
dominante
minimo.

La ciudad turistica

Un problema que puede ilustrar la
nocioén de complejidad computacional®
(Faster y otros, 1997, Apéndice B) es el
llamado problema del conjunto domi-

nante minimd.

En esta actividad el planteamiento del
problema es como sigue:

En las esquinas de una ciudad turistica
se quieren colocar puntos de informa-
cién de modo que sin imporfar en qué
esquina esté un turista; pueda llegar a
un punto de informacién caminando,
como mdximo, una manzana.

La figura 5 muestra un grafo que ilustra
este planteamiento.

Figura 5. Mapa de una ciudad turistica

5 la teoria de la complejidad
computacional estudia el fiempo
que tarda en ejecutarse un algo-
ritmo en funcién del ndmero de
operaciones que realiza dicho
algoritmo y en funcién del tama-
fio de la entrada del mismo.

6 Un conjunto dominante en un
grafo G = (V, 1) es un subcon-
junto de vértices V' de V de
modo que para cualquier vérti-
ce vde G, se verifica que o v
estd en V' o tiene un vecino que
esta en V.

7 Por buen algoritmo queremos
indicar un algoritmo cuya ejecu-
cién requiera de fiempo polind-
mico en el tamafio de la enfrada.

Después de planteado el problema,
dejaremos a los alumnos que trabajen
en grupos sobre el mismo. Las solucio-
nes que obtendrin serdn cada vez mejo-
res, pero es dificil que lleguen a obtener
la soluciéon 6ptima de la localizacidon de
los 6 puntos de informacion.

La diferencia entre el problema de la
ciudad lodosa y éste, uno facilmente
resoluble y otro aparentemente mas difi-
cil, proporciona una idea de la nocién
de complejidad computacional. Hay
que sefialar que no se conoce un buen
algoritmo para resolver este problema’,



lo cual puede poner de manifiesto ante
Jos-alumnos que las Matemdticas no
son algo completamente acabado, que
cada dia aparecen nuevos problemas
para los que se debe encontrar una

solucion.

Funciones unidireccionales

Una de las herramientas fundamentales
~en la criptografia moderna es el uso de
las funciones unidireccionales® (Menezes
_y otros, 1996). No se ha demostrado atn
la existencia de funciones unidirecciona-
_ les; sin embargo en la practica criptogra-
fica se utilizan dos funciones que parecen
serlo. La primera de ellas es el producto
de nameros primos (cuya inversa es la
factorizacion de un nimero compuesto)
y la segunda es la exponencial sobre un
grupo finito (cuya inversa es el logaritmo
discreto) (Faster y otros, 1997: 115).

Después de haber comentado a los
alumnos que no se conoce (no que no
exista) un buen algoritmo para resolver
el problema anterior, es conveniente
sefialar que existe un algoritmo sencillo
para trabajar hacia atrds, es decir,
comenzar con un conjunto de vértices y
obtener el mapa de la ciudad turistica
de una forma muy ripida.

El algoritmo tiene dos pasos. El prime-
ro de ellos consiste en dibujar tantas
estrellas, hechas con puntos (vértices)
y rayos (lados), como la solucién que
se desea; v el segundo es disfrazar el
grafo afadiendo mds lados. Este hecho
no incrementa el nimero de vértices
del conjunto dominante y a la vez difi-
culta la solucién del problema. En la
figura 6 puede verse el primer paso del
algoritmo sefialado para el mapa de la
figura 5.

Para los alumnos es claro que el cono-
cimiento de la configuracion de estrellas
permite obtener de forma ripida el
mapa de la ciudad. Este ejemplo pone
de manifiesto la ventaja de conocer fun-
ciones unidireccionales. Asi, los alum-
nos, conociendo esta funcién unidirec-
cional, podrin desafiar a otros compa-
fieros a resolver el problema de la ciu-

Figura 6. Primer paso para la construccién del mapa de la civdad turistica

Una de
las berramientas
Jundamentales
en la criptografia
moderna
es el uso
de las funciones
unidireccionales. ..

8 Una funcién unidireccional es
una funcién invertible £ A —> B,
de modo que es fcil (computa-
cionalmente hablando) calcular
la imagen de un elemento fia) =
= b, pero es muy dificil (com-
putacionalmente] calcular la
antiimagen de un elemento:

Filb) = a.

dad turistica, sin mis que elaborar previamente la solucién
al problema que vayan a plantear.

Ocultando informacion

Después de las actividades anteriores que pueden consi-
derarse como de pre-criptografia, y que estin muy rela-
cionadas con la teoria de grafos, pasamos, a partir de esta
actividad, a problemas mis directamente relacionados con
la criptografia.

La actividad siguiente ilustra de una forma sencilla un pro-
tocolo para ocultar informacién. El problema que se
puede plantear en esta ocasion es el siguiente:

Determinar la media de la paga semanal de los alumnos de
la clase, sin que ninguno de ellos de a conocer dl resto de
los compafieros cuél es su paga.

De forma mis general, el procedimiento que se describe a
continuacién puede utilizarse para determinar la media de
una coleccién de datos de un grupo, sin comprometer la
informacién que posee cada uno de los miembros del grupo.

El protocolo para resolver el problema anterior es el
siguiente:

e El primer alumno, por ejemplo Alicia, elige un nimero
secreto, %, al que le afiade su paga semanal, p,. . , obte-
niendo el valor x + p, ... A continuacién, Alicia susurra
este valor al segundo alumno de la clase, Bernardo.




e Bernardo suma a la cantidad que le dijo Alicia su paga
semanal y obtiene el valor x + p,. . + Py susu-
rra este valor al tercer alumno, Carmen.

e Carmen repite la operacidén anterior y asi sucesiva-
mente hasta que todos los alumnos hayan efectuado
una operacion similar.

e El Gltimo alumno, Zacarias, afiade su paga semanal a
la cantidad que le dijo el penultimo alumno, Yolanda,
obteniendo el valor

X+ pAIicia + pBemardo + pC:lrmen +

e Zacarias susurra el valor que ha obtenido a Alicia,

et pYokmdﬂ + pZacarIas'

quien resta a la cantidad anterior el nimero secreto
que sumo a su paga.

e Por Gltimo, Alicia divide la cantidad obtenida entre el
namero de alumnos de la clase y obtiene la paga
semanal media.

La actividad que pueden realizar los alumnos en este caso,
ademds de analizar el protocolo anterior, es una similar a
la descrita anteriormente, como puede ser la de determi-
nar la edad media de los alumnos, sus ahorros medios, su
estatura media, etc.

Mensajes secretos

El objetivo de esta actividad es el de conseguir que algu-
nos alumnos se intercambien mensajes secretos, disefian-
do ellos mismos métodos para cifrar los mensajes, de
modo que otros intenten conocer el contenido del mensa-
je intercambiado. De esta forma, mientras unos juegan el
papel de criptégrafos o de agentes secretos, otros harin el
papel de criptoanalistas o espias. Para ello, y en lugar de
presentar el método a seguir para lograr este objetivo, pre-
sentaremos a los alumnos un mensaje cifrado, que debe-
ran tratar de descubrir.

El primer mensaje que podemos presentarles puede ser el
siguiente:

BQSFTVSBUF DPN MFNIUJUVE

El problema que tendrin que resolver los alumnos seri el
de determinar su significado, trabajando en grupos. Es de
suponer que tras varios intentos llegardn a la conclusion
de que cada una de las letras del mensaje cifrado debe
cambiarse por la letra que le precede en el alfabeto caste-
llano, por lo que el mensaje original era:

APRESURATE CON LENTITUD

Este mensaje se ha cifrado utilizando el procedimiento
disefiado por el emperador romano Augusto, que consis-
tia en cambiar cada una de las letras del mensaje original
por su siguiente letra en el alfabeto. Por tanto, para recu-

El objetivo
de esta actividad
es el de conseguir
que algunos
alummnos
se intercambien
mensajes secretos,
diseriando
ellos mismos
métodos
para cifrar
los mensages,
de modo que
orros intenten
conocer
el contenido
del mensaje
intercambiado.
De esta forma,
mientras
unos juegan
el papel
de criptografos
o de agentes
secretos,
otros hardn
el papel
de criptoanalistas
o0 espias.

9 Un método cuasi-estadistico fue
utilizado por Edgar Alan Poe
para  hacer que William
Legrand descifrara el criptogra-
ma del pirata Kidd en el cuento
del Escarabajo de Oro.

perar el mensaje a partir del criptograma
se debe hacer la operacion contraria,
esto es, cambiar cada letra del cripto-
grama por la letra que le precede.

Complicando un poco mads el cifrado
anterior, se puede utilizar el cifrado de
Julio César, que consistia en cambiar
cada una de las letras del mensaje origi-
nal por la tercera letra siguiente en el
alfabeto. Asi, la frase

LA SUERTE AYUDA A LOS AUDACES

Se convierte en el mensaje cifrado
siguiente:

ND VXHUWH DBXGD D KRV DXGDFHV

Con estos dos ejemplos serdn suficien-

tes para que los alumnos disefien sus

propios métodos de cifrado, de modo

que algunos de los métodos que se les

ocurrirdn serdn:

1. Cambiar cada letra por la 7-ésima
letra siguiente del alfabeto,

2. Cambiar la primera letra por la
siguiente en el alfabeto, la segunda
por la segunda siguiente, la tercera
por la tercera siguiente, etc.

3. Cambiar las letras que ocupen posi-
ciones impares por la #n-ésima
siguiente, y las que ocupen posicio-
nes pares por la 1-€ésima anterior.

4, Ftc.

Hay que hacer notar que los métodos
anteriores y otros similares no son
seguros en la actualidad, debido a que
se puede recuperar el mensaje original
utilizando métodos estadisticos, puesto
que se conoce la frecuencia de las
letras y grupos de letras en castellano y
otros idiomas®,

Una extension de esta actividad, mis
relacionada con la Estadistica pero con
una relacién evidente con el caso que
nos ocupa, es la de proponer a los alum-
nos que hagan un estudio de la frecuen-
cia de las letras en espafiol, eligiendo
diferentes textos aleatoriamente. Una vez
que los alumnos hayan hecho este estu-
dio, se puede considerar como punto de
partida la media de las frecuencias halla-
das por cada uno de ellos. Incluso, se



podiia desafiar a los alumnos a repetir
esta actividad de descifrar mensajes con
_textos escritos en otros idiomas.

Cambiando la clave

Otro de los problemas bisicos en crip-
tografia consiste en analizar como dos
personas pueden compartir pequefias
~ cantidades de informacién en presencia
de un espia, de modo que éste no con-
siga la informacion intercambiada (Fis-
ter y otros, 1997: 116). Esta informacién
que las dos personas se intercambian
puede servir posteriormente como la
clave que usaran para comunicaciones
posteriores'?. Por ejemplo, para decidir
qué método de cifrado del tipo de César
usardn para intercambiarse mensajes.

Para llevar a cabo esta actividad, se
sefialard a los alumnos que para inter-
cambiarse palabras o frases, es mis sen-
cillo utilizar un codigo simple recurrien-
do sélo a dos simbolos, de modo simi-
lar a como se codifican las letras en el
alfabeto Morse, donde sélo se usan el
punto y la raya. En la actualidad es mis
ficil y comodo utilizar ceros y unos,
recurriendo al cdédigo ASCII de los orde-
nadores!!, de modo que cada letra del
alfabeto esta codificada por una colec-
cién de ceros y unos (cada uno de los
cuales se llama bip).

Por tanto, la actividad en esta ocasion es
la que sigue:

Permitir que dos alumnos, Alicia y
Bernardo, puedan intercambiarse de
forma secreta una secuencia de bits,

~ que ninguno de los dos conoce previa-
mente, de modo que pueda servirles
como clave a partir de ese momento, y
‘de modo que todo el proceso se reali-
ce ‘delante de Esteban, que haré el
papel de espia.

Para esta actividad se requiere el uso de
tres cartas diferentes, por ejemplo, la
sota, el caballo y el rey de un palo de la
baraja, de modo que para decidir cada
uno de los bits, las cartas se barajan y se
reparte una a cada uno de los presentes.

Otro
de los problemas
basicos
en criptografia
consiste en
analizar como
dos personas

pueden compartir

Dpequenas
cantidades
de informacion
en presencia
de un espia,
de modo que
éste no consiga
la informacion
intercambiada. ..

10 Este problema se conoce como

el problema del cambio de
clave de Diffie y Hellman.

El cédigo ASCIl (American
Standard Code for Interchange
Information) es el cédigo que
se utiliza para la comunicacién
con los ordenadores. Estd for-
mado por 256 caracteres
(incluyendo las letras mayiscu-
las, las minGsculas, los diez
digitos, efc.}, cada uno de los
cuales estd codificado por 8
digitos binarios.

12 En esta ocasion fue Julio Verne

quien hizo que su personaje
Mathias Sandorf utilizara este
método para descifrar un men-
saje y evitar una conspiracién

Antes de comenzar con el procedimiento, Alicia y
Bernardo se han puesto de acuerdo en que si los dos pue-
den saber quien de ellos tiene la carta més alta sin que lo
sepa Esteban, el bit que considerardn serd: 1 si Alicia es
quien tiene la carta més alta y O si es Bernardo el que la
tiene mas alta.

Alicia, después de que se hayan repartido las tres cartas,
dice en voz alta una de las cartas que no tiene. Si Bernardo
tiene esa carta, lo dice y barajan de nuevo las tres cartas
sin decidir ningan bit. En caso contrario, es decir, si
Bernardo no tiene la carta, dice Esteban la tiene» y enton-
ces Alicia y Bernardo saben qué carta tiene cada uno, con
lo que ambos saben qué bit es el que eligen. A la vez,
Esteban no ha obtenido ningln datos sobre el bit que han
elegido Alicia y Bernardo. El procedimiento anterior con-
tinua hasta que se hayan completado los bits necesarios.

Una vez presentada la actividad, los alumnos analizarin
las razones de por qué funciona el protocolo anterior, es
decir, comprobarin que la informacién que consiguen
Alicia y Bernardo es la misma, mientras que Esteban no es
capaz de saber absolutamente ningln bit de esa informa-
cion. Posteriormente, pueden dedicarse, en grupos de tres,
a intercambiar colecciones de bits o pequefios mensajes
(una vez que se les ha proporcionado la traducciéon a bits
de las letras del alfabeto). Es conveniente que cada grupo
repita la actividad anterior varias veces de modo que cada
uno de los participantes haga el papel de espia.

Las rejillas

Otro de los métodos para cifrar mensajes consiste en utilizar
las llamadas rejillas. Para introducir a los alumnos en esta acti-
vidad se puede recurrir a la novela «Mathias Sandorf» de Julio
Verne!?, o bien inventarse una historia como la siguiente:

Un agente secreto ha entrado en la habitacion del hotel de
un conocido espia y después de buscar por todas partes, tan
sélo ha enconfrado dos objetos sospechosos. El primero de
ellos es un papel con las siguientes cuatro palabras:

LAAI ARSN AVUP EISM

El ofro objeto sospechoso es un cuadrado de papel con algu-
nos agujeros, como si:fuera una rejilla. El agente ha copia-
do las cuatro palabras, la forma de la rejilla y los lugares de

los agujeros:

sPodrias ayudar al agente secrefo a descubrir el mensaje
oculto?




Dado que el mensaje estd dividido en 4 palabras de 4
letras, y que esta distribucion es igual al de las casillas de
la rejilla, el primer paso para descifrar el mensaje consiste
en distribuir el mensaje de la misma forma que la rejilla:

LA A |
A R S N
AV U P
E I § M

A continuacién se colocard la rejilla sobre el mensaje,
obteniéndose lo siguiente:

Es decir, aparecen las letras ASIM. Si se gira la rejilla 90° a
la derecha y se repite el procedimiento anterior, se obtie-
nen las letras ANUE. Repitiendo el proceso anterior otras
dos veces'3, se obtienen las palabras: LAVS v IRAP. Uniendo
ahora todas las palabras se tiene:

ASIM ANUE LAVS IRAP

Mensaje que no tiene sentido, pero si se lee desde el final
hasta el principio, el mensaje ahora ya es claro:

PARIS VALE UNA MISA

Para el procedimiento anterior hemos utilizado un mensa-
je en el que el nimero de letras es igual al de cuadrados
de la rejilla, pero no es necesario que esto suceda siem-
pre. En el caso de que el mensaje tenga mias letras que
cuadrados la rejilla, se puede dividir éste en varias partes
y realizar el procedimiento anterior con cada una de las
partes. Si la Gltima parte del mensaje tiene menos letras
que cuadrados en la rejilla, se pueden afiadir letras que no
afiadan sentido al mensaje.

La actividad anterior pueden repetirla los alumnos tal y
como se ha presentado, de modo que un alumno cifre un
mensaje mientras que otro trata de descifrarlo. Después de
esta primera actividad, serfa recomendable que cada alum-
no disefiara una rejilla de tamafio 4x4, diferente de la
usada anteriormente. De esta manera, se podria poner de
acuerdo con algtn compaiiero en la rejilla que van a uti-
lizar y pedir a cualquier otro que intente descifrar el men-
saje, sin conocer la rejilla.

Complicando un poco mis la actividad anterior, se podria
pedir a los alumnos que intentaran disefiar rejillas de
tamafio 5x5 o 6x6, por ejemplo’,

El problema
que se presenta
en esta actividad
requiere
mds tiempo que
las presentadas
hasta abora.
Entra dentro
de lo que,
en criptografia,
se conoce
como division
de secretos. ..

13 De esta forma, la rejilla ha sido
girada un total de 270°. Este
proceso puede poner a los
alumnos en la pista para una
de los actividades que se pro-
ponen posteriormente: disefiar
nuevas refillas.

14 El disefio de rejillas de tamaiio
6x6 es similar al de las de tama-
fio 4x4. Sin embargo, no se pue-
den construir rejillas de orden
impar dado que existe una casi-
lla central y al girar la rejillo,
esta casilla permanece fija.

15 La divisién de secretos se lleva
a cabo cuando una instancia
superior no desea que determi-
nado secrefo sea conocido en
su integridad por una Gnica
persona. Entonces, la instancia
divide el secreto en varias par-
tes de tal forma que para recu-
perar el secreto en su totalidad
sea necesario el concurso de
determinado nimero de partes,
siendo imposible recuperarlo
con menos de las establecidas.

16 El procedimiento anterior de los
empleados del banco se cono-
ce como esquema umbral 2 de
3, dado que la combinacién de
la caja se divide en 3 partes y
es necesario reunir, al menos, 2
de ellas para poder abrirla.

La caja fuerte del banco

El problema que se presenta en esta
actividad requiere mis tiempo que las
presentadas hasta ahora. Entra dentro
de lo que, en criptografia, se conoce
como divisiéon de secretos!® (Salomaa,
1990 y Schenier, 1993). En este caso se
trata de presentar a los alumnos un pro-
tocolo que permita a una persona
enmascarar un nimero, dividiéndolo en
varios trozos y entregando cada trozo a
una persona diferente, de modo que el
namero secreto sélo pueda ser recupe-
rado cuando se unan los trozos de un
determinado ntmero de esas personas.

Una situacién real en la que se presen-
ta un protocolo parecido al que se desa-
rrollard mis tarde, y que puede aclarar
a los alumnos lo que se pretende, es el
siguiente:

Una sucursal bancaria tiene 3 emplea-
dos, pero ninguno de ellos quiere fener
toda la responsabilidad de conocer la
combinacién de la caja fuerte de la
sucursal. El problema que se presenta
es cémo lograr que cada mafiana se
abra la caja fuerte del banco para
hacer los pagos necesarios, sin que la
responsabilidad recaiga en un Gnico
empleado.

Una forma de solventar este problema,
de modo que la caja fuerte pueda ser
abierta cada mafiana, consiste en dividir
la combinacién de la caja en tres partes,
una para cada empleado, de modo que
ésta s6lo pueda ser abierta cuando se
unan las combinaciones parciales de, al
menos, 2 de los empleados. De este
modo, ninguno de ellos puede, de
forma individual, abrir la caja y asi, la
responsabilidad de llevar a cabo su
apertura queda distribuida entre los
empleados.

Los problemas similares al planteado
anteriormente se conocen como esque-
mas umbrales (Blackley, 1979; Shamir,
1979) y tienen dos valores que los defi-
nen: el nimero de personas cualificadas
para obtener el secreto y el nimero de
patticipantes'®, En general, un esquema



umbral para dividir el secreto S, en m
partes (llamadas sombras) y en el que
hay # participantes debe cumplir las
siguientes condiciones:

1. Cada participante recibe de forma
secreta una sombra de las 7 en que
se ha dividido el secreto.

2. Cualesquiera m participantes cua-
lificados pueden determinar el
valor del secreto sin mds que com-
partir las sombras que cada uno
de ellos posee. )

3. Ningan grupo de m-1 participantes,
o menos, puede conocer ninguna
informacién sobre el valor secreto.

En estos esquemas hace falta un obser-
vador, que es quien lleva a cabo el
proceso de dividir el secreto en las n
sombras y que entrega, secretamente,
cada una de las sombras a cada uno de
los participantes.

Para conocer como trabajan los esque-
mas umbrales, vamos a presentar un
ejemplo de cémo construir un esque-
ma umbral 2 de 2, donde el secreto es
una cadena de bits. En este caso, el
secreto debe romperse en 2 sombras,
de modo que cada una de ellas estard
formada por una colecciéon de bits, y
serd necesaria la colaboracién de las
dos partes para recuperar el secreto
original,

Supongamos que el secreto elegido por
el observador es la siguiente cadena de
bits: §=(0100101). El observador elabo-
ra la primera de las sombras de forma
aleatoria: s, = (1100110). Para construir
la segunda sombra el observador utiliza
la siguiente tabla de sumar:

0@0=0,001=1,
1®0=1y1®1=0"
Como se cumple que:
0®1=1,1®1=0,00©0=0,
0@0=0,1®1=0,
0@1=1y1®0=1,
la segunda sombra es:

s, = (100001D).

Para recuperar el secreto, basta con que
los dos participantes pongan en comuin
sus dos sombras y las sumen, bit a bit:

Si en lugar
de ocultar
un nimero
0 un mensaje,
lo que se desea
enmascarar
es una imagen,
en blanco y negro,
estamos ante
la criptografia
visual,
que hace uso
de los esquemas
visuales
umbrales. ..

17 Nétese que esta tabla de sumar
corresponde a la suma en el
grupo de las clases residuales
médulo 2.

18 Un pixel es el elemento de dibu-
jo que permite presentar en los
monitores de los ordenadores las
imagenes que en él aparecen.
Para evitar recurrir al uso de
ordenadores en esta actividad,
se recomienda hacer la analo-
gla de que cada pixel es como
cada una de las bombillas que
forman parte y definen algunos
anuncios luminosos, con la sal-
vedad que aqui los pixeles ten-
drén forma cuadrada.

1®1=0,1®0=1,000=0,0®0 =0,
1©0=1,1®1=0y0®1=1;

lo que proporciona el valor secreto original:
S=(010010D).

Si uno de los participantes quisiera recuperar el secreto
original utilizando solo su sombra, deberfa suponer cuil es
la sombra del otro participante. Para ello necesitarfa pro-
bar, en el ejemplo anterior, un total de 27 = 128 posibili-
dades (dos valores, 0 y 1, para colocar en 7 posiciones).

Después de hecha la presentacion, la actividad de los
alumnos consiste en dividirse en grupos de 3, de modo
que uno de ellos haga el papel de observador y constru-
ya un esquema parecido al presentado anteriormente. En
este caso, el secreto del observador puede plantearse
como la combinacién de una caja fuerte donde se encuen-
tran determinadas instrucciones que deberdn seguir los
otros dos participantes. Estos dos participantes deberdn
intentar por si mismos recuperar el secreto pensado por el
observador. Dado que no conseguirdn recuperarlo de
forma individual, deberin ponerse de acuerdo para com-
partir la informacién que posee cada uno de ellos y recu-
perar, de esta forma, el secreto del observador.

Enmascarando una imagen

Si en lugar de ocultar un nimero o un mensaje, lo que se
desea enmascarar es una imagen, en blanco y negro, esta-
mos ante la criptografia visual, que hace uso de los esque-
mas visuales umbrales (Nahor y Shamir, 1995; Stinson,
c.p.). Estos esquemas visuales siguen el mismo procedi-
miento que los esquemas de la actividad anterior, pero
con las siguientes caracteristicas:

1. El secreto S es una imagen formada por pixeles cua-
drados blancos y negros'®,

2. Las n partes o sombras en que se divide la imagen
secreta son otras tantas transparencias cada una con
una imagen que tiene el mismo tamafio y el mismo
nimero de pixeles que la imagen original.

3, La recuperacién de la imagen secreta se lleva a cabo
mediante la superposicién de m transparencias cua-
lesquiera, de modo que no es posible obtener la ima-
gen original con sélo m-1, o menos, de ellas.

La actividad ahora serd la de construir las sombras en que
se dividird una imagen, para después fotocopiar cada una
de las sombras en transparencias y proporcionar una
transparencia a cada participante. Con la superposicién de
determinado ntmero de transparencias se obtendrd la
imagen oculta, pero esto no se logrard superponiendo
menos transparencias.



Vamos a detallar cémo construir un esquema visual
umbral 2 de 2, de modo que podamos enmascarar una
imagen para luego recuperarla. Dado que el esquema es 2
de 2, la imagen se dividird en 2 sombras o transparencias,
una para cada uno de los participantes, de modo que nin-
guno de ellos pueda conocer ninguna informacién de
dicha imagen original a partir de la imagen que recibe, y
de tal manera que sélo se pueda recuperar la imagen ori-
ginal superponiendo las 2 transparencias en que se ha
dividido la imagen.

Para elaborar las sombras supondremos que la imagen
que hay que ocultar estd contenida en un rectidngulo, divi-
dido en pixeles. Los pixeles que definen la imagen secre-
ta serdn blancos y negros. Vamos, entonces, a enmascarar
la figura 7, que representa al namero .

Conviene sefialar que esta figura contiene muy pocos
pixeles, por lo que el proceso serd puramente ilustrativo,
sin buscar una buena definicién de la imagen resultante.
Mas adelante se presentaran otras imigenes enmascaradas
con el mismo protocolo pero definidas con més pixeles, lo
que hard que su definicién sea mucho mejor.

El esquema visual 2 de 2 para dividir la imagen secreta
consiste en enmascarar cada uno de los pixeles de la ima-
gen original en dos pixeles, cada uno de los cuales ocu-
pard en lugar del pixel original pero en cada una de las
sombras. Para llevar a cabo este enmascaramiento del
pixel original, cada uno de los pixeles de cada una de las
sombras estd dividido en dos semipixeles, la mitad blanco
y la mitad negro. El algoritmo para enmascarar cada uno
de los pixeles originales se ilustra en la figura 8.

Figura 7. Imagen secreta a ocultar

pixel probabilidad ] sombras . Si+5
p=05
p=05
8.a
pixel probabilidad sombras S8
p=0,5

1l

Figura 8. Enmascaramiento de un pixel original

19 El esquema visual umbral 2 de

2 anterior puede extenderse a
esquemas 2 de n vy, de forma
mas general, a esquemas visua-
les umbrales m de n. Sin embar-
go, las técnicas matematicas
empleadas en estos Gltimos son
mas complejas y no seran
comentadas aqui.

20 Por este motivo, los pixeles de

las sombras obtenidos no pro-
porcionan ninguna informacién
a los participantes sobre el
color del pixel original.

en un esquema 2 de 2

Si el pixel original es blanco, el obser-
vador lanza una moneda al aire, de
modo que si el resultado es cara, elige
como pixeles para cada una de las som-
bras los dos pixeles de la primera linea
de la figura 8.a; si el resultado es cruz
elige como pixeles para cada sombra
los dos pixeles de la segunda linea. De
forma andloga se procede para enmas-
carar un pixel negro, utilizando la figu-
ra 8.b. El algoritmo que se acaba de des-
cribir se ejecuta con cada uno de los
pixeles de la imagen secreta,

Antes de conocer las 2 sombras obteni-
das mediante el algoritmo anterior,
vamos a analizar las caracteristicas de
dicho algoritmo. Cada pixel enmascara-
do de la imagen original da lugar a dos
pixeles, uno para cada sombra. Cada
uno de estos nuevos pixeles estd dividi-
do en dos semipixeles uno blanco y el
otro negro. La obtencién de un semipi-
xel blanco-negro o negro-blanco tiene
la misma probabilidad (» = 0,5), y no
depende del color del pixel original®.
Ademads, como el proceso de enmasca-




ramiento de los pixeles es aleatorio,
pues depende del resultado de lanzar
~una moneda al aire, y los resultados
bbtenidos en cada prueba son indepen-
dientes, no se obtiene informacién adi-
cional si se observa un grupo de pixeles
en cualquiera de las sombras.

Por otra parte, cuando se superponen las
dos sombras (ver las columnas s, + s, de
las figuras 8.2 y 8.b) se obtiene, si el pixel
original era blanco, un pixel negro-blan-
co o blanco-negro, y un pixel negro si el
pixel original era negro. Por tanto, cuan-
do se superponen los pixeles de las som-
bras de un pixel original negro, se obtie-
ne un pixel negro en la imagen que se
recupera. Mientras que los pixeles blan-
cos pierden contraste por el hecho de
que el pixel que se obtiene al superponer
las sombras es negro-blanco o blanco-
negro y no completamente blanco?.

Después de las consideraciones anterio-
res sobre el algoritmo definido, si la
sucesién de caras (¢) y cruces (x) obte-
nida por el observador para enmascarar
cada uno de los 64 pixeles fue:

o) c C X | X [o} Cc X

Las sombras obtenidas son las que se
muestran en las figuras 9 y 10.

Las dos sombras serdn impresas o foto-
copiadas por el observador en dos
transparencias y entregadas de forma
secreta a cada uno de los dos partici-
pantes. Superponiendo las dos transpa-
rencias de las dos sombras anteriores, la
imagen original recuperada es la que se
muestra en la figura 1122,

Después de la presentacién anterior, la
actividad de los alumnos consiste en
dibujar una imagen con contrastes
definidos, utilizando pixeles cuadra-
dos, y luego enmascarar la imagen que
han elaborado.

...la actividad
de los alumnos
consiste
en dibujar
una imagen
con contrastes
definidos,
utilizando

pixeles cuadrados,

y luego
enmascarar
la imagen
que han
elaborado.

21 Esta pérdida de contraste en la

imagen obtenida al superponer
las sombras hace que se reco-
miende el uso de imégenes cla-
ramente definidas.

22 En la figura 11 se presenta la

imagen recuperada con dos
fonos para que se aprecie la
imagen original y la pérdida
de contraste. Ya se comentd
que la imagen elegida estaba
definida por muy pocos pixe-
les, con el obijetivo de prestar
la mayor atencién al procedi-
miento y éste no quedara
ensombrecido por la cantidad
de pixeles a enmascarar.

Figura 10. Sombra obtenida para el segundo participante

La actividad anterior se puede extender de forma sencilla
a esquemas visuales 2 de 3 mediante un algoritmo similar
al descrito anteriormente y utilizando las sombras que se
presentan en la figura 12.

A modo de ejemplo se presentan las sombras de otras ima-
genes, asi como las imdgenes recuperadas en cada caso
(figuras 13, 14 y 15).



Figura 11. Sombras de un pixel en un esquema 2 de 3

pixel 5, s s suma

Figura 12. Imagen secreta recuperada.

Intenciones educativas

Como ya hemos comentado en el inicio del articulo, la
principal intencién educativa que subyace al taller que se
propone es la de divulgar determinados aspectos de las
Matematicas, que quedan fuera de los contenidos de los
curriculos actuales, pero que no dejan de aparecer en los
medios de comunicacién y que son de absoluta actuali-
dad. En este caso, son aspectos matemdticos relacionados
con la seguridad de la informacién y de la criptologia,
pero que estin basados en conceptos matematicos cono-
cidos (o al alcance) de nuestros alumnos. Ademas, de esta
forma se trataria de «istematizar de alguna forma, algunos
de los juegos que han practicado nuestros alumnos (sin
saber que estaban haciendo Matematicas), como el de
enviarse mensajes secretos, utilizando para ello los mis
«sofisticados» métodos de cifrado.

..una forma
de presentar
la criptografia
a los alumnos
podria ser
algo asi como
la «ciencia
de las
matemdticas
¥ los ordenadores
con la presencia
de un adversario,
enemigo o espia,
lo que lleva
presente aspectos
relacionados
con el drama
y el suspense.
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Figura 14. Bandera canadiense

Por otra parte, hay que tener en cuenta
que una forma de presentar la cripto-
grafia a los alumnos podria ser algo asi
como la «iencia de las matemiticas y
los ordenadores con la presencia de un
adversario, enemigo o espia», lo que
lleva presente aspectos relacionados
con el drama y el suspense. Ademais, no
hay que olvidar que una de las cosas
que motivan mds a los alumnos de




Figura 15. Simbolo de victoria

cualquier edad es todo aquello que
tenga que ver con el hecho de derrotar
a los «malos» e incluso de jugar a «ser
uno de los malos».

En cuanto al nivel educativo en el que
se podrfa desarrollar este taller, cree-
mos que un lugar adecuado serfa en
cualquiera de los dos cursos del segun-
do ciclo de la ES., como una asignatura
optativa. Es cierto que algunas de las
actividades que se proponen podtian
ser llevadas a cabo en cursos anteriores,
pero creemos que para sacarles mayor
partido convendria que los alumnos
tuvieran un determinado bagaje cultu-
ral, que les permitiera comprender la
transcendencia de los problemas reales
y cotidianos que se esconden detrds de
las actividades que vayan a realizar:
cuestiones de economia local (pavi-
mentacion de calles y temas turisticos),
la responsabilidad de abrir la caja fuer-
te de un banco, enviar mensajes de
forma secreta, etc.

Con relacién a las cuestiones puramen-
fe matemadticas, conviene destacar que
aparecen dos asuntos bdsicos: el rela-
cionado con los conceptos mateméaticos
y el relativo a los aspectos metodologi-
cos. Los primeros aparecen de forma

Con relacion
a las cuestiones
puramente
matemdticas,
conviene destacar
que aparecen
dos asuntos
basicos:
el relacionado
con los conceptos
matemdarticos
y el relativo
a los aspectos
metodologicos.

clara en las actividades propias de la criptologia (a pattir
de la seccién quinta); mientras que los segundos aparecen
a lo largo de todas la actividades. Hemos pretendido que
en las primeras actividades (de las secciones primera a la
cuarta) no aparezcan conceptos matematicos claramente
definidos, de modo que a la hora de desarrollar la activi-
dad en cuestién, se haga especial hincapié en la metodo-
logia y en los aspectos diddcticos que lleva la propia acti-
vidad, de modo que los alumnos aprecien especialmente
los problemas que surgen y su planteamiento, y aborden
su solucion sin ideas preconcebidas.

Con relacién a los conceptos matemdticos, y por no hacer
una lista exhaustiva de los mismos, se puede mencionar
que aparecen los siguientes:

o estadisticos (determinacién de medias en la seccién
quinta, elaboracién de tablas de frecuencias en la sexta);

e de numeracidn (trabajar en base binaria con bits y
sumar ndmeros en esta base en las secciones sépti-
ma y novena).

e geométricos (giro y disefio de rejillas en la seccién
octava, con el anilisis de lo que podria llamarse seme-
janza de rejillas);

e de combinatoria (determinar el nimero de pruebas a
realizar para descubrir un secreto en la seccién novena);

e probabilisticos (lanzamiento de una moneda y discu-
sion de cuestiones de aleatoriedad, independencia y
equiprobabilidad de sucesos en la seccion décima);

Para terminar, cabe destacar la presencia en las actividades
de los siguientes aspectos metodolégicos:

e el trabajo en grupo (en la mayor parte de las acti-
vidades);

e la elaboracion de algoritmos y el andlisis de su correc-
to funcionamiento, apreciando que las soluciones que
se obtienen se acercan cada vez mas a la 6ptima (sec-
ciones primera, sexta y séptima);

e la propuesta de nuevos problemas, disefiados por los
propios alumnos (secciones primera, cuarta y sexta);

e apreciar la complejidad de algunos problemas mate-
miticos y su falta de solucién; notando que las
Matematicas no son algo acabado y que se pueden
presentar nuevos problemas, completamente actuales,
de facil comprension pero de dificil solucion (seccio-
nes primera y tercera);

o Ja utilizacién de diferentes estrategias para la resolu-
cién de problemas: de ensayo y error (secciones pri-
mera y segunda), aproximarse a la solucién de forma
sucesiva (seccion tercera), suponer el problema
resuelto (seccién cuarta), etc.

e interdisciplinariedad: Lengua (lectura de novelas de
Alan Poe y Julio Verne, con cuestiones criptoldgicas,




recomendadas en las secciones sexta y octava),
Idiomas (anilisis de las frecuencias de las letras en
otros idiomas y descifrado de mensajes escritos en tales
idiomas en la seccién sexta), Dibujo vy Disefio (elabo-
racién de imdgenes definidas por pixeles en la seccién
décima), Informatica (trabajo con el cédigo ASCII, bits
y pixeles en la seccion décima e implementacion de los
algoritmos diseflados en las distintas actividades).
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Proceso de elaboracion
de actividades geométricas ricas:
un ejemplo, las rotaciones

Nuria Gorgorio, Francesca Artigues,

Francesc Banyuls, David Moyano,

Nuria Planas, Montse Roca y Angel Xifré

En este arficulo presentamos
el proceso de reflexion de un
grupo de trabajo en el que
profesores de secundaria e
investigadores en educacién
matemdtica hemos
desarrollado y
experimentado una
secuencia de «actividades
ricas» en el dGmbito de la
geometria de las rotaciones.
Junto con el desarrollo del
concepto de «actividad
rica», presentamos la
revision de algunas
contribuciones procedentes
de la investigacion y
analizamos los resultados
fruto de su experimentacion
con alumnos de ESO.

A REFORMA: un buen contexto
para la recuperacién de la geometria
en la secundaria obligatoria

A menudo parece que existen verdaderas dificultades para
incorporar la geometifa en los curriculos efectivos de
matemadticas. La geometria ha ido quedando relegada en
los programas frente a otros aspectos de la educacion
matematica. Aseguramos un nivel de desempeno significa-
tivo en aritmética para todos los alumnos, pero descuida-
mos la geometria o, en el mejor de los casos, la reducimos
a calculos geométricos mecinicos de dreas o volGmenes.
Constatamos que mientras existe un curriculo estdndar ele-
mental para la aritmética y el algebra, no parece haber
consenso cuando se trata de fijar un curriculo elemental
para la geometria escolar.

Si bien en el curriculo intencional se acepta que los cono-
cimientos y habilidades geométricas son suficientemente
importantes para merecer un lugar en todos los niveles de
la educacién obligatoria, en el plano del curriculo desa-
rrollado no existe un acuerdo por lo que se refiere al con-
tenido y su secuenciacion en relacién a la geometiia que
debe ensefarse. El gran contenido algoritmico de la arit-
mética y del dlgebra conduce a que la ensefianza de estos
aspectos resulte mucho miés gratificante, tanto para profe-
sores como alumnos, que la de la geometria. Por otra
parte, a pesar de que son numerosas las actividades cono-
cidas para el desarrollo de determinados contenidos geo-
métricos, en general, los profesores tenemos dificultades
para secuenciatlos y organizarlos de forma global, contra-
riamente a lo que ocurre en la aritmética o el dlgebra cuya
secuenciacién parece algo natural. Ademds, la geometria
es una materia donde los procesos algoritmicos son pocos
v su interés radica en que nos permite plantear preguntas
que podran ser resueltas a través del dlgebra y la aritméti-



ca. Ademds, la falta de éxito que caracteriza las experien-
cias en geometria de tantos alumnos incita a los profeso-
res a considerar esta parte de las matemaiticas como de
menor importancia.

El ciclo se perpetia a través de la formacién del profe-
sorado. Los responsables de la formacién del profesora-
do de primaria encuentran extraordinariamente dificil
hacer evolucionar a sus alumnos con unas bases tan
pobres. Por otra parte, son pocos los profesores de
secundaria que durante su formacién han seguido cursos
de geometria, porque no estid contemplada en el curricu-
lo disefiado para su capacitacién desde los departamen-
tos universitarios. De esta forma, Gnicamente se consigue
perpetuar el circulo vicioso.

Las dificultades tanto en el curriculo intencional como en
el desarrollado repercuten directamente en el curriculo
adquirido (Robitaille y Dirks, 1982). Como consecuencia,
el conocimiento geométrico de los estudiantes al finalizar
la ensefianza obligatoria es, en general, desigual y escaso.
Por otra parte, alumnos muy capaces visualmente, pero
con poca habilidad para conceptos algebraicos y aritméti-
cos, se ven discriminados ante el desequilibrio actual entre
los distintos aspectos de la educacién matematica.

Ante esta situacién, la reforma educativa parece un buen
contexto para que la geometria euclidea recupere el espa-
cio en los curriculos de secundaria. Para que la reforma
suponga una reaccién a esta situacion deben presentarse
propuestas innovadoras de actuacion en el aula que ayu-
den a la creacion y ampliacién de significados para los
conceptos geométricos. Por otra parte, si bien es cierto
que con la reforma hay un énfasis en la geometria, no
queda claro en qué geometria. Aln estd por ver si la socie-
dad que querfa una aritmética y una dlgebra rutinarias
desea ahora simultanear una geometria creativa e intuitiva,
basada no sélo en productos sino también en procesos,
con una geometria de definiciones y teoremas. La reforma
s6lo serd un proceso de recuperacién si introduce una
geometrfa no reduccionista.

El grupo de trabajo Menaecme! nace como un grupo de
reflexion sobre el papel de la geometiia en la educacién
matemdtica de los alumnos de la ESO. El proceso de refle-
xion y conceptualizacion de la propia actuacién didictica se
inicia a partir de algunas cuestiones centrales: ;Cudl deberia
ser la geometria en la ensefianza obligatoria? ;Cudles debe-
rfan ser sus objetivos? ;COmo podemos aproximarnos a la
consecucion de estos objetivos? ¢Cudles son las metodolo-
gias actualmente validadas que nos dan pistas a seguir?
;Qué sentido tiene concentrarse en la geometria deductiva
si no hay geometria descriptiva y geometria visual?

Para analizar, desde una perspectiva curricular, las dis-
tintas formas de conceptualizar la geometria, partimos
de la interpretacion de la geometria descrita por Usiskin
(1987) como:

1

...la falta de éxito
que caracteriza
las experiencias

en geometria
de tantos alummnos
incita
a los profesores
a considerar
esta parte de
las matematicas
como de menor
importancia.

El grupo Menaecme es un
grupo de trabajo del ICE de la
Universitat de Barcelona que se
formé a inicios del curso 1996-
97. Los componentes del grupo
son: Francesca  Artigues,
Francesc Banyuls, Monise
Fontdevila, Javier Fraile, Noria
Gorgorié, David Moyano,
Noria Planas, Montse Roca y
Angel Xifré.

e Visualizacién, dibujo y construccidn
de figuras.

e Estudio de los aspectos espaciales
del entorno fisico.

* Medio para representar conceptos y
relaciones matemdticas cuyo origen
no es visual o fisico.

e Sistema matemadtico formal.

Esta conceptualizacion de la geometria
coincide con la propuesta de Bishop
(1982) en relacion a las actividades geo-
métricas que deberfan proponerse en el
aula para promover aprendizajes signi-
ficativos en los alumnos. Este autor
sugiere que en las aulas se utilicen,
entre otras, mis actividades relaciona-
das con problemas cotidianos que utili-
cen ideas geométricas, la reduccién y la
representacion del entorno fisico, la uti-
lizacién de recursos verbales para des-
cribir el espacio y el disefio de las pro-
ducciones humanas.

La reflexién en torno a nuestra expe-
riencia como profesores de matematicas
nos lleva a aceptar el hecho de que tra-
dicionalmente la ensefianza de la geo-
metria en la secundaria ha sido de natu-
raleza axiomitica, reduciendo los cuatro
aspectos mencionados por Usiskin a un
enfoque unidimensional. Entendemos
que este enfoque impide el desarrollo
completo de capacidades que deben ser
desarrolladas en toda educacion obliga-
toria (NCTM, 1982):

e Identificar, describir, comparar, mode-
lar, dibujar y clasificar figuras geomé-
tricas de dos y tres dimensiones.

e Desarrollar el sentido espacial.

e Explorar los efectos de transformar,
combinar, subdividir y cambiar las
figuras geométricas.

e  Comprender, aplicar y deducir pro-
piedades de las figuras geométricas y
de las relaciones entre ellas, inclu-
yendo la congruencia y la semejanza.

e  Apreciar la geometria como medio
para describir y modelar el entor-
no fisico.

e Explorar diversas aproximaciones a
la geometria.



Después de una fase inicial de detec-
cion de necesidades e intereses en rela-
cién a la ensefianza de la geometria en
[a etapa 12-16, iniciamos un proceso de
elaboracion de una propuesta de imple-
mentacion teniendo en cuenta las apor-
taciones de los estudios tedricos en este
campo, y los recursos y materiales di-
dicticos existentes en nuestro entorno,
en busca de secuencias de actividades y
situaciones didacticas que faciliten el
aprendizaje de determinados conceptos
geometricos.

En esta primera fase de trabajo del
grupo elaboramos una propuesta de
implementacién, actualmente en proce-
so de experimentacion y revision. En
este articulo queremos presentar no
tanto las actividades y secuencias elabo-
radas como producto, sino el proceso
de anilisis y experimentacién seguido y
nuestras primeras conclusiones ya que
creemos que éste puede ser utilizado
como modelo de reflexién por otros
profesores en situaciones parecidas y
con inquietudes anilogas.

A lo largo de todo el proceso hemos
podido contar con la inestimable cola-
boracién de expertos internacionales de
reconocido prestigio? que, con su parti-
cipaciobn en nuestras discusiones, han
aportado elementos de reflexion tedrica
y su experiencia como dinamizadores
de grupos de profesores trabajando en
propuestas de innovacién geométrica
en el aula.

«Actividades» ricas
en geometria®

Bishop (1988) desarrolla un modelo de
curriculo pedagbgico a partir de tres
componentes: el componente simboli-
co/conceptual, el componente aplica-
ble/social y el componente estructu-
ral/cultural. En un ndmero anterior de
esta misma revista (Bishop, 1998)
puede encontrarse una sintesis de los
constructos a los que se refieren los dis-
tintos componentes y las estrategias
pedagdbgicas para enseflar estos compo-
nentes en clase.

2 A. Bishop {Monash University,

Australia), B. Bolt (University of
Exeter, Gran Brefafia), K.
Clements (University of Brunei,
Brunei Darussalam), P. Hilton
(SUNY at Binghamton, USA),
R. Hershkowitz (Weizmann
Institute, Israel), B. Parzysz
{Univesité de Metz, Francia), J.
Pedersen  {Santa  Clara
University, USA) y Norma
Premeg {Florida State
University, USA). A todos ellos
queremos manifestarles nuesiro
agradecimiento tanto por su
contribucién académica como
su apoyo personal. También
nuestro agradecimienio  al
Cenire de Recerca Matemadtica,
Institut d’Estudis Catalans por
haber financiado el proyecto
TIEM98 que nos permitié tra-
bajar con todos ellos durante
su visita a nuestro pais.

El desarrollo del concepto
«actividad rica» aparece tam-
bién en un arficulo publicado
con anterioridad en esia misma
revista {SUMA, 30) «Fiayaz en
clase de matematicas: un
ambiente de resolucion de pro-
blemas», de N. Planas, X.
Vilella y N. Gorgorié, ya que
dicho concepto fue uno de los
temas de debate de los grupos
de trabajo del proyecto
TIEM98, en los que participa-
ron los distintos autores de
ambos arficulos.

A partir de este punto ufilizamos
el término actividad geoméirica
en el sentido establecido por
Bishop (1988} de acfividad mate-
mética correspondiente al com-
ponente simbdlico/conceptual.

Nuestra propuesta de implementacion tiene en cuenta los
tres componentes y contiene por lo tanto propuestas de
actividades, proyectos e investigaciones geométricas. A
pesar de ello, creemos importante explicitar que nos resul-
ta mucho mas facil organizar nuestro debate curricular a
partir del establecimiento de los que creemos conoci-
mientos geométricos bisicos para la etapa 12-16.

Sin embargo, al referirnos a conocimiento geométrico con-
sideramos, tal como afirman Gorgorié y Bishop (1998), no
Gnicamente conocimiento de conceptos y significados sino
también desarrollo de habilidades y procedimientos, ya
que habilidades y procedimientos deben integrarse en
estructuras de conocimiento Gtiles y significativas. Desde
este punto de vista nuestra interpretacion de lo que debe-
tfa ser el componente simbdlico conceptual de la geome-
tria en la escolaridad obligatoria puede resumirse en el
esquema de la figura 1.
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Figura 1. Relaciones entre los distintos fipos de contenidos

Centrindonos en la basqueda de actividades* geométricas
para la ensefianza de los conocimientos basicos estableci-
dos, nuestro debate gira en torno a las condiciones que
debe reunir una actividad geométrica para poder ser con-
siderada una «actividad rica.

Desarrollando la propuesta de Broomes (1989), considera-
mos como «actividad rica» aquella que:

e estd relacionada con el contenido curricular tanto en
el curriculo intencional como en el curriculo que se
tiene que desarrollar;

e permite establecer conexiones entre distintas dreas del
curriculo dentro o fuera de las matemaiticas con lo
cual amplia la imagen de las ideas matemdticas y
desarrolla significados;




e sirve como introduccién y motivacién para un conte-
nido bisico y, por lo tanto, su presencia en el curri-
culo desarrollado estd justificada;

° supone un reto para la mayorfa de los alumnos ya que
incluye una gradacién de dificultades para diferentes
ritmos de aprendizaje, partiendo de las posibilidades
de todos los alumnos y permitiendo su expansién
para los mas rapidos;

e facilita la implicacién de todos los alumnos, ya que
permite que el alumno pueda establecer conexiones
con el contexto de fuera del aula;

» es flexible, permitiendo al alumno que establezca
relaciones entre sus conocimientos para poder apli-
carlos;

e pretende no Gnicamente la blsqueda de respuestas
correctas sino también que los alumnos generen bue-
nas preguntas;

e finaliza cuando el alumno es consciente de sus apren-
dizajes, reflexionando, interiorizando estableciendo
relaciones tanto con aprendizajes anteriores como con
vivencias de fuera del aula.

Es evidente que conseguir una actividad que cumpla todas
estas condiciones es algo dificil. Sin embargo, considera-
mos que como profesores debemos plantearnos el reto de
proponer a nuestros alumnos actividades que se acerquen
al maximo a las condiciones propuestas.

Procesos de resolucién de actividades
en que la transformaciéon geométrica
es una rotacion en el espacio

Tal como afirmdbamos en el primer apartado, durante el
proceso de elaboracién de nuestra propuesta de imple-
mentacién tenemos en cuenta las aportaciones de las
investigaciones en el campo de la educacién geométrica,
en particular aquellas que contribuyen a la comprensién
de los procesos de resolucién por parte de los alumnos de
las propuestas a implementar. Dado que las actividades de
la secuencia didictica que presentamos requieren una
rotacion en el espacio, los resultados de Gorgorit (1995 y
1998) han contribuido en gran manera tanto al plantea-
miento de las actividades como a su experimentacién y su
andlisis, facilitando el proceso de interpretacién de los
procesos de resolucion y las dificultades de los alumnos.
Presentamos a continuacién algunas de las aportaciones
de los trabajos citados con la intencion de facilitar la com-
prension de los planteamientos del grupo de trabajo.

El constructo visualizacién aparece no Gnicamente en la
mayoria de estudios acerca de las habilidades espaciales,
sino también en muchas de las investigaciones relaciona-

El constructo
visualizacion
aparece
1o tunicamente
en la mayoria
de estudios acerca
de las babilidades
espaciales,
sino también
en muchas de las
investigaciones
relacionadas
con los procesos
de resolucion
de problemas
de matemdticas
en general.

das con los procesos de resolucién de
problemas de matemdticas en general.
Gorgorié recoge y amplia los estudios
existentes hasta el momento en relacién
a las habilidades necesarias para la reso-
lucion de tareas geométricas que
requieren una rotacidén en el espacio.
Esta autora, propone analizar las estra-
tegias que los alumnos utilizan en la
resolucién de dichas tareas desde tres
puntos de vista: el origen y la organiza-
cion de la informacién utilizada, el
modo de. representacion mental y el
foco de atencién. A partir de estos tres
puntos de vista, para cada alumno y en
cada actividad, pueden distinguirse la
estrategia de estructuracion, la estrate-
gia de procesamiento y la estrategia de
aproximacion utilizadas consideradas
no como tres tipos distintos de estrate-
gias cognitivas sino como tres aspectos
distintos del proceso de resolucién
seguido por el alumno.

En este articulo nos centramos en las
aportaciones de los trabajos citados en
relacién a las estrategias de procesa-
miento dado que son las que influyen
en nuestro proceso de formulacion de
las actividades y su gestion en el aula. El
lector puede encontrar informacién més
amplia en las publicaciones citadas.

Para el anilisis de las estrategias de pro-
cesamiento se considera el proceso de
resolucién del alumno desde el punto
de vista del tipo de representacién men-
tal utilizada. Se parte de la hipotesis de
que la resolucién de cualquier problema
matematico requiere razonamiento 16gi-
co. Ademds, si todas las actividades que
se presentan a los alumnos utilizan
soporte visual, el factor que determina
el tipo de estrategia de procesamiento
del alumno es si utiliza 0 no imdgenes
mentales visuales como elemento clave
del proceso de resolucion.

Las estrategias de procesamiento pueden
caracterizarse como visuales o no visua-
les. Una estrategia de procesamiento se
considera visual, cuando el alumno basa
su proceso en la imaginacion de alguno
de los aspectos siguientes: el contexto
de la actividad, una rotacién o un cam-
bio de posicién ya sea del objeto o del



propio sujeto. En caso contrario, se con-

sidera la estrategia de procesamiento del
alumno como no visual. Entre las estra-
tegias de procesamiento no visual, son
importantes las caracterizadas como
estrategias geométricas, aquellas en que
el alumno resuelve la actividad sin ima-

k ginar ninguna situacién, basindose en
hechos relacionados con las propieda-
des geométricas que conoce.

Entre los resultados de los trabajos men-
cionados, un aspecto remarcable desde
el punto de vista de su aplicabilidad en
el aula es la constatacién del importan-
te papel de las caracteristicas de la acti-
vidad como factores que influyen ‘en los
procesos de resolucién de los alumnos,
en sus dificultades y sus errores. Entre
las caracteristicas de una actividad sus-
ceptibles de condicionar los procesos
de resolucién que van a utilizar los
alumnos se encuentran la forma de pre-
sentacién (lenguaje y codigos visuales
utilizados), el requerimiento geométrico
(proponiendo la situacién de forma
estitica o dindmica), la forma de res-
puesta (verbal, grifica o construccién),
el contexto de la actividad (proximo o
no a la experiencia del alumno) y la
accién requerida (accién mental o fisica
que el alumno debe efectuar para resol-
ver la actividad).

Posiblemente, la caracteristica mis inte-
resante desde el punto de vista del tema
que aqui tratamos, sea la accidén reque-
rida por la actividad. Segtn Leinhardt y
otros (1990) la accién requerida puede
ser de interpretacion o de construccion.
La accién requerida por una actividad es
de interpretacién cuando el alumno
debe dar sentido u obtener informacién
partiendo de un objeto o su representa-
Cion, requiriendo reaccionar frente a
una accion geométrica presentada como
finalizada. La accién requerida es de
construccion cuando el alumno debe
generar un nuevo objeto, ya sea cons-
truyéndolo o dibujindolo. Dado el obje-
to inicial el alumno debe producir el
objeto final, efectuando la transforma-
cidn geométrica, manipulativa o mental-
mente, sobre el objeto inicial para gene-
rar un nuevo objeto, real, no imaginado.
De acuerdo con estos autores, las activi-

...las actividades
que se presenten
a los alummnos
deben ser
suficientemente
variadas
en su enunciado,
ya que
las caracteristicas
de las actividades
condicionan
710 Uunicamente
el éxito o fracaso
de los alumnos
sino también
los procesos
de resolucion
seguidos
y las dificultades
encontradas.

dades de construcciéon requieren, a menudo, de un cierto
grado de interpretacién, aunque no a la inversa.

Gorgorié (1995), intentando dar respuesta a la necesidad
de ayudar a los alumnos a superar las dificultades en los
procesos de resolucion sin que éstos deban renunciar a
sus propios procesos de resolucién, hace distintas consi-
deraciones en relacion a la gestién en el aula de este tipo
de actividades. A continuacién presentamos algunos de
los aspectos a tener en cuenta en el momento de elaborar
y desarrollar propuestas para el aula.

En primer lugar, las actividades que se presenten a los
alumnos deben ser suficientemente variadas en su enun-
ciado, ya que las caracteristicas de las actividades condi-
cionan no Gnicamente el éxito o fracaso de los alumnos
sino también los procesos de resolucion seguidos y las
dificultades encontradas. Ademas, como profesores debe-
mos ser conscientes que también nosotros tenemos prefe-
.rencias en la utilizacion de determinados tipos de estrate-
gias, preferencias que posiblemente son distintas de las de
nuestros alumnos. Tal como afirma Presmeg (1986, 1999),
estas diferencias pueden provocar interferencias y ser
fuente de conflictos. Por lo tanto, es necesario poner los
medios para que los alumnos conozcan la existencia de
posibles estrategias distintas, y puedan compartirlas con el
profesor y sus compafieros. Ademds, consideramos
imprescindible que el profesor promueva no tnicamente
la explicitacion de las estrategias utilizadas por el alumno,
sino que acepte como vilidas las que conduzcan a resul-
tados correctos, independientemente de si coinciden o no
con las propias. De esta forma facilitamos también la posi-
bilidad de que los alumnos descubran los errores resulta-
do de la aplicacién de sus propias estrategias. Por todo
ello, creemos que como fuente de riqueza es importante
el trabajo en grupos pequenos, formados por alumnos que
prefieren utilizar estrategias distintas.

Si las estrategias de procesamiento geométrico pueden ser
facilmente explicitadas en puablico, no ocurre lo mismo
con las de procesamiento visual, ya que la exteriorizacién
de las imdgenes visuales mentales utilizadas comporta, a
menudo, grandes dificultades. En primer lugar, para favo-
recer la utilizacién de estrategias de procesamiento visual,
se propone que el profesor acepte como estrategia vilida
el hecho de imaginar si conduce a resultados correctos,
independientemente de si el alumno puede o no explicar
en qué consisten sus imagenes mentales. Con la intencién
de ayudar a los alumnos a superar los posibles errores
debidos a la aplicacion de estrategias de procesamiento
visual se propone que se den oportunidades suficientes a
los alumnos de contrastar manipulativamente el resultado
de las acciones previamente imaginado.

Algunos de los errores de los alumnos surgen durante la
interpretacion del enunciado de la actividad o en la expli-
citacion de la respuesta. Tanto el enunciado como la res-
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puesta de la actividad pueden tener contenido figurativo
(objetos reales o representaciones) y/o verbal. Para mejo-
rar los aspectos relacionados con la informacién verbal
referida a objetos, relaciones y transformaciones geométri-
cas se propone que el profesor utilice correctamente el
lenguaje geométrico especifico y fomente la correccién en
el que utilizan sus alumnos.

Finalmente, en relacién a la informacién transmitida a tra-
vés de descripciones grificas o con modelos, se sugiere
que debe hacerse una introduccién adecuada a la utiliza-
cion de los distintos codigos de representacion, tal como
propone Parzysz (1988). De este modo, creemos que no
debe darse por supuesto que los alumnos entenderin y
sabran utilizar una determinada representacién de un
objeto simplemente por el hecho de haberla visto repeti-
das veces. Es necesario, por lo tanto, justificar y analizar
las convenciones propias de los codigos utilizados, pro-
poniendo a los alumnos que los utilicen para representar
distintas situaciones, contrastando la representacion con el
modelo, que creen nuevos coédigos y los expliquen, hecho
que facilitara la comprension de la idea de codificar.

Proceso hacia una secuencia
de actividades ricas

El proceso de reflexién sobre nuestra practica docente nos
lleva a la conclusion de que, a menudo, las actividades
relacionadas con el componente simbélico/conceptual
sugeridas por el curriculo intencional y que aparecen en
el curriculo desarrollado cumplen potencialmente ya
varias de las condiciones requeridas para poder ser consi-
deradas actividades ricas. Por otra parte, caracteristicas
como la posibilidad de establecer conexiones o de incor-
porar conocimientos no escolares, la adecuacion a los dis-
tintos ritmos, la motivacién, la posibilidad de generar pre-
guntas y la reflexién que permiten la interiorizacién del
aprendizaje, son frecuentemente aspectos condicionados
por la gestién de la actividad por parte del profesor y la
interaccién entre contenido y alumno y, por lo tanto,
dependen de la actuacion docente. Por todo ello, las acti-
vidades de nuestra propuesta de implementacién no son
necesariamente actividades totalmente nuevas, sino que
algunas de ellas, en particular las que presentamos, son
actividades publicadas en distintos textos, planteadas en el
aula desde un nuevo punto de vista, ya que nuestra inten-
cion es reflexionar sobre un proceso de enriquecimiento.

Tal como ya hemos expuesto anteriormente, una de las
preocupaciones del grupo es la frecuencia con que se
interpreta como conocimiento geométrico el conocimien-
to de conceptos y significados, olvidandose el desarrollo
de habilidades y procedimientos. Por este motivo, las acti-
vidades de la secuencia didictica que presentamos estin

...las actividades
de la secuencia
diddctica
que presentamos
estan relacionadas
con el estudio
de las proyecciones
Y responden
a objetivos
relacionados
con el desarrollo
de habilidades
Y procedimientos
de representacion
e interpretacion y
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visual
del espacio
tridimensional.

5 la actividad ntmero 1 procede
del «Taller de intucién espa-
cial» de Floreal Gracia Alcaine
(19958h). Las actividades 2 y 3
proceden de Imégenes, de
Floreal  Gracia  Alcaine
(19954, paginas 30 y 93.

relacionadas con el estudio de las pro-
yecciones y responden a objetivos rela-
cionados con el desarrollo de habilida-
des y procedimientos de representacion
e interpretacién y de procesamiento
visual del espacio tridimensional.

El titulo genérico adoptado para la
secuencia didactica es «vistas». El nom-
bre nos parece adecuado ya que, en
definitiva, la representacién plana de
un objeto, o de una composicién espa-

- cial, requiere de una proyeccién del

espacio, y la palabra ista» resulta
comprensiva para el alumno ya que
puede relacionarla con sus conoci-
mientos de dibujo y con experiencias
de la vida no escolar.

En el momento de fijar el contenido de
una actividad y programar su gestién en
el aula deben fijarse, de forma concreta,
sus objetivos. Para esta secuencia de
actividades los objetivos son:

e localizaciébn y orientaciéon (utiliza-
cién de sistemas de referencia);

e interpretacidbn y construccidén de
representaciones bidimensionales
de objetos y situaciones tridimen-
sionales (proyecciones);

e utilizacion de estrategias de proce-
samiento visual y de procesamiento
geométrico;

e utilizaciéon e interpretacion de codi-
gos (codigos concretos y significa-
do del concepto de codificacién).

La propuesta de trabajo de la que parti-
mos estaba compuesta por 3 activida-
des’®, concretamente:

El café (figura 2)

Esta actividad requiere una rotacion en
el espacio a partir de representaciones
planas en las que intervienen cédigos
distintos. Puede ser resuelta a través de
una estrategia de procesamiento geomé-
trico o de una estrategia de procesa-
miento visual en la que el alumno ima-
gina una rotacién ya sea del objeto o
del propio sujeto. De acuerdo a la
caracterizacion establecida en la seccién
anterior, esta es una actividad de inter-
pretacion planteada estiticamente,



Actividad 1

taula.

Es tracta d'imaginar un cos des d’un angle diferent al qual es veié, la qual
cosa permet desenvolupar la capacitat infuitiva, d'imaginacié y ubicacié.
En Joan, la Laia, en Pere y la Mercé han anat a prender un café. Els quatre
amics s’han assegut en una butaca al voltant d’una taula. Tots tenen una vista
diferent del objects que hi ha al damunt de la taula.

Identifiqueu la vista particular de cada amic dels objectes que hi ha sobre la

Figura 2

Paseando en barco (figura 3)

Igual que en el caso anterior requiere
una rotacién en el espacio a partir de
representaciones planas en las que
intervienen codigos distintos v puede
ser resuelta a través de una estrategia
de procesamiento geométrico o de una
estrategia de procesamiento visual. De
acuerdo a la caracterizacion establecida
en la seccién anterior, esta es una acti-
vidad de interpretacion planteada dina-
micamente. Por otra parte, para la reso-
- lucién de esta actividad es necesario

. que los alumnos vean la necesidad de

6 La actividad nimero 4 procede
del «Taller de intucién espacial»
de Floreal Gracia Alcaine
(19958). La actividad nimero 5
procede de Imdgenes, de
Floreal Gracia Alcaine {19954},
pagina 26.

codificar las fotografias para ordenarlas. Ademais de
establecer el orden en que fueron tomadas las foto-
grafias que depende del sentido del movimiento, es
necesario indicar la posicién y la direccién en que
fue tomada cada una de ellas, con lo cual es nece-
sario la utilizacién de un tercer tipo de sistema de
codificacion

Una isla (figura 4)

La tarea planteada en esta actividad requiere, una
vez mas, poner en juego estrategias de procesa-
miento visual y geométrico, coordindndolas, y
requiere ubicarse en el espacio. Ademds requiere un
cambio de orientacidén, no (nicamente sobre un
plano, sino en el espacio, ya que es necesario con-
siderar en la respuesta puntos de vista situados en el
nivel del mar. De acuerdo a la caracterizacién esta-
blecida anteriormente, esta es una actividad de
construccién planteada dindmicamente siendo la
inversa de la anterior.

Analizadas la secuencia formada por las 3 primeras
actividades, teniendo en cuenta sus caracteristicas, la
consideramos incompleta. Creemos que para facilitar
los objetivos pretendidos es necesario completar la
secuencia con una actividad de construccion en una
situacién estitica y una actividad de interpretacién
en una situacién estitica con un mayor nivel de difi-
cultad ya que las caracteristicas de la actividad con-
dicionan el tipo de estrategias de procesamiento que
los alumnos ponen en juego. A partir de esta necesi-
dad se incluyen dos actividades® mis:

Las casas (figura 4)

Dada la representacién de una composicion en el
espacio, utilizando distintos codigos, esta actividad de
interpretacién en una situacién estitica requiere iden-
tificar las direcciones desde donde se han tomado los
distintos puntos de vista y para su resolucién hay que
poner en juego estrategias de procesamiento visual y geo-
métrico, ubicarse en el espacio y utilizar diferentes codigos.

El pueblo (figura 5)

Partiendo de representaciones de un grado de realismo
semejante al de la fotografia, la actividad requiere dibujar
una proyeccién plana de una composicién en el espacio.
La tarea planteada requiere poner en juego estrategias de
procesamiento visual y geométrico y ubicarse en el espa-
cio. De acuerdo a la caracterizacioén establecida anterior-
mente, esta es una actividad de construccién planteada
estaticamente. En el momento de incluirla en la secuencia,
acordamos que si los alumnos manifiestan serias dificulta-
des permitiremos la construccién de maquetas para facili-
tar el proceso de resolucién.



Actividad 2

El mapa és una part de I'area costsanera de la mar Mediterrania.

H Maline

lgiesia

El capitd d'un vaixell que passa prop de la costq, realitzé algunes fotogra-
fies de construccions que li agradaren. Malauradament, les fotografies cai-
gueren y es barrejaren. En quin odre foren efectuades les fotografies?

Figura 3

Las actividades de la secuencia didéctica que nos propo-
nemos analizar son ya a priori actividades ricas. Responden
a objetivos generales de la etapa, con lo cual estin direc-
tamente relacionadas con el curriculo intencional y res-
ponden a la introduccién de lo que hemos considerado un
contenido bisico del componente simbélico/conceptual.
Ademds, permiten establecer conexiones, con otras dreas
del curriculo (educacién visual y pldstica, tecnologia y
ciencias sociales), con otros contenidos matematicos
(angulos, sistemas de referencia, giros, simetrias, movi-
mientos...) y con la experiencia no escolar de los alumnos
dado el contexto en que se plantean. La gestion de las acti-
vidades en clase, que justificamos y describimos en la sec-
cidn siguiente, completan los aspectos que nos permiten
considerar que esta propuesta contiene lo que llamamos
actividades ricas.

Tanto
la observacion
directa como
el cuestionario
tenian el objetivo
de contrastar
el aprendizaje
esperado por
el profesor con
lo que el alumno
realmente
aprendia.

Experimentacion
de la secuencia

Disefiadas las actividades se llevan al
aula para su experimentacién con dis-
tintos grupos de alumnos. El objetivo de
la experimentacion era doble. Por una
parte, analizar su validez como activida-
des ricas y, por otra, conocer las estra-
tegias y las dificultades de los alumnos.
Para ello elaboramos unas pautas de
observacion en clase y un cuestionario
para el alumno que nos permitiera reco-
ger la informacién deseada a partir de
las respuestas de los estudiantes a nues-
tras cuestiones. Tanto la observacion
directa como el cuestionario tenian el
objetivo de contrastar el aprendizaje
esperado por el profesor con lo que el
alumno realmente aprendia. Se preten-
dia establecer las orientaciones y las
preguntas que como profesores debia-
mos dar y plantear para conseguir que
el aprendizaje real del alumno fuera sig-
nificativo y aplicable. Nuestro objetivo
era determinar cémo la intervencién del
profesor podia facilitar que el estudian-
te fuese capaz de establecer conexiones
ricas entre los conocimientos necesarios
para, o adquiridos durante, la resolu-
cién de las actividades y los conoci-
mientos poseidos, procedentes tanto
del conocimiento académico, matemati-
co o no, como de su experiencia en la
vida no académica.

El cuestionario y la tabla de observacion
estaban destinados a recoger informa-
cién sobre:

e la comprensiéon de la tarea pro-
puesta en la actividad;

e las estrategias utilizadas por los
alumnos;

e las dificultades que encuentran;

* los conocimientos matematicos que
ponen en juego;

e las relaciones que establecen con
conocimientos no matematicos;

e las conexiones con situaciones no
escolares;

¢ aquello que los alumnos creen que
han aprendido;,



Actividad 1

Durant un crever, visiteu una bonica illa y, per tal de veure-la millor, la rode-
gue completamet amb el vaixell.

En el recorregut, feu quatre fotografies des de punts diferents. Podrieu dibui-
xar el que es veuria en cadascuna de les fotografies?

Actividad 4
En aquesta situacié, determineu quines vistes corresponen a cada punt.
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Figura 4

* la valoracién de las actividades y las
propuestas de cambio.

Para ello, por ejemplo, el cuestionario
contenfa preguntas como: ¢Has com-
prendido el enunciado, palabras y
representaciones? ;Co6mo has resuelto la
actividad? /Te has fijado en algtn deta-
lle en especial? ;Te ha recordado alguna
situacion vivida? Has utilizado algin
dibujo para resolverla? ;Has imaginado
alguna situacién concreta? ¢Cudl? ;Has
utilizado algo que habias aprendido en
clase de matematicas o de otras asigna-
turas? ¢Te has «atascado» en algln
momento? (Cudndo y por qué? ;Qué
crees que has aprendido? (Qué valora-

cion darfas a la actividad? ;Qué aspectos crees que
deberian cambiarse?

La experimentacién de las actividades se desarrollé
en distintos grupos clase, de diferentes niveles, en
los que el profesor era miembro del grupo de traba-
jo. En general, se dejan al profesor las decisiones
relativas a la organizacion de la clase en funcion del
método con el que los alumnos estin mas familiari-
zados. De esta forma, los alumnos trabajan o bien en
pequefio grupo, o bien individualmente aunque, en
este caso, se les permite comentar y discutir entre
ellos. En todos los casos, la secuencia se cierra con
una puesta en comun. En general, las actividades no
tienen relacion con la programacién de matemdticas
seguida en el momento en que se realizan y se pre-
sentan a los alumnos como actividades experimenta-
les que se estdn desarrollando en un grupo de IES,
como parte de un trabajo de innovacién en el aula,
y se les pide su colaboracién.

El papel del profesor consiste, en general, en pre-
sentar las actividades, responder y orientar a los
alumnos, aunque sin datles la respuesta, y conducir
una reflexién final en un marco més amplio de reso-
lucién de problemas y habitos de trabajo y estudio.
El material del que disponen los alumnos son los
instrumentos habituales de dibujo y el material de
aula. En relacion a la evaluacion formal, la que se
comunica a los alumnos, se considera, por una
parte, la realizacién correcta de la actividad y, por
otra, tanto las estrategias y procedimientos utilizados
como las conexiones entre conceptos establecidas
por los alumnos.

Las actividades se pasaron a dos grupos de 2.° de
ESO del IES Voltrera de Abrera, dos grupos de 4.° de
ESO del IES Pompeu Fabra de Martorell, un grupo de
4.° de ESO del IES Jaume I de Salou, un grupo de 4.°
de ESO del IES Gabriel Ferrater de Reus y un grupo de
alumnos de 4.° de ESO del IES Dolors Mallafré de Vila-
nova i la Geltra.

A continuacién presentamos, para cada una de las activi-
dades, un resumen de las estrategias de los alumnos, asi
como el nivel de éxito, en el sentido de «ompletacion
correcta de la actividads, y la valoracién asignada por los
alumnos a las distintas actividades,

El café

En relacién a las estrategias mds comunes, la mayoria de
los alumnos afirma haber imaginado estar en la situacién
de los personajes y algunos afirman haberse fijado en el
asa de la cafetera como punto de referencia. Por lo que se
refiere a las relaciones establecidas con otras situaciones,
algunos alumnos dicen que la distribucién de los perso-



Actividad 5

Disposem de quatre fotografies d'un poble. Podrieu dibuixar-ne el planol2

Figura 5

najes es aniloga a la de los participantes en un juego de
naipes. Los alumnos mds jévenes valoran con una pun-
tuacién muy alta esta actividad, sin embargo gran parte de
los mayores la valoran poco, posiblemente por conside-
rarla demasiado fécil. El nivel de éxito alcanzado por los
alumnos en esta actividad es considerablemente alto.

Paseando en barco

La mayoria de los alumnos afirman resolver la actividad
imaginando el desplazamiento del barco fijando la posi-
cién de alguno de los edificios, en particular, el molino.
Los alumnos explicitan que necesitan conocer el sentido
del desplazamiento y, en general, lo toman de izquierda a
derecha. Los alumnos refieren que la situacién les recuer-

da a la de un viaje en barca o en coche.
Una gran mayoria de los alumnos de 4.°
resuelven el problema, mientras que
entre los jovenes el éxito no llega al
50%. Esta actividad es valorada positiva-
mente tanto por los alumnos de 2.°,
como por los de 4.°, siendo estos Glti-
mos quienes la valoran mas.

Una isla

De los alumnos de 2.° casi la mitad
dibujan edificio por edificio, como
estrategia comoda frente a una tarea
que no saben como atacar y los demis
intentan resolverlo utilizando los codi-
gos de la perspectiva, aunque, en gene-
ral, el resultado es pobre. La mayoria de
los de 4.° resuelven correctamente la
actividad, o bien imaginando la situa-
cién o bien construyendo una maqueta
que la represente con los materiales dis-
ponibles en el aula. En general, los
alumnos manifiestan que la falta de cali-
dad en el dibujo dado en la actividad
resulta una dificultad para su trabajo. La
situacion les recuerda un viaje en coche
y, a algunos, la ciudad donde estd su
centro. S6lo los alumnos mayores valo-
ran bien esta actividad, aunque su pun-
tuacién no es la maxima.

Las casas

Los alumnos que resuelven la actividad
dicen que imaginan que estin situados
en la posicion indicada por las flechas,
y utilizan coédigos simboélicos (letras y
numeros) para indicar las respuestas.
El éxito entre los alumnos de 2.° no
llega al 50%, mientras que entre los
mayores es muy alto. Una vez mis,
Gnicamente los alumnos mayores valo-
ran bien esta actividad, aunque su
puntuacion no es la mixima

El pueblo

La mayorfa de alumnos de 2.° abandona
rapidamente la actividad y los pocos
que lo intentan no consiguen resolverla
correctamente, También para los alum-
nos de 4.° esta actividad resulta dificil,
menos de la mitad la resuelven con
éxito. Para ello utilizan distintas estrate-
gias, imaginar la situacién vista desde



un punto determinado o la imagen en
movimiento, construir una maqueta con
¢l material disponible en el aula o com-
parar la situacion con una real. A pesar
de su dificultad, la actividad es muy
bien valorada entre los grupos de los
~mayores y les motiva,

Observaciones
y resultados

Las actividades propuestas motivaron a
los alumnos, ya que permiten su creati-
vidad, sin tener que restringirse a un
proceso de resolucién algoritmico, pre-
viamente establecido y dirigido. En
general, los alumnos se manifiestan muy
creativos, inventando estrategias y pro-
cedimientos, muchos de ellos realmente
sorprendentes para el profesor.

Sin embargo, la mayoria de las veces
son incapaces de describir, de forma
rigurosa, sus procesos de resolucién,
posiblemente porque no son conscien-
tes de ellos. Por ello, la clasificacion de
las estrategias que utilizan no es mas
que el resultado de nuestra interpreta-
cién, a partir del conocimiento tedrico,
de las preguntas y comentarios que los
alumnos hacen, y de la observacion de
sus procedimientos explicitos. De esta
forma, observamos que en el desarrollo
de las actividades por parte de ellos
aparecen distintos tipos de estrategias:

e de procesamiento visual, imaginan-
do una situacién estatica (por ejem-
plo. sentados alrededor de la mesa)o
dindmica (por ejemplo. el desplaza-
miento del barco);

* de aproximacion, tanto global, como
parcial, fijindose en un elemento
concreto (por ejemplo. el molino);

o de estructuracion, en general rela-
cionando la actividad con una situa-
cién real.

Constatamos, en primer lugar, que las

_estrategias que utilizan los alumnos

estin inducidas, en cierto modo, por la

propuesta de la actividad. De esta forma,

- un desplazamiento incita estrategias

dindmicas de procesamiento visual,

Las actividades
propuestas
motivaron
a los alumnos,
ya que permiten
su creatividad,
sin tener
que restringirse
a un proceso
de resolucion
algoritmico,
previamente
establecido
y dirigido.
En general,
los alummnos
se manifiestan
miuy creativos,
inventando
estrategias
'y procedimientos,
muchos de ellos
realmente
sorprendentes
para el profesor.

mientras que una situacién estdtica se resuelve mayorita-
riamente a través de estrategias de procesamiento visual
estaticas. Ademds, las estrategias utilizadas pueden, en
algunos casos, ser estrategias inesperadas por parte del
profesor lo cual reafirma la importancia de que el profesor
esté abierto a aceptar como vilidas estrategias distintas de
las propias si llevan a resultados correctos. Por otra parte,
observamos que los alumnos, ante la dificultad de resolver
una situacion, son capaces de reconvertir la accién reque-
rida por la actividad. Por ejemplo, al ser incapaces de ima-
ginar la situacion propuesta en las actividades 4 o 5, deci-
den construir una maqueta, con lo cual la necesidad de
imaginar puede ser resuelta a partir de la observacién
directa de una situaciéon real que la representa.

Por otra parte, en ningn caso aparecen espontineamen-
te estrategias de procesamiento geométrico. En general,
los alumnos no relacionan, a menos que se les pida, la
,actividad con otros conocimientos matemdticos, excepto
con aquellos con los cuales la relacién es directa y evi-
dente, por ejemplo con el proceso de elaboracién de
mapas, que, para algunos @0 son matematicas» y si las
aceptan como tal es «porque las ha dado el profesor de
matemdticas» ya que han desarrollado actividades pareci-
das con anterioridad en las areas visual y pléstica o cien-
cias de la naturaleza.

No obstante, al proponer a los alumnos que reflexionasen
y preguntarles qué conceptos matemdticos estaban rela-
cionados con las actividades y qué habian aprendido, ven
relaciones con la traslacién (sentido y direccién), la orien-
tacion y la posicién (sistemas de referencia), los giros
(4ngulos), las simetrias, la representacién plana de objetos
tridimensionales (proyeccién y perspectiva), la utilizacion
de codigos (numéricos vy alfabéticos) y la semejanza (esca-
las), los mayores expresindolo en un lenguaje bastante
adecuado, mientras que los de 2.° utilizan frases del estilo
«er el mismo elemento en distintas vistas» o «que una figu-
ra tiene mis de una perspectivar.

En general, durante la experimentacién se revela como
muy importante el papel del profesor como conductor del
aprendizaje. Actividades, interesantes a priori pueden no
conseguir que los alumnos aprendan sin una intervencion
adecuada del profesor. Observamos, por ejemplo, que con
frecuencia aunque los alumnos lleguen a la solucion del
problema no saben si el resultado obtenido es solucion
del problema, ni tampoco por qué es correcta. Ademis, en
el caso de situaciones abiertas, les resulta dificil aceptar
que un problema pueda tener soluciones diversas.

La valoracién que los alumnos asocian a las actividades,
junto con sus comentarios, en relacién con el rendimiento
en las actividades nos lleva a pensar que, los menores
valoran las actividades en funcién del éxito que tienen en
ellas, mientras que para los de 4.° la valoracién va asocia-
da al reto que les plantea la actividad. Ademds de suponer



un reto para los alumnos, las actividades no deben ser ni
demasiado ficiles ni demasiado dificiles, sino que, si se
pretende un aprendizaje real, deben ser préximas a sus
posibilidades a la vez que les supongan un reto.
Observamos también que al aumentar el nivel de dificul-
tad de una actividad aumenta la variedad y riqueza de las
estrategias que aparecen en los procesos de resolucion.

Durante la experimentacidén constatamos también la
importancia de que las actividades estén formuladas con
un lenguaje que resulte claro para los alumnos. En parti-
cular, observamos que era necesario mejorar la calidad
de las imdgenes que aparecian en las actividades (somos
conscientes de que en publicaciones posteriores algunas
de estas actividades deben aparecer ya modificadas).
Algunas de ellas llevaban a confusion a los alumnos y
podian prestarse a distintas interpretaciones y, por lo
tanto, a resultados errdoneos.

Conclusiones

Después de este periodo de experimentacion, creemos que
la organizacién del curriculo a partir de secuencias de «acti-
vidades ricas» puede facilitar que la geometiia en la ense-
flanza sea algo mis que una dista de nombres, una colec-
ci6on de formulas para calcular 4reas y volamenes, el enun-
ciado del teorema de Pitigoras y su aplicacién a un listado
de ejercicios», Las «actividades ricas» permiten la conexién
del conocimiento geométrico con la experiencia y conoci-
mientos previos de los alumnos, con otros aspectos de las
matemdticas, con otras dreas del curriculo y con el entor-
no. El establecimiento de estas conexiones podrfa conse-
guir que los alumnos llegasen a una interpretacién mas rica
del significado y aplicabilidad de las matemadticas, interpre-
tacion especialmente interesante en un momento en que la
Reforma nos permite poner énfasis en los procedimientos
y en la adquisicion de conocimientos globalizados.

Las «actividades ricas» resultan, a nuestro entender, moti-
vadoras para los alumnos, especialmente porque resultan
un reto para ellos ya que requieren que éstos pongan en
juego su creatividad y van mds alld de procesos algoritmi-
cos rutinarios. Creemos que el esfuerzo para adaptar las
multiples e interesantes actividades, conocidas ya por el
profesor, para convertirlas en «actividades ricas»,, puede
favorecer el aprendizaje de los alumnos y la satisfaccién
de todos los implicados en el proceso de ensefianza.

En este proceso, el papel del profesor, como incitador,
moderador y estructurador de la dindmica de la clase y
de los procesos de aprendizaje de los alumnos, es de
gran importancia. A €l corresponde no sélo adaptar las
actividades al curriculo y sus objetivos, sino también ade-
cuar su intervencion de tal forma que las tareas que pro-
ponga a sus alumnos lleguen a ser realmente «actividades
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ricas». Una actividad interesante a prio-
rillegard a ser una «actividad rica» Gni-
camente cuando el profesor proponga
las cuestiones necesarias para que los
alumnos puedan establecer conexiones
y elaborar conclusiones y principios
tedricos. Sin la intervencion adecuada
del profesor las actividades potencial-
mente «ricas» pueden ser intranscen-
dentes para el aprendizaje del alumno.
A él le corresponde el reto de dinami-
zar, fomentar y estructurar el proceso
de aprendizaje.

En la introduccidn de este articulo, men-
ciondbamos las dificultades que los pro-
fesores encontramos en el momento de
plantearnos la concrecién de un curricu-
lo de geometrfa basico y coherente.
Desde este punto de vista, considera-
mos que el trabajo desarrollado en
grupo en colaboracién, profesores e
investigadores en educacién matemati-
ca, permite, a partir de la discusion con-
junta, encontrar puntos de contacto para
elaborar criterios que faciliten la concre-
cién del curriculo y su adecuacion a la
realidad de nuestras aulas.

Tal como indicibamos también al inicio
de este escrito, otro de los retos al que
se enfrentan los profesores esta relacio-
nado con la dificultad para encontrar
referencias tedricas que clarifiquen los
procesos de los alumnos en el desarro-
llo de actividades geométricas. Si se
contrastan los conocimientos que los
docentes tienen, respecto a este tema,
en los aspectos de aritmética o algebra
con los de geometria se observa que
son pocos los documentos al alcance
del profesor de secundaria que le per-
miten interpretar los procesos de cono-
cimiento de los alumnos. Desde esta
perspectiva el trabajo desarrollado en el
grupo Menaecme ha sido realmente
interesante, ya que ha permitido con-
trastar las aportaciones tedricas prove-
nientes de la investigacidon con la reali-
dad del aula.

Como resultado de este contraste, com-
prendemos mejor los procesos de cono-
cimiento de los alumnos, en particular,
la importancia de que el profesor facili-
te la explicitacion de modelos y estrate-



gias de resolucion distintas a las pro-
pias, cOmMo las caracteristicas de la acti‘-
vidad condicionan o limitan los proce-
sos de resolucién y las dificultades de
los alumnos vy la necesidad de presentar
las tareas de la forma mds clara posible,
especialmente la informacion a través
de imdgenes. Ademds, somos mas cons-
cientes de la necesidad de que desde la
investigacion se contribuya a la creacion
de ttiles que ayuden realmente al pro-
fesor y, en particular, creemos que la
investigacién en colaboracién puede ser
un camino para ello.

El contraste entre teoria y prictica es
también interesante desde otra pers-
pectiva. Con frecuencia, el investiga-
dor desarrolla sus estudios alrededor
de un tema relacionado con la docen-
cia, pero en un marco muy distinto,
trabajando con alumnos en situaciones
empiricas muy distantes de la situacion
real del aula, y publica los resultados
en revistas divulgativas de caricter
cientifico. Sin embargo, y debido a la
distancia entre el cardcter empirico y la
realidad docente, el investigador se
cuestiona con frecuencia la utilidad
real de sus esfuerzos. Por otra parte,
los profesores al leer dichas publica-
ciones, en las que espera encontrar
respuestas a sus dificultades en el aula,
sienten con frecuencia que aquellas
tienen un caricter excesivamente teori-
co que no contempla las posibilidades
reales en el aula.

Desde este punto de vista, el trabajo del
grupo Menaecme ha sido realmente
interesante dado que ha permitido un
intercambio real entre profesores e
investigadores, permitiendo analizar
cudles de las preguntas del ambito de la
investigacién eran realmente significati-
vas para la prictica del aula y cobmo sus
resultados facilitaban la tarea de los
docentes aportando modelos a los pro-
fesores para la comprensién de los pro-
cesos de los alumnos. Sin embargo,
debemos reconocer que este tipo de
estudios en colaboracién tiene también

dificultades, tanto de caricter préctico,

por ejemplo las relativas a la dedicacion
0 a las limitaciones de la experimenta-
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cién, como las relacionadas a la compatibilizacion de inte-
reses o registros de lenguaje. A pesar de ello, creemos
importante que desde la administracién educativa, desde
las universidades y desde el dmbito de la formacién per-
manente se facilite el desarrollo de este tipo de estudios
va que los resultados son realmente enriquecedores, no
s6lo para el grupo que los desarrolla sino también para el
colectivo de profesores e investigadores en general.
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Las ideas de los alumnos
respecio de la dependencia
funcional entre variables

Carme Vall de Pérez

Jordi Deulofeu

Se describe una
investigacion cuyo objetivo
general consiste en estudiar
las ideas de los alumnos de

secundaria respecto una
nocién importante en
mateméticas, la dependencia
funcional entre variables.
Para una aproximacién
realista al objeto de esta
investigacion, se ha
particularizado el estudio a
dos variables, con una
relacién de dependencia
expresable mediante una
ecuacion sencilla, y en
situaciones caracterizadas
por un contexto geométrico.

OMO TODOS SABEMOS, el concepto de funcidn estd
presente en los curriculos escolares de los distintos nive-
les de ensefanza, dada su gran importancia en la cons-
truccién del conocimiento matemdtico. Ademds, debido
a su naturaleza unificante y generadora de modelos, las
funciones son utilizadas en casi todos los campos de la
ciencia. Los ensefiantes de matemdticas sabemos tam-
bién que, desde el punto de vista de su ensefianza-
aprendizaje, éste es un concepto muy complejo. Ello es
debido a su relacién con muchos otros conceptos (varia-
ble, dominio, etc.) y a la diversidad de lenguajes de
representaciéon —tabla, grafico, ecuacién, descripcién
verbal— que admiten las funciones. Por otra parte, estas
caracteristicas originan también su gran potencia como
instrumento matemadtico.

En los ultimos afos, han sido numerosos los estudios
sobre los aspectos psicologicos del aprendizaje de las
matematicas y, como consecuencia de ello, la importancia
de la actividad mental constructiva del alumno es hoy un
principio ampliamente compattido. Este principio lleva a
entender el aprendizaje, no como una adquisicién acu-
mulativa de conocimientos y habilidades sino como un
proceso de construccidén del conocimiento. Por tanto,
conocer mejor los procesos mediante los cuales los alum-
nos aprenden matemdticas, profundizar en la compren-
sion de las ideas de los alumnos, nos permitird después
tener elementos para mejorar la ensefianza que imparti-
mos en las aulas.

Desde la perspectiva que acabamos de exponer, y desde
nuestra condicién de ensefiantes de matemdticas en edu-
caciébn secundaria, hemos realizado una investigacion
sobre las ideas de los alumnos respecto a la dependencia
funcional entre variables, investigaciéon que describimos
en este articulo.
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El aprendizaje de las matematicas.
La construccion de conceptos

Exponemos a continuacion algunas de las teorias que se uti-
lizan en la investigacién de los procesos cognitivos impli-
cados en el aprendizaje de conceptos matemdticos, y que
hemos utilizado como marco teérico de nuestro estudio.

Diversos autores se refieren a la diferencia entre los con-
ceptos matematicos definidos formalmente y los procesos
cognitivos utilizados para concebirlos. Tall y Vinner (1981)
establecen una distincién entre:

e la definicion del concepto (concept definition): una
secuencia de palabras, una definicién verbal que
explica el concepto con precision. Puede distinguirse
entre las definiciones formales, aceptadas por la
comunidad cientifica, y las definiciones personales
que utilizan los individuos.

* la idea del concepto o esquema conceptual (concept
image) que tiene una persona sobre un concepto
matematico. Esta expresion describe la estructura cog-
nitiva del individuo asociada al concepto, e incluye
todas las imagenes mentales (en cualquier representa-
cion: simbolica, grifica,...) junto con las propiedades
y los procesos asociados a dicho concepto. Estos
autores explican que la idea del concepto (concept
image) se construye a través de experiencias de todo
tipo y va cambiando cuando el individuo encuentra
nuevos estimulos; puede no ser coherente global-
mente y tener aspectos que difieran bastante de la
definicién formal del concepto.

Unos afios més tarde, Vinner y Dreyfus (1989) afiaden que
la idea conceptual de un individuo es el resultado de su
experiencia con ejemplos y contraejemplos del concepto,
y derivan una serie de consecuencias para la ensefianza:
la necesidad de dedicar tiempo a observar y comprender
las ideas y comportamientos espontineos de los estudian-
tes ante los problemas de matemdticas, y la importancia de
tener en cuenta estas ideas y comportamientos en los
métodos de ensefianza.

Otros autores —Artigue (1990), Sfard (1991)- utilizan los
términos concepto matemdtico y concepciones de los
alumnos. Con el primero designan las ideas matemati-
cas oficiales y con el segundo las representaciones
internas. Nos parece especialmente interesante la defi-
nicién que Michelle Artigue, después de analizar su ori-
gen y evolucién en la comunidad didactica francesa, da
de estos dos términos:

De la misma manera que en un concepto matemdtico se distingue:

* la nocién matemdtica tal como se define en el contexto del
«savoir savant» de una época dada,

* el conjunto de significantes asociados al concepto,

° laclase de problemas en cuya resolucion adquiere sentido,

Diversos autores
se refieren
a la diferencia
entre los conceptos
matemdticos
definidos
Jormalmente
y los procesos
COgnitivos
utilizados
para concebirios.

e los instrumentos: teoremas, técnicas
algoritmicas, especificas del tratamien-
to del concepto; en las concepciones
de los sujetos se distinguirén diversas
componentes Y, en particular:

— la clase de situaciones-problema
que dan sentido al concepto para
el alumno,

— ¢l conjunfo de significantes que es
capaz de asociarle, en particular
las imagenes mentales, las expre-
siones simbélicas,

— los instrumentos, teoremas, algorit-
mos de que dispone para manipu-
lar el concepto.

Por otra parte, Sfard (1991) también
distingue el concepro matemitico, tér-
mino con que designa las ideas mate-
mdticas como constructos tedricos que
forman parte de lo que llama «wniverso
formal del conocimiento ideals, de la
concepcion, término que utiliza para
referirse al conjunto de representacio-
nes y asociaciones internas del indivi-
duo que evoca el concepto. Una carac-
teristica del conocimiento matematico
es que la mayoria de nociones pueden
jugar un papel de procesos u objetos,
segin la situacién del problema o la
conceptualizacion del estudiante. Por
ejemplo, la nocién de funcién puede
considerarse como un conjunto de
pares ordenados siguiendo la defini-
cién de Bourbaki, o bien se puede
considerar como un proceso computa-
cional, remarcando su aspecto opera-
cional, con una definicién historica-
mente mds antigua, pero no menos
interesante desde el punto de vista del
aprendizaje del concepto. Siguiendo
esta linea, Sfard establece dos tipos de
concepciones: las concepciones estriic-
turales, cuando se consideran las
nociones matemiticas como objetos
abstractos, y las concepciones operacio-
nales, cuando se tratan las nociones
matemdticas como procesos, algorit-
mos y acciones. Si miramos el proceso
de formacién de los conceptos mate-
maticos a lo largo de la historia, vemos
que las concepciones operacionales
preceden a las estructurales, que las
nociones —por ejemplo: ntmero, fun-
cion,...—~ se han concebido primero
operacionalmente y después de un



cién sencilla, y las argumentaciones o justificaciones
en que basan sus predicciones.

proceso con sucesivas secuencias de
abstraccion se llega a la definicidon y
concepcion estructural que reconoce
un nuevo objeto matemitico. En el
proceso de aprendizaje individual

Como consecuencia de los anlisis anteriores, también que-
remos conseguir clasificar las concepciones de los alumnos
en diferentes categorias, segin la estrategia que utilicen para
determinar la relacion entre las cantidades variables, y segin
sus argumentaciones sobre el significado de la relacion.

parece que se sigue la misma norma: la )
concepcion operacional es un primer Las ideas

estadio —necesario e imprescindible— de los alumnos
en la adquisicién de una idea matema- las conocemos

a traveés de
Sus actuaciones

tica nueva, lo cual entra en contradic- El insirumento para la obtencién

cién con cualquier ensefianza que de datos: una seleccién de problemas

introduzca los conceptos nuevos
mediante definiciones formales acaba- Y de sus
das, sin ninguna referencia explicita a explicacz‘ones

sobre ellas.

Las ideas de los alumnos las conocemos a través de sus
actuaciones y de sus explicaciones sobre ellas. Por ello
elaboramos un cuestionario con unos problemas como
primera aproximacion hacia el objeto de nuestro estudio
(Figura 1). Este primer cuestionario fue suministrado a

los procesos relacionados con ellos.

Debemos afadir que las dos concep-
ciones no son excluyentes entre si, sino
que son complementarias y «a habili-

dad para ver una funcién o un nimero
de ambas formas, como un proceso o
como un objeto, es indispensable para

una comprensiéon profunda de las Problema A
matematicas. Consideremos un triangulo rectangulo X g
tal que la longitud de un cateto es el fri- 3
X

ple de la longitud del ofro.
Este es un dibujo que

representa la situacién

Objetivos del estudio

Como deciamos en la introduccién, en Problema B

nuestra investigaciébn nos hemos pro-
puesto como objetivo general estudiar
las ideas de los alumnos de secundaria
respecto una nocién importante en
matemiticas, la dependencia funcional
entre variables. Para aproximarnos de
manera realista al objeto de nuestra
investigacion, hemos particularizado el
estudio a dos variables, con una rela-
cion de dependencia expresable me-
diante una ecuacién sencilla, y en situa-
ciones caracterizadas por un contexto
geométrico. Y hemos concretado el
objetivo general en:

» Analizar y clasificar las estrategias
que utilizan los estudiantes para
conocer la relacion de dependencia
entre dos variables, a partir de un
enunciado en lenguaje natural que
se refiere a una situacién de con-
texto geométrico.

e Analizar y clasificar las predicciones
que realizan los alumnos respecto a
la variacion de una variable en
situaciones de dependencia funcio-
nal expresable mediante una ecua-

Consideremos un cuadrilatero recténgu-
lo de 36 cm? de superficie. Queremos
estudiar cémo cambia la altura del rec-
téngulo cuando variamos la longitud de
la base.

Problema C

Consideremos un cuadrilatero recténgu-
lo-de 20 cm de perimetro. Queremos
estudiar cémo cambia la superficie
cuando variamos la longitud de los
lados.

Problema D

Construimos una caja sin tapa a partir
de una cartulina rectangular de 50 cm
de longitud y 24 cm de anchura. Lo
hacemos recortando un cuadrado de
cada esquina y lvego doblando hacia
arriba las pestafas. Queremos estudiar
cémo cambia el volumen de la caja
cuando variamos la longitud del lado
del cuadrado que recortamos.

X

Este es un dibujo que
representa la situacién

X

Este es un dibujo que
representa la situacién

24 cm

50 cm

Este es un dibujo que
representa la situacién

Figura 1




diez alumnos de tercero de BUP cerca del final de curso,
y los resultados que obtuvimos nos sirvieron para com-
probar la validez del cuestionario como instrumento de
obtencién de datos y, a su vez, para revisar la formula-
cién de algunos aspectos de los problemas. El cuestiona-
rio con el que realizamos la experiencia estuvo listo a
principios del curso siguiente, por lo que decidimos sumi-
nistrarlo a alumnos de COU, ya que su situacién seria
similar a la de los alumnos del estudio-piloto. La muestra
elegida estuvo formada por 60 alumnos de COU, 33 de
los cuales cursaban las opciones A o B (Ciencias) v los
restantes 27 cursaban la opcidén C (Letras). Este cuestio-
nario estd formado por cuatro problemas. Cada problema
consta de una breve presentacion (3 a 5 lineas) sobre una
situacioén de contenido geométrico sencillo y de un dibu-
jo que representa la situacion.

Las cuestiones planteadas en cada uno de los cuatro pro-
blemas tienen la misma estructura, que consiste en:

*  Apartado 1. Completar una tabla donde hay unos valo-
res numéricos de x ordenados de forma creciente.

e Apartado 2. Explicar detalladamente cémo se han
hallado los valores numéricos de la tabla.

e Apartado 3. Escribir una ecuacién que permita hallar
el valor numérico de la variable dependiente a partir
de un valor numérico de la variable x.

e Apartado 4. Explicar qué pasarfa con el valor de la
variable dependiente si seguimos aumentando el valor
numeérico de x, y explicar en qué se basan para reali-
zar esta prediccion.

Podemos resumir la estructura de los problemas con el
siguiente esquema:

Prediccién
y justificacién

Tabla

... —> ecuacién —>
y explicacion

Situacién + Dibujo ~>

Como vemos, los cuatro apartados piden tareas distintas,
pues en los apartados 1 y 3 se proponen tareas cerradas:
completar una tabla de valores numéricos. escribir una
ecuacion, mientras que en los apartados 2 y 4 se proponen
cuestiones abiertas: explicar el procedimiento utilizado
para calcular los valores de la tabla, realizar una prediccién
y justificarla. Ha sido, sobre todo, en las respuestas a estas
preguntas abiertas donde hemos encontrado una intere-
sante informacion sobre las concepciones de los alumnos.

El andlisis de los datos

En este trabajo de investigacién no tenfamos ninguna
hipotesis que verificar sobre las ideas de los alumnos ni
tampoco ningln esquema previo de interpretacion de
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en las respuestas
a estas preguntas
abiertas donde
hemos encontrado
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informacion
sobre
las concepciones
de los alumnos.

datos en las preguntas abiertas. Ha sido
a partir de repetidas lecturas a las res-
puestas literales a los problemas que
nos hemos familiarizado con ellas,
hasta captar sus principales caracteristi-
cas y llegar a establecer criterios de cla-
sificacion.

El primer apartado consistia en comple-
tar una tabla de valores numéricos, es
una tarea que los alumnos realizan
correctamente en los tres primeros pro-
blemas (s6lo hubo una respuesta inco-
rrecta al problema A y otra al problema
B). El problema D presenta mas dificul-
tad, y hay tres respuestas en blanco y
diez incorrectas. Que los alumnos res-
pondan correctamente el primer aparta-
do de los problemas es un resultado que
no nos sorprendié, y nos permite asegu-
rar que las dificultades que puedan apa-
recer en los otros apartados no depen-
den de la comprension de la situacion,
exceptuando el Gltimo problema. Esta
uniformidad, sin embargo, existe sola-
mente en los resultados dados por los
alumnos: los procedimientos utilizados
para hallarlos pueden ser muy distintos,
como demuestran las respuestas al
segundo apartado de los problemas.

El segundo apartado de cada problema
pide a los alumnos que expliquen deta-
lladamente cémo han hallado los valo-
res numéricos de la tabla. Los proble-
mas A, Cy D tienen una estructura mul-
tiplicativa, mientras que en el problema
B, la operacion que se realiza para
hallar los valores es una divisién. Por
ello, hemos podido clasificar las res-
puestas a los problemas A, C y D
siguiendo el mismo criterio, mientras
que el criterio seguido en el problema B
es ligeramente distinto. La principal
caracteristica que diferencia las respues-
tas de los alumnos tiene que ver con la
utilizacién del lenguaje algebraico. Asi,
mientras algunos alumnos no utilizan
este lenguaje en su explicaciéon y dan
simplemente como respuesta en el pro-
blema A «multiplicando la base por la
altura y dividiendo por dos», otros expli-
can que hallan los valores numéricos de
la tabla sustituyendo el valor de x en la
férmula § = 3x%/2. Hay también alumnos
que utilizan el lenguaje algebraico sin lle-



gar a escribir la férmula anterior, y expli-

can que multiplican los catetos x'y 3x, y

luego dividen por 2, algunos de estos

alumnos escriben la formula § = 3xx/2.
k Teniendo en cuenta estas caracteristicas
‘ de las respuestas hemos establecido
tres categorias:

o Algebraica-objeto. Engloba a las
respuestas que calculan los valores
numéricos utilizando la ecuacién
algebraica que relaciona las dos
variables expresada en forma de
polinomio. En el problema A esta
ecuacion es S = 3x%/2, en el proble-
ma C es §= 10x57 y en el proble-
ma D es V=42 — 148x% + 1200x.

o Algebraica-proceso. Se refiere a las
respuestas que utilizan el lenguaje
algebraico para explicar el procedi-
miento seguido para completar la
tabla, pero sin escribir la ecuacion
que caracteriza la categoria anterior.
En el problema A designan a los
catetos con los simbolos xy 3x, en el
problema C indican la base y la altu-
ra del rectingulo con los simbolos x
y 10 — x, y en el problema D repre-
sentan las dimensiones de la caja con
los simbolos &, 50 — 2x'y 24 — 2x. En
muchas de las respuestas de esta
categoria estd escrita la ecuacidn
algebraica que relaciona las dos
variables expresada en forma de pro-
ducto, esta ecuacion es S = 3xx/2 en
el problema A, S = (10 — %) en el
problema Cy V= x(50 — 2x)(24 — 2x)
en el problema D.

o Numérica. Engloba a las respuestas
que no utilizan el lenguaje algebrai-
co para explicar el procedimiento
que han utilizado para calcular los
valores numéricos de la tabla.

Un rasgo que hay que destacar del con-
junto de respuestas es la tendencia de
los alumnos del grupo de Ciencias en
utilizar el lenguaje algebraico frente a
los alumnos del grupo de Letras que lo
usan en una proporciéon muy inferior.
Efectivamente, en este apartado de
cada problema utilizan los simbolos del
algebra entre el 67% y el 79% de los
alumnos del grupo de Ciencias, mien-
tras que sélo lo hacen entre el 22% y el
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44% del grupo de alumnos de Letras. Como hemos
comentado, la mayoria de alumnos con respuesta alge-
braica al apartado 2, escriben la ecuacion que relaciona
las variables antes que el problema lo pida explicitamen-
te, y la utilizan para calcular los valores de la variable
dependiente. Es decir, son alumnos capaces de ver la
ecuacién algebraica como una forma de expresar la situa-
cién que plantea el problema y de utilizarla para hacer de
forma mis cémoda la tarea de computo de valores numé-
ricos que se les pide en el apartado 1. Podemos decir,
pues, que para estos alumnos el lenguaje algebraico tiene
un significado y que, ademais, es una herramienta util
para realizar determinadas tareas.

Y, ¢;qué pasa cuando en el apartado 3 pedimos a los alum-
nos que escriban la ecuacién que relaciona las dos varia-
bles? Algunos alumnos con respuesta numérica en el apar-
tado 2 utilizan ahora los simbolos de la geometria ele-
mental, con lo cual la férmula que escriben es S = b-b/2
en el problema A, S = b'bh en el problema C, etc. Estos
alumnos son una pequefia parte de la muestra, entre el 3%
y el 8%. La inmensa mayoria de alumnos utiliza correcta-
mente la simbologia algebraica y escriben la ecuacién bien
en forma de polinomio, o bien expresindola como el pro-
ducto de las dimensiones del objeto que se estudia en el
problema. Vemos, pues, que hay un grupo importante de
alumnos que utilizan correctamente el lenguaje algebraico
cuando se les pide explicitamente que escriban una ecua-
cién, pero que no lo han utilizado para explicar cémo cal-
culan los valores de la tabla numérica. Estos alumnos
representan aproximadamente la mitad del grupo de
Letras y entre un 12% y un 24% del grupo de Ciencias,
segin los problemas. Son alumnos que conocen el len-
guaje algebraico, pero no hacen uso de él de forma natu-
ral y espontinea cuando ello puede facilitar la tarea que
se les ha encargado. Para estos alumnos la simbologia
algebraica no es una forma Gtil de expresar la relacién de
dependencia entre las variables implicadas.

Pasamos ahora a explicar los resultados obtenidos en el
altimo apartado de los problemas. Recordemos que en
este apartado se efectuaban dos preguntas, la primera es:
«Qué pasard con el valor de la variable dependiente
(superficie, volumen,...) si seguimos aumentando los valo-
res de &?» La mayoria de alumnos responde correctamente
que aumentard o disminuird segln las caracteristicas de la
situacion. A la segunda pregunta: ¢Por qué?, los alumnos
responden con un texto que puede tener de 2 a 5 lineas.
Hemos clasificado las respuestas con un criterio que es el
mismo para los cuatro problemas y que se basa en el tipo
de argumentacién que expone el alumno. Las categorias
que hemos definido son las siguientes:

o Tabla, que se refiere a las respuestas descriptivas,
basadas s6lo en la observacion de los valores de la
tabla del apartado 1.
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°  Geomeétrica, corresponde a los argumentos relativos al
contexto geométrico del problema.

®  EHeuacion, que se aplica a las respuestas que exponen
argumentos relativos a las caracteristicas de la ecua-
cién que relaciona a las variables.

Dentro de la categorfa Ecuacion hemos realizado una
nueva clasificacién —E-computo, E-foco y E-funcién-- va
que hay respuestas que se refieren bédsicamente al proce-
so de céomputo de los valores numéricos de la variable
dependiente, otras focalizan la atencién en el valor con-
creto de x que anula la otra variable (problema C y pro-
blema D) y, finalmente otras respuestas argumentan sobre
la funcién como un objeto con caracteristicas propias y
que admite diversos lenguajes de representacién. Si com-
paramos las respuestas obtenidas en este apartado con la
de los apartados antetiores, observamos que existe corre-
lacién entre algunas categorfas de respuestas; la mayoria
(mis del 70%) de alumnos con respuesta Ecuacién en el
apartado 4 de un problema habfan dado una respuesta
Algebraica en el apartado 2 de ese mismo problema, y si
nos fijamos solamente en las respuestas Ecuacién-funcio-
nal vemos que en mis del 60% de los casos se correspon-
den con respuestas Algebraica-objeto en el apartado 2. Por
otra parte, las respuestas Geométricas en el apartado 4 de
un problema se corresponden con respuestas Algrebraica-
proceso o Numéricas.

Las concepciones de los alumnos

El analisis de las respuestas a los tres primeros apartados
de los problemas nos ha permitido clasificar las estrategias
que los alumnos utilizan para conocer la relacién de
dependencia, clasificacion que tiene como eje central la
utilizacién de la expresion algebraica. Y el anlisis de las
respuestas al cuarto apartado nos ha llevado a clasificar las
argumentaciones que realizan los alumnos sobre la rela-
cién de dependencia, argumentaciones que indican el sig-
nificado que esta relacién tiene para el alumno. E1 con-
junto de significados que el individuo da al concepto y las
expresiones simbolicas que le asocia forman parte de lo
que Artigue (1990) llama concepciones de los sujetos. Con
esta palabra, Sfard (1991) designa «odo el conjunto de
representaciones internas y asociaciones que evoca el con-
cepto» Asi, pues, los andlisis y clasificaciones anteriores
nos permitieron caracterizar y clasificar las concepciones
de los alumnos de la muestra estudiada. En un primer
momento, nos centramos en las respuestas al cuarto apar-
tado de cada problema, para ampliar después al conjunto
de todas las respuestas. El andlisis expuesto anteriormen-
te, nos permite detectar tres grandes concepciones:

® Ecuacion. Decimos que un alumno tiene concep-
cidn Ecuacion si argumenta sobre la relacién entre
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las variables refiriéndose a aspec-
tos de la ecuacién o mds global-
mente de la funcion.

e Geométrica. Los alumnos con con-
cepcion  Geométrica son los que
exponen argumentos relativos al con-
texto geométrico de los problemas.

°* No argumento. Los alumnos con
concepcién No argumento son los
que o bien no exponen ningln
argumento y por tanto su respuesta
ha sido clasificada como Tabla, o
bien han dejado la respuesta en
blanco.

Para fijar la clasificacion hemos adopta-
do el siguiente criterio: Si el alumno da
una respuesta de la misma categoria en
3 o en los 4 problemas diremos que
tiene una concepcién de dicha catego-
rfa: Ecuacién, Geométrica o No argu-
mento. Estos son los alumnos de con-
cepcidn pura. Si un alumno tiene dos
respuestas de una categorfa y dos de
otra tiene una concepcién mixta, y si no
presenta estas regularidades diremos
que no tiene una concepcién definida.
Observando las clasificaciones de las
respuestas en los distintos apartados
podemos explicar de manera mis preci-
sa los rasgos que caracterizan a cada
una de estas concepciones, como vere-
mos a continuaciéon,

Los alumnos de concepcién Ecuacién
justifican Ja relacion de dependencia con
argumentos relativos a las caracteristicas
de la ecuacién que relaciona las dos
variables y utilizan el simbolismo alge-
braico como la manera natural de expre-
sar la relacion de dependencia. Son
capaces de pasar a la representacion
algebraica de la funcién cuando ello
facilita Ja tarea que han de realizar sin
que esto se les haya indicado explicita-
mente, La ecuacién que relaciona las
variables es un elemento central en la
vision que estos alumnos tienen de la
relacién de dependencia. Sin embargo,
las ideas de estos alumnos tienen distin-
tos niveles de abstraccién. Unos ven la
ecuacion como un instrumento de cém-
puto para calcular los valores numéricos
de la variable dependiente, es decir,
entienden la ecuacién como un proceso,




mientras que otros ven la ecuacién
como una de las formas de representa-
cién de un objeto matemdtico: la rela-
cién de dependencia funcional. Los
alumnos de concepcién Ecuacion, que
tepresentan el 30% del total, tienen una
presencia mas importante en el grupo de
ciencias (42%) que en el de Letras (27%).

Para los alumnos de concepcién
Geométrica es el contexto quien da sig-
nificado a las variables y a su relacion
de dependencia. Algunos —al igual que
los alumnos de concepcién Ecuacién-—
utilizan el lenguaje algebraico esponta-
neamente para expresar la relacion de
dependencia, pero lo hacen de forma
que se conserva el significado del con-
texto: dejando sin efectuar el producto
de las dimensiones de la figura que se
estudia. Otros sélo utilizan el lenguaje
algebraico cuando se les pide explicita-
mente que escriban una ecuacion.
Vemos que los alumnos de concepcién
Geométrica son capaces de utilizar
correctamente el simbolismo algebraico
para escribir la ecuacion que relaciona
las dos variables, pero este simbolismo
no tiene el mismo papel en la estructu-
ra cognitiva de todos los alumnos. Unas
dos terceras partes de los alumnos de
concepcidon Geométrica pertenecientes
al grupo de Ciencias ven la expresiéon
algebraica como una forma importante,
atil y significativa de expresar la rela-
cién de dependencia entre las variables.
En cambio, esto no ocurre con una gran
mayoria —el 70% aproximadamente— de
los alumnos de concepcién Geométrica
del grupo de Letras. Los alumnos de
concepcion Geométrica son el 28,3%
del total de la muestra, y su presencia
relativa es ligeramente superior en el
grupo de Letras (29,6%) que en el de
Ciencias (27,3%).

El conjunto de alumnos de concepcion
No argumento no tienen una idea de la
dependencia funcional que vaya mis
alla de una correspondencia numérica
que, en nuestro caso, puede obtenerse
mediante la aplicaciéon de una férmula
geomeétrica. Estos alumnos se encuen-
tran en una fase muy inicial en la cons-
truccién del concepto, y cuando han
de argumentar sobre su significado o
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Ecuacién (42,4%)

no responden o describen la tendencia de la tabla de
valores numéricos. Algunos de estos alumnos utilizan el
lenguaje algebraico s6lo cuando se les pide que escriban
una ecuacibn, y otros ni tan si quiera en ese caso lo uti-
lizan. Todos los alumnos de concepcién No argumento
son del grupo de Letras (26%) y representan el 11,7% del
total de alumnos.

Dentro de estas tres concepciones tenemos al 70% de
alumnos de la muestra estudiada. Ademds, hay algunos
alumnos que presentan una categoria de concepcion u
otra en los distintos problemas, lo que nos ha llevado a
definir dos concepciones mixtas: Ecuacion-Geométrica y
No argumento-Alto que incluyen respectivamente al 10% y
al 8,3% de los alumnos. Las ideas sobre la relacion de
dependencia de los alumnos con concepcién Ecuacién-
Geométrica comparten las caracteristicas de las dos ten-
dencias: el papel de la representacion algebraica es impor-
tante, pero también lo es el significado que el contexto da
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a las variables y a su relacion. Los alumnos de concepcion

No argumento-Alto son del grupo de Letras y expresan
unas ideas muy similares a las No argumento, aunque pre-
sentan alguna caracteristica de las otras concepciones.
Como acabamos de ver, nuestro estudio nos condujo a
definir tres concepciones puras y dos concepciones mix-
tas que engloban casi al 90% de la muestra estudiada. El
10% restante no se adecua a la clasificaciébn que hemos
establecido, ya que sus respuestas varian segiin la natura-
leza del problema.

Conclusiones

De los resultados obtenidos se deducen unas conclusiones
que hemos agrupado en tres apartados:
Respecto a las concepciones de los alumnos

Acabamos de explicar la clasificacién de las concepciones
de los alumnos y los rasgos caracteristicos de cada catego-
1ia. Esta clasificaciéon queda reflejada en los grificos 1, 2y 3.

No definidos {15,2%)

No argumento-Alto (0,0%)

Ecuacién -Geométrica(15,2%

No argumento (0,0%)

Geométrical27,3%)

Gréfico 1. Concepciones de los alumnos del grupo de Ciencias
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Ecuacion (14,8%)

Geométrica (29,6%)

No definidos (7,4%)

No argumento-Alfo (18,5%)

cuacién -Geométrica (3,7%)

No argumento (25,9%)

Gréfico 2. Concepciones de los alumnos del grupo de Letras

Ecuacién (30,0%)

Geométrica (28,3%)

No definidos (11,7%)

No argumento-Alto {8,3%) o

Ecuacién-Geométrica (1 0,0%)

No argumento (11,7%)

Gréfico 3. Concepciones del total de alumnos

45

Ecuacion

- Ciencias ]:I Letras

Geométrica No argumento

L

Respecto a las diferencias
enfre los dos grupos de
alumneos estudiados

La muestra estudiada en esta investiga-~
cion estaba formada por 60 alumnos de
COU: 33 alumnos de las opciones A y
B formando el grupo de Ciencias y 27
alumnos de opcién C, el grupo de
Letras. Entre los dos grupos de alum-
nos hay importantes diferencias respec-
to a la capacidad de trabajar con el len-
guaje algebraico y respecto a la visién
que tienen de la relacién de depen-
dencia funcional.

Estas diferencias quedan reflejadas en el
grifico 4, donde se representa la propor-
ci6én de alumnos de cada grupo pertene-
cientes a cada categoria de concepcion,

Respecto a la ensefianza-
aprendizaje de las funciones

El cuestionario que hemos utilizado
como instrumento de obtencién de
datos presenta cuatro situaciones de
dependencia funcional. La funcién que
relaciona las variables es:

Ecuacién-
Geométrica

No argumento-

No definidos

Ito

Gréfico 4. Distribucién porcentual de los alumnos de cada grupo




o Problema A. Una funcién polinémi-
ca de segundo grado acotada infe-
riormente, cuya ecuacién es del
tipo y = ax’.

e Problema B. Una funcién de pro-
porcionalidad inversa.

e Problema C. Una funcién polinémi-
ca de segundo grado acotada su-
periormente, cuya ecuacién es del
tipo y = ax* + bx.

o Problema D. Una funcién polinémi-
ca de tercer grado con dos extre-
mos relativos.

Fl andlisis que hemos realizado de las
respuestas de los alumnos se ha centra-
do principalmente en qué procedimien-~
tos utilizaban o en las argumentaciones
que exponian, con independencia de su
correccién. No ha sido un objetivo prio-
ritario en nuestro estudio el analisis de
las respuestas a los problemas desde el
punto de vista de su correccién o inco-
treccion, pero también hemos realizado
una primera aproximacién a este anlisis.
De él, parece deducirse que de los cua-
tro modelos de funcién que intervienen
en el cuestionario, la funcién de propor-
cionalidad inversa es la que presenta
menos dificultad conceptual para los
alumnos, ya que en el problema B argu-
mentan correctamente sobre la relacion
de dependencia 53 de los 60 alumnos de
la muestra. Sigue en dificultad el proble-
ma A, donde la relacién es una funcién
cuadratica de la forma y = ax?, pues hay
47 alumnos capaces de exponer argu-
mentos correctos sobre la relacién entre
las variables. En el problema C, donde la
ecuacién cuadrética es y = ax? + bx, con
a <0, la dificultad aumenta, y solamente
hay 21 alumnos (una tercera parte de la
muestra) con argumentaciones de una
calidad aceptable. Finalmente en el pro-
blema D nos encontramos con una fun-
cién polindmica de tercer grado, y una
cuarta parte de los alumnos argumenta
de forma correcta.

Para construir el concepto de relacion de
dependencia funcional es necesario
haber asimilado los modelos de funcién
mis sencillos: la dependencia lineal (pro-
porcionalidad directa y funcién afin) y la
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proporcionalidad inversa y funcién cuadritica que intervie-
nen en el cuestionario. Como acabamos de ver, los resulta-
dos obtenidos en nuestro estudio, nos ofrecen una secuen-
cia de la dificultad que presentan estas funciones para los
alumnos, y por tanto sugieren también una secuencia didac-
tica, donde la funcion de proporcionalidad inversa se intro-
duzca después de las funciones lineal y afin, y antes de la
funcién cuadritica. De los resultados obtenidos, creemos
que merece ser destacada también la gran diferencia obser-
vada entre la funcién polinémica de segundo grado de la
forma y= ax? . y la funcién y = ax* + bx, con a < 0. De un
78% de respuestas correctas pasamos a un 35%, por tanto,
podemos afirmar que hay un salto conceptual importante
entre estos dos modelos de funcién cuadritica. Como ense-
fiantes, conociamos el aumento de dificultad que supone
para los estudiantes pasar de la funcién y = ax? a la funcién
cuadritica general, y de nuestra experiencia sabemos tam-

, bién que esta dificultad tiene mucho que ver con la trasla-

cion del eje de simetria de la funcién. Nuestro estudio nos
confirma este importante aumento de dificultad. La funcién
polinémica de tercer grado es —como ya esperdbamos— la
que presenta el menor porcentaje de respuestas correctas.
Sin embargo, la diferencia de dificultad entre esta funcién y
la funcién y = ax? + bx + ¢, con a < 0 (25% y 35% de res-
puestas correctas respectivamente) no es tan grande como
la diferencia entre los dos modelos de funcién cuadritica
estudiados.
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Nada... jvale tanto!

o como descubrir la moneda falsa
sin desesperarse, jcualquiera que sea
el nimero de monedas!

Rafael Losada Liste

En este trabajo se crea una
estrategia, basada en el
proceso inductivo, que
permite resolver (de una vez
por todas) el problema de
determinar una moneda
falsa, que puede pesar mas
o menos que el resto, entre
un ndmero N cualquiera de
monedas en el minimo
nimero de pesadas. Este
problema es la
generalizacién del ofro, mas
conocido, que limita N a 12,
El arficulo no se limita a
contemplar la posibilidad de
resolucién encasos concretos,
sino que genera un proceso
que resuelve de hecho todos
los casos. Este proceso es de
cardcter algoritmico, lo que
permite su informatizacién
de forma muy sencilla. En el
texto se incluye el programa
informético.

ENEMOS 119 monedas, aparentemente iguales, de las cua-
les una puede pesar mis o menos que las demas. Dispo-
nemos de una balanza de dos platillos. (Cémo podemos
saber si existe una moneda «alsa» y, en este caso, cudl es,
en tan solo 5 pesadas? ;Y si fuesen 100 monedas? ;Y si fue-
sen 120 monedas? ;Y si fuesen 37 monedas en tan sélo 4
pesadas? (ad aeternum...).

Introduccion

Afio 55 de la era espacial (2012 d.C.). Nuestro grupo pat-
ticipa en las IX Jornadas de Matematica Recreativa (A
Corufa). Sentados en nuestras confortables butacas con
pantalla de cristal liquido, nos disponemos a disfrutar de
la proxima exhibicién. Surge Temis, la matemaga, en el
centro del escenario. Tiene alglin parecido con Ada Byron.
En la gran pantalla central, controlada por un ordenador
HAL, aparece la figura 1.

Figura 1



1
|
|
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— «Ahora necesito que alguien... T4, por ejemplo, jquie-
res ayudarme?... Necesito que elijas una cualquiera de
las 39 monedas que aparecen en la pantalla y que
decidas si pesa mds o menos que el resto. Por supues-
to, no me digas cuil ha sido tu eleccion. Pero puedes
escribirla en tu pantalla electrénica para que los
demds la conozcan... (Ya estd?... Bien, ahora dime qué
platillos descenderfan al realizar las cuatro pesadas».

— Bajarfa el platillo de la izquierda de la primera pesa-
da, y los de la derecha de la segunda y tercera. La
cuarta pesada quedaria equilibrada»., (Murmullos de
asentimiento.)

Casi instantdineamente la matemaga resuelve:

— «la moneda elegida fue la 25, y has decidido que
pesara mis».

Mi compaiiero de butaca sonrie:

— «Este truco ya lo conozco: basta codificar el resultado
de la pesada como 0221, que no es mis que el nime-
ro 25 en base 3. Pero se lo voy a poner mis dificil...»,

y dirigiéndose a la matemaga, afiade:

— «Podrias volver a realizar el mismo truco con 37
monedas?.

«Tendrd que reorganizarlo todol, pensé. Pero, para asom-
bro nuestra, Temis responde, enigmitica y sonriente:

— «Nada me gustard mas...»

y procede a realizar su truco de nuevo mientras en la pan-
talla grande aparece una nueva figura, similar a la anterior,
pero en la que sélo figuran 37 monedas,

Cuando finaliza, oimos una voz detris nuestra;

— «Creo que esto ya lo vi en alguna parte, hace algunos
afios... Me parece recordar que apareci6 en la revista
SUMA, hacia finales del milenio... A propésito, jos
habéis dado cuenta de que nuestro 55 afio espacial se
escribe 2001 en base 3? Y hablando de espacio, dicen
que estdn preparando un HAL para...».

El problema

El problema consiste no tanto en resolver la cuestién para
un nimero determinado de monedas como en hallar un
procedimiento sistemdtico para resolver ripida y eficaz-
mente este tipo de cuestiones. Para lograrlo, construire-
mos un edificio donde cada planta se eleve a partir de la
anterior. Utilizando palabras més exoticas: recurriremos a
un proceso inductivo.

Resolver el problema planteado, paso a paso, es un ejem-
plo de proceso inductivo que muestra perfectamente tanto
el método como la potencia del mismo. El programa infor-

Resolver
el problema
Pplanteado,
paso a paso,
es un ejemplo de
proceso inductivo
que muestra
perfectamente
tanto el método
como la potencia
del mismo.

El programa
informatico
que se adjunta
no es mas que
el conjunto
de instrucciones
que vamos
creando
en este proceso
inductivo.

matico que se adjunta no es mis que el
conjunto de instrucciones que vamos
creando en este proceso inductivo. Pero
este conjunto de instrucciones permite
resolver de igual forma el ya clisico
problema de descubrir una moneda
falsa entre 12 en tres pesadas como el
nuevo problema de descubrir una
moneda falsa entre 3.000 en s6lo ocho
pesadas.

Este problema, en su version de 12
monedas, parece ser que aparecid en
1945 sin que se sepa su procedencia. Al
menos asi se afirma en el capitulo E/ sis-
tema ternario (Gardner, 1986), de la
sexta compilacién de la famosa colum-
na que su autor mantenia en la revista
Investigacion y Ciencia (1963). En ese
capitulo, Gardner expone que una solu-
cién del problema se relaciona con los
nimeros ternarios, al igual que haremos
aqui. Sin embargo, aunque expresa que
el problema ba sido generalizado, des-
graciadamente no ofrece ninguna idea
que permita tal generalizacién y tampo-
co menciona cémo resolver los casos en
donde haya un ndmero de monedas
que no sea de la forma PO (ver Prepa-
rando el terreno») sin modificar dristica-
mente el método. Mis bien parece que
dicha generalizacion se reduce a saber
cudl es el nimero maximo de monedas
que admite cada serie de pesadas, sin
profundizar en cémo se resolveria en
cualquier caso. Es mds, la combinacion
utilizada por Gardner para resolver el
problema de las 12 monedas no permi-
te, sin cambios importantes, resolver el
problema con menos monedas. Diga-
mos que es una combinacion sin nada
mds. El objetivo de este articulo es
cubrir estas ausencias al tiempo que se
desarrolla paso a paso el proceso induc-
tivo en uno de los problemas mis atrac-
tivos de la matemdtica jrecreativa?

Una sola pesada (p=1)

Con una moneda... no hay nada que
hacer (incluso si es un euro, o de oro, o
de chocolate). Con dos monedas lo mas
que podemos es afirmar la existencia o



no de la moneda falsa, pero no pode-
. mos determinar cudl es. Sin embargo,
esta simple situacién nos permite ya
profundizar en el problema, al tiempo
que nos apropiamos de una notacién
adecuada.

(2)

s Platillo izquierdo: O
? Equilibrio: 1

Figura 2

Asignamos la cifra O a la situacion «el
platillo izquierdo baja» y la cifra 2 a la
situacién «el platillo derecho bajas.
Reservamos la cifra 1 para el caso de
equilibrio. Si ahora asignamos a cada
moneda el mismo nimero correspon-
diente al platillo donde se encuenira, es
evidente que sabremos inmediatamente
cudl es la moneda mds pesada sin mds
que observar cudl es el platillo que
baja. Si se presenta el caso 1, de equi-
librio, al no haber ninguna moneda con
ese numero asignado, no existird
moneda falsa. Si se presenta otro caso,
sabemos que existe una falsa, pero 7o
podemos saber cudl de ellas es. Lo que
ocutre es que el caso «platillo izquierdo
baja» puede significar «moneda O pesa
mas» pero también «moneda 2 pesa
menos».

Dos pesadas (p=2)

Ya podemos pesar 3 momnedas. Hay
varias formas de hacerlo. Elijamos una
cualquiera, por ejemplo colocando la
primera moneda sélo en el platillo
derecho de la primera pesada. Esta
moneda tendrd asignado el nimero 21
(derecho-equilibrio). Colocamos la se-
gunda moneda en el platillo izquierdo
de la primera pesada y en el derecho
de la segunda. Su nGmero asignado

Platillo izquierdo: 2

serd 02 (izquierdo-derecho). La tercera moneda se coloca
s6lo en el platillo izquierdo de la segunda pesada. Su
nlimero asignado serd 10 (equilibrio-izquierdo).

(02 | @
(10 | )

Figura 3

Observemos ahora qué pasa segin los casos. Si no baja
ningtn platillo, la moneda correspondiente serd 11, es
decir, no hay moneda falsa. Si baja sélo el platillo dere-

, cho de la primera pesada, la moneda correspondiente
serd 21, es decir, la primera moneda pesa mas. Pero aten-
cién: si baja solo el platillo izquierdo de la primera pesa-
da, la moneda correspondiente serd 01, que indica da
moneda 21 pesa menos».

En la siguiente tabla se recogen todas las posibilidades:

1.2 pesada 2.9 pesada Nimero Moneda \Como pesa?
platillo que baja| platillo que baja| correspondiente | correspondiente | - © P
Izquierdo — 01 21 Menos
Izquierdo Derecho 02 02 Més
— Izquierdo 10 10 Mas
— — 11 Ninguna No hay falsa
— Derecho 12 10 Menos
Derecho lzquierdo 20 02 Menos
Derecho — 21 21 Més
Tabla 1

Como vemos, simplemente anotando el resultado de cada
pesada (0, 1, 2) obtenemos un nimero que nos indica
univocamente la moneda correspondiente: si ese ntmero
no sefiala directamente la moneda que pesa mas, cambia-
mos los 0 por los 2 (y viceversa) y obtenemos la mone-
da que pesa menos. Dicho de otra forma, si conocemos
qué nimero debe corresponder a cada moneda, la solu-
cién del problema es pricticamente instantinea.

Ademas, para establecer como se pesan las monedas
basta saber la combinacién de nimeros que hemos asig-
nado a cada una. En el caso anterior, basta decir que
hemos pesado siguiendo la combinacién {02, 10, 21).




Preparando el terreno

Adivinamos ya qué va a pasar cuando tengamos mis
monedas. Hardn falta mis pesadas, lo que significa que los
ndmeros asignados a las monedas tendrin mds cifras, que
serdn siempre 0, 1 o 2. Los nlimeros asi expresados apa-
recen en el sistema ternario (base 3). Como este sistema no
lo manejamos con tanta soltura como nuestro familiar sis-
tema decimal, a partir de ahora traduciremos cada ntimero
a su correspondiente decimal. Asi, la combinacion anterior
se convierte en {2, 3, 7}, Para conocer la posicién de cada
moneda, basta reconvertir estos niimeros a la base 3.

No es posible localizar la moneda falsa entre 4 monedas
en menos de 3 pesadas. Podria parecer que si, propo-
niendo por ejemplo la combinacion {0, 2, 6, 8}, es decir,
{00, 02, 20, 22}. Pero recordemos que el nimero 22 sig-
nifica tanto «moneda 22 mds pesada» como «moneda 00
menos pesada». No sabriamos diferenciar la moneda 00
(desde ahora llamada Nada) de la 22, Lo mismo ocurre
con las monedas 02 y 20. A estos ntimeros les llamamos
complementarios: su suma siempre serd un nimero en
base 3 compuesto exclusivamente por 2, lo que significa,
en nuestro sistema, que su suma es siempre una potencia
de 3 menos una unidad (més precisamente, dos ntimeros
complementarios suman siempre 3”~1, donde p es el
nimero de pesadas). Este ntimero es el que se conoce
como Pato pues, en forma ternaria, s6lo aparece el «pato»
2. (Teorema 1: Pato-Nada son complementarios).

Otra posible ocurrencia seria la combinacion {0, 4, 5, 7), es
decir, {00, 11, 12, 21}. Pero en este caso, si los platillos
se equilibrasen con las monedas 00, 12 y 21, no podria-
mos saber si la moneda 11 es falsa 0 no, y en caso de
serlo tampoco sabriamos si pesa mds o menos que las
demds. La moneda 11 no hace nada, ya que no aparece
en ninguna pesada. En adelante, llamaremos siempre Pa
al nimero en base 3 compuesto de exclusivamente cifras
1. (Teorema 2: Pa es la mitad de Pato. Teorema 3: Pa es
complementario de si mismo.) Notacién: 4’ significard Pa
menos 4.

Ademds, gracias a nuestro sistema ya podemos averiguar
cudntas monedas como midximo podemos utilizar en p
pesadas. Veamos: la numeracién de las monedas ird de
0...0 a 2...2 lo que significa un total de 3 nGmeros. Ahora
bien, uno de ellos, Pa, no aparece en las pesadas. Por lo
tanto tenemos 37~1 ntmeros. Cada ndmero tiene su com-
plementario, que sefiala a la misma moneda (modificando
su peso). Por lo tanto, como mucho podremos disponer
(3%-1)/2 monedas en los platillos. Es decir, Pa monedas.
Bien, supongamos que hemos dispuesto las Pa monedas.
En cada pesada aparecen 3 monedas, repartidas en dos
platillos. Pero 3 es siempre impar, lo que impide que el
nimero de monedas en ambos platillos sea el mismo.
Siempre sobra una: por ejemplo, la moneda Nada. Asi que

1

No es posible
localizar
la moneda falsa
entre 4 monedas
en menos
de 3 pesadas.

Una alumna propone sustituir
Po por el diminutivo inglés Di
{més aristocrdtico), que es casi
Du (la mitad de Duck).

el nimero maximo de monedas que
podemos distribuir con p pesadas es Po
= Pa - 1 (Po es casi Pa). Esto quiere
decir que en 2, 3, 4... pesadas podremos
pesar hasta 3, 12, 39... monedas!,

Tres pesadas (p=3)

Hemos visto que con 3 pesadas pode-
mos comparar hasta 12 monedas. Hay
varias formas de conseguirlo, pero esta-
mos tratando de seguir un método, asi
que nos apoyaremos en las pesadas de
tres monedas. Busquemos entonces
cuatro combinaciones de 3 monedas
que cumplan las siguientes condiciones:

C.DDeben indicar monedas distintas,
independientemente de su peso.
Debe reservarse Nada, para que la
numeracion sea de 1 a 12 (y com-
plementarios).

C.2)Cada combinacién debe poder ge-
nerar otras tres combinaciones,
para que el proceso sea inductivo.

C.3) Cada combinacién debe equilibrar-
se por si misma, como pasaba con
la combinacién {2, 3, 7}, para poder
distribuir 6 o 9 monedas simple-
mente eliminando combinaciones
sobrantes. Dicho de otra forma, en
cada combinacién se debe depositar
una sola moneda en cada platillo.

C.4) Podamos reemplazar dos o tres mo-
nedas por Nada para poder distri-
buir cantidades de monedas que no
sean multiplos de 3.

S6lo existen dos combinaciones que
cumplan las tres primeras condiciones:

{2, 12, 25}, {6, 11, 22}, {7, 9, 23}
y {8, 10, 21} (o0 complementarios)

{2, 12, 25, {6, 10, 23}, (7, 11, 21}
v {8, 9, 22} (0 complementarios)

Pero la segunda no cumple la cuarta
condicion. Ajustamos la primera (por
complementarios) para que si la cumpla
y obtenemos la wmnica serie posible:

{2, 12, 25}, {4, 15, 20},
{7,9, 23} y 8, 10, 21)



_es-decir:
(002, 110, 221}, {011, 120, 202},
(021, 100, 212}, {022, 101, 210}.

Como reserva, afiadimos una nueva tria-
da, formada por Nada, Pa'y Palo, que
sélo utilizaremos para el proceso induc-
tivo: {0, 13, 26} = {000, 111, 222}.

Veamos que cumplen todas las condi-
ciones:

C.DIndican monedas distintas, inde-
pendientemente de su peso, pues
aparecen todos los nimeros posi-
bles (rechazando complementarios)
excepto Nada (000) y Pa (111).

C.2) Cada combinacion genera 3 combi-
naciones nuevas sin mis que ante-
cederles 0, 1y 2 en distinto orden.
Por ejemplo, la combinacién en tres
pesadas {2, 12, 25}=(002, 110, 221}
genera las combinaciones? en cua-
tro pesadas: A

(0 002, 1 110, 2 221},
(1002, 2 110, 0 221},
(2 002, 0 110, 1 221},

es decir, (2, 39, 79}, {25, 29, 66},
{12, 52, 56). Esto hace que las 4
combinaciones se transformen en
12, equivalentes a 36 monedas. Las
tres monedas que faltan hasta las 39
se consiguen recurriendo a la trfada
de reserva, que genera la combina-
¢ién {26, 27, 67, su complementaria
(que rechazamos) y la nueva triada
de reserva {0, 40, 80}.

C.3)Cada combinaciéon se equilibra por
si misma, por construccion, de
forma que podemos eliminar las
combinaciones que queramos para
pesar menos monedas. Solamente
debemos tener cuidado en no eli-
minar las combinaciones donde
aparecen 4, 10, 4’ y (4+10") si pos-
teriormente las necesitamos.

C.4) Cuando convenga, podemos utilizar
la moneda Nada para reemplazar a
otras dos, 4 y 4":

la moneda 4 tiene asociado el

namero: 1...1T 100

la moneda 4 tiene asociado el
ndmero: 0...0 011

Y nada mejor
que un efemplo
para ilustrar
el proceso.
Nos piden
descubrir
la moneda falsa
entre 10,
en solo
tres pesadas.

2 Podemos generar las combina-
ciones més facilmente en nues-
tro sistema decimal, escribien-
do fres veces la combinacién
original de esta forma: {2, 12,
25}, {25,2,12},(12, 25, 2}y
sumando 37 = 27 a cada
segundo nimeroy 2:37 = 54 a
cada tercer nimero. O bien, si
se conoce la regla de Pierre
Sarrus, escribiendo las combi-
naciones positivas del determi-
nanfe

2 12 25
2+27 12427 25+27
2+54 12+54  25+54

ambas se pueden sustituir por Nada: 0...0 000

Asi mismo, cuando convenga, podemos utilizar la
moneda Nada para reemplazar a otras tres, 4, 10 y el
complementario de 14:

la moneda 4 tiene asociado el ntmero: 0...0 011

la moneda 10 tiene asociado el ntimero: 0...0 101

la moneda complementaria de 14 tiene asociado el
nGmero: 2...2 110

las tres se pueden sustituir por Nada: 0...0 000

iYa estd! Y nada mejor que un ejemplo para ilustrar el pro-
ceso. Nos piden descubrir la moneda falsa entre 10, en
s6lo tres pesadas. Tomamos el pa-tron correspondiente
a 3 pesadas, que nos permite pesar hasta 12 monedas:
{2, 12, 25], {4, 15, 20}, {7, 9, 23}, {8, 10, 21}, es decir,

{002, 110, 221}, (011, 120, 202},
{021, 100, 212}, {022, 101, 210}

Colocamos cada moneda en su platillo correspondiente:

Platillo Izquierdo Platillo Derecho
002 011 | 021 | 022 | 221 | 202 | 212 | 210
002 202 | 100 | 101 | 221 | 120 | 021 | 022
110 120 | 100 210 | 002 | 202 212 | 022
es decir:
Platillo Izquierdo Platillo Derecho
2 4 7 8 25 20 23 21
2 20 9 10 25 15 7 8
12 15 9 21 2 20 23 8

Con esta tabla podemos responder cuando hay doce
monedas (eliminando una combinacién, cuando hay 9
monedas; eliminando dos combinaciones, cuando hay
6 monedas). Como sobran dos monedas, recurrimos a
Nada, que reemplaza a 4, 10 y 12 (complementario de

14):

Platillo Izquierdo Platillo Derecho
2 0 7 8 25 20 23 21
2 20 9 0 25 15 7 8
0 15 9 21 2 20 23 8

Para que se note menos lo especial de estos nimeros, ter-
minamos el proceso reemplazando los nimeros mayores
que Pa (13) por sus complementarios (Pala es 26):




Platillo Izquierdo Platillo Derecho
2 0 7 8 1 6 3 5
2 6 9 0 1 11 7 8
0 11 9 5 2 6 3 8

Hagamos la prueba. Imaginemos que la balanza queda
equilibrada en la primera pesada y se inclina hacia la dere-
cha en las demis: el nimero correspondiente es 122, es
decir, 17 (mayor que 13), cuyo complementario es 9: la
moneda falsa es la 9. Como el 9 no aparece en los plati-
llos hacia donde se inclina la balanza, sino en los opues-
tos, entonces la moneda 9 pesa menos que el resto.
Evidentemente, si la balanza no se inclinara en ninguna
pesada, es que no habria moneda falsa (serfa la moneda
Pa, que no interviene en las pesadas).

Por supuesto, es muy sencillo volver a disefiar la tabla para
que aparezcan los nimeros entre 1 y 10 (basta asignar a
cada niimero uno nuevo). Sin embargo, este proceder difi-
culta bastante la resolucion fulgurante de la matemaga.

Cientos de monedas

El procedimiento es exactamente el mismo que el descrito
aqui. Los patrones para 12, 39, 120... monedas (o cualquier
nimero intermedio) se pueden generar «@ mano», median-
te el proceso descrito en la condicién C.2, o bien utilizar
el programa informatico, que nos aporta tres resultados:

*  El patrén correspondiente a ese nimero de monedas.
e La distribucién de las monedas en cada pesada.

® Realiza el truco de la matemaga.

Como ejemplo, damos a continuacion el patron de 13 tria-
das (generadas por las 4 ufadas, mds la tifada de reserva)
que permite resolver todos los casos entre 13 y 39 monedas:

{2, 39, 79), (25, 29, 66}, (12, 52, 56), (4, 42, 74},
{20, 31, 69}, (15, 47, 58}, {7, 36, 77},
{23, 34, 63}, 19, 50, 61), {8, 37, 75),
(21, 35, 64], {10, 48, 62}, {26, 27, 67};
Reserva: {0, 40, 80}

Este patrén permite la distribuciéon de la figura 1, presen-
tada por HAL en la introduccién. Mientras Temis procede
por segunda vez a realizar el truco, lo Gnico que tiene que
hacer HAL es sustituir en la figura 1 las monedas 4, 10 y

14 por la moneda 0, lo que reduce el ntimero de monedas

a 37. §i se hubiese solicitado resolver con 28 monedas, por
ejemplo, ademis del reemplazo anterior HAL s6lo necesi-
ta eliminar 3 trfadas (en las que no aparezca el 0).

Excepcion

Este método funciona para cualquier nimero de monedas
excepto 4. El motivo de esta excepcién es que no hay

Este método
Junciona para
cualquier niimero
de monedas
excepto 4.

El motivo
de esta excepcion
es que
no hay suficientes
combinaciones
de tres monedas
para efectuar
los oportunos
reemplazos desde
el patron de 12.
En este caso,
se emplea
cualquier
combinacion
de 4 nimeros
que se equilibren.

suficientes combinaciones de tres mo-
nedas para efectuar los oportunos reem-
plazos desde el patrén de 12. En este
caso, se emplea cualquier combinacién
de 4 nimeros que se equilibren. En el
programa informdtico aparece la mis
elegante de estas combinaciones.

Variante 1 del problema

Cémo descubrir la moneda falsa (sin
determinar si pesa mis o menos que el
resto) de entre 13 (o 40,... en general,
Pa) monedas aparentemente idénticas
en tan sélo 3 pesadas:

Formamos la combinacién de pesadas
correspondiente a 12 de esas monedas,
segln las instrucciones anteriores, y
procedemos de igual forma. La Wnica
variante es que s6lo podemos determi-
nar ahora si la falsa pesa mis o menos
en el caso de que sea una de estas 12
monedas. Si el resultado es 13, sabemos
que la falsa es la moneda que no hemos
pesado, pero no sabemos si pesa mis o
menos que el resto.

Variante 2 del problema

Como descubrir si existe una moneda
falsa, y si pesa mids o menos que el
resto, de entre 13 (0 40,... en general,
Pa) monedas aparentemente idénticas
en tan solo 3 pesadas, si disponemos
ademds de otra moneda que sabemos
que no es falsa:

Formamos la combinacién de pesadas
correspondiente a 12 de esas monedas,
segin las instrucciones
Asignamos el nimero Nada a la mone-

anteriores.

da decimotercera y la afiadimos en las
tres pesadas. En el otro platillo, afiadi-
mos, para compensar, la moneda que
sabemos no es falsa, sin asignarle
nGmero alguno. Se sigue el mismo pro-
ceso que en el problema original.
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PA = B + 1: P = LOG(2 * PA + 1) / LOG(3)
IF P <> INT(P) THEN P = INT(P) + 1

PA = (3 P = 1)/ 2: PO

DIM X(P, F'+ 1, 2)

DO WHILE Pl < P

FOR J =1 TO (PAl + 2) / 3 =1
X(PL +'1, 3 *J -2, 0) =X(PL, J,0)
X(PL + 1, 3 *.3 -2, 1) = x(Pl, J, 1)
X(Pl + 1, 3 % J =2, 2) = X(PL, J, 2)
X(PL + 1, 3 * J =1, 0) = X(Pl, J, 2)
X(PL %+ 1, 3% J -~ 1, 1) = X(PL, J, 0)
X(PL + 1, 3 # J =1, 2) = XL, J, 1)
X(PL + 1, 3 *'J, 0) = X(PL, J, 1)
X(PL + 1, 3:* J, 1)y = X(Pl, J, 2y +3
X(P1 + 1, 3 % J, 2) =X(P1, J, 0) + 2
J = (PAlL +.2) / 3
X(PL +'1, '3 * J -2, 0) =X(Pl, J, 2)
X(PL + 1, 3 * J - 2, 1) = X(PL, J,.0) + 3 ~ Pl
X(P1 + 1, 3 #. 3 -2, 2) =X(Pl, J, 1y + 2 %3
X(PL+1, 3 *J -1, 0) = X(PL, J, 0)
X(PL + 1,3 % J -1, 1) =X(P1, J, 1) + 3 ~ Pl
X(PL +1,:3 * 3 - 1, 2) = X(PL, J, 2) + 2 %3
Pl1 =Pl + 1: PAl =:(3 "~ P1 =:1)./ 2: LOOP

SELECT CASE §
CASE 1: ¥(J4, K4)

0: Y(JS4, KS4) = -1

A

*

PA - 1: F = (PA '+ 2) /3

sistema operativo MS-DOS (versién 6.2). He utilizado
QBasic sin nimeros de linea y sin instrucciones GOTO,
es decir, empleando 6rdenes estructuradas, lo que facilita
su lectura y la posible traduccién a otro lenguaje de pro-
gramacién, como Visual Basic o Mathematica.

REM. **kkkkkktxkddhhhrksskkkssrr*golicita el nimerc de monedas a pesar
LOCATE 10, 20: INPUT "{Ndmero de monedas'; B

DO WHILE B < 3: LOCATE 4, 6
 PRINT "Es- imposible resolver con menos de 3 monedas.": END: LOOP
DO WHILE B <> INT(B): LOCATE 4, 6
PRINT "Lo siento, pero este programa no admite decimales.": END: LOOP
SELECT CASE B
CASE 3: PRINT : PRINT "Combinaci¢n: {2, 3, 7}": PRINT
PRINT "Pesada 1"
PRINT "Platillo Izquierdo: 2 Platillo Derecho: 1"
PRINT : PRINT "Pesada 2"
PRINT "Platillo Izquierdo: 3 Platillo Derecho: 2"
PRINT : PRINT "Pato = 8, resuelve ti.": END
CASE 4: PRINT : PRINT "Combinaci¢n: {1, 4, 23, 24}": PRINT
PRINT "Pesada 1"
PRINT "Platillo Izquierdo: 1 4 Platillo Derecho: 2 3"
PRINT : PRINT "Pesada 2" '
PRINT "Platillo Izquierdo: 1 Platillo Derecho: 22"
PRINT : PRINT "Pesada 3"
PRINT "Platillo Izquierdo: 2 Platillo Derecho: 3"
PRINT : PRINT "Pato = 26, resuelve td.": END
END SELECT

REM ***Calcula los nimeros Pa, Po y el nimero P de pesadas necesarias

REM ##kkkkkxkkdkhhhhhkkkhkhhhrkkkxtr¥vEstablece el patrén inicial
AS INTEGER, PI(F * 3), PD(F * 3)

DIM Y(F + 1, 2) AS INTEGER, Z(F + 1, 2) ‘AS INTEGER

P1 = 3: PAL = 13: X(3, 1, 0) = 2: X(3, 1, 1) = 12: x(3, 1, 2) = 25

X(3, 2, 0) = 4: X(3, 2, 1) = 15: X(3, 2, 2) = 20: X(3, 3, 0) = 7

X(3, 3,71) = 93 X(3, 3, 2) = 23% X(3, 4, 0) = 8: X(3,°4, 1)y = 10
X(3, 4, 2) = 21: X(3, 5, 0) = 0: X(3, 5, 1) = 13: X(3, 5,.2) = 26

REM Calcula iterativamente los sucesivos patrones hasta el adecuado

3% Ppl

2:%.3 Pl
35 p1

2 * 3 %P1
Pl

3.7 Pl: NEXT
Pl

Pl

S4 = PA - 4: Cl4 =3 ~ P - 15: D =PA -1 = B: TS
FOR J = 1-TO'F - 1: FOR K = 0.TO 2: Y(J, K) = X(P,
IF Y(J, K) = 4 THEN J4 = J: K4 =

IF Y(J, K) = S4 THEN JS4 = J: Ks4 =K
IF Y(J, K) = 10 THEN J10 = J: K10 = K
IF Y(J, K) = Cl4 THEN Jl4 = J: K14 = K
NEXT: NEXT

S =D =mTg * 3

REM **#kk®kkkkkkxkkxkkk***Analiza si sobran combinaciones del patrén
INT(D / 3)
J, K)




FOR I

CASE 2: Y(J4, K4) = 0: Y(J10, K10) = -1: ¥(J14, K14) = -1
END SELECT
J=F -1
DO WHILE FTS < TS: SIGUE = 0
FOR K = 0 TO 2
IF Y(J, K) < 1 THEN SIGUE = 1
NEXT
DO WHILE SIGUE = 0: FTS = FTS + 1
FOR K = 0 TO 2: Y(J, K) = ~-1: NEXT
SIGUE = 1: LOOP: J = J - 1: LOOP

=P -1 T0 0 STEP -1: I3 = 3 ~ I
PRINT : PRINT "Pesada"; P - I: IP = 0: DP = 0
FOR J = 1 TO F - 1: FOR K = 0 TO 2: CON = Y(J, K),
DO WHILE CON > -1: M = INT(CON / I3)
IF M = 0 THEN IP = IP + 1: PI(IP) = Z(J,
CON = ~1: LOOP: NEXT: NEXT
FOR K = 2 TO IP: FOR J = 1 TO K - 1
IF PI(J) > PI(K) THEN SWAP PI(J), PI(K)
NEXT: NEXT
PRINT "Platillo Izquierdo:";
FOR K = 1 TO IP - 1: PRINT LTRIM$(STR$(PI(K))) + "-";
PRINT LTRIMS(STR$(PI(IP)))
FOR J = 1 TO F - 1: FOR K = 0 TO 2: CON = Y(J, K)
DO WHILE CON > ~1: M = INT(CON / I3)
IF M = 2 THEN DP = DP + 1: PD(DP) = Z(J,
Y(J, K) = ¥(J, K) - I3 * M
CON = -1: LOOP: NEXT: NEXT
FOR K = 2 TO DP: FOR J = 1 TO K - 1
IF PD(J) > PD(K) THEN SWAP PD(J), PD(X)
NEXT: NEXT
PRINT "Platillo Derecho:";
FOR K = 1 TO DP - 1: PRINT LTRIMS(STR$(PD(K))) + "-";
PRINT LTRIMS$(STR$(PD(DP)))
PRINT : PRINT "Pulsa cualquier tecla para continuar"

DO: LOOP UNTIL INKEY$§ <>

wn

NEXT

REM *##dddidkdkdsdiissss*Hace el papel de matemaga (ya hizo el

CLS : LOCATE 2, 4

PRINT "Elige una moneda y dime el resultado de cada pesada"
PRINT "Si baja el platillo izquierdo escribe I"

PRINT "Si baja el platillo derecho escribe D"

PRINT "Si no desciende ningtn platillo escribe N": PRINT
FOR I = 1 TO P: AS = ""

DO WHILE A$ <> "I" AND AS$ <> "D" AND AS$ <> “N"
LOCATE 10, 12: PRINT " "
LOCATE 10, 12: PRINT "Pesada ndmero" + STR$(I); :

SELECT CASE A$

CASE "D": XX = XX + 2 * 3 * (P - I)

CASE "N": XX = XX + 3 ~ (P - I)

END SELECT: NEXT

P$ = " menos pesada ": PRINT : YY = XX
IF XX = PA THEN PRINT " No hay moneda falsa.": END
IF XX > PA THEN XX = 2 * PA - XX
SIGUE = 0
FOR J =1 TOF - 1: FOR K = 0 TO 2
IF XX = Z(J, K) THEN SIGUE = 1
NEXT: NEXT
IF SIGUE = 0 THEN PRINT "°No es posible tal resultado!": END
FOR J =1 TO F - 1: FOR K = 0 TO 2
IF X(0, J, K) = YY THEN P$ = " mas pesada "

NEXT: NEXT

REM #%*kkhkkkhkkahhhhkkhbkhkhhkhkhh k& kkknkkh k¥ k**Muestra el patrén final

es:"

CLS : LOCATE 3, 3

PRINT "El patrén para pesar las"; B; "monedas en"; P; "pesadas

FOR J = 1 TO F - 1: PRINT " "; + FORK = 0 TO 2

IF Y(J, K) > PO THEN %(J, K) = 2 * PA - ¥Y(J, K) ELSE %(J, K) = Y(J, K)
IF Y(J, K) > -1 THEN PRINT Y(J, K);

X(0, J, K) = Y(J, K): NEXT: NEXT

PRINT : PRINT "Pulsa cualquier tecla para continuar"

DO: LOOP UNTIL INKEY$ <> "": CLS

REM ***k&ikkisxkdkskrhhkhsrsrdsr*Muestra la disposicién de las monedas

X)

: NEXT

K)

: NEXT

de HAL)

INPUT A$: LOOP

PRINT "La moneda es la" + STR$(XX) + " y es" + P$ + "que el resto."




Ajuste de una curva
a un conjunto de datos
con la calculadora TI-92

Leandro Tortos

Rosario Martin

a Grau
Rico

Este arficulo frata de resolver
el problema del ajuste de
una curva a un conjunfo de
datos que se obtienen a
partir de diferentes
observaciones de la posicién
de un asteroide en su orbita
alrededor del Sol. Utilizando
este problema concreto, se
realiza un andlisis grafico
sobre la exactitud y
complejidad que nos
proporcionan los distintos
modelos de ajuste que
utilizamos, como son el
lineal, cuadrético y clbico.
Con ayuda de la calculadora
TI-92 se obtiene la ecuacién
de la cénica que mejor
describe el movimiento de
este astro. Utilizando las
capacidades de célculo
simbélico que la Tk92 nos
ofrece, se construye una
funcién que nos permite
predecir de una forma
sencilla las sucesivas
posiciones del asteroide en
su érbifa.

STE ARTICULO constituye un ejemplo completo del ajuste de
una curva a un conjunto de datos obtenidos de un problema
concreto, como es la posicién de un asteroide a través de
sucesivas observaciones. Se utiliza como herramienta bésica
de célculo y visualizacion la calculadora TI-92, que lleva
incorporado el CAS (Célculo Algebraico Simbdlico) para rea-
lizar todo tipo de cilculos algebraicos. Esta calculadora per-
mite mecanizar los cdlculos matemdticos imprescindibles
para conseguir los distintos ajustes, a la vez que resulta
amena dada la capacidad de visualizacién que nos ofrece.

Desde el punto de vista pedagégico, los distintos modelos
de ajuste, que se realizan de forma inmediata con la ayuda
de la miquina y que pueden ser visualizados simultinea-
mente, constituyen un excelente medio para relacionar la
creciente complejidad de los modelos utilizados con la
exactitud en la resolucién del problema.

En el articulo se distinguen tres etapas:
e En la primera se realiza un ajuste de datos mediante
funciones lineales, cuadriticas y ctbicas, comproban-
do la poca exactitud de estos modelos de ajuste para
la prediccién de futuras posiciones del asteroide.

En la segunda etapa se hace una reflexién sobre la natu-
raleza del problema que se trata de resolver y las herra-
mientas matemdaticas mis adecuadas para su resolucion.
En la tercera, se aprovechan las capacidades que la
calculadora TI-92 ofrece para la edicién de una fun-
cién que permite simplificar los cilculos necesarios
para la prediccién de nuevos puntos en la 6rbita del
asteroide.

Planteamiento del problema

Supongamos que disponemos de cinco puntos en el plano
que representan distintas posiciones de un cierto asteroide



en su Orbita alrededor del Sol. Nuestro objetivo es ajustar
una curva a estos datos para establecer la 6rbita que segui-
14 el astro. Desde el punto de vista matemdtico, debemos
encontrar la curva que mejor se adapte a esas posiciones.
Para ello, utilizamos como herramienta la calculadora gra-
fica TI-92, cuyas capacidades grificas y de cilculo simbé-
lico la convierten en un pequefio ordenador matemitico
en nuestras manos. Distintas observaciones del asteroide
en tiempos sucesivos determinan los cinco puntos de
coordenadas: ‘

(5,764; 0,648), (6,286; 1,202), (6,759; 1,823)
(7,168; 2,526), (7,480; 3,360).

El problema que estudiamos es la obtencién de una curva
que se ajuste a estos datos y represente, por tanto, la ecua-
cién de su orbita,

Resolucién del problema

En principio, nos planteamos el problema de ajustar,
mediante una curva, el conjunto de datos que tenemos.
No nos planteamos inicialmente el tipo de curva que
mejor se ajuste de acuerdo con los datos que tenemos.
Queremos realizar varios ajustes utilizando diversas cur-
vas, con el fin de que el alumno compruebe los diferentes
grados de exactitud que se obtienen cuando se utilizan
diferentes modelos de ajuste. Por ello, comenzaremos con
el ajuste lineal, que es el mds sencillo y continuaremos con
modelos algo mis complicados.
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Figura 1. Editor de datos

Comenzamos introduciendo los cinco puntos anteriores
en el editor de Datos/Matrices de la calculadora TI-92. El
nombre que le damos al fichero de datos es astrol, como
vemos en la Figura 1. Una vez introducidos los datos en
el editor correspondiente, vamos a detallar los pasos
necesarios que debemos realizar con la TI-92 para obte-
ner distintos tipos de ajustes, seglin el tipo de funcién
escogida para llevar a cabo el ajuste.

Primero obtendremos un ajuste lineal mediante una recta
de regresion lineal. Para ello, presionando la tecla F5 obte-
nemos una pantalla como la que se muestra en la Figura 2,

E"' mainhastrol Calculate \ﬂ

,;; Calculation Tupe. LinReg+
Huwnnnanaonnannans |2l
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USE % MO+ TO OFEM CHOICES

Figura 2. Regresién lineal

en la que hemos seleccionado la opcién
de regresion lineal. Ademds, queremos
que la recta de regresion lineal quede
almacenada en el editor de funciones en
la variable p7(x). De esta manera, la
miquina nos proporciona, de forma
inmediata, la recta de regresién y el coe-
ficiente de correlacién que aparecen en
la Figura 3.
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Figura 3. Recta de regresion lineal

Una vez obtenida la recta de regresion y
almacenada en y1(x) en el editor de fun-
ciones, debemos indicar el tipo de grafi-
co que queremos representar con los
puntos de la tabla. Eso lo hacemos pre-
sionando la tecla F2 y efectuando las
elecciones oportunas en los mends des-
plegables que alli nos aparecen. Lo
vemos en la Figura 4, en la que se ha
elegido el tipo de grifico scatter y los
puntos se representan como cajas (box).
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Figura 4. Tipo de grdfico para datos




Si ahora representamos graficamente
este grifico de puntos en la variable
Plot1 y la funciéon yI(x), que es la recta
de regresién, obtenemos un grafico
como el que muestra la Figura 5, en la
que se ha realizado un ZoomData para
que los datos que se representan ocu-
pen el drea maxima de la pantalla.
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Figura 5. Grafico de regresién lineal

Hasta aqui se ha realizado un ajuste de
datos utilizando el modelo de regresién
lineal sobre ese conjunto de puntos ini-
cial. Observando el grafico, notamos
que la recta no se ajusta exactamente a
ese conjunto de puntos, aunque el coe-
ficiente de correlacion (positivo y cerca-
no a uno), nos indica una fuerte rela-
cién entre las variables. Sin embargo,
pretendemos encontrar una curva que
se ajuste perfectamente a €s0s puntos.

Ahora el siguiente paso va a ser probar
con un ajuste cuadratico, es decir, vamos
a calcular la funcién cuadritica de la
forma:

=axt+ bx+c [1]

que mejor se ajuste a los valores que
tenemos. Para ello, realizamos los mis-
mos pasos con la miquina que en el
caso anterior. La Figura 6 muestra el
cuadro de didlogo donde selecciona-
mos la regresién cuadritica, que que-
dard almacenada en el editor de fun-
ciones como y2(x). La Figura 7 recoge
el resultado que proporciona la calcula-
dora para un ajuste cuadritico. En la
Figura 8 vemos el editor de funciones
de la TI-92 donde aparecen las dos fun-
ciones correspondientes a los dos tipos
de regresion que hemos calculado. Si
ahora representamos grificamente las
funciones almacenadas en el editor de
funciones, se obtiene una representa-

Podemos notar
la diferencia
en cuanto
a la precision
que se obtiene
al utilizar
un modelo
de tipo cuadratico
frente
al modelo lineal.

cién grifica como la que muestra la Figura 9. En esta figu-
ra se observa claramente que al ajustar por una funcién de
segundo grado obtenemos una grifica que se acerca
mucho mids a los puntos que tenemos representados.
Podemos notar la diferencia en cuanto a la precision que
se obtiene al utilizar un modelo de tipo cuadritico frente
al modelo lineal.
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Figura 6. Regresién cuadrdtica
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Figura 7. Funcién cuadrética de ajuste
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Figura 8. Editor de funciones
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Figura 9. Regresién lineal y cuadrédtica




Podemos continuar el proceso decrito hasta aqui ajustando
ahora mediante una funcién polindémica de tercer grado.
Para ello elegimos la opcidn de ajuste mediante una regre-
sién cabica, que aparece en el mismo mend que el de las
anteriores, como se muestra en la Figura 10. Ahora almace-
namos la funcién cibica en la variable y3(x) del editor, con
el fin de poder comparar el nuevo resultado con los obte-
nidos anteriormente. El resultado de la funcion lo vemos en
la Figura 11, donde se muestran los coeficientes para el
polinomio de tercer grado que mejor sé ajusta a los datos.
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Figura 10. Regresién cibica
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Figura 11. Ecuacién cibica del ajuste
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Figura 12. Comparativa de las regresiones

En la Figura 12 vemos la grafica comparativa de los tres
ajustes realizados, utilizando polinomios de grado uno,
dos y tres. Se observa muy poca diferencia entre los ajus-
tes que nos proporciona el polinomio de grado dos y el
de grado tres (en el polinomio de grado tres se obtiene
una aproximacion casi perfecta). Si hacemos un ZoomOut
en la miquina, obtenemos una grifica como la que se
muestra en la Figura 13.
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Figura 13. Zoom sobre la gréfica anterior

...al aumentar .

el grado
del polinomio
de ajuste,
la precision
es mayor;
esto nos sugiere
la idea
de continuar
aumentando
su grado
para obtener
cada vez
mejores
resultados.

Observando la Gltima grafica, vemos que
al aumentar el grado del polinomio de
ajuste, la precisién es mayor; esto nos
sugiere la idea de continuar aumentando
su grado para obtener cada vez mejores
resultados. Sin embargo, debemos siem-
pre calibrar de algiin modo la mejora en
el ajuste frente a la complejidad en el cél-
culo. Ademds, hasta ahora no nos hemos
planteado que estamos intentando ajustar
un problema «eal», como es el movimien-
to de un asteroide en torno al Sol.
(Pensamos que su trayectoria es una recta?
¢Es una funcién cuadritica? Volveremos
mas tarde sobre esta cuestion.

Modificando el problema
inicial

Modificamos ahora el problema inicial
afiadiendo un nuevo punto. Supongamos
que en una observacidén posterior del
asteroide se toman sus coordenadas de
posicién, que son (5,0; 5,363). De esta
forma la lista de puntos que teniamos
queda ampliada con este ultimo valor,
como se aprecia en la Figura 14.
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Figura 14 Nuevo dato

Realizamos un proceso similar al descrito
anteriormente, pero ahora obtendremos
funciones de tipo cuadritico y cabico.



Los resultados que se obtienen pueden
apreciarse en las Figuras 15, 16 y 17.
Observamos de forma inmediata que la
introducciéon de un nuevo punto en
nuestro conjunto de datos modifica drds-
ticamente las funciones que se obtienen
al realizar los distintos tipos de regresién
en la maquina. Podemos comparar los
resultados obtenidos con los anteriores
para darnos cuenta de que las funciones
han cambiado totalmente. Es evidente
que si realiziramos un ajuste lineal, los
resultados serfan muy distintos, ya que
ahora es muy dificil encontrar una recta
que se ajuste también al nuevo valor
afiadido. Esto nos da una idea de la difi-
cultad y el riesgo que lleva el ajuste de
datos por funciones simples como las
que estamos utilizando.

...la introduccion
de un nuevo punto
en nuestro
conjunto de datos
modifica
drasticamente
las funciones
que se obtienen
al realizar
los distintos tipos
de regresion
en la maquina.
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Figura 15. Regresion cuadrética
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Figura 17. Comparativa de regresiones

Esta variacién dristica en la forma de las curvas de ajuste
se produce como consecuencia del problema particular
que estamos estudiando. Debemos reflexionar sobre el
problema que estamos resolviendo y la manera en la que
lo hemos resuelto hasta ahora. Estamos tratando un pro-
blema concreto: el movimiento de un cuerpo en el sistema
solar, es decir, estamos ajustando mediante polinomios de
grado uno, dos o tres unos datos de un cuerpo que sigue
una trayectoria en el espacio cuya representacion matema-
tica es la seccion de una cbnica. No sabemos, a priori, el
tipo de conica que describe su 6rbita; lo miximo que
conocemos son un conjunto de posiciones dadas en fun-
cién de dos coordenadas. En cuanto al modo de resolu-
cion, si pensamos un poco, debemos notar que estamos
intentando ajustar unos puntos cuya trayectoria debe ser
una seccion conica por medio de una conica en particular,
como es la pardbola. Cuando ajustamos mediante una fun-
cién del tipo 1), debemos tener en cuenta que estamos

*ajustando mediante una paribola con su eje de simetria

paralelo al eje OY. Por lo tanto, pensamos que el ajuste que
hemos realizado puede ser muy valido para estos puntos,
pero seguramente No nos va a proporcionar demasiada
informacién acerca del conjunto de la trayectoria que esta-
mos analizando. Asi, debemos utilizar otro método que nos
proporcione mas informacion.

El método que vamos a utilizar tiene cierta relacién con el
concepto de determinante de una matriz, como veremos a
continuacioén.

La forma general de la ecuacién de una seccién conica en
el plano, ya se trate de una parabola, elipse o hipérbola, es:

(2l

Esta ecuacion tiene seis coeficientes que deben ser deter-

X+ Gy + Y ext Gyt =0

minados para poder conocer su expresion analitica particu-
lar. Pero, en realidad sblo son necesarios cinco ya que
podemos dividir por algin coeficiente no nulo. Si supo-
nemos que ¢, es distinto de cero, entonces podemos hacer

c c
x+—5y+——6-=0
21 ¢

c c c
1 C

V:+
1 1

x?% +

0, lo que es lo mismo,
X+ Axy+ By + Cx+ Dy + E= Q.

De esta forma, vemos que Gnicamente es necesario deter-
minar cinco de los seis coeficientes para obtener la ecua-
cién de la conica. Esto significa que con cinco puntos que
tengamos ya podemos ser capaces de determinar la
misma, por medio de determinantes. Si llamamos a dichos
puntos:

(‘xp yl): (xzs y2)> (x37 yg)) (.9C4, y4)a (x5) yS)a

entonces la ecuacion de la conica puede escribirse en
forma de determinante como:




x o xy Y2 ox oy
XX vEox oy
X%y, Vi %, Y,
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De acuerdo con nuestro ejemplo, sustituyendo los puntos
(e, y) = (5,764; 0,648)
(x,, 3,) = (6,286; 1,202)
(%, ¥ = (6,759; 1,283)
(x,, yp = (7,168; 2,526)
(o, 39 = (7,480; 3,360)

en el determinante [3], se obtiene:

x? Xy e x y
33,224 3,735 0,420 5,764 0,648
39,514 7,556 1,445 6,286 1,202
45,684 12,322 3,323 6,759 1,823
51,380 18,106 6,381 7,168 2,526
55,950 25,133 11,290 7,480 3,360

[ e o S e S e S Y

Introducimos en la calculadora esta matriz de tamafio 6 x 6
y la llamamos mat. Después calculamos el determinante de
esta matriz mediante la instruccién det(mat), con lo que
obtenemos en la calculadora la expresion:

002502 - 1.136x(y + 5.057) + 1.077()? - .0863y + 3.485))

Con el fin de obtener un polinomio con variables x e ,
empleamos la instruccién expand, escribiendo en el edi-
tor expand(det(mat)) — b, con lo que obtenemos el
siguiente polinomio:

.0025x% - .0028xy - .0141x + .0027)2 - .0002y + .0092 [4]

Mediante la instruccién anterior conseguimos la ecuacién
de la conica de la forma dada por [2], ademds de guardar
el resultado en una variable que hemos llamado &. De
esta forma, hemos calculado de forma inmediata, con la
ayuda de la TI-92, la ecuacién de la conica que represen-
ta el movimiento del asteroide. Notemos que han sido
suficientes cinco puntos para determinar la ecuacién, ya
que el nimero de coeficientes a determinar era de cinco.

Ahora vamos a representar graficamente la ecuacién obte-
nida despejando la variable y del polinomio que repre-
senta la seccion conica. Para ello, utilizamos la instruccion
solve del menti de algebra. Escribimos solve(b = 0, 3) ,con
lo que en pantalla nos aparecen las dos soluciones de esta
ecuacion en funcién de la variable x. Ahora tenemos las
dos partes de la funcién que queremos representar. Basta
con pegar cada uno de los resultados en el editor de fun-

l’fi Trz ] T3 T j"‘ T_rsv‘[?? T ]
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ciones en dos funciones distintas y selec-
cionar aquellas funciones que queremos
representar para obtener una representa-
cién grifica de la curva. Para obtener
una representacién grifica adecuada
mantenemos el dibujo de los datos que
ya teniamos anteriormente. Las repre-
sentaciones que se obtienen son las que
aparecen en las Figuras 18 y 19.
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Figura 18. Representacién gréfica
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Figura 19. Zoom de la grafica anterior

..en muchos
de los problemas
con que nos
encontramos
nos conformamos
con ajustes
de tipo lineal
0 exponencial,
ya que intuimos
que el tipo
de ajuste
va a ser
de ese tipo.

Debemos notar, al observar las Gltimas
gréficas, que hemos realizado un cilcu-
lo de la seccién conica basado en los
cinco puntos iniciales; no hemos consi-
derado el ultimo punto que afiadimos.
El ajuste del sexto punto a la cénica es
perfecto. De esta forma, cuando es
conocida la curva que describen los
puntos que debemos ajustar, el resulta-
do es perfecto. En este caso particular
estudiamos un problema del que cono-
cemos su resultado final, ya que sabe-
mos que los puntos van a seguir una
seccién conica. Ello nos permite utilizar
elementos muy biésicos de la teorfa de
determinantes para su resolucién. Sin
embargo, en muchos de los problemas
con que nos encontramos nos confor-
mamos con ajustes de tipo lineal o
exponencial, ya que intuimos que el
tipo de ajuste va a ser de ese tipo.



Una vez obtenida la ecuacién que gobierna
el movimiento del asteroide, nos plantea-
mos la estimacién de una posicion del
mismo a pattir de una de sus coordenadas.
Vamos a ver ahora cémo con la ayuda de
una miquina del tipo TI-92 esta tarea
puede resultar muy simple. En principio,
podemos despejar de [4] la variable y, escri-
biéndola en funcién de x. Sustituyendo el
valor adecuado de x calculamos el valor
patticular de 3, con lo que tenemos calcu-
ladas las dos coordenadas del punto.

Sin embargo, podemos crear una funcién
en la TI-92 que nos resuelva este proble-
ma. Para ello, construimos en el editor de
programas y funciones una nueva funcién,
que llamaremos astel, que va tener dos
entradas y como salida nos proporciona la
coordenada y del punto. La funcién es:

:astel{x,y)

:Func

Leandro Tortosa Grau
IES Haygén.
San Vicente del Raspeig.
(Alicante).
Societat d'Educacié
Matemdtica de la Comunitat
Valenciana «AlKhwarizmi».

Rosario Martin Rico
IES Haygén.

San Vicente del Raspeig.
(Alicante).

-1.0024613994000665*x72 - .0027973729800917 *x*y -
.014145192500744*x +-.0026507504200284*yA2 -
2.2864397947563-4*y +..0092383901094095

:s0lve(.0024613994000665*xA2 - .0027973729800917 *x*y -
.014145192500744*x + .0026507504200284*yA2 -
2.2864397947563e-4*y + .0092383901094095=0,y)

:EndFunc

La funcién comienza con la declaracién de dos variables
de entrada, que son las dos coordenadas del punto de la
seccién conica. La siguiente expresion es el polinomio [4],
que representa la ecuacidn de la seccion conica que des-
cribe el movimiento del cuerpo. En la siguiente linea de
funcién resolvemos la variable y para el valor de x que le
hayamos introducido inicialmente. De esta forma, si intro-
ducimos en el editor la expresién aste1(5,y), obtenemos
como resultado:

y=5363 ory=.0009

que son los resultados de las dos coordenadas y para x= 5.
Esto significa que los puntos:

(5; 5,363) y (5; 0,0009)

representan dos posiciones de la érbita del asteroide en su
movimiento en torno al Sol. Andlogamente podifamos
crear una funcién que al introducir la coordenada y nos
diera como resultado la coordenada x de su posicion.
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Del 1 al 1000, — Cuadro de sumar de Jackson ) 41

Cuadro de Jackson

1 5 6 4 7 5 8 7 4
7 3
2 1 5 7 6 8 6
8 2 5 4
9 3 7 7
5 6 4 5
5 9 3 4 5 1 3
8 2
7 56 2 8 3 6 4 5 9

@
Stmense los niimeros del cuadro pequeiio, empezando por el 1, hacia la

. derecha, asi: 1 + 5 + 7 + 6, etc., hasta dac toda la vuelta. Ye dirdn sélo

los resultados parciales: 1, 6, 13, 19, etc. Lo mismo se repetirA empezando
por el 5, por el 7, por ¢l 6, es decir, por todes los niimeros del cuadro y si-

" guiendo la misma Qireccion, Siguiendo la direccién contraria puede doblarse

ol nimero de cjercicios.

Al terminar los ejercicios en el cuadro pequeiio, se empezardn en el
grende, empezando también por todos sus niimeros y siguiendo las dos
direcciones.

Los alamnos adquiririn con estos cjercicios una gran rapidez y segu-
ridad en las sumas largas, que son las mas dificilos.

Si el maestro Jo cree conveniento o algin alumno lo pide, se pueden
cambiar 1os mimeros del cuadro por otros mayores.

El maestro distinguird a los que hagan una suma completa en menos
tiempo y sin equivocarse.

Tres 0 cuatro veces al afio puede anotarse ¢l tiempo que necesitan Jlos
alumnos para sumar sin error y comparar los resultados,

Del 1 al 1000, — Operaciones con decimales 113
Dividir decimales
Ejercicios orales

Dividase mentalmente por 2:

2 ptas. 20 cts. 5 ptas. 60 cts. 14 ptas, 50 cts.
Dividase por 3:

3 ptas, 30 cts. 9 ptas. 15 cts. 24 ptas. 45 cts,
Dividase por 4:

4 ptas, 40 cts. 20 ptas. 16 cts. 16 ptas, 32 cts.
Dividase por 5:

10 ptas, 50 cts. 15 ptas. 60 cts, 30 ptas. 80 cts,
Dividase por 6:

12 ptas. 60 ots. 25 ptas, 20 cts. 13 ptas. 80 cts,

En eslos cileulos dividimos primero Jas pesetas y luego los céntimos.

Las operaciones se escribirdn del modo siguiente:

22 plas. iz 5025 plas. a

110 ptas. 10005 ptas.

Obséevese que on ol cociente Ja coma decimal v siompre después do
tas pesetas.

En Ins operaciones:
552 ptas. l.’x 308 ptas. l
1'81 ptas. 251 plas

en que las pesetas divididas por el divisor no dan un co-
ciente centero, se divide prescindiendo de la coma y sepa-
rando en el cociente... jeudntas cifras?

ARITHETICA, SEOUXDO GRANG “

- 188 Dal 1000 al 100 000, — Multiplcar y dividir miles
- Multiplicar y dividir
" Ejerciclos ornles

Diganse sblo los resultados:

2 000 .6 000 10 000 6000  -9000 X5 -
12 000 11 000 15 000 20 000 14000 X5
3 000 7000 2 000 2 000 8000 X2
15 000 25 000 .44 000 60 000 29 000 x2
4 000 6 000 9 000 3 000 7000 x4
12 000 16 000 20 000 265 000 23000 x4
4 000 9000 8000 7 000 4000 -3
15 000 25 000 - 383000 14 000 21000 X3
7000 3000 5 000 8 000 4000 X6
12 000 15 000 13 000 11000 ~ 16000 X6
3 000 5 000 2 000 7000 4000 X7
8 000 11 000 13 000 10000 14000 x7
0 000 4 000" 8 000 11.000 12000 x8
3 000 5 000 9 000 6 000 7000 X9

10 000 25 000 30 000 50 000 56 000
15 000 35 000 45 000 © 80000 100 000
14 000 16 000 20 000 60 000 22 000
80 000 72 000 98 000 a8 000 100 000
40 000 8 000 12 000 32 000 10 000
60 000 72 000 88 000 64 000 100 000
12 600 18 000 27 000 36 000 33 000
66 000 75 000 78 000 81 000 83 000
12 000 24 000 30 000 42 000 54000 © :
72 000 96 000 60 000 48 000 90 000
14 000 35 000 21 000 70 000 77 000
49 000 84 000 42 000 63 000 08 000
24 000 40 000 - 88 000 72 000 96 000 . :
18 000 90 000 63 000 46 000 99 000
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Las cifras de «
y el dialogo en el auvla

A partir de un articulo
publicado en el Faro de Vigo
sobre la poetisa Wislawa
Szymborska, Premio Nobel
de Literatura, en el que se
reproduce su poema «El
nimero ©», se lleva a cabo
una experiencia
interdisciplinar con el
departamento de Lengua y
Literatura, cuya descripcién
es el objeto de este trabajo.

M.° del Carmen Rodriguez Teijeiro

OS ALUMNOS de 1.° de BUP, con el paso del colegio al
instituto, muestran muy variadas actitudes que van desde
una gran inquietud, desasosiego, no parar, hasta posturas
de mis silencio, rigidez y bloqueo.

Después de varios afios de experiencia docente me he
encontrado por primera vez con un grupo de primero de
37 alumnos y alumnas apagados, serios, callados; en las
sesiones primera y segunda de contacto con ellos sélo les
he escuchado monosilabos, si, no y silencio.

Para intentar romper esta situacion he preparado una acti-
vidad que podria desarrollarse parte en el aula y parte
fuera de ella, siguiendo un proceso que motivase el didlo-
go entre los alumnos rompiendo el hielo. Se trata de bus-
car las cifras del nimero ® y compararlas con las cifras
dadas en un poema escrito por la poetisa Wislawa
Szymborska, Premio Nobel de Literatura. El alumno, me-
diante medidas, comprueba las primeras cifras. Mas ade-
lante, comprueba que existe un error en el nimero 7t dado
por el poema (3,141592653589793234), mientras que las
cifras de m son 3,1415926535897932384. La poetisa se ha
saltado una cifra, ;por qué? En clase de Matematicas se
detecta el error de la poetisa, en clase de Lengua se inten-
ta dar una explicacién de la causa de este error.

Lo mds llamativo de la puesta en prictica de este trabajo
es que los alumnos observan medidas muy distintas de cir-
cunferencias y didmetros que dan como cociente aproxi-
madamente el mismo namero, con lo que ven con clari-
dad el significado del error y la necesidad de su corres-
pondiente valoracion.

Para la realizacion de la actividad solicité a los alumnos:

e La construccion de una circunferencia y su didmetro,
medicidén y andlisis de las dificultades que se pre-
sentar.



|
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Una busqueda de informacién documentada del
cociente longitud/diametro, ses el nimero w?

Bibliografia (anotamos lo interesante que mids o
menos se puede entender).

Por division y tanteo, btisqueda de aproximadadmen-
te 20 cifras decimales de nuetsro cociente.

Se entrega el poema del nimero © de Wislawa
Szymborska publicado en el Faro de Vigo. Se trabaja
sobre él en clase de Lengua Espafiola.

Comparacion de las cifras del n calculado con el & del
poema. falta un 8 en éste.

El ndmero Pi
WISLAWA SZYMBORSKA

El ndmero Pi es digno de admiracion

tres coma uno cuatro uno

todas sus cifras siguientes también son-iniciales

cinco nueve dos, porque nunca se termina.

No permite abarcarlo con la mirada seis cinco tres cinco
con un célculo ocho nueve

con la imaginacién siete nueve

o en broma tres dos tres, es decir, por comparacién
cuatro seis con cualquier ofra cosa

dos seis cuatro tres en el mundo.

La mas larga serpiente después de varios metros se inferrumpe.
Igualmente, aunque un poco mds tarde, hacen las serpientes fabulosas.
El cortejo de cifras que forman el nimero Pi

no se detiene en el margen de un folio,

es capaz de prolongarse por la mesa, a través del aire,

a través del muro, de una hoja, del nido de un péjaro,

de las nubes, directamente al cielo

a fravés de la total hinchazén e inmensidad del cielo.

iOh, qué corta es la cola del cometa, como la de un ratén!
jQué fragil el rayo de la estrella que se encorva en cualquier espaciol
Pero aqui dos tres quince trescientos noventa

mi nimero de teléfono la talla de tu camisa

afio mil novecientos sefenta y tres sexto piso

nimero de habitantes sesenta cinco céntimos

la medida de la cadera dos dedos la charada y el cédigo
en la que mi ruisefior vuela'y canta

y pide un comportamiento tranquilo

también transcurren la tierra y el cielo

pero no el nimero Pi, éste no,

él es todavia un buen cinco

no es un echo cualquiera

ni el Gltimo siete

metiendo prisa, oh, mefiendo prisa a la perezosa eternidad
para la permanencia.

Autoevaluacidén en pequefios gru-
pos y en gran grupo.

Presentacién, por parte de cada
grupo, de un trabajo escrito y bien
ordenado de todo el proceso.

Con esto lo que se pretende es que los
alumnos consigan:

Conocerse en pequenos grupos,
rompiendo el hielo de principio de
curso.

Descubrir que el nimero w se
puede calcular directamente, al
menos en sus primeras cifras deci-
males.

Observar que el nimero w, aunque
familiar, es complicado.

Aprender a buscar informacién
documentada en distintos libros,
prensa, etc.

Leer la prensa de manera atenta y
comprensiva (aparecen cuestiones
matemadticas en ella).

Conectar las Matemiticas con el
Lenguaje de manera ladica, en este
caso a través de un poema de una
Nobel de Literatura.

Al llevar la actividad al aula, consegui

una gran rentabilidad matemitica, ya

que con ella se repasaron y se fijaron
los contenidos relativos a:

Divisién de nimeros decimales.

Nameros decimales infinitos no
periddicos.

La medida.
El error en la medida.
El tanteo y la aproximacion.

Comparacién de niimeros.

El hecho de realizarla en colaboracion
con el Departamento de Lengua y
Literatura propicié que también se

potenciasen los siguientes contenidos
linguisticos:

Juego simbdlico de las palabras.
Poema.
Poesia libre.

Expresion oral y escrita.



Metodologia

Hemos comenzado la actividad de
manera individual, cada alumno intenta
construir una circunferencia con su did-
metro, al surgir las primeras dificultades
para el dibujo, comienzan a comentar
entre ellos.

A la hora de medir, dichas dificultades
aumentan, entonces se les da una
pequefia pista y se les invita a formar
pequefios grupos. Estos se hacen al
azar. El resto de la actividad se desarro-
lla en pequefios grupos y se hacen tam-
bién algunas puestas en comin en el
gran grupo. El debate final recoge la
valoracion y dificultades intragrupales e
intergrupales.

La actividad ha sido bastante dirigida
porque al principio del primer curso los
alumnos no estdn acostumbrados a tra-
bajar asi, ademis les resultaba descono-
cido el tema y la forma de abordarlo.

Evaluacién
de la experiencia

Ha sido toda ella muy positiva.

Aquel grupo que aparece en las primeras
sesiones totalmente apagado, aburrido,
con sus componentes ajenos al aula, blo-
queados, después de la experiencia cam-
bia radicalmente de actitud y se transfor-
ma en un grupo dindmico. El didlogo cti-
tico, directo al alumno (al que se le
lama por su nombre), al tema que trata-
mos, a la profesora, dio vida al grupo...

Las dificultades que han surgido, les han
ayudado a ser mds reflexivos sobre las
cuestiones lingtiisticas, matemadticas y a
darse cuenta de que no por mucho
usarlas éstas se entienden mejor, y no
por ello dejan de ser complicadas, como
en este caso.

Con esta experiencia se ha logrado un
buen conocimiento de todos los alum-
nos del curso entre si y con los profe-
sores de Matemdticas y Lengua.

Se ha conseguido un clima de confian-
za aceptable que favorecié el resto del
trabajo del curso.

Sorprendida por el prcnuo afirmé que dedicard los 140 milloncs de pcsctas de dotaciéna obras sociales

La noetlsa polaca Wlslawa SZymhnrska

Wislawa Szymborska, poetisa polaca ¢ de
73 afios, es el nuevo nombre que se afia-
de alalista de laureados con el premio

unénlme de la Academla Sueca, que:
anunclé ayer Jueves su secretarlo perma--

nente, Sture Allén, Segun la justificacién

fyalardnnada con el Nohel de Literatura

lora merece el premlo “por una poes[a
queconp Irénica deja ap el

“contexto histérico y bloléglco en frag-

Nobel de Literatura, segiin la declslén

de los 15 mlembros del organismo, la au- mentos de larealidad hum”

Los alummnos
han aprendido
algo de lo
que supone
la organizacion
de un pequerio
trabajo
sobre un tema
concreto
y a buscar
informacion
que no esta
en un libro
de texto.

Los alumnos han aprendido algo de lo que supone la orga-

nizacién de un pequeiio trabajo sobre un tema concreto y
a buscar informacién que no estid en un libro de texto.

La motivacion, el dnimo, el movimiento, el aprendizaje en
este nuevo curso, tuvo su punto de partida en esta expe-
riencia que valorada por ellos y por mi tendria una califi-
cacién media de notable y una dispersion 0,6. Dicha valo-
racion se realizé posteriormente estudiando la Estadistica
a partir de los datos de una encuesta realizada sobre la
actividad.

De los trabajos realizados por los alumnos he elegido un
informe de uno de los grupos. me ha parecido interesan-
te que el lector considere la opinién de los propios alum-
nos sobre su trabajo, por ello he hecho la siguiente trans-
cripcion literal de un escrito aportado por un grupo de tra-
bajo de alumnos:

Un dia la profesora vino a clase y mandé dibujar una circunfe-

rencia. Después hallar su longitud y radio sin utilizar férmulas y
propuso que a ver quien era capaz de hacer esto, sin férmulas,

Como vio que no acertaban con la idea correcta dio ella como
una pequefia idea o pista, que fue utilizar un cordelito, medirlo y
ponerlo en la medida de la circunferencia, varios alumnos lo
hicieron en clase. La profesora mandé hacerlo a todos en casa
para el dia siguiente, por grupos.

A la clase siguiente anoté en el encerado y en un papel las lon-
gitudes y los radios de las circunferencias de todos los grupos.




Seguido a esto mandé dividir la longitud en el radio multiplicado
por dos a ver si daba. Si la longitud era correcta tenia que ser
una divisién infinita y aproximada al nomerom, si no daba el
nmero T tenfamos que fantear, y asi empezamos el nimero .

llevaron informacién y la profesora nos dijo
que con esa informacién hiciésemos un tra-
bajo sobre el nimero ©. Muchos o todos los
grupos se olvidaron de poner algo en el tra-

bajo y la profesora los devolvié y puso ofro
margten, esto mismo sucedi ofra vez, por-
que el trabajo tendria que estar formado
por: informacién, circunferencia con su lon-
gitud y radio, comparacién del nimero ©
que conseguimos cada grupo con el nime-
ro & del poema, el proceso y la valoracion.

Después de esto, mandé buscar informacién sobre este nomero y
nos entregd fotocopias de un periédico en donde publicaron un
poema sobre el nimero m,la autora de éste fue una escritora que
gané el premio Nobel. Las clases siguientes de lengua dedicamos
un tiempo a leer y comentar este poema.

M.° del Carmen Rodriguez
IES Démaso Alonso
En ofra clase la mayoria de los alumnos, divididos en grupos, le Madrid
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EjsmeLo 10. — Repeticién del anterior por el METODO HAMBURGUZS
Frou Concerios VENCIMIENTOS Carivates Dias NOMER0s
Las operaclones con las miqui- Septbre. [ 10| S/r en let. | Septbre. {20 H| 1100 | » 10 110
as de eulostan > Desde hace sk Septbre, | 1| Sjr en let. | Septbre. [30/ H| 900 | »
gunos aflos vienen usdndose las H] 2000 | » 19 380
mdquinas de calcular para las ope- Septbre. | 2| M/r en let. | Octubre (19| D 800 | »
raciones aritméticas. Daremos una H| 1200 | » 6 7
““I‘: ’[‘!“‘ del’“‘ mis f°“!°°‘d“;' Octubre | 25| S/r en met. | Novbre, |25 H | 600 | »
‘ igura 1 representa la MA-
QUINA DE SUMAR de <BURROUGHS» H :3$ |2 378
con la cual pueden efectuarse tam- Novbre, |15|M/r en met. | Novbre. | 15| D | 4.4 »
bién la resta, Ia multiplicacién y D| 2.600 | » 35 910
la divisién, reducidas a suma. En Novbre. |29S/r en let. | Dicbre, [20| H| 2050 | »
clla se ven columnas de teclas, nu- D 500 | » | —20 | —110
merada cada una de 1 a 9. las Novbre. |30 Int. a m/f. D 3 128 |51
dos primeras columnas de la dere-
cha: que son negras, se destinan a Novbre. | 30| Sdo. a mif. D 553 |28 300| 940
decimales, aunque también pucden
FiG. 1, — MAQUINA DE SUMAR «BURKOUGHS® emplearse otras en caso necesatio. Cilculo de los intereses: Debe, 800 ; 72=11'11 ptas. Haber, 940 : 120=783 pe-
setas. Diferencia a favor del Debe, 3'28 pesetas.




El problema isoperimétrico
en la Arquitectura, Literatura,
Musica..., en la Naturaleza

Grupo Construir las Matematicas*

RESENTACION

Por Rafael Pérez Gémez

Siempre me ha interesado la Historia de las Matemdticas cuando la reso-
lucién de problemas ha sido su columna vertebral. Ahora que estamos
en el 2000, tenemos muy presente aquella famosa lista de 23 problemas
dados por Hilbert hace 100 afios. En ella propuso, légicamente, proble-
mas que después se ha visto que no tenfan solucién, otros que han dado
lugar a nuevos campos de las Matemdticas y hasta algunos que atin hoy
no sabemos resolver. Sin lugar a dudas, se trataba de buenos problemas
para quienes investigan en Matemdticas. Estos, y otros muchos proble-
mas, tienen ocupados y preocupados a muchos grupos de trabajo que se
afanan en su solucién porque la resolucién de problemas es el corazén
mismo de la actividad matematica. De esa actividad surgen nuevas teori-
as que aportan modelos aplicables a situaciones reales que contribuyen
al progreso de la Humanidad. Quizd deberia matizar y decir «progreso
cientificor, porque del social habtia que hablar mds despacio. Las
Matematicas son llamadas «eina de las ciencias» porque a todas resuelve
problemas. ;Qué hay en el pensamiento matematico que haga impres-
cindible su concurso en diversos campos de la actividad humana? La res-
puesta a esta pregunta puede ser un criterio que me permite calificar
como bueno a un problema. Es decir, en esta seccidén, que tan amable-
mente me han solicitado mantener, durante once ntmeros de SUMA
Emilio Palacidn y Julio Sancho, algunos miembros del grupo, que me
honro en coordinar —y que trabajamos bajo el eslogan Construir las
Matemadticas- iremos presentando una coleccion de problemas «histéri-
cos» de Matematicas y con valor cultural actual, o que les hace tener inte-
rés educativo. jYa sali6 la educacion!, ses que no puede tener valor un
problema por el mero hecho de ser de Matemdticas? Si, claro, pero la
seleccion que he hecho no va en esa direcciéon. Veamos. ¢Desde cuindo

* Los componentes del Grupo Construir las Mateméticas son Rafael Pérez, Isabel
Berenguer, Lluis Berenguer, Belén Cobo, M.® Dolores Daza, Francisco
Ferndndez, Miguel Pasadas y Ana M.2 Paya.




ha interesado tal problema y cudnto tiempo ha esperado
su solucién? sPor qué ese empefio en resolverlo? ;Puede
enunciarse y ser entendido por cualquier persona? ¢Tiene
interés su solucién en la sociedad actual? ;Admite solucio-
nes parciales? ;Pueden obtenerse soluciones parciales inte-
resantes dependiendo del grado de conocimiento que un
posible resolutor tenga en Matematicas? (Qué puede
aprenderse, en cuanto a pensamiento matematico se refie-
re, en la reconstruccién de las soluciones?, ;qué heuristi-
cos, procedimientos o métodos pueden emplearse?

Belén Cobo es la persona de nuestro grupo con quien
comparto mi interés por la Geometria. M.* Dolores Daza,
Ana M.* Paya y Francisco Fernindez son piezas funda-
mentales en el mismo para desarrollar estrategias para la
enseflanza de Funciones y Grificas. Miguel Pasadas, ade-
mis de ser un buen matemitico aplicado todoterreno, estd
capacitado para hablar de td a cualquier ordenador. Maria
Isabel Berenguer se emplea a fondo en una «cocina» lla-
mada Algebra con las especies propias de las incognitas y
las ecuaciones. Y, por dltimo, Luis Berenguer es el encar-
gado de «materializar» los conceptos para qugar con ellos.
Entre todos, hemos elegido el primer buen problema para
todos vosotros.

El Taller de problemas
para (re)construir matematicas

En esta ocasion no diremos «wunca perteneceré a un club
que me tenga como socio» (Groucho) porque es para noso-
tros un honor ser miembros de la Federacién Espafiola de
Sociedades de Profesores de Matematicas. M4s atin lo es el
que se nos invite a mantener una nueva secciéon sobre pro-
blemas <histéricos» en SUMA, durante unos ndmeros, y que
comencemos en este emblemdtico 2000,

Logicamente, se nos ha pedido que expongamos en unas
lineas en qué vamos a emplear las pédginas asignadas.
¢Qué hacer? Bueno, es claro que haremos Matematicas. No
sabemos atin qué Matemdticas, pero seguro que construi-
remos Matemadticas y nos divertiremos. Claro, ;pero qué
Matemdticas construiremos si, probablemente, ya estin
construidas todas las que podamos construir en esta sec-
cién de SUMA?

¢Hacemos un hueco para construir..? ;Por qué no para
resolver...? ;Por qué no para explicar..? Mejor atn, jpor
qué no para dejarnos seducir por las Matemdticas! En-
tonces, lo mejor serd que intentemos descubrir juntos el
placer de (re)construir las Matemdticas trabajando sobre
un solo problema. jLos problemas son el corazén de la
actividad matematical Si, decididamente, haremos un solo
problema con el que podamos trabajar en 1.° de ESO, en
2.° de ESO,..., en la Licenciatura de Matematicas y en el

afio 2000, porque ain no se sabe su solucién bajo deter-
minadas condiciones. Trabajaremos un solo problema que
estd en la Literatura, en la Misica, en la Arquitectura, en
la Historia (también en la de las Matematicas), en la
Naturaleza y, sobre todo, tiene interés en nuestra cultura:
el problema isoperimétrico. Lo presentaremos en 11
«entregas, que es un namero insignificante para ciudada-
nos y ciudadanas de nuestro pais que practican el segui-
miento de ciertos temas que son suministrados por idénti-
co procedimiento, ;0 no? Bromas aparte, deseamos os
guste el trabajo que hemos desarrollado para quienes leéis
asiduamente nuestra queridisima SUMA. Esperamos vues-
tros comentarios, sugerencias y criticas, que presentare-
mos en la Gltima entrega. Y, cdmo no, nos gustaria que
esta seccién que ahora abrimos tenga un largo futuro. De
todos y todas depende.

Propuesta de entregas

e  Primera
Presentacion de la seccién. El problema de los isope-
rimetros en la Naturaleza, Literatura, Musica, Arqui-
tectura... Los isoperimetros en la Educacién: distintos
enunciados del problema.

o Segunda
Historia en la época griega.

e Tercera
Historia en la época del Islam.

o Cuarta
Ficha didactica en geometria. Métodos trigonométricos.

o Quinta
Ficha didéctica en 4lgebra. Desigualdades.

e Sexta
Lapsus intermedio. Estudio del panal de abejas.

e Septima
Nueva aparicion al final del siglo XVIIL El cilculo de
variaciones.

e  Octava
Ficha didactica en funciones. Resoluciéon mediante la
funcién cuadritica.

e  Novena
El problema isoperimétrico y su resolucion mediante
el uso de derivadas.

e Décima
En el siglo XIX se hace la pentltima aportacién: Weiers-
trass y el problema de la existencia de solucion.

e Undécima
Visién global y andlisis de sugerencias recibidas en la
Redaccion de SUMA



El problema isoperimétrico
en la Arquitectura, Literatura,
- MUsica..., en la Naturaleza

Fotografia y Matematicas es una de las actividades que vie-
nen despertando gran interés entre nuestro alumnado. La
imagen que se muestra es una fotografia hecha por Pilar
Moreno, una de las mejores fotégrafos sobre el tema y asi-
dua colaboradora de SUMA.

iQué raro!, un balcén circular
en el Ensanche de Barcelona.
{Estos arquitectos modernistas
estaban de la cabezal, pensa-
rdan algunos. Sin embargo,
nada hay de extrano en este
caprichoso disefio arquitec-
tonico si se recuerda el gusto
por imitar a la Naturaleza de
Antoni Gaudi, genial arqui-
tecto catalin, que nos dejo,
entre otras construcciones, la
casa de la Pedrera como
ejemplo singular de lo que
decimos.

Un balcén demasiado grande,
o demasiado pequefo, rom-
peria la estética de una facha-
da; es decir, independiente-
mente de su forma, el tamafio
debe ser el <habitual> en su
entorno. Todo balcén que se
precie incorpora unos crista-
les cuya funcién no es otra
sino la de permitir la vision a
su través; entonces, para un
tamafio dado, ¢qué forma es
la o6ptima? Es decir, coémo
conseguir la mayor ilumina-
cién posible dentro de la
habitacién o cémo tener la
mayor superficie acristalada
para poder ver el exterior es
el problema que debi6 pre-
sentdrsele al arquitecto, pero
con la limitacién, ya dicha, de
ciertas dimensiones dadas. Matemdticamente, podemos
plantear la situacién diciendo que entre un cristal rectan-
gular, con unas determinadas dimensiones, y otro con una
forma diferente y dimensiones similares, ;cudl optimiza su
funcién? Evidentemente, su disefiador debia haber pensa-
do en la forma que adopta una gota de aceite cuando la
vemos flotar en la sopa o, quizi, en la forma de las ondas
provocadas sobre la superficie del agua en un estanque,

Balcén modernista. Barcelona
(Foto: Pilar Moreno)

0... jvaya usted a saber cémo!, dio con la propiedad maxi-
mal de la circunferencia en la Naturaleza y la incorporo a
su Arquitectura. Aunque es probable que también cono-
ciese la leyenda sobre la reina Dido, fundadora legendaria
de la ciudad de Cartago, que el poeta romano Virgilio (70-
19 a.C) narra en la Eneida, epopeya mitologica que estid
reconocida como obra maestra de la literatura latina.

Dido, en la mitologia griega, era una princesa fenicia hija
de Belo, rey de Tiro, ciudad del sur del Libano, junto al
Mediterrdneo, la ciudad mads
importante de aquellos feni-
cios que obsequiaron a la
Humanidad regalindole un
alfabeto. Su hermano Pigma-
lién asesind al marido de Dido
para quitarle todas sus pose-
siones y convertirse en rey.
Esta huye por mar hasta llegar
a las costas de Africa. Era el
afio 900 a.C., aproximadamen-
te. Quiso comprar unas tierras
al cacique local, llamado
Jarbas de Numidia, donde
pudiesen vivir ella y sus gen-
tes. El trato fue dificil, no tanto
porque Dido regatease dema-
siado sino porque Jarbas no
estaba dispuesto a que se
estableciera una colonia en su
territorio, y se cerrd con la
condicién de que le venderfa
mas tierra que la 'que pudiera
delimitarse con la piel de un
buey. Dido supo sacar el
mayor provecho de lo acorda-
do ya que hizo cortar la piel
en finas tiras, las cosié una a
continuacién de otra y, apro-
vechando la costa, determind
una semicircunferencia. Supo-
niendo que la piel fuese equi-
valente a la superficie lateral
de un cilindro de 2 m de altu-
ray 0,5 m de radio y que se
cortasen tiras de 2 mm, la
semicircunferencia que pudo
construir Dido pudo ocupar algo mas de millén y medio
de metros cuadrados o, equivalentemente, mis de 150
hectéreas de terreno. Eso es lo que la Historia dice que fue
la fundacién de la ciudad de Cartago que, en la actualidad
es un suburbio residencial de Tlnez. Mas no debemos ver
un hecho aislado el uso que Dido hizo de esta propiedad
de la circunferencia ya que Proclo (ca. 450) describe situa-
ciones andlogas en sus comentarios al primer libro de



Reproduccién de las murallas medievales de Sevilla

Euclides ya que indica que era frecuente encontrar embau-
cadores que basaban un trato sobre compra de tierras en
la comparacién de la extensién de terrenos con el tiempo
de duracién de su circunvalacién, siendo conscientes de
que habia figuras que teniendo un perimetro menor podi-
an tener mayor superficie. Por dltimo, cabe decir que el
urbanismo medieval fue quien mejor imité a la reina Dido,
vya que no hay mas que observar la forma de las murallas
que rodean a ciudades como, por ejemplo, Sevilla que se
construyeron en la ribera de un rfo.

Asimismo en la Divina comedia de Dante, en la que Dido
es condenada al segundo circulo del Infierno por haberse
suicidado al ver como se iba Eneas, aquel principe troya-
no que fundara Roma, del que se enamord perdidamente
en un amor que, por mandato del dios Japiter, era imposi-
ble. Claro que en Barcelona hay una gran aficién a la 6pera
y también pudiera haber sido éste el camino seguido por
nuestro arquitecto ya que el britdnico Henry Purcell plas-
mo esta historia en la 6pera llamada Dido y Eneas.

¢

Realmente, no parece probable nada de lo anterior, pero es
claro que nuestro desconocido arquitecto conocia el pro-
blema de los isoperimetros y aplicé magistralmente de un

modo «natural.

Quienes leemos SUMA tenemos como denominador
comin el interés por la ensefianza y el aprendizaje de las
Matematicas. Desde esta perspectiva, un problema es més
interesante si podemos llevarlo al aula. Sin ninguna duda,
nos atrevemos a animarte a que isoperimetrees (jvaya pa-
labro!) con tu alumnado. Dependiendo de su nivel, elige el
enunciado conveniente de entre los que aparecen en el
recuadro que figura debajo.

Hasta aqui llega el primer capitulo de la historia de los iso-
perimetros. Prometemos seguir en el proximo ndmero
narrando cémo lo abordaron aquellos griegos que crearon
una ciencia que convinieron en llamar Matemdticas.

FIN DE LA PRIMERA ENTREGA

e Enunciado 1 (do Carmo, Geometria diferencial de curvas y superficies, Alianza Universidad Textos, 1976, Madrid):
De todas las curvas cerradas simples en el plano con longitud dada 1, ;cudl es la que encierra un drea maxima?

e Enunciado 2 (Roshdi Rashed y otros, Histoire des sciences arabes, vol 2, Seuil, 1997):
Se trata de demostrar que entre los dominios planos, con un perimetro dado, la circunferencia encierra un drea mayor;
de todos los sélidos del espacio que presentan igual drea lateral, la esfera encierra el volumen mayor.

e Enunciado 3 (Polya, Cémo plantear y resolver problemas, Trillas, 1981):
De entre los cuadriliteros con igual perimetro, determinar el de mayor superficie.

* Enunciado 4 (Rafael Pérez Gomez y otros, Construir las Matemdticas, vols. 1.° y 3.° E.S,O., Proyecto Sur, 1997):
Con un listén de 3 metros de longitud se desea enmarcar un cuadro lo méds grande posible. Hallar sus dimensiones.




Publicidad y matematicas

Fernando Corbaldn

[

No estoy seguro de que la importancia del sistema educativo aumente
con el paso del tiempo (por mis que se nos diga a los profesores por
parte de las autoridades de turno en ocasiones destacadas y con voz
engolada aquello de que wuestra misién en muy importante porque en
vuestras manos estin nuestros jévenes, el futuro de la sociedad»), pero
hay que cerrar los ojos para no ver el despegue fulgurante y la influen-
cia creciente de los medios de comunicacién social, encabezados por la
television (un miembro destacado de las nuevas familias, en las que el
poder lo tiene quien maneja el mando a distancia), pero seguidos de
cerca por la radio (con todos sus «principales»), la prensa (que da carta
de «existencia» a los hechos que recoge) y ahora la tela de arafia que nos
invade por Internet (de una importancia tal que se ha desgajado del con-
junto de medios).

También las matemiticas aparecen por ese mundo, aunque los profeso-
res seamos tendentes a esconder la cabeza debajo del ala y a no darnos
por aludidos. En contadas ocasiones su papel es destacado (cuando se
refieren a hechos matemiticos o personas que trabajan en ellas), pero
en muchas mds de las que percibimos (incluso nosotros que estamos
dispuestos a detectarlas) las matematicas se nos cuelan de rondén. Y
todas esas formas de uso son algunas de las encarnaciones de las mate-
maticas en nuestra sociedad, la utilizacién que hacen de las mismas los
ciudadanos de a pie, con independencia de lo que a nosotros nos pudie-
ra gustar.

Esta nueva seccién de SUMA se va a ocupar de sacar a la luz, de hacer
visibles esas matemiticas que vegetan agazapadas por los medios. Y nos
gustaria hacerlo de una manera interactiva (con ese virus de contacto y
participacion que nos han inoculado, precisamente, los medios): desde
aqui se hardn ofertas (propuestas, sugerencias, métodos de bisqueda,...)
que querriamos que dieran su fruto de forma que en la siguiente entre-
ga buena parte del material proviniera de los lectores, para corroborar lo
que aqui se diga o para contravenirlo (y también por supuesto —y ojali—
para iniciar nuevas vias). La comunicacidn puede hacerse por correo
normal en la direccion de la revista o por mail a la direccién

suma@public.ibercaja.es




Hoy comenzaremos nuestra andadura con la Publicidad, y
en cada uno de los proximos ntimeros de SUMA iremos
proponiendo temas diversos de los medios de comunica-
ci6én para contextualizarlos y comentarlos, con el prop6si-
to de que los tomemos en consideracién, y aportemos
entre todos datos, ejemplos y reflexiones. Para que de esa
manera veamos una parte de esas matemdticas que pulu-
lan por la sociedad, a la vez tan importantes v tan dnvisi-
bles» para todos los ciudadanos.

Publicidad y mateméticas

Si los medios de comunicacidn tienen una gran influencia
en nuestra vida (y mds todavia en la de nuestros alumnos
y alumnas, en periodo de formacién de su personalidad),
uno de los aspectos que vehiculan, la publicidad, es deter-
minante de usos, costumbres y valores de esta sociedad de
consumo a caballo entre dos milenios, en la que no se
cuestiona el pensamiento Gnico de la ley de la oferta y la
demanda. Tanto es asi que, sin demasiada hipérbole, el
tratadista del tema R. Guérin ha afirmado que «el aire que
respiramos es un compuesto de nitrégeno, oxigeno y
publicidad».

En la publicidad, por la importancia de los medios econo-
micos que maneja (no olvidemos que es el sostén econ6-
mico Gnico de las cadenas privadas de television y radio y
uno de los pilares de la prensa, en la que supone la mitad
de los ingresos) y la rapidez con que tiene que dar sus
mensajes (sobre todo en TV), casi nada estd dejado al azar.
Las razones por las que aparecen unas u otras cosas estin
meditadas con cuidado y sus efectos previstos con detalle.
Se ha estudiado desde diferentes puntos de vista (algunos
bastante poco explicitos a veces, entre los que vale la
pena destacar la sexualidad y los aspectos subliminales).

También cuando aparecen aspectos matematicos (porque,
como veremos a continuacion, los hay, aunque demasia-
das veces nos pasen desapercibidos) responden a razones
meditadas y a inclinaciones profundas del ser humano. Os
ofrecemos a continuacién algunos rasgos de los mismos.
En primer lugar los logotipos o anagramas que identifican
las marcas comerciales. Y después tres razones para la
aparicién de las matemadticas (con ejemplos un poco afie-
jos, pero con razones que perviven), para acabar con un
anuncio actual un tanto criptico del que nos gustaria reci-
bir comentarios.

Logotipos

Un porcentaje significativo de los de las grandes compa-
fifas son geométricos. La introduccién o el cambio de
logotipo supone una inversién de ingentes cantidades de
dinero; por tanto cuando se eligen figuras geométricas o

dibujos con propiedades sencillas (simetiias sobre todo)
es porque son de un impacto seguro (profundo y durade-
ro) en la mente humana: un aspecto que nos hace valorar
mis las matemdticas, incluso las elementales, y que pocas
veces tomamos en consideracién. Aportamos sélo dos de
esos logotipos, sencillos y sugerentes:

*  MITSUBISHLI: a la vez un tridngulo equilétero al que se
quitan tres pequenos tridngulos equildteros y tres rom-
bos que resultan de girar uno 120° cada vez (lo que le
da un aspecto dindmico de una hélice que gira).

2= MITSUBISHI

*  NEW MAN: una graffa que permite leer siempre la
marca tanto si estd hacia arriba como hacia abajo; por
eso los qgeans» exhiben claramente su marca en las
tiendas incluso estando colgados de una percha.

NEWw
/NaN

Seguro que hay muchos otros que os han impactado por
alguna razén (que ya de paso podéis hacer piblica para
que todos la tengamos en cuenta): enviarlos y los some-
teremos a la opinidn piblica en el proximo ndmero.

Las matematicas para dar seriedad

Cuando en los anuncios aparecen las matemdticas vienen
a suponer un intento de seriedad e incontrovertibilidad (o
mejor para evitar la palabra, de algo sin discusién), como
en el de los coches Mercedes que adjuntamos. También
de referirse a temas que s6lo los dirigentes, los ejecutivos
(los que mandan en definitiva) entienden. Es un guifio
complice: los que sabemos matematicas hemos llegado a
altos niveles de direccién y podemos tomar decisiones (y
hay que tomar nota —y que la tomen las autoridades—:
formamos parte de la de la Jet-set, de la elite social),
como en el anuncio de Canon.

Las matemadticas para dar seguridad

En particular en dos aspectos diferentes. El 100% es el
simbolo de la seguridad a toda prueba, luego buen eslo-
gan para una compaiiia de seguros, por ejemplo (ver la
campafia de AXA). Y las grificas, cuanto mds cartesianas
mejor (porque aln se entienden menos, quizds) para
mostrar algo que no tiene vuelta de hoja, que estd per-
fectamente bien calculado (no damos ejemplos de este
aspecto pero seguros que vosotros tenéis varios).
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Lo subliminal

Como muchas otras cosas lo matematico aparece de forma
subliminal, un tanto escondido, pero presente, lo que per-
mite su percepcidn, aunque no nos demos cuenta muy
clara. ;Qué hay en el anagrama del Banco Zaragozano?
Por supuesto que una Z, pero también un simbolo que
tiene que ver con la ocupacién del banco: un %. No es el
Gnico, porque en el Deustche Bank estd completamente
despojado en su logotipo.

Banco
Zaragozano

Grupo Deutsche Bank

Y para acabar el anuncio prometido: la campaiia del per-
fume © de Givenchy: «in peu plus loin que linfini» (un
poco miés alld del infinito). 4Qué quiere decir y por qué
se utiliza ese nombre y ese eslogan? Yo tengo mis hip6-
tesis pero prefiero decirlas tras ver las vuestras. Las espe-
ramos. Aparecerdn en el proximo ndmero junto con otra
vertiente interesante (esperamos) de los medios de comu-
nicacién.

GIVENCHY

7 VUN’PEU PLUS LOIN

QUE L’'INFINI.

SUBCOMISION ESPANOLA DE ICMI

¢Qué es ICMI?

La Comisién Internacional sobre la Ensefianza de las Mate-
méticas (ICMI) se cred en el Congreso Internacional de Mate-
mdticas (Roma, 1908) a propuesta de David Eugene Smith,
siendo su' primeros Presidente y Secrefario Félix Klein'y Henri
Fehr.

Cuando en 1952 se creé la Unién Matemética Internacional
(IMU), la ICMI se reconstituyé como comisién de la IMU.

Subcomision Espaiiola de ICMI

Espaiid ha participado activamente en la ICMI a través de un
representante  nacional, - Claudi Alsina, 'y de ‘Miguel de
Guzman, presidente de I[CM! hasta 1998,

En 1999 se forma la subcomision nacional de ICMI; a inicia-
tiva  del Presidente del Comité espafol de la IMU: (Unién
Matemdtica Internacional), José Luis Fernandez.

En esta subcomisién estén representadas las cuatro sociedades
que integran el comité espanol de IMU, ofras dos sociedades
del dmbito de la ensefianza y de la-investigacién en didactica
de las matemdticas, mas el Ministerio de Educacion y Cultura.

Actividades

Los objetivos inmediatos de la” Subcomisién espafiola de la
ICMI son:

» Difundir la existencia y fines de ICMI.

* Impulsar estudios sobre la ensefianza de las Matemdticas en
Espafia, entre los que figuran:
* la' coordinacién de la ensefianza primaria, secundaria y
universitaria.
* La utilizacién de nuevas tecnologias en la ensefianza de
las Mateméticas.

° Conseguir el apoyo y la financiacién adecuados a sus fines.

Miembros de la Subcomisién espaiiola ICMI
Presidencia: Maria Jests Luelmo. Federacién Espaiiola de So-
ciedades de Profesores de Matemdticas (FESPM).

Secretaria General: Tomés Recio. Real Sociedad Matemdtica
Espafiola (RSME).

Vocalias: Antonio Aranda (FESPM). José Luis Alvarez (FESPM).
Joan Cerda (Sociedad Catalana de Matematicas ~-SCM-). So-
ledad Rodriguez (Sociedad Espafiola de Matemética Aplicada
~SEMA-}. Maria Victoria Sanchez (Sociedad Espafiola de
Investigacion en Educacion Matemética —SEIEM-}. Marfa Do-
lores de Prada (Ministerio de Educacién y Cultura). Marco An-
tonio Lopez (Sociedad ‘de Estadistica e Investigacién Ope-
rativa —SEIO-].

Mas informacion

Tomés ‘Recio. Departamento de Matemdticas. Facultad de
Ciencias. Universidad de Cantabria. 39071 Santander.
<recio@matesco.unicam.es>

Web de la subcomisién espafiola de la ICMI:
http://www.matesco.unicam.es/icmi.es
Web de la ICMI:
hitp://elib.zib.de/IMU/ICMI




El salto del factor

Grupo Alquerque*

J

)

UEGO para dos jugadores.

Material

e Lipiz y goma.

e Un tablero con los nimeros del 1 al 100.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Reglas del juego

1 El primer jugador tacha en el tablero un ntimero par.

2) A continuacién y por turno, cada jugador debe tachar un multiplo
o divisor del nimero que ha elegido su compafiero y que no haya
sido atn tachado.

* Los componentes del Grupo Alquerque de Sevilla son Juan Antonio Hans
Martin (C.C. Santa Marfa de los Reyes), José Mufioz Santonja (IES
Macarena), Antonio Fernandez-Aliseda Redondo (IES Camas), José Blanco
Garcia (IES Alcalé del Rio] y Josefa M.® Aldana Pérez (C.C. Inmaculado
Corazén de Maria —Portaceli-).




3

4)

Si un jugador elimina un ntimero que no cumple las
caracteristicas anteriores y el contrario lo descubre, la
jugada no tiene validez y el jugador pierde.

Cuando un jugador no encuentra ningn nimero que
suprimir, pierde la partida.

Caracteristicas del juego

D

2)

3)

4)

5

Este es un juego de conocimiento en el que se mane-
jan los siguientes contenidos: miltiplo y divisor de un
nimero entero, descomposicién de un nimero en
producto de factores y manejo de nimeros primos.

El juego puede utilizarse al principio de la secundaria
para afianzar los conceptos relativos a divisibilidad en
enteros. Conceptos que previamente se habran expli-
cado y trabajado en clase. Si se utilizan en cursos pos-
teriores, pueden servir para repasar €sos mismos
conocimientos antes de adentrarnos en otra parte de
la materia.

Es deseable que se ‘utilice el cdlculo mental para des-
cubrir cudl es la jugada que se debe hacer. Si en el
grupo hay alumnos con mas dificultades se les puede
permitir que realicen los cilculos con papel e incluso
con calculadora, pero potenciando que usen estos
medios para asegurarse el calculo, es decir, que elijan
mentalmente el resultado y lo comprueben posterior-
mente a mano o con la calculadora.

Si se utiliza el juego en cursos bajos, es interesante no
utilizar todos los nimeros en un primer momento,
sino comenzar sblo con nimeros del 1 al 50 o inclu-
50 menos. En sucesivas partidas se puede ir amplian-
do la cantidad de ntimeros que se utilizan.

La primera regla del juego es necesaria porque si no
existe una estrategia que permite ganar siempre sin

mas que comenzar por elegir un nimero primo supe-
rior a 50. Es interesante proponer el juego la primera
vez sin esa condicién y cuando los alumnos comien-
cen a encontrar la estrategia ganadora, entonces im-
poner la primera condicién.

6) las primeras partidas que se realizan suelen ser len-
tas, pues los alumnos no manejan bien los nimeros
primos y los divisiores de un nimero pero, postetior-
mente, las partidas son muy rdpidas por lo que en
poco tiempo se practican varias veces los conceptos
que hemos comentado.

7) Una de las mayores dificultades que encuentran los
alumnos es localizar todos los posibles divisores de
un ndmero no primo para encontrar alguno que no
esté tachado; puede ser deseable repasar estructuras
en arbol o cualquier otro método que permita encon-
trar todos los divisores.

8) El tablero puede servir para realizar la Criba de
Eratostenes pues cuando los alumnos han descubier-
to estrategias basadas en los nlimeros primos, les inte-
resa conocer cudles son éstos y, sobre todo, los
nimeros primos grandes que son los que permiten
aislar al contrario.

9 Después de jugar varias veces, los alumnos llegan con
facilidad a descubrir que caer en el nimero 1 es equi-
valente a perder la partida, pues al contrario le basta
tachar un primo mayor que 50 para quedarse sin posi-
bilidades de jugar.

10) El tablero del juego puede servir para varias partidas
si se tachan los ntmeros con lipiz que pueda ser
borrado. Pueden utilizarse también fichas para tapar
los nameros y asi no tener que andar borrando.

Referencia

STEWART, I (1997): Juegos Matemdticos», Investigacion y Cien-
cia, mayo 1997.

Pruebas de Acceso a la Universidad LOGSE
Mateméaticas Il

Autores: Joaquin Hernandez Gémez, José Miguel Pacheco Castelao, Alejandro Pérez Cuéliar.

Edita: Sociedad Andaluza de Educacion Matemética «Thales»

La SAEM THALES pretende con este libro sobre problemas de selectividad LOGSE ayudar a profescres y alumnos en su tdrea diaria en la
clase de matemdticas, intentando. ademés, dar respuesta a algunas de las cuestiones que se plantearon en el Seminario que la FESPM orga-
niz6 pard tratar los problemas que frecuentemente se detectan en la relacién Bachillerato-Universidad. Alli se vio la necesidad de que la selec:
tividad LOGSE recogiese en sus pruebas el cambio, sin duda importante, que la ensefianza de las matemdticas estaba experimentando.

El libro consta de seis capitulos en 240 pdginas. Los cuatro promeros se dedican al andlisis de las Pruebas de Acceso y Exémenes de
Reserva en las comunidades de Andalucia, Canarias y Madrid. En el capitulo quinto los autores presentan tres juegos de pruebas com-
pletas construidas de modo que se adecuen a las directrices LOGSE. El dltimo capitulo ofrece un modelo de prueba de acceso alternati-
va confeccionada sobre una bateria de test con diferentes estilos evaluatorios.

P.V.P. Socios de Sociedades Federadds: 1.500 ptas. No socios: 2.000 ptas.
Pedidos: SAEM THALES. Facultad de Matematicas. Aptdo. 1160. 41080 Sevilla. Correo electrénico: thales@cica.es




Mateméﬁcas en Internet

Antonio Péerez Sanz

¢
EGUN DATOS del mes de enero ya existen en nuestro pais més de dos
millones y medio de usuarios de Internet; y no sélo eso, cada mes se
incorporan mas de 100.000 personas nuevas a la Red. Sin duda muchos
de ellos son matematicos.

En numerosos articulos, Internet aparece como una puerta de acceso a
una informacién casi ilimitada. Y en parte, s6lo en parte, es cierto. Sin
embargo, y pienso ahora en los profesores recién incorporados a la
Red, buscar algo concreto de matemadticas en Internet, un recurso espe-
cifico para desarrollar una unidad didactica, un programa del que nos
han hablado, problemas para aplicar en la clase la semana proxima,
experiencias de aula para un determinado curso de la ESO..., no es
tarea tan simple. Uno se puede perder ficilmente buscando una aguja
en el pajar o lo que es casi peor encontrar miles de agujas que no nos
sirven.

Para encontrar cosas de interés sin necesidad de perder decenas o cien-
tos de horas de suefio colgados al ordenador lo mejor es contar con un
buen amigo matematico con muchas horas de navegacién y que tenga
una buena seleccién de sitios clasificados por temas y que esté dispues-
to a pasarnos sus direcciones favoritas.

Pero esto no es tan facil. Por fortuna, la generosidad en la transmision de
informacién gratuita ha sido una de las constantes de Internet desde su
nacimiento, muchos de los viejos usuarios nos ahorran mucho tiempo y
dinero facilitando en sus piginas una buena seleccién de sitios que se
pueden visitar.

Este es el caso de nuestro colega gallego Flavio Pifieiro Sarille, del IES
de Sanxenxo, que en su pagina www.redemat.com nos brinda una exce-
lente coleccion de enlaces clasificados a paginas con informacién y mate-
riales ttiles sobre matematicas.

Los enlaces estdn clasificados por temas, agrupados por orden alfabético
en las siguientes categorias: Actividades, Actualizacidén, Apuntes,
Buscadores, Congresos, Debate, Enlaces, Escher, Fractales, Historia, Lista
General, Olimpiadas, Publicaciones, Problemas, Recreativa, Recursos,
Sociedades y Software.
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Los archivos se agrupan en dos secciones:

F@ hittp: 22w, redemat. com/

e Geometria de los mecanismos.

redemat.com ‘ . ‘ | Coordenadas con Cabri.
ALTAS ~ En la primera, los amantes de investigar luga-
ACTIMIDADES ’
! ACTUALIZACISN : . : res geométricos van a encontrar un material
APUNTES Software mis que interesante, ademds de poder dis-
BUSCADORES ) L .
CONGRESDS frutar de las animaciones de todos esos arti-
DEBATE lugios mecinicos en los que hasta ahora muy
ENLACES . - 4l
| - Antonio Pirez. Matematicas. pocos se han parado a buscar las matemati
?ﬁ FRACTALES . cas que los hacen funcionar.
* HIETORIA hitp.fiplatea. pntic.mec. es/~aperazd
ATAG - I En la segunda, los autores nos brindan un
%’—’%’R’i’- Entretenimienta, currmeulo, experiencias, recursos y enlaces. Softw > ' o
%ﬁms Fibenacci: el Nzmero de Oro. Problemas: taller de matematicas. IRC|  €Xcelente material en forma de aplicaciones
PROBLEMAS de Cabri para el estudio de diversos temas de
RECREATIVA Adurn M ) Analisis y Estadistica: la recta, funciones, deri-
URSOS qum Matem'tigues . P o
%ﬂ 1 1 vada e integral, optimizacion y estadistica.
5 s -
SOF TWARE hitp. /e, xtec. esfrecursosimatesfaguifindes. htm

Y todo ello con unas animaciones muy atrac-

Recursns enlaces anenda v trahains Software eh innlis v catalan |

tivas visualmente, en las que los conceptos, y
nunca mejor dicho, entran por los ojos.

En cada una de estas secciones podemos encontrar una

veintena de direcciones con un breve comentario descrip-

tivo de los contenidos de la pdgina que se puede visitar,

Aunque muchos estdn un poco mosqueados con el hecho
de bajarse ficheros de la red, por el tiempo que se tarda
en conseguirlo, no es en este caso algo que deba preocu-

Como se ve por los titulos de las secciones los enlaces par. Los ficheros, comprimidos ZIP, son muy pequefios (2
abarcan una buena porcién de los temas de interés de 0 3 K cada uno y 125 K el de todos los mecanismos) y se
cualquier profesor de matemiticas. Seguro que en algunas bajan de forma casi instantdnea.

de ellas podréis encontrar ese material que andibais bus-

No desaprovechéis la ocasién de conseguir un material

cando desesperadamente. magnifico,

En definitiva, una buena catapulta de lanzamiento para ini-

iY todavia hay algunos que dicen que en Internet sélo hay
clar nuestra lista de favoritos en matematicas.

pornografial...
Y hablando de generosidad, ademis de recursos intere-

santes, nuestros buenos amigos y colabora-
dores de SUMA, José Antonio Mora y Onofre
Monz6 nos ofrecen una nueva pagina que

@ http:/Ateleline. terra.es/personal fjoseantm/

hard las delicias de todos los amantes de

CABRI II. -7 " g
; s LOOEUT Geometria con ¢
‘» La direccion es E ?‘ p i(f\g 1 e
» ,\_», ( »‘ )u/) - . .
http://teleline terra.es/personal/joseantm/ < m{)&g 'K\g Cabri-Géometrell
. ) ALKHWARIZMI '|'3 FIQ0PE
No es una pigina de Internet al uso, no

encontraréis en ella una presentacion alambi-
cada y llena de colorido. Encontraréis algo

Nt
s
S5.E.M.C.V. 81 Kh izimi - N N 3 4
mucho mejor: més de 100 archivos de Cabri arizml MM“W&I;%// T* Europg

preparados para bajarlos directamente a

nuestro ordenador y empezar a disfrutar de

ellos; y por qué no, a utilizarlos en clase con Matetiales interactivos para el aprendizaje de la Geometrfa con la utilizacién del programa Cabr
’

. Géomatre II.
los alumnos. Son los ejemplos presentados

por los autores en las JAEM de Salamanca y
en las recientes de Lugo. Geometria de los hecanismos.

Por que ademds vienen acompafiados del un

. o p José A Mora
amplio texto con explicaciones de lo mis

detalladas.




éEjercitar el entendimiento
sin fatigar mucho
la imaginacion?

Carlos Usén Villalba

Angel Ramirez Martinez

¢

N LA SEGUNDA PARTE del Discurso del Método afirma Descartes, com-
parando «l analisis de los antiguos y el dlgebra de los modernos», que
«el primero estd tan sujeto a la consideracion de las figuras que no puede
ejercitar el entendimiento sin fatigar mucho la imaginacioén». Se intuyen
en esta frase, a pesar de estar sacada de contexto, la pretensién de bus-
car procedimientos generales y la creativa tension dialéctica entre méto-
dos antiguos y modernos. En realidad, la eterna dindmica de trabajo en
matematicas. Si, eterna. Al menos desde hace dos mil quinientos afios, si
nos cefiimos a nuestro entorno cultural. Es cierto que el cambio teoriza-
do por Descartes (teorizado; habia ya mucho camino prictico recorrido
desde la matematica isldmica medieval) es un momento clave. Puesto
que las matemdticas de la enseflanza secundaria (hasta primero de bachi-
llerato) se distribuyen en un entorno que lo tiene como centro, el cam-
bio metodolégico que supone nos parece una de las mis interesantes
cuestiones histéricas y filosoficas (en general, culturales) que pueden y
deben resaltarse y ser aprovechadas diddcticamente en el aula.

Artesania y produccién en serie

Lucio Lombardo Radice!, sin citar a Descartes, contrapone la demostra-
cion de Euclides para la igualdad que da la potencia de orden dos de la
suma de dos ntmeros —el conocido cuadrado cuyo lado estd descom-
puesto en suma de dos segmentos— con la que harfa un matematico de
la época de Newton, desarrollando sin mds la expresion (a+b)? segtn las
reglas del cilculo algebraico, de la logistica speciosa de principios del
XVIIL. Sorprendentemente la demostraciéon de Euclides es desconocida
para muchos alumnos y alumnas de secundaria, a pesar de que ofrece
una sencilla ocasion para mostrar las matemdticas como una materia viva,
producto de un proceso de creacion colectivo, frente al inmutable halo
platdnico y dogmatico de que la recubre la pedagogia habitual. Todavia
quedardn mas claras las tensiones de ese proceso creativo si recurrimos
a la cita de Cavalieri que recoge Radice, en la que el jesuita gedmetra se
queja del atrevimiento de los cultivadores del incipiente calculo simbo6li-

co: «Los algebristas ... suman, restan, multiplican y dividen las raices de




los ntmeros, aun siendo inefables, absurdas y desconoci-
das y estin convencidos de haber actuado correctamente,
siempre que eso sirva para obtener el resultado deseado.

Si cambiamos ligeramente las condiciones del problema y
pasamos al caso (a-b)?, quien desee permanecer fiel a los
métodos griegos deberd inventar un nuevo puzzle para jus-
tificar o llegar al resultado. El matemitico del XVII ajeno a
los prejuicios de Cavalieri no se inmutaria y volveria a apli-
car su potente miquina algebraica. Somos conscientes de
que nos permitimos unas cuantas licencias en la narracion
—las mismas que Radice, por otra parte— pero el fin perse-
guido, valorar en su justo punto la importancia del cambio,
justifica los medios. Radice alcanza el momento mas subli-
me de su texto en el final de este capitulo (pigs. 58-59)
cuando establece comparaciones entre la evolucion de la
actividad humana en la industria y en matematicas, y cuan-
do extrae consecuencias didicticas de esa comparacion:

No es nada exagerado decir que, para el progreso humano, la
introduccién y difusién del céleulo literal, en sustitucién del dlge-
bra geométrica, ha sido una revolucién comparable a la adop-
cién de la méquina en lugar del trabajo manual.

La belleza, la fantasia, la originalidad y la individualidad de
cada pieza es lo que le falta a la produccién mecénica en serie.
(...) Trataremos de conservar en nosotros, aunque usemos los nue-
vos instrumentos, el espiritu del viejo Euclides, la imaginacién
geomélrica de los antiguos griegos, que serd esencial para noso-
tros cuando no se trate de aplicar unas reglas sino de descubrir
y crear otras nuevas.

Una propiedad de los cuadrilateros

Vamos a dejar de lado la tentacién didactica y nos centra-
remos exclusivamente en el placer historico de la compa-
raciéon de métodos. Una bonita propiedad de los cuadrila-
teros, muy sencilla y menos citada
de lo que seria deseable, afirma
que si se unen los puntos medios
de los lados de uno cualquiera de
ellos se obtiene siempre un para-
lelogramo, cuya drea es ademads la
mitad que la del cuadrilatero ini-
cial. El resultado es debido a
Varignon (1654-1722) pero podria
haber sido firmado por Tales. La
demostraciéon «al estilo griego»
requiere sdlo del trazado de las
diagonales del cuadrildtero (ver
figura) y el recuerdo de su teore-
ma. Los cuatro adjetivos empleados por Radice para los
procesos no mecanizados son validos en este caso. La idea
es ademds tan sencilla que sorprende haberla desconoci-
do tanto tiempo. Desde otro punto de vista, una de las
indiscutibles ventajas de esta demostracién artesanal radi-

ca en que sugiere casi con seguridad el germen del teore-
ma. La observacién del hecho debié llevar al enunciado.

La demostracién «modernar, anecanizada», funciona cierta-
mente como un rodillo. Elegidos cuatro puntos cuales-
quiera, P,(x, 3) (i=1, 2, 3, 4, las reglas del cilculo sim-
bélico permiten comprobar que las pendientes de los seg-
mentos M,M,, y M M, son iguales, y lo mismo para
MM, y MyM,, (evidentemente llamamos A al punto
medio del lado P,P). Como se ve no es necesario fatigar
la imaginacién para validar el resultado, pero la sensacién
de que se acta a ciegas es muy fuerte. De hecho esta
comprobacién algoritmica no aporta informacién sobre la
esencia del problema, sobre el porqué del resultado: es
dudoso que nos haya permitido «jercitar el entendimien-
tor, Entrarfamos en este deseable estado si aprovechamos
su generalidad para ampliar el contexto en el que es vali-
do el teorema. Puesto que las coordenadas iniciales han
sido tomadas sin restricciones, €l teorema sera valido para
todas las posiciones relativas posibles de los cuatro pun-
tos (alineados los cuatro, tres alineados y uno fuera de la
recta, etc.), incluso en los casos de coincidencia de algu-
nos de ellos, aunque entonces seria necesario un plantea-
miento vectorial para evitar los denominadores nulos
(cuando P, = M, = Pj.) v modificar la tesis de forma que no
aparezca la palabra «paralelogramos.

Una opcion interdisciplinar

Es evidente que sugerimos una mezcla metodolégica de
matematicas, historia y filosofia. Las matemadticas evolu-
cionan y es bueno conocer y comparar los distintos mé-
todos y enfoques que han empleado a lo largo de su his-
toria. Esa historia no ha estado aislada de la de las socie-
dades humanas en cuyo seno se
ha producido la creaciéon mate-
mitica, se ha visto influenciada
por ellas y a su vez las ha influen-
ciado. Finalmente, la pretensién
globalizadora de Descartes cua-
dra muy bien con su racionalis-
mo filoséfico. La contemplacion
del conjunto, por méis que esté
simplificado, resulta mucho mis
rica que la consideracion aislada
de cada uno de sus componentes
en clases especializadas.

Los problemas de geometria ana-
litica ofrecen mil posibilidades. Veamos, como ejemplo, la
obtencién de la circunferencia que pasa por tres puntos
no alineados. Para el enfoque griego «obtener quiere
decir construir con regla y compds. La solucién «cartesia-
na dura» (no fatigar la imaginacién, actuar sistematica-



mente) supone partir de tres pares concretos de coorde-
nadas que al ser sustituidos en la ecuacidén general
KxP+yP+AxtBy+ C=0 conducirdn a un sistema lineal de tres
ecuaciones con tres incognitas. «Obtener» es ahora cons-
truir una ecuacion, no una figura. Un enfoque intermedio
consistiria en trabajar con métodos algebraicos la solucidon
griega, resolviendo el sistema formado por las mediatrices
de dos de los segmentos determinados por los tres puntos
para localizar el centro. De nuevo la opcién mis ciega a la
«ealidad fisica» de la situacién de partida es la algebraica.

La historia de los distintos métodos empleados a lo largo
del tiempo para trazar tangentes a una curva, y la evolu-
ci6én del concepto implicito de tangente que subyacia en
ellos, proporciona otra buena ocasion para la confronta-
cién de métodos antiguos y «modernos». Desde los méto-
dos de los griegos para las conicas (uno diferente para
cada una aunque unificables desde el punto de vista de
sus propiedades Opticas), pasando por la propuesta alge-
braica de Descartes (un sistema con dos parametros inde-
terminados —los de la futura recta tangente— al que se le
exigird que solo tenga una solucién), valida solo también
para las curvas de segundo grado, hasta el decisivo apor-
te conceptual de Fermat (la tangente como limite de
secantes) que permite acceder finalmente al concepto de
derivada, aplicable a situaciones distintas de la de partida2.

La realidad desbordaré
siempre los deseos

El deseo en este caso (Descartes, Leibniz) era el mecanis-
mo universal de trabajo y a pesar de las frustraciones te6-
ricas de nuestro siglo atin no concluido es inevitable man-
tenerlo, por lo menos localmente, como referencia meto-
dologica. Pero sefiala Hegel, resaltando una tensién casi
tragica, que «cuanto més sélido, bien definido y espléndi-
do es el edificio erigido por el entendimiento, mds impe-
rioso es el deseo de la vida ... por escapar de él hacia la
libertad». La advertencia es tan poética que casi se siente
apuro al particularizar de nuevo. No se trataria de volver
a trazar tangentes con regla y compds —en palabras de
Radice de «wolver a la lanzadera y al huso— pero si de rei-
vindicar el disfrute de la belleza de la artesanfa. Al ser
englobados en enfoques generales se reducen al olvido
resultados particulares muy hermosos. Recordaremos sim-
plemente uno. Imaginemos dos esferas inscritas en una
superficie cilindrica y su plano tangente comun. Su sec-
c16n en el cilindro es una elipse cuyos focos son los pun-
tos de tangencia de las esferas.

Afortunadamente, siempre habrd amantes de la historia
(de la arqueologia, incluso). Y, desde luego, el caricter tan
decididamente abstracto de las matematicas seguird
haciendo posibles sucesivas extensiones de conceptos que

alejardn de nuevo el sofiado perfil de la utopfa racionalis-
ta. Puesto que el camino se hace desde el centro hacia el
exterior, la cebolla que construimos tendrd con toda segu-
ridad infinitas capas. Al menos de momento.

Y detrés de todo, la vida, claro

Un apunte politico para terminar. Radice advierte en la
dedicatoria de su libro que estd escrito para sus hijos, nie-
tos y sobrinos. Un texto sencillo de divulgacion particular-

-mente didéctico escrito por un matematico. Pero, aparte

de esto, squién es Radice? Desde luego no fue en la con-
traportada del libro de la editorial Laia donde pudimos
obtener informacién sobre esta pregunta, puesto que no
recoge ningGn dato sobre el autor. Pues bien: hemos
encontrado después a Radice en el libro de Maria

Antonietta Macciocchi Después de Marx, abriP. Alli no es

un matemdtico interesado en divulgar la historia de las
matematicas sino uno de los miembros del aparato del PCI
que decide excluir de su seno a una incémoda militante
para intentar superar desde el inmovilismo la crisis que la
revuelta estudiantil italiana del 77 produce en la izquierda
oficial. El mundo estd lleno de desencuentros. Quienes
conozcan a nuestro autor solo por el libro comentado
ignorardn que también compartié las incapacidades histo-
ricas de la izquierda europea. Quienes se hayan acercado
a €l solo desde la politica ignorarin que su opcién mar-
xista late fértilmente en el mis hermoso pasaje de su
pequerfio gran libro sobre historia de las matematicas.

Notas

1 la matemdtica de Pitdgoras a Newton, Laia, Barcelona, 1983.

2 Un camino espléndidamente recorrido desde el punto de vista de la didécti-
ca en el libro de Cruse y Lehman: Lecciones de cdlculo, Fondo Educativo
Inferamericano, Méjico, 1982.

3 Pretextos, Valencia, 1979.
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En la contraportada del libro puede leerse:

Las matemdticas modernas han sido un slogan durante una década. Las matemdticas modernas,
interpretadas literalmente matan la educacién; interpretadas de acuerdo con su espiritu pueden
darle vida. El autor sitda las matemdticas en sus contextos, histrico, social y de desarrollo inte-
lectual, y la educacion matemadtica en el contexto de la educacion en general, asi como su desa-
rrollo pasado y presente. En la caspide de la produccién cientifica, generalmente se reconoce que
las matemiticas son una actividad, mucho mas que un almacén de conocimientos bien estableci-
do. Ia filosofia sobre la ensefianza que el autor proclama es que esta idea se aplica a todos los
niveles del proceso de aprendizaje. Se analizan estos niveles en numerosos ejemplos. Esta teoria
general va seguida de un andlisis de varios conceptos y campos matemdticos cruciales. En oposi-




cion a la tendencia moderna a sobreestimar los aspectos cardi-
nales, el concepto de niimero se analiza desde un amplio espec-
tro, tomando en consideracion los aspectos légicos y de desa-
rrollo intelectual. El autor muestra cudles son los usos de la teo-
tia de conjuntos, simultdneamente advierte de sus malas utiliza-
ciones. La geometrfa no se presenta como la cumbre de la
deductividad; su actividad pasa a ser la de explorar el espacio en
que vivimos, y la de ofrecer un campo para la actividad mate-
mitica. En el capitulo dedicado al anilisis se destacan la com-
prension intuitiva y su relacién con las aplicaciones. La probabi-
lidad se estudia como otro modo de relacionarse con la realidad;
mucho més que como ejemplo de la teorfa de la medida. El
ejemplo mds impresionante de que la letra mata y es el espiritu
el que da la vida, a saber, la 16gica, se trata en el Gltimo capitu-
lo. En un apéndice se analizan algunos trabajos de Piaget.

La caracteristica ms destacada de este libro es que es una filoso-
fia comprehensiva de la educacién matemitica y que analiza una
gran parte de los temas matematicos de la ensefianza de un modo
en el que se integran los aspectos cientificos y de ensefanza. La
teorfa educativa de niveles en el proceso de aprendizaje no habia
sido nunca aplicada al aprendizaje matematico de una manera tan
amplia como la del presente libro. También se tratan las implica-
ciones sociales de las matematicas. La ensefianza de algunas par-
tes de las matematicas, como el andlisis y la l6gica nunca antes
habfan sido manejadas con tanta minuciosidad.

El libro se dirige a profesores de matemdticas, disefiadores de
curriculo, educadores, matemdticos en general, y también a fisi-
cos e ingenieros,

Hans Freudenthal nacié en 1905 en Holanda, se formé como
mafematico en Géttingen, al lado de, entre otros, Hilbert, van
der Waerden... Fue un matemético de primera fila en los afios
cenfrales de este siglo. Se dedicé a los problemas de la ense-
fianza de las matemdticas desde muy pronfo: pues en 1950
estaba ya en la constitucion de la CEIAEM (Comisién interna-
cional para el estudio y mejora de la ensefianza de las mate-
mdticas), al lado de Gattegno, Papy, y ofros. Los miembros de
esta Comisién, a la que pronto se sumaron Emma Castelnuovo y
Pedro Puig Adam, conocian bien las disputas que mantenian
Papy y Freudenthal. (Yo he oido al propio Freudenthal cdlificar a
Papy de dictador, por cierto éste Gltimo todavia vive, retirado,
muy mayor en Bélgica). En dicha comisién también habia cono-
cidos psicélogos como Piaget y Wallon. También eran sonados
las discusiones y enfrentamientos entre Piaget y Freudenthal.
Hans Freudenthal murié un dia del Pilar de 1990, sentado en un
banco del parque por donde le gustaba pasear.

Ya en el prélogo de su libro nos anuncia el estilo habitual de pre-
sentacion de las matemdticas en su época: la inversion didécti-
ca. Cuando hay que imprimir un resultado, un trabajo de mate-
méticas, el camino que lleva al resultado es justo el inverso al
camino por el que se encontrd; en especial, las definiciones que
son el toque final de una estructura se ponen al principio.
Anunciando inmediatamente que durante muchos afios ha con-
frapuesto a la inversién didéctica el experimento mental. El expe-
rimento mental trata de mostrar cémo un estudiante puede rein-
ventar lo que se estd esperando que aprenda.

Podriamos situar esta obra de Hans Freudenthal, en una lineq,
mejor en un camino que continda el trabajo de Courant y

...durante
muchos arios
ha contrapuesto
a la inversion
diddctica
el experimento
mental.

El experimento
mental trata
de mostrar cé6mo
un estudiante
puede reinventar
lo que
Se estd esperando
que aprenda.

Robbins, en su 4Qué es la matemdtica?. Ya
iniciado a su vez en este siglo por las pre-
ocupaciones que llevaron a Felix Klein o
publicar Matemdticas Elementales desde
un punto de vista superior. Camino en el
que no conviene olvidar los inestimables
trabajos de Polya. Que podrian resumirse
en una de las frases mas utilizadas por el
propio Freudenthal: ensefiar las matemdt-
cas cargadas de relaciones. Muy alejados
por supuesto de pensadores como Bertrand
Russell, o Hardy, o el grupo Bourbaki.

Pero no sélo mateméticas cargadas de
relaciones, sino también presentando las
matemdticas en su ensefianza como una
actividad, no como un cuerpo de doctrina
terminado lista para ser exhibido.

El libro es de una enorme extensién [casi
700 péginas), estd dividido en varios capi-
tulos, diecinueve y dos apéndices. Los capi-
tulos se pueden clasificar en dos bloques, el
primero formado por los capitulos | al X,
habla de ideas de fipo general, y el segun-
do, formado por los capitulos Xl al XIX en
los que aborda los grandes temas que
deben ser ensefiados en matemdticas. Des-
taca el gran espacio dedicado al desarrollo
del concepto de nimero, cuatro capitulos,
dedicando después el XV a conjuntos y fun-
ciones, el XVI a la geometria, el XVIl al ana-
lisis, el XVill a la probabilidad y estadistica
y el XIX a la légica. En el apéndice |, critica
a Piaget y sus investigaciones sobre el desa-
rrollo de los conceptos matematicos.

Los titulos de los primeros capitulos son:

I la fradicién matemdtica.
Il. Las matemdticas hoy.
lll. Tradicién y educacién,
IV. El método socrdtico.
VI. Re-invencién.
VII. Organizacién de un campo por ma-
tematizacion.
VIIi. El rigor matemético.
IX. Instruccién.
X. El profesor de matemdticas.

Dedicamos estas paginas a entresacar las
ideas mas imporfantes de tipo general, las
de los diez primeros capitulos, dejando la
mayoria del tiempo que sea el propio
Freudenthal el que hable, es decir que esto
sea un resumen, breve, de este enorme tra-
bajo, de gran interés para todos los profe-



sores de matemdticas, pero que se ha divul-
gado escasamente enire nosofros por la
falta de una traduccién. Yo conoci este libro
gracias a las noticias que de él fenfa a tra-
vés de Paco Hernén, a principios de los
ochenta. Personalmente conoci a Hans Freu-
denthal en la reunién de la CIEAEM del
verano del 82, en la que aproveché para
invitarle a pronunciar una conferencia en las
IIl JAEM que ibamos a organizar en marzo
de 1983 en Zaragoza.

En el primer capitulo hace un resumen del
desarrollo histérico de las matematicas,
desde los tiempos prehistéricos hasta el siglo
XIX. Finaliza dicho capitulo con los siguien-
tes parrafos:

El entusiasmo por la teorfa de nimeros, la
geometria algebraica y las categorfas no
deberia impedirnos a todos reconocer cuan-
to mds pobres serfan las matemdticas sin el
impulso recibido de sus aplicaciones. Las
matemdticas empezaron como una actividad
atil, y hoy es mas itil de lo que lo ha sido
nunca. Esto es, sin embargo, una modesta
declaracion. Se deberfa decir: si no son Uti-
les, las matemiticas no deberian de existir.

sPor qué esta insistencia en la utilidad de
las matemdticas? Porque no hay nada tan
facil de olvidar como un tépico. Incluso las
personas responsables de la instruccién y
la educacion lo olvidan a menudo. No pre-
tendo que puedan o deban negarlo. Sin
embargo, la ensefianza y la educacién son
accion, y lo que se admite pronto de pala-
bra, pasa normalmente mucho tiempo
antes de que influya en la accion,

En el segundo capitulo habla de los cambios
producidos en las matemdticas en el Gltimo
siglo, haciendo especial hincapié en el cam-
bio de estilo en la presentacién de las mate-
mdticas. Dice que los matemdticos son tan
conservadores como cualquier otra persona,
y que, por ello, los viejos habitos persisten
durante decenios, los nuevos se aceptan
cuando se hacen inevitables. Insiste también
en el papel del lenguaje y en especial del
lenguaje matematico, recalcando que el per-
feccionamiento del lenguaje matemético es
un proceso continuo, cuyo estadio final
deberia de ser un lenguaije fan exacto como
para ser manejado por un ordenador. Uno
de los rasgos de las matematicas de este
siglo es la formalizacién del lenguaje, ofro
de los rasgos es la abstraccién, seguido de
la axiomatizacién. Describe como surge un
sistema axiomdtico con la historia del con-

Hans Freudenthal en 1983, durante las Il JAEM en Zaragoza
[De izquierda a derecha: G. Dorda, H. Freudenthal,
T. Escudero, F. Martin, F. Villarroya y E. Palacian]

Las matemdticas
empezaron como
una actividad
titil,

y hoy es mas util
de lo que
lo ha sido nunca.
[.]
si no son titiles,
las matemdticas
no deberian
de existir,

cepto de grupo, sefialando que cuando en 1870 se formula este
concepto, existian ya, no sélo un gran nimero de grupos conoci-
dos, sino una amplia experiencia en teorfa de grupos. El concep-
to de grupo no se produjo coleccionando en una clase todo aque-
llo que se consideraba grupo, sino destacando las caracteristicas
comunes dentro de la variedad de grupos conocidos. Es una cons-

truccién por tanto, axiomatizadora, y no exfensionalista.

Acaba el capitulo diciendo que no se debe de pensar que los
esfuerzos formalizadores y axiomatizadores han sido los més
importantes del siglo; sino que las mateméticas aplicadas han
tenido también un enorme desarrollo, destacando la estadistica
y la investigacién operativa, incluyendo en ésta la teorfa de

autématas y los sistemas de andlisis de los ordenadores.

En el tercer capitulo analiza las relaciones entre el progreso y la
tradicién, contraponiendo ideas tales como que «el progreso
técnico es tan viejo como la humanidad» al hecho de que
«desde la antigledad, la tradicién ha sido el cemento de la
sociedad humana». Las leyes y las clases, costumbres y habitos
son instituciones sobrehumanas, por fanto, es peligroso rebelar-
se contra la tradicién. Hay toda una corriente filoséfica de la his-
toria que defiende la tradicién y ataca el progreso, pero pese a
ella, la historia humana ha sido una historia del progreso. Los
inventores y artistas sabfan, y saben bien, que es peligroso ser

innovador; por ello nunca pretendian innovar.

También sefiala que los prejuicios pueden sobrevivir un tiempo
sorprendentemente largo, incluso entre los cienfificos.
Acaba este capitulo diciendo:

Hasta ahora, la educacion en Europa Occidental ha sido educa-
cién de elite, es decir educacién de una elite, o al menos para




una elite. Esta tendencia, jay!, ha sido reforzada por muchos de los
movimientos de innovacién. Igual que en matemdticas, temo que

estos programas y métodos educativos estén influidos por la creen-
cia, natural para todo matemdtico, de que la educacién matemati-
ca es la educacion para llegar a ser matermdtico —aquellos que no
pueden seguir el ritmo tienen que abandonar—. Y para aquellos
que abandonan o que ni siquiera se han embarcado nunca, se les
da otra taza de esas matemdticas para la elite. Incluso en los
Estados Unidos con su mayor experiencia en matemdticas para
todos, la educacién matemdtica de masas estd todavia en estado
experimental, sin una imagen convincente de unas matemdticas
nuevas para todos. Hay una cosa que nos hace mucha falta, saber
qué es una matemdtica para una elite o para todos —una imagen
de las matematicas para la totalidad de la educacion—.

El capitulo cuarto esté dedicado a analizar la utilizacién y obje-
tivos de la educacién matemética, empieza diciendo que el gran
problema de la educacién matemdtica es la distancia entre su
uso y sus objetivos. Distancia que es mucho mayor en educacion
matemdtica que en ofras materias, por ejemplo cuando un nifio
aprende a leer y/o a escribir, el objetivo esta claro.

En ese sentido la aritmética no serfa muy diferente, pero cabe
preguntarse: cudl es el objetivo del aprendizaje de la aritmética.
El uso de 2+3 estd claro, pero cudl es el de las largas divisiones
o de las fracciones de fracciones en numerador y denominador.
Las personas se han vuelto cada vez mds escépticas respectos de
la aritmética pura como asignatura, porque si los problemas se
vuelven mas complicados, conffan mis en los ordenadores.

Est4 hablando en 1970, y todavia hoy, afio 2000, nos encontra-

mos que en muchos centros escolares la situacién no ha cambiado.

Inmediatamente advierte contra el peligro de una clase en la que
los alumnos sean unos fantésticos calculadores,

puesto que los alumnos de poca edad son ficilmente moldeables
y los experimentos educativos muestran que casi todo puede ser
ensefiado, a condicién de que se haga bien y de modo tajante.
Entre los maestros de escuela hay, o habia, faniticos del cilculo,
que creen en él y en su valor educativo.

A continuacién, se siente asustado por el peligro de que pronto
las matemdticas serén ensefiadas por personas que ni siquiera
saben lo que son las matemdticas. Afiade:

no hay manera de decir positivamente cudl es el objetivo de la
instruccién matemdtica, las matematicas admiten numerosas apli-
caciones, pero no podemos decir qué conceptos y técnicas mate-
maticos necesitardn nuestros alumnos en el futuro no es sencillo,
al contrario, las matematicas son tan flexibles que ni individual ni
colectivamente podemos dar contornos més precisos, que un
pufiado de generalidades. Esto podria significar libertad casi total

para prescribir curriculos.

Un profesor que tenga éxito ensefando un tema aislado puede
ser aclamado, pero su éxito es pasajero, pues ninguna materia
aislada se puede ensefiar con éxito. Lo que realmente importa es
saber cémo el tema encaja en el cuerpo de la ensenanza de las
matemiticas, si se integra en el todo, o es tan aislado que no
dejard ninguna huella.

Por otro lado, que algunos temas se puedan ensefar, no quiere
decir que se deban ensefiar, en la instruccién matemdtica hay
prioridades que no se pueden ignorar. Es muy peligroso argu-
mentar que el tema es divertido; es un argumento hipécrita por-
que no se utiliza el criterio de placer de los estudiantes para ele-

... junto con
el futuro
matemdatico
hay otros
muchos alumnos
que deben
de aprender
matematicas,
que son
una minoria los
que en un futuro
aplicardn
unas matemdticas
sofisticadas,

Y que incluso
los que nunca
aplicaran
las matemditicas
en Su vida,
deben
de aprender
matemdaticas
porque
las necesitan
como uno de
los aspectos
de su existencia
como seres
bumanos.

gir los temas. A los nifios les gusta resolver
problemas de cilculo, dibujar, copiar, pero
el profesor que abuse de ello no es un edu-
cador, es un demagogo. Sencillamente, el
gusto también se puede educar.

No se puede decir que no importa qué
matemiticas se ensefien, pues nadie puede
predecir lo que un nifio necesitara, pero
con bastante certeza se puede predecir que
probablemente no serd un matemitico.
Certeza que disminuye al pasar de la escue-
la primaria a la secundaria, vuelve a dismi-
nuir si en secundaria superior elige la rama
de ciencias, y de nuevo en la universidad.
Una y otra vez deberfamos resaltar este
punto: que junto con el futuro matematico
hay otros muchos alumnos que deben de
aprender matemadticas, que son una minoria
los que en un futuro aplicardn unas mate-
maticas sofisticadas, y que incluso los que
nunca aplicardn las matematicas en su vida,
deben de aprender matematicas porque las
necesitan como uno de los aspectos de su
existencia como seres humanos.

La inclinacién natural de un matemdtico es
formar matemadticos; al preparar una lec-
cién el profesor es probable que se imagi-
ne al alumno al que le gustarfa ensefiar y
que sea bastante parecido a él; pero un
matematico nunca debe olvidar que las
matematicas son demasiado importantes
para estructurar su enseflanza de acuerdo
con las necesidades de los futuros mate-
maéticos. La mente matemitica se expresa
ella misma en la tendencia a matematizar
las matemiticas. Por supuesto que los estu-
diantes deben de aprender a matematizar:
para empezar situaciones reales; matemati-
zar situaciones matemdticas puede ser el
punto de llegada, pero nunca el de partida.
El sistema de las matematicas irradia un
innegable encanto estético que, sin embar-
g0, no puede ser aprehendido por las per-
sonas que no tienen un profundo conoci-
miento de las matemiticas, pero no puede
ser el objetivo de una educacién matemiti-
ca general. Si la ensehanza sigue el siste-
ma, es antididictico, por ejemplo la antici-
pacion del punto de vista afin frente al
métrico, dictada por el sistematismo.

Un poco més adelante, habla de las aplica-
ciones, y entre ofros ejemplos cita la situa-
cién de los profesores de fisica de secunda-
ria que evitan en lo posible el uso de funcio-
nes, tratando de reducir todas las matemati-
cas a la sustitucién de valores numéricos.
Esta desmatematizacion de la ciencia perju-
dica, a la vez, a la educacién matemdtica y
a la cientifica. Es el resultado de cultivar
una matemdtica estéril y una ciencia depra-
vada. Ni las matemdticas ni la ciencia
podrian haber llegado a su estado actual si



las matemiticas no hubiesen ayudado a la
ciencia y si los matemiticos no hubieran
aprendido de esta ayuda cudles son los pro-
blemas importantes. Si queremos ensefiar a
los alumnos a aplicar las matematicas, debe-
riamos hacer mis facil para €él, el aplicarlas.
En general, el profesor de matemdticas no
sabe cémo se aplican las matemdticas, y no
podemos culparlo de esta ignorancia.
;Dénde tendria que haberlo aprendido?

Pasa a continuacién al argumento funda-
mental del capitulo y del libro: los temas
relacionados se aprenden més répido y se
retienen mas tiempo. Pero hay mas de una
clase de conexiones, unas las del profesor,

otras las del autor del libro de texto.

Cita la mala traduccién de la palabra apli-
cadas, desde el francés, que mejor seria
haber traducido por matemdticas aplicén-
dose, lo que le sirve para decir que no quie-
re que se ensefien matemdticas aplicadas,
sino que se ensefie a aplicar las matemati-
cas. Ya Comenius decia que cualquier cosa
que se aprende debe de hacerse CARGADA
DE RELACIONES.

No obstante, no se puede evitar que al
principio de la instruccién en aritmética,
geometria y teorfa de conjuntos, falten las
relaciones esenciales de estos dominios. En
un nivel mds alto pueden construirse, pero
no se deben anticipar, ni siquiera si el pro-
fesor no puede evitar dar gusto a sus pasio-
nes logico estéticas en el aula. Los temas
matemdticos deben estar interconectados,
pero las conexiones no necesitan ser diri-
gidas, ni intramatemdticas.

Para ensefar matemdticas conectadas no es
prudente empezar buscando conexiones
directas, mds bien se deben encontrar los
puntos de contacto en los que las matema-
ticas se ligan a la realidad vivida del estu-
diante. La realidad es el armazén al que las
mismas matematicas se ligan y, en un opor-
tuno proceso de maduracion las conexio-
nes se desarrollaran.

Cualquiera puede comprobar consigo
mismo lo ripido que los temas no relacio-
nados se olvidaron. Antes citaba que los
nifilos pueden aprender (casi) cualquier
cosa, pero otro hecho innegable es que
después lo olvidan completamente. Un
experimento de ensefianza es irrelevante
si no dice con qué profundidad se fija el
tema ensefiado, y cudnto tiempo perma-
nece activo. La profundidad de la fijacién
no es mas que la propiedad de conectar-
se con la realidad vivida, y su persistencia
puede garantizarse por la fuerza de estas
relaciones.

...COMO
educadores
rehusamos
aceptar
la seleccion
como objetivo
de la educacion
Y como
matemdticos
creemos que
las matemdticas
son demasiado
nobles
para ser
utilizadas
con tal fin.

Dedica interesantes pérrafos a la analogia:

La analogia es un medio muy efectivo de construccién de rela-
ciones dentro y fuera de las matematicas debido a que es el mas
natural y primitivo de todos los medios que se han utilizado para
intentar organizar el mundo. Su sobreestimacion es peligrosa, en
particular en matemadticas, pero para valorarlo correctamente
uno tiene que aprender su aplicacidén conscientemente.

El argumento principal que subyace en el capitulo es que las

matemdticas que se van aprendiendo sirvan para conectar

diversos campos de conocimiento y ademds que perduren en la

mente del aprendiz, durante tiempo, por ello dice:

No

La riqueza de las relaciones debe de garantizar que las matemi-
ticas una vez aprendidas no se olviden ficilmente. Pero no ser
olvidadas no es un criterio suficiente para decidir qué matems-
ticas deben ser aprendidas, no es ni siquiera necesario. Lo que
importa es la operatividad, y esto es verdad, tanto en la vida
individual como en la historia. Cientos de intentos abortados
sobre la triseccion del dngulo fueron necesarios para preparar la
teorfa de Galois, no eran callejones sin salida, sino que eran
intentos operativos. Lo que importa no es que las matematicas
que uno aprende no se olviden, sino que hayan sido y sean
todavia, operativas. Para intentarlo, se deben ensefiar las mate-
miticas cargadas de relaciones.

Entre las siete artes liberales, cuando las humanidades incluian
las matematicas; éstas eran las ciencias de linaje mis noble, eran
una disciplina mental, una piedra de afilar el ingenio, asi eran
queridas por todos los que querfan disciplinar la mente. En
Francia, el interés de Napoledn por las matemiticas establecié
las Grandes Ecoles, como escuelas matematicas con fundamen-
tos militares. Los militares franceses decian que su éxito se debia
a las matemdticas; pero no era la educacién matemdtica la que
elevaba a los militares franceses por encima de las otras nacio-
nes, sino mds bien la seleccién por medio de las matematicas,
que aparentemente estaba mejor hecha que por privilegios de
nobleza o por capacidades juristas o filoldgicas. Asi histérica-
mente las matematicas como disciplina de la mente fueron un
factor importante. Montones de alumnos desafortunados tuvieron
que aprender muchas matematicas para justificar la existencia de
sus profesores que a su vez estudiaban matematicas para justifi-
car a otros profesores que creaban matematicas que, cuando la
tecnologfa las necesitaba, mostraron ser ttiles. Hoy las matema-
ticas son una ciencia enormemente Gtil que para alcanzar este
estado ha tenido, sin embargo, que atravesar el desierto de la inu-
tilidad, unas matematicas inttiles, como disciplina mental,

No es Ia Historia una extrafia consejera. Colén descubrié América
creyendo que era la India. Posiblemente el talento matemdtico es
universal, en el sentido de que es un sintoma de capacidades mas
generales. Cualquier ensefante lo confirma: la persona que es
buena en matemdticas, normalmente es también buena en otros
campos. Que lo Gnico que significa es que las matemdticas son
un buen examen de seleccion. Se podrfa concluir de ello que el
objetivo de la ensefianza de las matemdticas es la seleccién de
estudiantes. Pero nuestro objetivo es luchar contra este objetivo,
como educadores rehusamos aceptar la seleccién como objetivo
de la educacién y como matematicos creemos que las mateméti-
cas son demasiado nobles para ser utilizadas con tal fin.

obstante sefiala:

Examinar es una actividad significativa: el ensefiante tiene que
ser capaz de comprobar la influencia del proceso de ensefianza,
y el estudiante tiene derecho a saber si realmente aprende algo.
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Volviendo a la cuestion de si las mateméticas son una disciplina
de la mente, su respuesta es «six:
Desde la antigliedad estaba claro que el pensamiento 16gico tenia
que formarse a través de las matemadticas. Junto al famoso «Todos
los hombres son mortales...» hay otros patrones de pensamiento;
a menudo el pensamiento procede informalmente, es decir por
analogia.

Otro factor imprescindible a tener en cuenta es el lenguaie, fren-

te a ello sefiala que muchas experiencias de Piaget se refieren no

al desarrollo cognitivo, sino al lingtistico.
Las matemdticas tienen tan alta consideracién porque son un medio
de resolver muchos problemas. Esta fe en las matemiticas tiene una
primera fuente: el encanto de los nimeros y, una segunda, las remi-
niscencias de la instruccién aritmética. Cuando faltan algunos datos
para resolver un cierto problema, las personas se dirigen a los
matemdticos, Cuando un matemdtico resuelve un problema, le dis-
tingue del no-matematico que una vez resuelto intenta unificar los
resultados en una demostracién. De manera que esta manera de
enfrentarse a los problemas para inventarse en ellos demostracio-
nes serfa una actividad mds alld de la resolucion local de proble-
mas para construir un sistema de autoconfianza en matemiticas.

El capitulo cinco estd dedicado al método socrdtico, expuesto en
el Menén de Platén. Empieza sefialando que el método socrati-
co es uno de los fundamentales de la ensefianza, o mejor dicho
deberia serlo, pues muchos de nuesiros contempordneos son
todavia pre-socrdticos. Incluso un conferenciante puede utilizar
dicho método; el conferenciante ha sido sélo el partero de los
pensamientos de los oyentes, que sienten que el orador «expre-

s6 mis pensamientos mds intimoss.

Método socrdtico o método del experimento mental como lo
llamé Mach que lo describié como un método de la fisica tedri-
ca, el método central desde Galileo hasta Einstein.

Freudenthal en didéctica entiende por experimento mental la acti-
tud de un profesor o de un autor de libro de fexto que se imagi-
na a un estudiante o un grupo de estudiantes y les ensefia sus pen-
samientos mientras reacciona por adelantado a sus probables
reacciones. Los estudiantes imaginados son activos y su actividad
permite al profesor determinar su camino. En cierto sentido la
cuestién por ensefiar se re-inventa, se re-descubre, en el transcur-
so de la ensefianza. La materia no se presenta de modo dogmé-
tico sino que se origina a los ojos de los estudiantes. Si bien, en
el método socrdtico, la actividad de los estudiantes es una ficcion.

Lo confrario de este método es lo que los franceses llaman «para-
caidismo», donde las ideas «vienen del cielo». Los matemdticos
sucumben facilmente a la fentacion de este método. la matemdtica
estd interrelacionada légicamente; de una definicion se deduce un
teorema que se prueba; el camino discurre por un riguroso sistema
l6gico que alguien ha disefiado y, por fanto, decretado. Es muy difi-
cil cambiar la mentalidad del profesor que ha inventado dicho sis-
tema. El peligro es que dicho profesor apenas puede comprender
que ademas del sistema l6gico existen ofros puntos de vista.

Empieza a esbozar cémo habria de ensefiarse, sin pretender
nunca més que dar sugerencias, que el resto de ensefiantes pue-
dan readaptar a su situacion:

Pretender que
las ideas
se ensernien
genéticamente
no quiere decir
que tengan
que presentarse
en el orden
en que surgieron,
ni tampoco
con todos
los callejones
sin salida
ni todos
Sus vericuetos.
Genéticamente
quiere decir
en desacuerdo
con Bourbaki.

Pretender que las ideas se ensefien genéti-
camente no quiere decir que tengan que
presentarse en el orden en que surgieron,
ni tampoco con todos los callejones sin sali-
da ni todos sus vericuetos. Genéticamente
quiere decir en desacuerdo con Bourbaki.
Como educador no me importa cémo se
desarrollan espontineamente las matemati-
cas en un individuo, me gusta saber cémo
se originan las matematicas bajo la guia de
un buen profesor y cémo yo podria ense-
fnarlas. El énfasis estd en «e originan» que
es lo contrario de «se imponen».

Pero no necesitamos hoy compaitir la creen-
cia de Socrates en la preexistencia; asi lo
que queda es el aprendizaje por redescu-
brimiento; donde el we» no quiere decir la
prehistoria del aprendiz, sino la historia de
la humanidad.

Existe otro método totalmente diferente; su
filosofia es que la instruccion tiene que ser
sistemdtica, y el sistema tiene que ser el
resultado de un andlisis 16gico del tema.
De tal suerte que si el analisis de las mate-
miticas muestra que las matematicas tienen
una estructura deductiva, entonces las
matemdticas tienen que ponerse en marcha
segln dicha estructura, o mas precisamen-
te seglin un sistema deductivo especial; es
lo que llamo la inversion antididactica, Es
el modo en que los matemdticos escribi-
mos nuestros articulos. Concebimos la for-
macién del pensamiento que nos lleva al
resultado; el modo en que nos viene una
idea concreta no le importa a nadie. Como
matemdticos servimos para objetivar que,
en si mismo es un buen hibito. Los articu-
los matemdticos estin escritos para exper-
tos que conocen los trucos, que estin bien
formados para leer en el articulo acabado,
la manera como se podria haber inventado.
Los autores de los textos escolares, a los
que fascina este estilo, olvidan que no
estidn escribiendo para matemdticos, y que
el estudiante probablemente no tiene la
menor idea de cémo utilizar el texto.

A continuacién comienza un andlisis de los
numerosos programas de matemdticas
modernas que circularon durante los afios
sesenta, diciendo:

puede ser importante discutir cudnta teoria
de conjuntos o cudnta dlgebra lineal o
moderna tiene que ensefarse en la escue-
la; pero luego los argumentos decisivos
deben ser todos de naturaleza didéctica,
pero aquellos programas no permitian una
discusion didactica: el matemitico ha
suplantado al educador. Si un matemitico
tuviera que publicar alguna de las ideas
que le llevan al resultado sentirfa como si
le pusieran en ropa interior en medio de la
calle; comunica el resultado, a la vez que



oculta el modo en que lo ha logrado. Pero

lo que resulta entonces no es objetivo, sino

dogmatico.
Sigue un andlisis més profundo respecto de
la geometria afin que revela que lo que se
pretende ensefiar a los alumnos son mate-
maticas terminadas, prefabricadas por el
matemdtico adulto que sabe las partes que
se conectan, pero que al alumno le parecen
un montén de ladrillos aislados y sin sentido.

Plantea a continuacién el problema que ten-
drian los autores de libros de textos si los
escribieran en el modo en que se desarrolla
una clase comenzando por definiciones pro-
visionales que unas pdginas més tarde se
deben cambiar, es lo que llama la «maldi-
cion de la imprenta».
El libro ha sido el mayor enemigo del méto-
do socritico. ;Qué deberia de sustituir al
libro de texto? jPublicando experimentos?
Si, pero entiendo por ello lecciones que
realmente han sido ensefadas. Pero esto no

se ha hecho a menudo. El ejemplo mis lla-
mativo es el conjunto de libros de G. Polya.

Sigue uno de los capitulos més interesantes
el sexto dedicado a la Re-invencién, empie-
za con una cita de Comenius:

El mejor método de ensenar una actividad
es mostratla.

El principio més importante de Comenius es
que el alumno aprende tomando la realidad
en su totalidad sensual y no sélo por pala-
bras. Las tres etapas del método de ense-
fianza de Comenius son: ejemplo, prescrip-
cién e imitacién. La tarea del alumno es
experimentar, comprender e imitar.

Freudenthal prefiere parafrasear a Come-
nius asf:

El mejor modo de aprender una actividad
es practicarla.

Es decir, el interés se cambia del ensefiar al
aprender, de la accion del profesor a la del
alumno, de los efectos sensitivos a los
motores.

Desde Comenius todo se ha vuelto mis
complejo, pero sobre todo la teorfa se ha
desarrollado tanto y su cardcter ha variado
tan profundamente que ya no se puede
sostener la division del proceso de ense-
fianza de Comenius. También se ha desa-
rrollado mucho la pedagogia, ademas las
pretendidas fronteras entre experiencia
sensual, teorfa y praxis se desvanecen.

jQué extraiio parece un mundo que tiene
fronteras artificiales entre el pensamiento y

No es
una metdafora
decir
que pensar
Y planear
es actuar.

...el alumno
abandonaba
la escuela con
una imagen
perversa de
las matemdlticas
que quedaba
instalada
en su mente
durante
muchos arios.

la accion! Pero hay un ejemplo sobresaliente de ello: Los
Elementos de Euclides.

Otro asunto que ha cambiado desde entonces es la relacidon
entre el pensar y el actuar. Se hizo una distincién entre el traba-
jo intelectual y el manual, pero ;dénde empieza uno y donde
termina el otro?

No es una metafora decir que pensar y planear es actuar.

El punto esencial del capitulo es la distincién entre matemdticas
terminadas, listas para su uso y matemdticas en accién, apli-
candose. Hay que saber que junto a la matemética terminada

existe una matemdtica como actividad.

Hasta la fecha las matematicas solo se han analizado como un
producto terminado. Por ejemplo en los Principia Mathematica
de B. Russell y Whitehead. No hay preguntas, no hay problemas,
ademdés carece de todos los medios linglisticos para formular
cuestiones y problemas.

Explica cémo lee personalmente los articulos de mateméticas:

Empiezo con los resultados, reflexiono sobre ellos, si no los
puedo confirmar busco a través del articulo alguna indicacién; si
al final y por mis propios medios y un poco de copia confirmo
los resultados, estoy preparado para leer los articulos otra vez
sistemiticamente. Creo que casi todo el mundo lee los articulos
asi, tratan de re-inventar los contenidos del articulo.

Sabemos que nadie puede entender el producto terminado. En
pocos siglos el centro de gravedad cambié de la ciencia termina-
da a la ciencia activa; proceso que condujo a la formacion y sece-
sion de las matemiticas escolares. Difieren tanto de las matemati-
cas verdaderas que ya al comienzo del siglo XX se advirti6 una
doble fractura en la educacién matemdtica, incluyendo disconti-
nuidades en la formacion de los profesores de matemiticas que al
pasar de la escuela e institutos a la universidad tenian que olvidar
las matemdticas escolares, mientras que unos afios después cuan-
do volvian a la escuela como profesores tenfan que olvidar las
matemdticas universitarias y reconstruir los hilos que habian roto
unos pocos afios antes. Esta doble ruptura fue advertida, pero no
fue reparada. El antagonismo se produjo entre una ciencia activa
bajo la responsabilidad competente de sus adeptos, y una ciencia
acabada, coleccién de algoritmos, un bello cuento para nifios de
escuela. Por supuesto que para ser ensefada la ciencia tiene que
ser adaptada al nivel de los alumnos, pero lo que aqui sefalo es
que la versién de cuento de hadas se desarrolld independiente-
mente de las verdaderas matematicas. Después de un siglo de
autonomia, las matemdticas escolares han llegado a un callejon sin
salida que no lleva ni a las matemdticas superiores, ni a la vida.

Este desarrollo fue consecuencia de la colisién entre dos esfuer-
zos poco compatibles. El primero de ellos era el de ensefiar
matematicas, ensefiar un sistema deductivo, una ciencia termi-
nada. El segundo esfuerzo venia de la pedagogia, era estimular
un aprendizaje activo. Asi la Gnica oportunidad que se dejaba a
la actividad de los estudiantes era en las llamadas aplicaciones,
es decir, en los problemas; que no podian traer consigo verda-
deras matemiticas puesto que esta posibilidad habia sido extir-
pada cuando las matematicas se introdujeron como ciencia ter-
minada. Lo que quedaba para los problemas eran unas matema-
ticas ridiculizadas, cuyo nivel mas bajo era el de sustituir valores
particulares para los pardmetros en formulas generales o mode-
los de pensamiento de la teorfa; ... a esto le llamaban aplicacio-
nes. Entonces el alumno abandonaba la escuela con una imagen
perversa de las matematicas que quedaba instalada en su mente
durante muchos afios.



H. F. sefiala que estamos en peligro de repetir la misma historia,
hoy estamos en condiciones de afirmar que efectivamente se ha
repefido en bastantes lugares de Europa. Los temores que él expre-
sa de ver las matemdticas nuevas como unas matemdticas escola-
res auténomas, se han confirmado plenamente con un conjunto de
problemas que compiten con éxito en el absurdo con los proble-
mas tradicionales. La causa es la misma, lo Gnico que el alumno
puede hacer con las mateméticas terminadas es reproducirlas.
La importancia creciente de las matemdticas ha incrementado la
urgencia del problema didactico. Si las matemdticas existen para
ser aplicadas, entonces aplicar las matemdticas tiene que ser
ensefado y aprendido; pero las matemdticas se aplican credndolas
cada vez de nuevo; esta actividad no se puede ejercer nunca
aprendiendo matemiticas como un producto terminado.
Dominar los algoritmos puede ser indispensable, pero no crea
ocasiones de aprender matematicas aplicindose.

Hoy pedimos que el propio alumno re-invente las matemdticas.
Ningtn tema del programa se debe imponer al estudiante como
un producto ya terminado. La ciencia en su punto miximo siem-
pre ha sido invencién creativa. El proceso de aprendizaje debe
incluir fases de invencién directa, no en su sentido objetivo, sino
en el subjetivo, desde el punto de vista del estudiante. Se cree
que el conocimiento y la capacidad adquiridas por reinvencién
se comprenden mejor y se mantienen mds facilmente que si se
adquieren de un modo menos activo.

Con estos antecedentes, lo que a continuacién defiende H. F. es
que hay que analizar el tema que se va a ensefiar como una acti-
vidad; pero que se ha hecho poco para andlizar las mateméticas
como una actividad. Un ejemplo antiguo y bello se debe a T.
Ehrenfest-Afanasjewa, de 1931, su andlisis de la geometria acti-
va se distingue claramente e influyé fuertemente en los van Hiele.

Fueron precisamente estos trabajos de Ehrenfest los que hicieron
caer en la cuenta a H. F:

de que el método de ensefianza debe de ser la re-invencién, ana-
lizando las matematicas como una actividad.

Lo que aqui llamo reinvencién en ofros lugares se llama re-des-
cubrimiento; pero considera la palabra reinvencién mas amplia,
cita a continuacion a los Van Hiele como los que mejor han inter-
pretado los niveles en el proceso de aprendizaje.

A continuacion sigue una larga explicacién de los niveles de van
Hiele, explicacién que sirvi6 en los afios 70 y 80 en nuestro pais
para que grupos como el Cero de Valencia, y otros los conocie-
sen y empezasen a difundirlos a través de escuelas de verano o
de ofro tipo de cursos. La idea fundamental de los niveles es que
si comparamos dos niveles sucesivos, en el més alto la accién del
nivel mas bajo se convierte en objeto de andlisis.

Otro punto importante que sefiala en este capitulo es que la acti-
vidad matemética es, ademds, una actividad de organizacién de
campos de experiencia.

La geometria, segin los van Hiele, y con ello estd de acuerdo H.
F. deberia de empezar con la organizacién matemdtica de los
fenémenos en el espacio, dando oportunidad al estudiante de
aprender a matematizar un tema no-matemdtico; una importante
conexién enire matemdticas puras y aplicadas.

Si
las matemadticas
existen para
ser aplicadas,
entonces aplicar
las matemadticas
liene
que ser enseniado
y aprendido;
pero
las matemdticas
se aplican
creandolas
cada vez
de nuevo;
esta actividad
no se puede
ejercer
nunca
aprendiendo
matemdticas
como un producto
terminado.
Dominar
los algoritmos
puede
ser indispensable,
pero no crea
ocasiones
de aprender
matemdticas
aplicandose.

Cita més adelante un texto de los van Hiele:

Si se le ensefan a un alumno habilidades
por encima de su nivel real, hay que des-
cribir las acciones que tiene que realizar
por medio de reglas planas, los algoritmos,
que pueden ser manipuladas sin ninguna
referencia al sentido de las acciones. Con
ello puede suceder que un proceso de
aprendizaje sea obstruido definitivamente
porque al alumno no se le ha dado la opor-
tunidad de avanzar al nivel mas alto.

Ademés los van Hiele advirtieron saltos en
el proceso de aprendizaje; saltos que reve-
lan la presencia de niveles.

A continuacién insiste en que

la actividad en el nivel inferior, no debe ser
descuidada en el proceso de aprendizaje,
nivel prematemdtico, por tanto relevante
en grado maximo. El nifio estd jugando un
juego; el juego es enormemente importan-
te pero es el nivel mds bajo, que quiere
decir indispensable y transitorio.

En el siguiente nivel el nifio debe reflexio-
nar sobre lo que hizo en el nivel inferior;
aqui empezarian las matemiticas.

Advierte socarronamente que «se le pueden
ensefiar al nifio una cantidad asombrosa de
temas matemdticos, siempre que se hayan
eliminado de ellos todas las matematicas».

Pero ello significa que estén en el nivel infe-
rior, y los alumnos deben ser orientados en
sus actividades para poder progresar al
siguiente nivel.

Termina el capitulo resumiendo:

...Ja actividad estimulada por re-invencion
en el nivel inferior es una necesidad. Es
significativa en tanto en cuanto tiene lugar
bajo condiciones en las que es preparatoria
mas que un juego no esencial. La re-inven-
cién, que es un principio didictico para
investigar el nivel, debe de ser el principio
de toda la educacién matemitica, no sélo
en el nivel inferior, done estd demasiado
proxima del juego, para mostrar rasgos
acusadamente matematicos.
El capitulo VI se fitula «Organizacién de un
Campo por matematizacién», después del
andlisis local, pasa a estudiar la posibilidad de
un andlisis global de las mateméticas, indican-
do que la estructura global de las matemdticas
no es un esqueleto rigido, sino algo que nace
y perece en el proceso de aprendizaije.
La fuerza global estructurante debe de ser
vivida a través de la realidad. Solo de esta

manera podemos ensefiar matematicas car-
gadas de relaciones, para que el estudiante



pueda integrar las matemditicas que ha
aprendido y garantizar asi la aplicabilidad
de las matemdticas aprendidas.

La tradicional ensefianza de la aritmética
nos muestra el camino correcto; si se tie-
nen que ensefiar las matemadticas cargadas
de relaciones, se deben de ligar al otro tér-
mino de la relacién, empezar con ello una
y otra vez. Por ejemplo, los nimeros nega-
tivos deben empezar en la palanca si tie-
nen que aplicarse en la palanca, los loga-
ritmos con la presién del aire o la hipérbo-
la si es alli donde se tienen que aplicar, la
derivada con la velocidad, la densidad y la
aceleracion, y la funcién lineal con todas
aquellas proporcionalidades que hay en la
naturaleza y la sociedad.

El estudiante debe de aprender a matemati-
zar situaciones no matemdticas, compren-
der las formas espaciales como figuras es
matematizar el espacio. Ordenar los teore-
mas geométricos para obtener todos ellos a
partit de unos pocos es matematizar (o
axiomatizar) la geometria. De nuevo, orga-
nizar este sistema con medios lingiisticos
es matematizar un tema, es la formaliza-
cién. La historia se repite: cada afirmacion
general sobre paralelogramos es una afir-
macién matematica, pero el total de estas
afirmaciones es en si mismo un revoltijo,
que se convierte en matematicas si se
estructura por medio de relaciones 16gicas,
y esto es matematizar. Los teoremas de geo-
metria son un desorden, por matematiza-
cion axiomdtica, este conglomerado se
matematiza. Este mismo es lingtiisticamente
un galimatias, como todo lo que se expresa
en lenguaje ordinario; aqui la organizacion
lingtiistica conduce a un sistema formal.

No hay duda de que los alumnos tienen
que aprender a matematizar, en todos los
niveles en que actiien; hasta dénde se deba
llegar se podra discutir mis adelante. Sin
embargo si la axiomitica y la formalizacién
se enseflan, axiomatizar y formalizar no
pueden ser omitidos. No hay matemdticas
sin matematizar, ni axiomdtica sin axioma-
tizar, ni formalismo sin formalizar,

A veces esto se entiende de manera estre-
cha, por ejemplo los que hablan de pro-
blem solving, presentan en general el pro-
blema de una manera demasiado abstracta;
el problema deberia de nacer de la situa-
cién, y el estudiante deberia de aprender a
reconocer el problema en la situacion. El
nacimiento de un problema también son
matemdticas.

Ahora estd claro lo que H. F. entiende por
organizacién de un campo por matemati-
zacién: es el acercamiento en sentido
amplio, que tiene que garantizar la estruc-
tura global.
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Si las matematicas se tratan a partir de sus temas, sacaremos mas
pattido de ellos; los mds convincentes vienen de la geometrfa:
tipos de cuadrilteros, simetifas, embaldosados, concepto de dngu-
lo, algebraizacion de la geometria; pero también de otros domi-
nios: las leyes de la palanca, la matematizacion de la microecono-
mia, la construccion del anilisis a partir de métodos numéricos, el
estudio de las ondas. Muchos de los temas vienen de la fisica, lo
que nos lleva a hablar de la integracion de disciplinas, y el estu-
dio de la ciencia integrada, a través de los proyectos: el agua, la
nutricién, el espacio, apropiados para la exploracién fenomenolé-
gica, pero menos para practicar la ciencia de modo mas te6rico. Al
menos desde los catorce afios una coordinacioén bien organizada
deberia de ser mejor que la integracion, sino antes. Puesto que las
matemiticas tienen gran ventaja en su comienzo sobre las otras
ciencias, al menos en nuestro sistema educativo; pero esto no
debe impedirnos la coordinacién, en particular con la fisica. Por
ejemplo, en fisica se establece la ley de refraccion, pero no se
puede formalizar porque la tradicion de ensefianza matemitica no
permite usar los senos hasta mds adelante, porque en el sistema,
la trigonometria es un todo. En el sistema o todo o nada. ¢No
podria ser el seno un maravilloso ejemplo de una funcién mate-
mdtica introducida graficamente a partir de un circulo? Incluso es
uno de los primeros ejemplos de funcién que tiene que aprender
un estudiante. Otro ejemplo: el cdlculo siempre llega demasiado
tarde para la fisica. Sin embargo lo que el fisico necesita, concep-
tos de cociente diferencial e integral y derivadas e integrales de
unas pocas funciones no deberfa de llegar tarde; incluso concep-
tos matemdticos fuertemente motivados por sus aplicaciones en las
lecciones de fisica, como gradiente, ni siquiera se mencionan en
las clases de matemdticas. Pero no olvidemos que los fisicos estin
mucho mis hipnotizados por el sistema: Leyes del tipo de la gra-
vitacién o la de Coulomb, que matematicamente van juntas, se tra-
tan por separado. Todas las magnitudes especificas que podrian
ayudar al matemdtico a ilustrar y motivar las funciones lineales lle-
gan mucho mis tarde en fisica.

Pero si la instruccién fisica y matemdtica tienen que estar coor-
dinadas, tanto fisicos como matematicos tienen que abjurar del
sistema. Pero ¢es prudente complicar la tarea de modernizar la
instruccién matemitica modernizdndola con la fisica? Se ha
hecho en Alemania, donde hay una unién personal de la ense-
flanza fisica y matemdtica, pero en otros paises necesitarfan
serias medidas de formacioén del profesorado.

A lo que afiade ofra cuestién:

jes realmente necesaria la coordinacién de la ensefianza de
ambas materias? Al examinar libros de texto de fisica se diria que
no, el fisico no se fia de las matematicas, y por tanto el mate-
matico no necesita hacer esfuerzos para agradar al fisico. Es el
circulo vicioso de la indiferencia, pero si sigue asi, acabard con
el aislamiento mutuo y completo de las ensefianzas de la fisica
y la matemdtica.

Después hace un andlisis de los algoritmos, comenzando por el
de la suma, comparando el dbaco, como nivel inferior, donde
el calculador no necesita saber lo que estd haciendo, pero al
traducir sus acciones del dbaco al papel necesita comprender lo
que estd haciendo, si bien esto se puede hacer automatizando
las acciones hasta tal punto que las reglas desaparecen de la
propia consciencia, o si se conoce como funcionan las cifras, se
pueden corregir los errores de célculo.

Por supuesto que se puede confrontar al nifio con algoritmos lis-

tos para su uso, para hacerle saltar niveles intermedios, pero eso
puede detener un proceso de aprendizaje. El mejor modo de
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aprender un truco es descubritlo; nada es tan convincente como el
descubrimiento personal; si no se le da al nifio el tiempo que nece-
sita, y el algoritmo se le impone bruscamente, seguird una mala reac-
ci6n. Los algoritmos tienen que aplicarse como rutinas, pero hasta
que no funcionen perfectamente no es (til aplicarlos como rutinas.

No hay que olvidar que los algoritmos son de la mayor impor-
tancia en matematicas. Hay hoy fuertes tendencias a la algoritmi-
zacién y en la ensefanza los algoritmos son tentadores, tanto
para profesores como para alumnos; para los primeros que en
lugar de ensefiar matematicas ensefan algoritmos, para los alum-
nos que ficilmente se sienten cautivados por el buen funciona-
miento del algoritmo.

Junto a los algoritmos estdn las estrategias, las ticticas, los patro-
nes, que deben de ser practicados pero no demasiado temprano,
y no hasta que el alumno sea capaz de reinventarlos por si mismo.

Concluye el capitulo con una leccién:

...problemas didécticamente fértiles no deben ser demasiado
sencillos, no deben ser demasiado especiales y no deben ser for-
mulados demasiado finamente.

El capitulo VIll se dedica a los niveles de rigor. Cita para empe-
zar al Poincaré de 1900, cuando dijo en el 2.° Congreso inter-
nacional de matemdticas de Paris,

...las demostraciones no son todo en la ciencia, la intuicién tiene
asignada una parte complementaria, como contrapunto o antido-
to de la logica.

Continua H. F.:
¢Quién juzga si las matemdticas ensefiadas son rigurosas o no?

No hay duda de que el estudiante no puede aprender rigor mate-
mdtico de modo diferente al resto de las matemticas, es decir,
por re-invencion, y esto también debe de suceder en diferentes
niveles. Sin embargo no es ficil de hacer. Ademis en el curso de
la historia el rigor matemitico no ha sido el mismo en la mente
de todos los matematicos.

Las matematicas del descubrimiento libre son mucho mds impor-
tantes que las que se confinan a unos axiomas impuestos por el
profesor o el libro de texto y no hay razén para decir que sea
menos rigurosa. Hay niveles de rigor y para cada tema hay un
nivel de rigor que se le adapta, el aprendiz debe de pasar a tra-
vés de los niveles y adquirir su rigor. La transicion de un sistema
de reglas al siguiente es discontinua aunque natural.

La tarea del rigor es convencer, pero las matemiticas listas para
Su uso nunca convencen. Para progresar en el rigor, el primer
paso es dudar del rigor en el que uno cree en ese momento. Sin
esta duda, poco se aprende, dejando a otras personas que le
ordenen a uno mismo nuevos criterios de rigor.

Pasa después a hablar de la organizacién local de un campo,
eligiendo como tema la geometria:

...los conceptos geométricos y las relaciones se analizan siempre
hasta una cierta frontera mds bien arbitraria, hasta el punto en
que a simple vista se distingue lo que significan las nociones y si
las proposiciones son verdaderas. Todo el mundo razona a par-
tir del horizonte cambiante y confuso de los hechos que suceden
¥ que se suponen como verdaderos y nunca a partir de los axio-
mas, El campo estd organizado localmente.

Otra cuestion de la que trata aqui es sobre la separacién de la
teoria matematica y el mundo real.

Separacion que empieza cuando se olvida que siete son siete uni-
dades, el alumno empieza a poner las matematicas entre parén-
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tesis para que no se estropeen con el con-
tacto con la realidad y para funcionar con
mds seguridad, lo que también es (til para
comprender que hay verdades que no
dependen ni del tiempo ni de la buena
voluntad. Asi la separacién de la teoria
matemdtica y el mundo real puede experi-
mentarse mejor en los primeros estadios y
con ejemplos sencillos que mids tarde con
otros mis sofisticados.

El capitulo IX se dedica a la instruccién (en
todo el texto la palabra instruccion estd
tomada en su significado mds etimoldgico, o
en el casi-militar, de reglas que se aprenden
y se obedecen). Instruccién considerada
como opresora, frente a educacién como
generadora de libertad.

Empieza por analizar la autoridad del tesri-
co, criticando a los que acostumbran a decir
a los demds como tienen que ensefiar,
expresando que esta cuestién es una de las
muchas variaciones sobre el tema «ideal y
realidad»; pero sin olvidar que los ideales
también son realidad, la realidad vista por
las personas que ven un poco més allé que
sus contempordneos. Afiade que

...la esencia de este libro no es promover
en la ensefianza una teoria por la que yo
deberifa prescribir a los educadores practi-
cos sus métodos de ensefianza. Pero esta
es mi filosoffa para combatir cualquier
intento de influir en la instruccién escolar
de un modo antididdctico. En particular me
opongo a toda la instruccién puramente
orientada por los contenidos, y a todos los
puntos de vista dogmdticos sobre las mate-
mdticas que descuidan todas las presuposi-
ciones psicologicas e implicaciones socia-
les de la instruccién matemdtica.

Es facil imaginar como acttia la influencia
dogmidtica; si una autoridad declara que
algo es riguroso de un modo e impreciso de
otro, esto puede afectar crucialmente a la
instruccién, si bien no importa si dicha afir-
maci6n ha sido propiamente comprendida o
no. Por ejemplo, en Alemania, las repercu-
siones no previstas de Klein han bloqueado
muchos desarrollos razonados; en los Paises
Bajos ocurrié algo parecido en 1937 con
una reforma de los curriculos de matemati-
cas llevada a cabo honestamente por un
grupo de profesores que confiaban en
imponer la deductividad como agente mate-
matico y que no sentian la necesidad de
ninguna argumentacién pedagégica ni
diddctica, ni social para justificar sus pro-
puestas, Programa que era irreal, pero nadie
se atrevia a protestar contra sus ideas, salvo
excepciones, como D. Van Dantzig, pero
sus argumentos no indujeron a nadie a



renunciar a aquellas teorias idealistas.
Muchos profesores podian creer que esta-
ban llevando a cabo dicho programa; otro
muchos sin embargo, no querfan admitir
que no eran capaces de llevar adelante un
programa tan irreal, puesto que gozaba del
acuerdo general. Esta historia muestra, no
s6lo la poca fiabilidad de los programas y
curriculos, sino también que esta historia se
repetird. El papel jugado en 1937 por wigu-
roso» 0 dmprecisor, ahora lo desempefian
«moderno» y «pasado de moda». A veces
parece mds una tienda de modas que cual-
quier otra cosa. Que algo sea nuevo no es
un criterio para ser ensefiado. Siento que si
los profesores pagan su justo precio a las
matemdticas «modernas» y al rigor «mo-
dernor, no es solo un signo de respeto, sino
también de frustracién: temiendo el ojo cri-
tico de la autoridad y temiendo ser conside-
rado un reaccionario o un pasado de moda.
Lo importante es que no puedo comprender
por qué los profesores de instituto casi
nunca protestan, ni siquiera contra los pro-
yectos en los que todas las evidencias mues-
tran que son ilusorios.

Por otro lado, es muy dificil averiguar cual
es la prictica en el aula. Los curriculos son
casi siempre vagos, los programas muestran
mis detalles pero sobre todo incluyen obje-
tivos y minimos; nunca dicen si esos objeti-
vos se logran o si los minimos fueron alcan-
zados por la educacién real. Si se analizan
los libros de texto, en todos los paises hay
buenos y malos, scuiles son los mas influ-
yentes?. Otra fuente de informacién son los
exdmenes, pero debe de ser usado sélo por
aquellos que estén bien enterados de las
peculiaridades de la habilidad de preparar
exdmenes y de las técnicas de evaluacion
de los resultados. La investigacion tedrica
sobre la ensefianza tiene la caracteristica de
decir a otras personas cémo tienen que
ensefiar, entonces es programitica y a
menudo irreal, estd basada en la creencia
firme de la persona que presenta sus ideas:
los experimentos con clases de prueba son
especialmente sospechosos si suceden bajo
condiciones que difieren de las condiciones
ordinarias de las escuelas; el laboratorio del
psicopedagogo es un entorno atn menos
deseable para experimentos que se puedan
llamar representativos.

La educacién en matemdticas verdadera-
mente modernas exige un laboratorio en el
que el método de invencién se pueda
desarrollar libremente, en el que los estu-
diantes trabajen individualmente o en
pequefios grupos, mientras el profesor
observa sus actividades para intervenir si lo
considera necesario. Otro aspecto para
abolir el aula, el profesor no debe ensefiar
solo, sino en equipos de dos o tres, donde
uno observa al otro, cada uno aprende del
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otro. Por supuesto el trabajo de laboratorio se tiene que com-
pletar con un didlogo amplio del profesor con un grupo.

Acaba con una premonicién que sigue fresca y valida 25 afios

después:

En los paises europeos aproximadamente un 1% de la poblacién
trabaja en la educacién; con seguridad la demanda de educacién
se duplicard en las préximas décadas, y esto sucederd en gran
parte en sectores en los que hoy el nimero de estudiantes por
profesor es pequeno. Esto significa que con los métodos actua-
les de instruccién el nimero de trabajadores en educacién ten-
dria que multiplicarse por cinco o diez. Lo que indica que nues-
tros métodos actuales estin seguros de fracasar, La instruccién
de grupos de edad superior por profesores individuales estari,
dentro de poco, tan anticuada como los libros de texto escritos
a mano. Esto deberia de ser recalcado a los jévenes de hoy, radi-
cales y romdnticos, cuando piden una instruccién mis persona-
lizada. Del mismo modo que un matemdtico adulto ha aprendi-
do a acomodar la lectura de la literatura a la libertad de la rein-
vencién, asi deberiamos ensefar esta actitud a nuestros adoles-
centes, y el modo de hacerlo serfa programando la reinvencién
en el proceso de aprendizaje.

El capitulo X se dedica al profesor de mateméticas:

«Se busca profesor de natacién que sepa nadar. Todos estin de
acuerdo en un punto: la persona que estd enseflando debe de
saber mis de lo que ensefia, y no s6lo en el momento de ense-
farlo, sino mds pronto. Pero jcudnto debe ser este «mis» y este
«mas pronto+?, ya no hay acuerdo ni entre los expertos, ni entre
los legisladores, ni entre las naciones.

Un nifio paptia aprende de sus padres exactamente lo que nece-
sita en su vida, vida que no es muy distinta de la de sus padres.
Esta es la gran diferencia entre paises desarrollados y en vias de
desarrollo que nuestros nifios y adolescentes tienen que aprender
mucho mds de lo que propiamente necesitan. El exceso se puede
justificar siempre por el supuesto valor formal del tema estudia-
do, y en matemdticas se justifica como disciplina intelectual.

Para ensefiar, por supuesto hay que saber los contenidos, pero
para ensefiar también hay que saber como ensefiar, aunque esto
no se ensefie propiamente en la universidad.

Volviendo al término doble olvido de Klein se pregunta H. F.;

cudl es la utilidad de este periodo de estudio en la universidad
intercalada entre el primero y el segundo olvidos? Por supuesto
apreciamos que tiene que haber un cierto intervalo en alguien
entre que aprende matemdticas en el aula y las ensefia en una
clase, y si este intervalo tiene que llenarse de algin modo no es
extrafio pedir que se llene con matematicas.

En los Gltimos afios se han hecho esfuerzos para que las mate-
miticas escolares recuperen su retraso de un siglo, también se
han hecho esfuerzos en la formacién del profesor, éste debe ser
capaz de ensefiar de acuerdo con el programa que difiere amplia-
mente del que estaba de moda cuando él iba a la escuela.

;Por qué se ha retrasado tanto tiempo la cimentacion de la bre-
cha entre las matemdticas escolares y las universitarias? ;Por qué
se intenta hacer ahora algo que hace medio siglo o mis se
demanda? Las matemiticas crecian por todos lados, no sélo fuera
de las matematicas escolares, sino también hacia las matemdticas
escolares, reestructurar las matematicas significa a menudo que
preferentemente sus ideas mis elementales sean puestas en duda
otra vez, y a menudo, esas ideas residen precisamente en el
plano de ruptura entre las matemdticas escolares y las universi-
tarias. La brecha estd siendo llenada gracias al desarrollo de las
matemiticas desde ambos lados, del uno hacia el otro.



Hoy, cualquiera que quisiera resumir el intento de Klein para
ensefar «matemdticas elementales desde un punto de vista supe-
rior tendrfa que hacerlo en un nivel mucho mas bajo, mucho
mds cerca de la matemdtica escolar. Que lo més fundamental estd
mis ligado a lo mas elemental es una idea que necesité medio
siglo para madurar.

Finalmente formula las exigencias minimas para la formacién de
los profesores de matematicas:

1 que capacite al profesor para emplear con autoconfianza los
métodos fundamentales de las matematicas de hoy,

2) que mejore el conocimiento fundamental que se necesita para
comprender la estructura de las matemdticas de hoy,

3) que desarrolle ciertas nociones sobre como se aplican las
matematicas, (obviamente, incluye matematicas de ordenadores)

4 que de una primera visién de cémo investigan los matemadticos.

A esto hay que afadir la formacion pedagdgica, obviamente la
ensenanza también se aprende a hacerla, por ello no es bueno
permanecer en el nivel més bajo. Ello implica que el primer estu-
dio en la universidad puede contribuir sélo en una modesta parte B
a la formacion pedagégico-didactica. Si pedimos que la teoria
hoy se deba reinventar y que, por tanto, no puede preceder a la
prictica, s6lo hay una pequefa cantidad de teorfa de la ense-
flanza que se deba aprender antes de que un profesor empiece
a ensenar, a saber, aprender de los ejemplos de uno mismo y de
otros para analizar la instruccién que se esta intentando dar, se
estd dando y se ha dado. El futuro profesor deberia de aprender
el método del experimento mental y cémo informar sobre él.

Hasta hace pocos afios la formacién continua del profesorado se
limitaba a conferencias ocasionales sobre ciencia, o participaban
en los movimientos de innovacién como oyentes, de didéctica no
se discutia. Se cambié el modelo en muchos paises, con dos
extremos: ensefiar al profesor exactamente lo que él mismo debe-
tia de ensenar dentro de unos pocos afios, o proporcionarle una
ciencia fundamental que nunca puede aplicar en la ensenanza.

El gran problema es el de los profesores de la escuela primaria
(seis anos de escuela primaria). Desde que las matemdticas han
sido abolidas como materia obligatoria en Ia formacién de pro-
fesores de la escuela primaria, puede ocurtir que se permita a un
profesor ensefiar aritmética y matemdticas en la escuela primaria,
o incluso en los primeros afios de secundaria, incluso si la dlti-
ma nota que recibié en matemdticas fue insuficiente y estaba
relacionada con ecuaciones lineales de una incognita y aplica-
ciones numéricas del teorema de Pitagoras. El ntmero de profe-
sores de escuela primaria es aproximadamente 50 veces el de
profesores de bachillerato.

Acabamos aqui esta recensién, que ha sido un resumen de las
principales ideas de Freudenthal sobre como se debe ensefiar
matemdticas, sin &nimo de ser dogmdtico. Sus ideas han sido
fundamentales en el cambio de la ensefianza de las matemati-
cas, sin duda en su pais, donde el principal centro de ensefian-
za matemdtica, el antiguo IOWO, lleva hoy el nombre de
Instituto «Freudenthal», y en los paises de alrededor; contra lo
que ofros piensan sostengo que la didactica de las mateméticas
fanto en Francia, como en Alemania o Inglaterra ha adoptado-
adaptado muchas de las ideas expuestas en este libro.

H. Freudenthal escribié muchisimos més textos sobre ensefianza
de las matemdticas, en particular, en 1978, Weeding and
Sowing, en 1983, Didactical Phenomenology of Mathematical

Structures y en 1991, Revisiting Mathematics
Education. Chine Lectures, donde vuelve o
replantearse y refomar sus ideas y trabajos
anteriores, pero el andlisis de esios libros lo
dejamos para otra ocasién.

Florencio Villarroya
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Este clasico se publics por

primera vez en 1940 con el

fitllo A Mathematician’s Apo-

logy. En espafiol, se publics

una parte de este libro en el

fomo quinto de la magnifica Sigma. El

mundo de las mateméticas, con un comen-

fario inicial de James R. Newman. Ahorg,

aparece complefo con un prélogo a la edi-

cién inglesa de C. P. Snow y con ofro a la
edicién espafiola de Miguel de Guzman.

Hardy (1877-1947) fue un matemdtico, de
los que denominariamos ahora puro, que
escribié sobre temas como convergencia y
sumacién de series, desigualdades y teorfa
analitica de ndmeros. Su texto A Course of
Pure Mathematics establecié un nuevo mode-
lo para la ensefianza inglesa en mafemdati-
cas. Su colaboracion con Litlewood, inicia-
daen 1911y que durd précticamente hasta
su muerte, fue excepcionalmente larga y fruc-
fifera escribiendo conjuntamente cerca de un
centenar de articulos. Otra colaboracion, en
esfe caso precedida de un «descubrimiento»
fue con Ramanujan; Snow narra de forma
fascinante en el prélogo de este libro, junto
con muchos otros aspectos de su personali-
dad, cémo llegd a Hardy un manuscrito del
matemdtico hind( y cdmo en una noche, tras
su estudio y previo intercambio de opiniones
con Litlewood, se percaté de estar delante
de un matemdtico excepcional.

Pasados los sesenta afios, en su ocaso como
creador matemdtico, ecribe Hardy su
Apologia, en la que da su visién de lo que
es la matemdtica. Sélo por esto merece la



pena leer el libro; pocos mateméticos nos
han contado sus impresiones sobre la cien-
cia que han cultivado; Hardy es una excep-
cién, ofra, muy brillante, Poincaré.
Precisamente, Hardy inicia su obra justifi-
candose ante este «atrevimiento» : «Es una
experiencia melancélica —escribe~ para un
matemdtico profesional encontrarse a s
mismo escribiendo sobre mateméticas. La
funcién de un matemaético es hacer algo, es
probar nuevos teoremas, es contribuir a las
matematicas y no hablar sobre lo que él u
otros matemdticos han hecho. [...] no hay
desprecio més profundo que aquél que sien-
ten los hombres que crean hacia los hom-
bres que explican. La exposicién, la critica y
la apreciacién son tareas para mentes de
segunda clase».

A lo largo de 29 cortas secciones, Hardy va
desgranando, con un cierto pesimismo —en
la época en que escribi6 esta obra estaba
en un estado depresivo bastante agudo—,
sus ideas sobre su justificacién como mate-
mdtico, la edad productiva en los matemdti-
cos, la belleza de las matemdticas, la utili-
dad [mejor dicho, inutilidad de las matemé-
ticas), matematicas auténticas, matemdticas

puras y aplicadas, matemdticas triviales. ..

Es un libro polémico, con el que es muy fécil
discrepar en algunos puntos pero que, sin
duda, merece la pena leer, aunque seq,
para eso... para no estar de acuerdo.

Emilio Palacian

MATEMATICA SUSANA MATAIX
ES NOMBRE DE MUJER | Matematica es nombre de mujer

Susana Mataix
Editorial Rubes
Barcelona, 1999
ISBN: 84-497-0014-0
159 paginas

Creo que cada vez somos
mas los que agradecemos la
aparicién de libros sobre
matematicas que se puedan
leer, es decir, que utilicen el lenguaje
habitual para desarrollar los conceptos y
sus aplicaciones y se recurra a los simbo-
los y a las formulas sélo cuando realmen-

te sea necesario para plasmar y explicar una idea con rigor

matemdtico.

Pues bien, estamos ante cienfo cincuenta péginas que pueden
leerse de un tirén o dos) y entre las que no encontramos ni una

sola expresién algebraica.

Con un estilo sencillo y claro, Susana Mataix nos lleva de la
mano para hacer un recorrido por toda la Historia de las
Mateméticas a través de la mirada de unas mujeres tenaces que
supieron sobreponerse a todo fipo de dificultades y desarrollar

su pasion cienfifica.

Algunos echardn de menos informacién concreta y precisa
sobre los descubrimientos de estas mujeres e, incluso, un desa-
rrollo més pormenorizado de los conceptos matemdaticos sobre
los que trabajaron, pero creo que el objetivo del libro es otro:
que cualquier persona que se acerque a él, sea cual sea el
punto de interés —la Historia de la Ciencia, las matemdticas, la
muijer, la cultura...—, pueda leerlo sin que el lenguaje matemati-
co constituya una barrera. En mi opinién, Matemética es nom-
bre de mujer nace con clara vocacién divulgativa.

En el prélogo, la autora nos cuenta cémo el azar puso ante
sus ojos una novela de un autor inglés, Charles Kingsley, titu-
lada Hipatia; no fue su valor literario lo que desperté su inte-
rés, sino el personaje: «3Cémo fue aquella mujer, filésofa y
matemdtica, que se atrevié a destacar en una sociedad de
hombres?».

Y asi es como Hipatia empieza a hablarmos desde Alejandria,
en el afio 415, afio en el que muri6 asesinada por los cristianos.
Nos cuenta cémo su padre la inicié en el mundo de las mate-
mdticas a pesar de las reticencias de su madre, que no lo con-
sideraba adecuado para una nifia, para luego ir desgranando
los problemas por los que se interesé y los personajes que admi-
ré a lo largo de su vida. Asf van desfilando en su relato:

e Euclides y el postulado de las paralelas.

® Ptolomeo y los movimientos del universo.

° Arquimedes y la cuadratura del circulo.

¢ Diofanto y la simbologia matemdtica y aritmética.

Susana Mataix hace que un manuscrito de Hipatia sirva de
enlace enfre todas estas mujeres que nos hablan, siempre en
primera persona y desde la perspectiva de los (ltimos meses
de su vida, de su trabajo cienfifico y el de sus contemporéneos,
pero sin olvidar aspectos personales que nos acercan a la vida
cotidiana de la época y nos muestran su faceta més humana.
Madame du Chételet (1706-1749), Maria Gaetana Agnesi
(1718-1799), Sophie Germain (1776-1831), Ada lovelace
(1815-1852), Florence Nightingale (1820-1910), Sofia
Kovalevskaya (1850-1891), Emmy Noether {1882-1935),
todas ellas, van pasandose el testigo para proclamar su
pasién por las matematicas y reivindicar su lugar como cienti-
ficas. Para todas ellas fue un obstaculo su condicién de mujer

para tener acceso a la ciencia y siempre tuvieron que tener el



aval de un hombre para ser escuchadas, ya fuera un padre, un
marido o un maesiro.

En el epilogo Susana Mataix nos descubre qué parte hay de fic-
cién y cuénto de realidad en los relatos de estas mujeres que,
segin expresa Miguel de Unamuno en el Sentimiento trdgico de
la vida, «vivieron para ser recordadas y viven actualmente en
nuestro recuerdo». Pero sa cudntas mds se les ha escamoteado
su obra e, incluso, se les ha negado su existencia?

Ana Pola
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Como casi todo en la vida, la pertenencia a un
grupo tiene ventajas e inconvenientes. En el caso
de Ana Garcia Azcérate y el Grupo Azarquiel, al
que pertenece desde su fundacién, ha hecho que
sus quehaceres en la Didéctica y sus dficiones personales hayan
quedado englobados en las miltiples e importantes publicacio-
nes del Grupo, en las que aparecia el consenso de todas las fen-
dencias de los componentes del mismo. Ahora, con la publica-
cién de su primer libro realizado en forma individual, nos mues-
tra sus interesantes realizaciones sobre juegos.

Un porcentaje elevado de los que nos dedicamos a la ensefian-
za de las Matemdticas sentimos (o en algin momento lo tuvimos)
un placer especial en el aprendizaje de las mismas, que todavia
se agudiza cuando tenemos que enfrentarnos a juegos o acerti-
jos que ponen en cuestion nuestra imaginacién. Pero la verdad
es que, como colectivo, lo debemos transmitir bastante mal @
nuestro alumnado, porque socialmente no se suele percibir ese
sentido de refo, de desafio infelectual ante problemas que nos
atrapan, que proporciona un gran placer en el desarrollo de las
estrategias de ataque a los mismos (se llegue o no a ganar, que
en el fondo casi da lo mismo). Con cierta frecuencia se aduce
por parte de los ensefiantes inconvenientes de diferentes tipos
para aplazar la presencia del aspecto lodico de las matemdticas
en clase {programas,«seriedad» de la materia, comportamiento
de los alumnos y alumnas, prevencién ante la reaccion de los
padres o de las autoridades educativas,...}, pero el més genera-
lizado es la falta de material adecuado para utilizar en clase.

A ayudar a llenar {de forma brillante) ese hueco viene el libro
que comentamos. En él hay una formidable cantidad de juegos
y pasatiempos (en dos partes, la primera trata de nGmeros natu-

* Nna Garcia Azcarat

rales, enteros y fraccionarios; la segunda
de actividades que tienen que ver con el
dlgebra), con indicacién del nivel de la ESO
mas apropiado para su ufilizacién, con
material para presentar directamente al
alumnado, comentarios pedagégicos dirigi-
dos al profesorado y con las soluciones por-
menorizadas de todos ellos. Y, ademds, con
el aroma inequivoco de no ser copia de
ofras publicaciones, sino de haber sido
practicado de forma directa con alumnos
con nombres y apellidos, que ha posibilita-
do la relacién directa entre profesores y
alumnos en el proceso de aprendizaje [y
haber sido readaptados en funcién de los
resultados que se obtenian). Y es que ade-
mds de ofras fuentes de aplicacién, buena
parte de las actividades de este libro han
sido utilizadas durante afios en un proyecto
de ayuda a estudiantes con dificultades de
la Comunidad de Madrid.

El libro no tiene nada mas que unas pocas
paginas de introduccién tedrica [igual
hubiera sido bueno que fuera més extensa
esa parte), pero una ingente cantidad de
juegos inferesantes y tendria que ser libro
de cabecera, casi de obligado «consu-
mo», para todo el profesorado de ESO,
como filén inagotable de actividades,
para el conjunto de la clase, o para indi-
vidualizar (o diversificar, segin la jerga
vigente) la atencién en algunos de los estu-
diantes. Y lo Gnico que echaremos pronto
en falta serd la continuacién para el resto
de partes del programa que esta a la espe-
ra de un libro similar.

Estamos ante un libro que en poco tiempo
ha alcanzado ya la segunda edicion en el
mismo afio {la primera fue de las ediciones
de la Universidad Auténoma de Madrid, la
segunda la ha realizado la autora). Y un
aviso para navegantes, ya que el mayor
problema de los libros de editoriales minori-
tarias es su distribucién, algo que también
puede pasar en éste y que no merece dado
su interés: se puede pedir a la Libreria
Avinareta de Madrid que tan meritorio
papel esté haciendo en la tarea de poner al
alcance del profesorado todo tipo de publi-
caciones interesantes de Didéactica de las
Matemdticas.

Fernando Corbalan



Problemas X Olimpiada,
Jornada matematica en

el Congreso de los Diputados,
Congresos belga y francés

OLIMPIADA Matematica Nacional:
problemas propuestos

Prueba individual

Problema n.° 1. Seis monedas

Coloca seis monedas en un modelo de casillas como el
que indica la figura, de manera que en las monedas de la
fila superior se vea la cara y en las monedas de la fila infe-
rior se vea la cruz.

El objetivo es intercambiar las caras con las cruces en el
menor nimero de movimientos.

Caras y cruces se mueven por turno hacia cualquier casi-
lla contigua que esté desocupada y cada movimiento
puede hacerse hacia arriba, hacia abajo, de lado o en dia-
gonal.

¢Cudl es el minimo nimero de movimientos para inter-
cambiarlas? Cuando encuentres la solucién trata de resol-
ver un problema parecido, con una fila de cinco casillas
con cuatro caras encima de otra fila con cuatro casillas de
cruces. Prueba entonces a disefiar una estrategia para
resolver este problema en un caso general.




Problema n.° 2. Cuadrado

En un cuadrado ABCD de lado unidad se traza la diagonal
AC. Se une el vértice D con el punto medio, 4, del lado BC.

D C

A

e Calcular la razén entre las supertficies del cuadrildte-
ro ABMPy el tridngulo CDP.

e (Cudl serfa la razén si M en lugar de estar en el punto
medio del lado CB, estuviese a 1/3 del vértice B

e Podrias aportar algin tipo de solucién para M situa-
do a 1/n del vértice B?

Problema n.° 3. Jugando a los dardos

Juan y Maria estdn jugando a los dardos tirando sobre una
diana como la que muestra el dibujo.

La diana estd dividida en sélo dos regiones: la interior
vale 11 puntos y la exterior vale 4.

Los jugadores tiran los dardos por turnos, sumando los
totales, hasta que alguno alcanza una puntuacién previa-
mente acordada. Este serd el ganador.

Cuando Juan y Marfa estaban jugando a conseguir 21 pun-
tos, se dieron cuenta de que no eran capaces de conseguir
esa puntuacion. Asi es que cogieron papel y ldpiz y se
sentaron para averiguar todos los totales posibles. Menos
mal que vieron que, a partir de cierto ntimero, cualquier
puntuacién era posible. Entonces acordaron que en el
futuro siempre fijarfan un total suficientemente grande.

Encuentra todos los totales imposibles de obtener en este
juego.

Investiga acerca de los ntmeros imposibles de obtener
cuando se definen otras puntuaciones para cada regién
de la diana.

Esta X Olimpiada
se celebré
en Albacete,
en junio de 1999,
organizada
por la Sociedad
Castellano-
Manchega
de Profesores
de Matemdticas

Tal vez puedas descubrir una formula
general para saber la méixima puntua-
cion imposible cuando la region interior
vale m puntos y la exterior n puntos.

Prueba por equipos

Problema 1. El templete de la musica

Estais viendo lo que se conoce como
templete de la musica, y esta situado al
final de la calle central del parque. Aqui
es donde, entre otras cosas, tienen lugar
los conciertos de la banda municipal
que atraen a multitud de albacetenses.

Es una construccion agradable y sencilla

y sobre ella os vamos a hacer una serie

de preguntas que se nos han planteado

estos dias con motivo de la remodela-
cién del parque.

1) Suponiendo que un musico necesi-
ta, para poder estar bien acomoda-
do mientras interpreta, una superfi-
cie de 0,90 m? ;cudl seria el nime-
ro mdximo de musicos que podrian
tocar en el templete, habida cuenta
de que aprovecharfan toda la super-
ficie disponible y que el director de
la banda necesita 2 m? para él?

2) En la parte superior podéis obser-
var que, uniendo las columnas, hay
unos arcos. Queremos adornar esos
arcos adosdndoles unas guirnaldas.
¢Qué longitud aproximada de guir-
naldas deberemos comprar?

3) Por ultimo, para darle mis luminosi-
dad por las noches, queremos colo-
car unas hileras de bombillas que,
colocadas sobre el techo, vayan
desde las columnas al punto en que
cuelga la ldmpara que se encuentra
en el centro del templete. ;Qué lon-
gitud minima de cable necesitare-
mos para hacer la instalacién?

Problema 2. 1a fuente de las columnas

Aqui estdis viendo una hermosa fuente,
rodeada por columnas que la enmarcan
recordando una figura geométrica que
esperamos os resulte familiar. Precisa-
mente sobre esa figura, os queremos
proponer unas preguntas que nos per-
mitan resolver algunos problemas que
tenemos planteados en el disefio de la
nueva fuente que se quiere instalar.



1) (Cémo encontrariamos el centro de
la figura para poder colocar alli la
fuente? Por supuesto, no esti per-
mitido entrar en el estanque, ni en
el parterre que lo rodea.

2) Queremos también completar el
doble recinto de columnas colocan-
do las cuatro que parecen faltar, ;A
qué distancia del centro se deberian
colocar dichas columnas para que
formen con las otras sendos poligo-
nos regulares? ;Qué distancia habria
hasta las columnas contiguas?

3) Por ultimo, si cubriéramos total-
mente el pasillo que forman las
columnas con un artesonado de
madera al estilo del que ahora hay
esbozado, ¢qué superficie minima
necesitarfamos cubrir?

Problema 3. Mosaico romano

Ultimamente, la palabra mosaico y los
conceptos a ella ligados se utilizan
mucho en matematicas trabajando no
solo los aspectos geométricos sino
incluso su vertiente cultural e histérica.
Pero en referencias histéricas al uso de
los mosaicos, casi siempre acudimos a
los drabes olviddndonos que, aunque de
una forma menos rica, los romanos tam-
bién hicieron uso de ellos para embe-
llecer sus construcciones. Buen ejemplo
tenéis en las exposiciones permanentes
del Museo Arqueoldgico Provincial de
Albacete, en las que podemos observar
los bellos disefios que utilizaron por
estas tierras.

Precisamente queremos que os fijéis
especialmente en el mosaico proceden-
te de Hellin, una ciudad situada a 60 km
de Albacete, porque sobre él debéis
averiguar varias cosas.

1) ¢Cudl es la figura geométrica basica
utilizada por el artesano que disefid
este mosaico para cubrir todo el
plano? Podrfais explicar la forma
en que estd hecho y cémo se
extiende en todas direcciones la
construccién?

2) Como piedrecillas
entran a formar parte del dibujo del
mosaico son las que més escasean

negras que

en la zona, queremos averiguar las

El primer gran
acontecimiento
para celebrar
el Ario Mundial
de las Matemdticas
(AMM2000)
ha sido
la Jornada
matemdtica
desarrollada
en el Congreso
de los Diputados
el dia 21 de enero.

que necesitaremos para cubrir el suelo de una habita-
cién cuadrada de 5 metros de lado, sabiendo que se
precisan, aproximadamente, 100 de esas piedrecillas,
para cubrir 1 dm?

Jornada matematica en el Congreso
de los Diputados

El primer gran acontecimiento para celebrar el Afio
Mundial de las Matematicas (AMM2000) ha sido la Jornada
matemdtica desarrollada en el Congreso de los Diputados
el dia 21 de enero. Esta iniciativa es fruto de una pro-
puesta del grupo socialista, refrendada undnimemente por
la Comisioén Mixta de Investigacion Cientifica y Desarrollo
Tecnoldgico, en la que se invitaba a instituciones y medios
de comunicacién a apoyar y difundir las actividades del
AMM?2000.

En la sesién de apertura, junto al Presidente del Congreso
de los Diputados, intervinieron Angel Martin Municio, Pre-
sidente de la Real Academia de Ciencias y José Luis Fer-
nandez, Presidente del Comité Espafiol del Afio Mundial
de las Matemdticas 2000 (CEAMM2000), quien expuso muy
acertadamente los objetivos que nos hemos marcado este
afio para nuestro pais.

Durante la Jornada se desarrollaron tres conferencias. La
primera de ellas, a cargo de Jacques-Louis Lions (Colegio
de Francia) y con el titulo «Es posible describir en len-
guaje matemdtico e informitico el mundo de lo inanima-
do y del ser vivo’. Presentd a través de ejemplos bien ele-
gidos e ilustrados, cémo la combinaciéon de modelos mate-
maticos y ordenadores que efecttan cilculos con una rapi-
dez insospechada hace afios, hace posible la simulacién
de fenémenos muy complejos y pricticamente en tiempo
real. Citd, entre otros, el caso de la correccion de trayec-
torias de satélites y el del aprendizaje de técnicas quirtr-
gicas mediante simulaciones muy realistas.
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por el Congreso de los Diputados,
que recoge las intervenciones

de la Jornada matemdtica,
celebrada el 21 de enero de 2000.
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David Nualart i Rodén (Universidad de Barcelona) hablo
sobre «Las matemdticas en la actividad politica», Analizé los
diferentes modelos que existen de asignacién de escafios a
las circunscripciones electorales y de reparto de escafios
entre los partidos politicos en funcién del niimero de votos
obtenidos. Resulté de especial interés su descripcién de dife-
rentes dndices de poder que, en una toma de decisiones,
posee una persona o colectivo, dependiendo del niimero de
votos que posea y del procedimiento de votacién.

José Echegaray y la matematica como instrumento de rege-
neracion» fue el tema de la tercera conferencia, a cargo de
José Manuel Sinchez Ron (Universidad Auténoma de Ma-
drid). Glosé la figura de José Echegaray, diputado y minis-
tro, fundador del Banco de Espafia, ingeniero y profesor,
mas conocido como dramaturgo premiado con el Nobel de
Literatura. El conferenciante destaco los esfuerzos realiza-
dos por Echegaray para conocer las Matemiticas que se
hacian fuera de nuestras fronteras y para difundirlas en
Espafia, en el convencimiento de que constituian un ele-
mento bisico para el progreso cientifico, industrial y social.

Otro acto central de esta Jornada matemitica fue la mesa
redonda sobre a ensefianza de las matemdticas en Espa-
fia», moderada por Miguel de Guzmin (Real Academia de
Ciencias) y con la participaciéon de Luis Balbuena (IES
Viera y Clavijo), Marfa Jests Luelmo (IES San Mateo), Ma-
rfa Victoria Sdnchez (Universidad de Sevilla), Sebastia
Xambd (Universidad Politécnica de Catalufia).

Tanto el moderador como los ponentes coincidieron en
sefialar tres puntos claves o necesidades prioritarias, que
se sintetizan en el recuadro adjunto, como conclusiones.

Durante toda la Jornada contamos con la asistencia de
miembros de los dos Parlamentos, y con la participacién
especial de los diputados Antonio Martinén y Teresa Riera,
organizadores directos de la misma y a quien desde aqui
quiero expresar mi agradecimiento. A la generosa iniciativa
del Congreso de los Diputados, que cursd invitaciones a
una buena parte de los centros de ensefianza de toda
Espafia, respondi6 una gran afluencia de publico prove-
niente de distintos sectores de la comunidad matematica:
profesorado de todos los niveles educativos, investigadores,
didactas de la matemdtica, parte del cual tuvo que seguir la
Jornada en salas dotadas con grandes pantallas de video.

Creo que es un €xito para todas las instituciones que par-
ticipamos en la celebracion del AMM2000 que este primer
gran acto del afio haya tenido lugar precisamente en el
Congreso de los Diputados, centro neurilgico de la vida
de una sociedad democritica, permitiendo que las Mate-
midticas reciban —al menos durante unas horas— la aten-
Ci6n social, cultural y politica que le corresponden.

Maria Jests Luelmo

Representante de la FESPM
en el Comité Espafiol para el AMM2000
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LA ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS
EN ESPANA:
CONCLUSIONES

Los. componentes: de la mesa redonda
sobre la ensefianza de las Matemdticas
en Espafia, fras haber discutido interna-
mente las ponencias presentadas por
cada uno, han decidido undnimemente
resaltar como priorifarios los fres puntos
siguientes:

1. la necesidad de cambios profundos
en nuestra educaciéon matemética en
lo que respecta a los niveles obligato-
rios, con especial atencién al tiempo
de dedicacién a la matematica y a la
diversidad de intereses de los alum-
nos.

2. la necesidad de efectuar importantes
transformaciones en la preparacién
del profesorado de primaria y secun-
daria en lo que respecta a la forma-
cién relacionada con la matemética y
su didéctica a fin de que nuestro sis-
tema educativo pueda hacer frente
con competencia a los cambios nece-
sarios. Para ello seré preciso estimu-
lar la investigacion en educacién
matemdtica.

3. la necesidad de establecer un amplio
didlogo de la comunidad matemética
con los diferentes agentes sociales a
fin de llegar a acuerdos explicitos
sobre las competencias basicas nece-
sarias a la ciudadania y sobre los
modos de hacer posible que sean
alcanzadas. Para ello serd necesario
que se cree un organismo adecuado
o una comisién especial que apoye y
estimule tal diglogo. Dicho organismo
deberia identificar asimismo los pro-
blemas que afectan a nuestra univer-
sidad en lo que se refiere a la docen-
cia en el nivel superior y promover las
medidas oprtunas para su solucién

Miguel de Guzman
Luis Balbuena

Maria Jesis Luelmo
Maria Victoria Sanchez

Sebastia Xambé



24 CONGRESO

DE LA S.B.P.M.e.f.
(Sociedad Belga de
Profesores de Matemdticas
de expresiéon francesa)

En la Abadia de Floreffe (Bélgica) se ha
desarrollado durante los Gltimas dias de
vacaciones estivales del profesorado
belga este congreso, 24 al 26 de agosto
de 1998, que se celebra anualmente,
con asistencia de unos 280 profesores,
incluidos algunos franceses, suizos, un
croata (Berislav), y yo mismo, en repre-
sentacién de la FESPM.

El tema principal del congreso era
Nuestras dificultades diarias frente a
los programas y a las capacidades».

Destacamos que el horario del congreso
como todos los afios es bastante disten-
dido, las sesiones comenzaban a las 9
de la mafiana hasta las 12 con una
pausa a mitad de media hora para el
café, se reanudaban a las 14 horas, para
terminar a las 17, o incluso antes,

El lunes 24 de agosto a las 9 y media se
abrfa el congreso con la sesién de aper-
tura, a cargo del presidente, Jacques
Navez.

Después, el champin de bienvenida,
seguido de la primera conferencia ple-
naria a cargo de Tilleuil Philippe: «El jar-
din de senderos que se bifurcan».

Por la tarde a partir de las catorce horas
hubo dos sesiones de tres comunicacio-
nes en paralelo, una de R. Gossez y J.
Sengier sobre «Ensefiar matemdticas con
una TI 92», otra del presidente de la
SBPMef, Jacques Navez, sobre «Estudio
solido de dngulos» y una tercera sobre
«Geometria Mudéjar» que presenté yo.
En mi comunicacién hice una breve
presentacion de la historia de Espafia en
relacién con la convivencia de tres cul-
turas y religiones, fruto de la cual naci6,
entre otras cosas el arte mudéjar. Dentro
de este arte expuse sus caracteristicas
generales insistiendo después en las
decoraciones geométricas que apare-
cen: especialmente los dculos, es decir
circulos en los que se inscriben figuras
poligonales regulares, de las que pode-

Simultaneamente
se presentaba
en este Congreso
la Exposicion
«Geometria
Mudeéjar
en Aragon:
patrimonio
de la
Humanidady. ..

=

mos encontrar con un nimero variable de lados: cuatro,
cinco, seis, siete, nueve y doce (es decir la tradicién mate-
mitica isldmica sabia construir con regla y compis algunos
poligonos regulares, y de manera aproximada otros
muchos), v los lazos, de seis, de cuatro y de ocho, siguien-
do la denominacién de los historiadores del arte.

Simultineamente se presentaba en este Congreso la
Exposicién «Geometria Mudéjar en Aragdn: patrimonio de
la Humanidad» que yo mismo habia preparado el afio 1997
para las jornadas culturales del IES Miguel Cataldn, y que
estuvo durante las JAEM de Salamanca. (Aprovecho la
ocasion para indicar que esta exposicion estd a disposicion
de todos aquellos centros escolares o culturales que la
quieran presentar, basta con solicitirmela y que esté dis-
ponible de fechas).

Por la tarde, en el segundo periodo, J.L Tison, antiguo
alumno de la escuela Décroly habl6 sobre «La Antartida y
los cambios globales», es un glaciarélogo dedicado a estu-
diar los cambios climaticos producidos en la Antirtida, a
partir del grosor de las capas de hielo que se forman anual-
mente, advirtiéndonos que en este momento no se puede
hablar cientificamente en serio de un recalentamiento del
planeta, pues geologicamente hablando los periodos de
tiempo son bastante largos. Ademads intervinieron A. Bajart,
que habl6é de «Subconjuntos borrosos. Logica borrosa y sus
aplicaciones», y la Escuela Superior del Rey Balduino que
present6 los trabajos de final de curso en matemadticas.

El martes 25 se dedico toda la mafiana a comunicaciones,
en dos periodos horarios de una hora y quince minutos,
con tres sesiones simultineas a la vez. En el primero inter-
vinieron, C. Docq sobre «Situarse en el espacio y repre-
sentar los sélidos», D. De Bock sobre «La ilusion de la linea-
lidad», y C. Félix sobre «Euler y las fracciones continuas».
En la segunda estaban J. Sengier y R. Gossez, con la TI 92,
J. Descy hablando de «Estadistica en 2.° curso de secun-
daria», y un Forum sobre «Capacidades terminales».

En la primera sesién de la tarde, el grupo CREM presentd
sus lineas de investigacion, P. Pacquay, hablé de «Pro-
blemas de interpolacién: funciones splines y curvas de
Bézier, y N. Joelants y C. Villers, hablaron sobre «Pitigo-
ras, mis que un teorema». Estos mismos profesores y su
grupo de trabajo presentaban en este congreso una expo-
sicién sobre el teorema de Pitdgoras, muy interesante en
una gran cantidad de paneles.

La (Gltima parte de la tarde se dedicd a la Asamblea gene-
ral de la Sociedad, incluyendo un debate entre los asis-
tentes sobre el tema central del congreso.

Por la noche, a partir de las cinco, un concierto y visita
cultural a la Abadia de Floreffe. Por la noche el banquete
oficial del congreso.

El miércoles 26, dos nuevas sesiones matinales de comu-
nicaciones: R. Gerardy, «De la Pascalina a Deep Blue»; G.




Lasters, <Numeros relacionales en geomettia»; y M. Roe-
lens, «Hace 500 afios, un curso de matemdticas fue inmor-
talizado en un lienzo...» que representa a Luca Pacioli,
ensefidndole el libro XIII de Euclides a su alumno, quiza
un tal Albert Durer, pues se encontraba en Venecia en
1495, mostrandole los teoremas necesarios para construir
un dodecaedro. Interesante comunicacién que incluyd un
estudio sobre poliedros regulares y semirregulares. La
segunda inclufa a R. Midavaine Sobre estadistica», seguia
el cursillo de la TI 92, y una exposicidon de la «Ensefianza
de las matemdticas en Argentina» por G. Hansen.

Después de comer, por la tarde, una comunicacién de
Vermeylen y De Neef, sobre «El aprendizaje de la regresion

X JAEM

E-mail: xjaem@posta.unizar.es

lineal con ayuda de Cabri-Géomeétre y
Derive.,

A las 3 y media de la tarde se celebr6 la

sesion de clausura del congreso.

Ademis, como en todos los congresos,
habfa exposiciones de material escolar,
tanto de casas comerciales como de gru-
pos de investigacion de didactica de las
matematicas de Bélgica francofona.

Florencio Villarroya
Representante de la FESPM

Zaragoza
2001
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Xl Olimpiada de la FESPM,
IX Congreso «Thales»,
Aiho 2000: Aragon...

X' Olimpiada Matemética

Nacional de la FESPM

En el mitico 2000 tendrd lugar la XI Olimpiada Nacional
Matematica, convocada por la FESPM (Federacién Espa-
fiola de Sociedades de Profesores de Matemdticas) y que
este afio organiza la FEEMCAT (Federacion di Entitats per
a lf Ensenyament de les Matematiques a Catalunya).

De las diferentes entidades que componen la FEEMCAT,
tres de ellas, APMCM (Associacié de profesores de mate-
matiques de les comarques meridionals), ADEMGI (Asso-
ciacié diensenyants de matematiques de les comarques
gironines) y ABEAM (Associacié barcelonina di ensenya-
ment de matematiques) han asumido la organizacién prac-
tica y planificacion de la antes mencionada olimpiada.

Hay que destacar que la planificacién y organizaciéon de la
olimpiada no serfa posible sin el trabajo ilusionado y
desinteresado de muchos profesores, la colaboracién eco-
ndémica de diferentes organismos ptblicos y empresas pri-
vadas y la dedicacién de los miembros del comité organi-
zador (M. Luisa Girondo, Josep Borrut, Maria Cabo, Elisa-
bet Saguer, Pilar Xifra, Teresa Pages, Francesc Borrell, Mar-
ta Berini y Pilar Figueres).

Este acontecimiento tendra lugar los dias 23 al 29 de junio,
en Tarragona, Barcelona y Girona. Durante los tres prime-
ros dias las actividades se desarrollaran en las comarcas de
Tarragona, un dia se dedicard a hacer una visita cultural a
Barcelona, las ultimas actividades se realizarin en las
comarcas de Girona.

Entre participantes, profesores acompanantes, invitados y
miembros de la organizacién un centenar de personas
convivirdn durante seis dias disfrutando de las matemati-
cas, conociendo Catalufia y realizando diferentes activida-
des ladico culturales.




Entre los objetivos de esta celebracién matemitica desta-
camos los siguientes:

° Fomentar entre los estudiantes el gusto por las mate-
mdticas y mostrar facetas de la matemdtica que dificil-
mente pueden tener lugar en el aula.

e Favorecer las relaciones de amistad entre los jévenes
de diferentes comunidades auténomas.

e  Conocer Catalufia.

*  Favorecer el intercambio de experiencias, proyectos y
debates entre el profesorado asistente con la esperan-
za de que se haga extensivo a toda la comunidad edu-
cativa.

El programa que exponemos a continuacién muestra, a
grandes rasgos, las muchas actividades que se realizarin,
aunque pueden existir variaciones.

Estin previstas dos posibles horas de llegada el dia 23 a
partir de las 18 horas en Comarruga (Tarragona) pudiendo
disfrutar de una verbena de Sant Joan en la playa. El dia
24 por la mafiana podran llegar los que asi lo dispongan
y sobre las 12 habri el acto inaugural de la Olimpiada,
seguido de una sesién de Magia Matemdtica a cargo de
Lluis Segarra. Por la tarde se realizara la prueba individual
seguida de una sesién de Geometria Mojada a cargo de
Anton Aubanell.

El dia 25 esti prevista una visita a la Tarragona Ro-
mana, para después comer en Port Aventura y disfrutar
del parque.

El dia 26 esta reservado a Barcelona con diferentes visitas
al Port Olimpic, paseo en golondrina, visita al Acuario...
por la noche salida hacia Girona.

El dia 27 es el dia de la prueba colectiva en el marco de
la Costa Brava, en Sant Feliu de Guixols.

El dia 28 esta dedicado a la ciudad de Girona, con una
visita guiada por el barrio judio, el rio Ofiar... es una visi-
ta inspirada en las leyendas de Girona, a primera hora de
la tarde una visita al Museo del Cine. Este dia estd previs-
ta una sesidn a cargo de Joan Cartles Ferrer. Por la noche
la fiesta de despedida

El dia 29 por la mafiana se entregardn los diplomas, pre-
mios a los participantes y se dard por finalizada la XI
Olimpiada Nacional Matemdtica.

Actividades paralelas: Concurso de fotografia matemitica.
Exposicion sobre las diez olimpiadas anteriores, Juegos
matematicos,..,

Este programa puede sufrir modificaciones pero estamos
seguros de que serd una olimpiada interesante matemati-

camente hablando y en el campo turistico-cultural muy
atractiva para participantes y acompafantes.

FEEMCAT
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IX Congreso sobre
Ensenanza

y Aprendizaje de las
Matematicas «Thales»

Con el lema «Matemdticos y Matematicas
para el tercer milenio: de la abstraccién
a la realidad, se celebrari en San Fer-
nando los dias 7, 8, 9 y 10 de septiem-
bre de 2000, organizado por la Sociedad
Andaluza de Educacion Matemitica
«Thales» dentro de las actividades del
Afio Mundial de las Matematicas.

Avance de programa

a) Conferencids

e La innovacioén tecnoldgica. ;Revolu-
cién didéctica?

e las matematicas en la sociedad
moderna.

e El valor cultural de las matematicas.

e ,Ensefar entreteniendo? El dificil ca-
mino de las matematicas escolares,

* El Observatorio de San Fernando y
las Matematicas.

e Las Matemadticas de los sentidos.

e El legado matemdtico del siglo XX,

e La ensefanza a distancia. Una mira-
da al futuro.

* Perspectivas profesionales del pro-
fesor de Matemdticas.

e La cuarta hora de las matemiticas.

* Ensefiar matematicas. De la realidad
a la abstraccion.

b) Grupos temdticos

* Nuevas tecnologias en la educacién
matematica.,

e Matemdticas en Infantil y Primaria.

e Matemdticas en Secundaria y Ba-
chillerato.

e Matematicas en la Universidad.

e Recursos diddcticos en el aula.

e Tratamiento de la diversidad en el
aula.

® Historia de las Matemdticas y su
ensefianza.

e  Formacion inicial y permanente del
profesor de matemdticas.

e Educacién a distancia.

e Experiencias en el aula.

e Transversalidad en matematicas.

e Evaluacién en matemdticas.

e  Desarrollo curricular.



o Olimpiadas y concursos.
e Otros temas de interés.

¢) Talleres

s Calculadoras.

o Matemdtica recreativa.

e Elaboracién de materiales,

e  Azar.
o Software educativo.
e  Oftros.

d) Otras actividades
e Exposiciones, paneles, etc.
e Actividades sociales.

Podrin presentarse comunicaciones,
paneles, exposiciones vy talleres. Para la
presentacion de trabajos deberd enviar-
se antes del 30 de abril de 2000 la ficha
correspondiente. Una vez aceptado el
trabajo deberd remitirse antes del 31 de
mayo de 2000.

Para enviar trabajos o solicitar mds
informacién, dirigirse a:
Carlos O. Sudrez Aleman
IES J.M. Caballero Bonald»
Nuestra Sra. del Traspaso, s/n
11406 Jerez de la Frontera (Cadiz)
TIf.: 956-336213. Fax: 956-334802
E-mail: PURICARL@teleline.es

I Congreso Regional
de Educacion Matematica

Se celebrard en Ciudad Real los dias 24,
25 y 26 de marzo de 2000, con motivo
del Afio Mundial de las Matemiticas. La
organizacién corre a cargo de la EU de
Magisterio de Ciudad Real y el Depar-
tamento de Matemdticas de la Univer-
sidad de Castilla la Mancha.

El contenido del Congreso girard, bdsi-
camente, en torno a tres conferencias
plenarias y cuatro talleres de trabajo de
desarrollo simultineo. Las conferencias
estardn a cargo de Rafael Pérez, Pilar
Turégano y Pablo Perdegal.

Los talleres tienen por titulos:

° Generacién de conceptos logicos
en Educaciéon Infantil, por José
Antonio Fernidndez Bravo.

®* Matemdtica recreativa, por Luis
Ferrero.

En el transcurso
del Congreso
se presentard

la Sociedad

Castellano

Manchega
de Profesores

de Matemdrticas. ..

=

e Las matemiticas en el arte de M. Escher, por Javier
Brihuega.

e  Utilizacion de recursos audiovisuales en matemadticas,
por Ismael Roldan y José Mufioz.

En el transcurso del Congreso se presentard la Sociedad
Castellano Manchega de Profesores de Matemdticas, por
parte de Serapio Garcia y Juan Emilio Garcia.

Mas informacion se puede obtener en la pagina:

htpp://www.uclm.es/general.htm

XVIIl Concurso de resoluciéon de
problemas de matematicas

Convocado por la Sociedad Puig Adam» de Profesores de
Matemadticas y el Colegio de Doctores y Licenciados en
Ciencias y Filosoffa y Letras. Se regird por las siguientes bases:

1. Podrdn participar en el Concurso alumnos de BUP,
ESO y FP en tres niveles:
a) Primer nivel: alumnos de 3.° ESO.
b) Segundo nivel: alumnos de 4.° ESO.
¢) Tercer nivel: alumnos de 3.° BUP, 1.° Bachillerato y
2.°y 3.° FPIL

2. Las pruebas consistirdn en la resolucién de problemas
y se realizarin en Madrid, en un solo dia, el sibado
17 de junio de 2000 a partir de las 10 horas.

3. Se concederin diplomas, acompafiados de los pre-
mios correspondientes, a los mejores de cada nivel.

4. Los centros que deseen presentar alumnos (hasta un
maximo de seis) han de realizar la preinscripcién antes
del 17 de mayo de 2000, dirigiéndose por carta a:

Prof, Javier Etayo, Departamento de Algebra
Facultad de CC. Matemadticas. 28040 Madrid

En esta preincipcidén no es preciso hacer constar los
nombres de los alumnos preseleccionados. Si algtn
centro desea presentar mds de seis alumnos, debe soli-
citarlo antes de la fecha mencionada anteriormente.

5. Los centros entregardn a los alumnos que envien cre-
denciales individuales en las que se haga constar que
han sido seleccionados por su excepcional aprove-
chamiento de Matemdticas, asi como el curso en que
estan matriculados en el afio académico 1999-2000.

Nota: Los dos primeros clasificados de cada nivel son invi-
tados a participar en la VIII Olimpiada Rioplatense, que
estd previsto celebrar en diciembre de 2000 en Argentina
(ello en el supuetso de que se consigan becas para pagar
los billetes hasta Buenos Aires).




| Concurso de narraciones escolares
«Y 10, ¢cémo lo ves?»

Con motivo del Afio Mundial de las Matematicas, Nivola
libros y ediciones, S.L., convoca este concurso dirigido a
jovenes entre 12 y 18 afios, cuyo objetivo es fomentar la
lectura entre los jovenes y estimular la capacidad de
expresar por escrito ideas y pensamientos, ademids de
impulsar la formacién de una visidén integradora de la
ciencia en relacién con su entorno cultural e histérico.

El concursante ha de expresar su punto de vista sobre la
obra y la vida de un matemitico, sobre su época histérica,
su personalidad o cualquier otro aspecto relacionado con
€l o con sus coetdneos. Tiene que intentar transmitir cémo
lo ha visto y qué opinién critica le merece después de
haber leido su biografia.

Mis informacién sobre premios, plazos, fallo del concur-
so, etc. puede obtenerse en la pigina www.nivola.com o
a través del teléfono 91 8045817.

International Conference
on Technology in Mathematics
Education (ICTME)

Se celebrard en julio del 5 al 7 de este afio en la Univer-
sidad Americana del Libano, en Beirut. La conferencia va
dirigida a educadores, profesores e investigadores para el
intercambio de experiencias sobre el uso de la tecnologia
tanto a nivel universitario como de secundaria.

El programa incluye sesiones plenarias impartidas por pro-
fesores invitados de conocido relieve en este campo. co-
municaciones, y grupos de discusién, asi como talleres
sobre el uso de la tecnologia.

Las fechas limites para la presentacién de trabajos son:

e Abstracts (1 pagina): 30/3/2000.

* Comunicaciones completas (miximo 7 péginas):
5/7/2000.

Para mayor informacién se puede visitar la siguiente pagi-
na Web:

http//www.lau.edu.lb/news-
events/conferences/ictme/index. htm

Ao 2000: Aragén

Entre otras hay previstas las siguientes actividades:

e Maratén de cuentos matemiticos: «Cuenta con las
matemadticas». Organiza Seminario de Bibliotecas de
IES en colaboracién con la SAPM.

e  Un articulo mensual sobre matematicas en el Heraldo
de Aragon. (Coord. F. Corbalan).

El concursante

ha de expresar .

su punto de vista
sobre la obra
Y la vida
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SUS coelaneos.
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En el Heraldo Escolar (suplemento
de Heraldo de Aragén) se va a pu-
blicar la «Historia de las Matema-
ticas». (Coord. J. M. Sorando).

Un ciclo de conferencias en el Cen-
tro Cultural de Ibercaja, estin pre-
vistas conferencias de R. Pérez, J.
Pastor, C. Alsina y J. Samso. (Coord.,
F. Corbalan).

Conferencia de Miguel de Guzman.
Organiza el Centro Pignatelli.

Exposiciones «Geometria Mudéjar
en Aragén» (Coord. F. Villarroya) y
«Maquinas de calcular» (Coord. A.
Ramirez).

Concurso de Caballeros Enig-mate-
maticos (coordinado por A.L Ayala)

Concurso de fotografia matemadtica
que organiza el IES Andalan.

Olimpiada Matemitica para alum-
nos de 2.° de la ESO (Coord. J.
Antolin).

Curso «Matematicas: Afo 2000,
Organizado por el ICE. Intervienen:
J. Bastero, R. Pérez, M.T. Lozano, E.
Cid y E. Lacasta. (Coord. E. Palacidn).

XVI Cursos sobre Aspectos Diddc-
ticos en la Ensefianza Secundaria.
Matematicas. Organizado por el
ICE. (Coord. E. Palaciin).

En Huesca:

Concurso de fotograffa matematica
en la ciudad con la colaboracién
del ayuntamiento.

Varias exposiciones.

Una colaboraciéon semanal en el
Escolar del Diario del Altoaragon.

Un miniespacio radiofénico sema-
nal en radio Huesca.

En Barbastro:

Ciclo de conferencias, organizadas
por la UNED. Intervienen: M. Hor-
migbn, J. Garay, R. Ardanuy, E.
Palacidn y J.M. Correas. (Coord.
L.M. Subias).

Sociedad Aragonesa
de Profesores de Matematicas
«Pedro Sanchez Ciruelo»



11.

NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccion de SUMA [Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragozal), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacion del autor no deben figurar en el fexto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningin caso serdn informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejaran la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendardan posibles modificaciones, efc.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas (una para cada gréfico), en finta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podran incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracion, éste se resefiaré en la hoja donde aparece la ilustracién.

Adjunto al arficulo se redactara un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Infroduccion al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerdn los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccion completa; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de fexto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La efiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos grdficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los graficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabaijos se enviarén completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
arficulo, fitulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades mateméticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autorfes), afio, titulo del arficulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. {1987): «Geomeiria: construir y explorars, en Aspectos didécticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicaran con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
efemplo: ...supone un gran avance (Herndndez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondrd entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico

(1993).

Posteriormente, se notificara a los interesados la aceptacion o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometeran a refirar el articulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacion de un articulo.
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Particulares 3.500pts. 1700 pfs,
Centros /5.000 pts. 1.700 pts.
Europa $40 USA $14 USA
. América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . .. ... Tnooio oo

Poblacidn: .. ... . CPeo

Provincia/pais . ......... ... . .. ... CIFE/NIF: ..o
Importe

(] Suscripcién a partir del n.° (3 nimeros)

L] N.os sueltos:

Total

[L] Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
L1 Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).
[] Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

L] Giro postal dirigido a Revista Suma.

.........................................................

Nombre y apellidos:
Cédigo Cuenta Cliente
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Banco/Caija. . .o
Agencia n.® ... Direccién: .. ...............
Poblacion: ... ... Provincia: . ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacion Espaiiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmal):
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