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Puig Adam, el Dia Escolar
de las Matemadticas
y... Florencio

¢

L 12 DE MAYO de este Afio Mundial de las Matemditicas se ha
cumplido el primer centenario del nacimiento de Pedro Puig
Adam. Ha sido una de las figuras significativas de la matemdtica
espariola del siglo XX. Catedrdtico de Instituto, ademds de profesor
en la Universidad, dedico una buena parte de sus esfuerzos a
reflexionar sobre la ensefianza de esta disciplina; sus aportaciones
en este campo son notables y reconocidas internacionalmente. Sus
ideas sobre la diddctica le colocaron dentro de las corrientes mds
modernas de su época, de tal modo que muchas de ellas han
resistido perfectamente el paso del tiempo.

En este niimero se evoca a Puig Adam en varias colaboraciones y,
de alguna manera, es el pequerio homenaje de SUMA a su figura.

Uno de los propositos que se persiguen con la celebracion del
Arnio Mundial de las Matematicas es transmitir a la sociedad que
no se trata de una ciencia extrana y alejada de la realidad y
que tiene una gran importancia para el desarrollo humano,
social y tecnologico. La Federacion es consciente de que se
deberd continuar en el emperio en los proximos arios y, por ello,
ha juzgado conveniente instituir la celebracion, cada curso, de
un Dia Escolar de las Matemadticas, para profundizar en este
objetivo dentro del dmbito escolar. Habia que elegir una fecha
para esta conmemoracion y, precisamente, se ba elegido la del
12 de mayo, como reconocimiento a la figura de Puig Adam.

En este Dia» se persigue mostrar la «existencia» de las
matemdticas mds alla de las aulas, mediante la realizacion de
actividades en las que éstas sean el centro de atencion. Para el
primer ario se bha sugerido, como actividad central de la
Jjornada, la elaboracion de poliedros a imagen del que en 1952
construyo con sus alumnos Puig Adam en el patio del Instituto
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San Isidro. Pero también se trataria de conseguir que en otras
disciplinas se introdujera algiin aspecto que se relacionase con la
presencia de las matemdticas: su bistoria, las prdcticas matematicas
de otros ambitos culturales, los modelos e instrismentos matemdticos
que usan esas disciplinas. ..

Es deseable que esta celebracion se extienda por el mdximo nilmero de
centros y que implique cada vez a un mayor nimero de alumnos y
profesores en la realizacion de actividades de este tipo. También babrd
que hacer un esfuerzo en lo sucesivo para conseguir que las
instituciones educativas se involucren en la celebracion, difundiendo
la iniciativa, animando a su celebracién y dando facilidades para la
realizacion de las actividades que se programen.

Ya se ha completado el ciclo de renovacion de cargos en la Federacion
con la incorporacion de Claudia Lazaro a la Tesoreria, que se bace
cargo de las responsabilidades que durante tanto tiempo ba venido
desarrollando Florencio Villarroya. Estamos convencidos de que
Claudia lo va a bacer por lo menos» tan bien como Florencio.

A Florencio lo tenemos lo suficientemente cerca como para no
despedirnos de él. Si que deseamos dejar constancia de la importancia
que para nosotros tuvo en su dia sus animos para bacernos cargo de
la direccion de SUMA, asi como la ayuda que nos ba brindado en
tantos momentos y en muy diversos temas.




Carta a don Pedro Puig Adam
(1900-1960)

Claudi Alsina Catala

>

En esta carta evocamos la
figura de Don Pedro Puig
Adam, con motivo del
centenario de su nacimiento,
revisando la actualidad de
su decdlogo de 1955.

DMIRADO PROFESOR,

Ahora se cumplen cien afios que usted vino a este mundo
v, desgraciadamente, hace ya cuarenta que nos dejé. No
sabe usted cémo lo hemos echado de menos. Estamos ya
en el afio 2000, que ha sido declarado Afio Mundial de las
Matemadticas, y por esto debe brillar especialmente en este
aflo la celebracion de su centenario.

El que suscribe no tuvo ni la oportunidad ni el honor de
conocerle. Sin embargo su figura siempre me ha acompa-
fiado. Ya como alumno de primaria, usted era citado rei-
teradamente por mi madre como un mitico matemitico al
que tuvo la suerte de tener como profesor siendo una ado-
lescente. Muchas veces me recit6 de memoria una entra-
fiable carta que usted le envi6 durante la guerra civil y que
mi madre conservd siempre en el cajon de los documen-
tos para el recuerdo, y en la memoria de la gratitud.
Algunas veces yo también he leido aquella carta en algu-
nas conferencias y ahora, fallecida ya mi madre, aln sigue
aquella carta bien guardada en el patrimonio de los escri-
tos mas queridos.

Asi pues, mi primer recuerdo de usted fue como profesor
de matemadticas, eficiente y sensible. Pasaron los afos y
entonces lo conoci como autor, fue en un quinto curso de
mi bachillerato en que disfruté consultando como texto
uno de sus dltimos libros para aquel curso. Quizds aque-
lla obra influyd, en parte, en mi interés por las matemati-
cas. Ya en la universidad, sus libros de Geometria Métrica,
Cilculo Integral y Ecuaciones Diferenciales, tan claros y
completos, contrastando con la mediocre bibliograffa
autdctona editada después del 60, siguieron siendo de
enorme ayuda.

Sus abundantes libros de bachillerato son ya incunables de
las bibliotecas que nadie reedita, aunque todo el profeso-
rado afiora. Sin embargo sus libros universitarios siguen




milagrosamente vivos, consultados, referenciados... son
ya, con derecho propio, cldsicos dentro de la bibliografia
matemdtica espafiola.

Me gustaria ahora comentar uno a uno su famoso decilo-
go de 1955 para asi poder automeditar hacia dénde debfa-
mos ir y donde hemos llegado.

1. No adoptar una diddctica rigida, sino adaptada
en cada caso al alumno, observdndolo constan-
temente.

A hoy esto se le denomina atencién a la diversidad y se
considera un tema docente pendiente pues poco se ha
avanzado en él. Es una lastima que esto se piense hoy en
referencia a las dificultades o para mejorar resultados eva-
luadores. Sospecho que en su enunciado usted también
estaba pensando en la atencién humana, cilida y confi-
dente con la que deberfamos captar el aprecio y la con-
fianza del alumnado. E intuyo que si coloco este enuncia-
do como el primero en su decalogo fue para remarcar que
eran los alumnos lo esencial a mirar.

2. No olvidar el origen concreto de la Matemadtica
ni los procesos bistoricos de su evolucion.

Ahora parece que empiezan a abrirse camino los temas de
historia de la matematica como instrumento docente y las
inclusiones de aplicaciones como motivacién o ejemplifi-
cacién, aunque el platonismo atin campa por sus fueros.

3. Presentar la Matemdtica como una unidad en
relacion con la vida natural y social.

Interdisciplinariedad y globalizacién son los referentes
actuales. El problema sigue siendo la divisién artificial del
pastel docente y la necesidad, en muchos casos, de dar
prioridad a los intereses del alumnado por encima de los
egoismos o los gustos personales.

4. Graduar cuidadosamente los planes de abs-
traccion.

He aqui todo un reto. No siempre se trabaja el conoci-
miento viable en cada etapa ni se gradidan efectivamente
las dificultades. A menudo la precipitacién formal o la
obsesién por los algoritmos nos lleva a presentaciones
abstractas que deberian ser un puerto de llegada natural
pero resultan ser un mal punto de partida.

5. Ensefiar guiando la actividad creadora y descu-
bridora del alumno.

iGran actualidad! Creatividad, descubrimiento y el papel
del profesorado como gufa de la ensefianza, siguen sien-
do grandes caballos de batalla. Seguramente ahora se afia-
dirfa en este punto la falta de tiempo para hacer todo esto
posible. Aunque la vida se haya acelerado, el aprendizaje
no puede seguir el mismo ritmo y por tanto €l tema de la

Sus abundantes
libros
de bachillerato
son ya incunables
de las bibliotecas
que nadie reedila,
aunque
todo el profesorado
anora.

Sin embargo
sus libros
universitarios
siguen
milagrosamente
vivos, consultados,
referenciados. ..
son ya, con
derecho propio,
clasicos dentro
de la bibliografia
matemaltica
espariola.

agenda escolar es hoy francamente
preocupante.

6. Estimular esta actividad des-
pertando interés directo y fun-
cional bacia el objeto del cono-
cimiento.

Esto hoy estd bien asumido. Sin la cap-
tacién del interés dificilmente se logra
avanzar. Pero la ampliacion a los 16
afios de los cursos obligatorios lleva a
una lucha por el interés no siempre facil
de ganar. También a nivel social y de la
administracion serfa deseable un esti-
mulo al profesorado y al alumnado
basado en la valoracién justa de lo que
la educacién hace.

7.  Promover en todo lo posible la
autocorreccion.

Ahora esto se dirfa una forma de autoe-
valuacién. Pocas veces se presta aten-
ci6n suficiente a la necesidad de que los
alumnos aprecien sus errores o aciertos.
Las evaluaciones han cambiado mucho
en su concepciéon didactica tedrica...
pero las de verdad siguen arrastrando la
inercia de las rutinas.

8 Conseguir una cierta maestria
en las soluciones antes de auto-
matizarlas.

Hoy a esto se le diria «nsistir en la con-
ceptualizacién antes que en los algorit-
mos», algo muy necesario en primaria y
que no pocos didactas predican como
novedad. Con los avances computacio-
nales aparece aGn mds clara la necesi-
dad de prestar una atencién preferente
a los conceptos.

9. Cuidar que la expresion del
alumno sea traduccion fiel de
su pensamiento.

Comunicacién y lenguaje, necesidad de
promover los procesos de visualizacion,
verbalizacién, etc., son hoy objetivos
planteados como imprescindibles.

10. Procurar a cualquier alumno
éxitos que eviten su desmorali-
zacion.

Esto exige siempre la revision de los

instrumentos de evaluacién, algo en lo



que la prictica anda muy retrasada res-
pecto de la teoria.

Como se observa a partir de lo dicho,
resulta que su decilogo, 45 afios des-
pués, si simplemente se moderniza en
los términos, sigue siendo un magnifico
resumen de lo que la ensefianza de las
matemdticas deberia ser. A lograr hacer
su decilogo posible se ha llamado hoy
«aeformar. Y no deja de ser triste que las
reformas educativas, que deberfan ser
una actitud positiva de cambio e inno-
vacion, sean tambaleadas por el oleaje
de los mil problemas que desde siempre
confluyen, a la vez, en la travesia de la
educacion.

Claudi Alsina
Sec. Matemética e
Informética. ETSAB.
Universitat Politécnica
de Catalunya.
Federacié d'Entitats per
I'Ensenyament de les
Matemdtiques a Catalunya

Esta carta, no puede llegar a su destinatario. He decidido,
pues, hacerla ptblica en Suma, como un pequefio home-
naje que puedan compartir los muchos profesores admi-
radores suyos que hoy configuran la Federacién Espafiola
de Sociedades de Profesores de Matemaiticas, un movi-
miento imparable de renovacién y de ilusion por intentar
lograr, entre todos, una ensefianza matematica mejor.

Como se deduce de estas lineas aqui seguimos hablando
de usted, citindolo como referente, inspirindonos en su
legado escrito. Sepa que nadie mds ha tenido tanta
influencia durante tanto tiempo. Y no es temerario pensar
que en los aflos que vendrin «uestro Puig-Adam» seguird
siendo ese profesor afiorado que supo unir a su privile-
giada inteligencia, el amor por su labor docente y por
todos los jévenes que con él aprendieron, a la vez, mate-
midticas y humanidad Gracias por su labor y por su ejem-
plo! Desde la emocién de la memoria.

Sixto Rios

R Pocar Fmie

Esteban Terradas

Caricaturas realizadas

por Puig Adam
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Pedro Puig Adam, maestro

Josep Sales Rufi

Dedicado
a dofia Emilia Puig

Comentarios sobre las
«obritas» que escribié don
Pedro para colaborar en la

obtencién de unas
generaciones de alumnos
que no odiasen las
Matemdticas.

niroduccion

No sé si este libro merece prélogo. Quizés sélo lo merezca la
intencién con que se ha escrito.

Prélogo de Geometria Métrica (Madrid, 1947)

“Su llama de bondad dejé encendida,
semilla de saber dejé sembrada.
Si corta fue su vida,
no por ello su ejemplo quedé en nada.
La leccién que nos dictd no estd acabada

iY el corazén no olvida!
En la muerte de don José Maria Plans (Madrid, 1934)

Aqui te presentamos, lector querido, a los que han de ser tus
compaiieros de trabajo: unas tijeras, un ovillo, una regla, un par
de escuadras, un montén muy grande de hojas de papel. Ni un
solo dia debes comenzar la leccién de Geometria sin tener al
lado éstos tus buenos compafieros, ni terminar de estudiarla sin
dejar tu mesa materialmente llena de recortes y de papeles con

figuras?
Prélogo de Geometria Intuitiva (Madrid, 1928)

Estas espléndidas frases han prologado las «obritas» que
escribié don Pedro Puig Adam (Barcelona 1900 - Madrid
1960). Don Pedro llamaba asi, con una gran modestia, sus
tratados sobre Matemdticas y sus obras didacticas, que han
estado en primera linea en la educacién matemaitica de
este pais desde 1926 hasta la actualidad.

Estas «obritas» han sido avanzadilla de la innovacion peda-
gobgica en todos los niveles educativos, desde la Primaria
hasta la Universidad y las Escuelas Técnicas. Ellas han ser-
vido de aliciente y de base al trabajo de los grupos y per-
sonas que han luchado en Espafia, desde las épocas mas
duras de la dictadura hasta hoy, por obtener una ense-
fianza digna v basada en el respeto al alumno y a su evo-




lucién. Y ello, unido a una estrecha relacion del saber
matemdtico con la realidad, que es de donde nace su ne-

cesidad y en donde se justifica su aplicacion.

Don Pedro Puig Adam fue a la vez propagandista de la
investigacion didactica matemdtica, defensor de una estre-
cha relacién Realidad-Matemitica en la clase e investiga-
dor matemdtico de vanguardia (resolvié una ecuacién
diferencial sobre la estabilidad de las palas del autogiro
propuesta por De la Cierva).

Profesor de todos los niveles educativos: del Bachillerato,
de la Ensefianza Laboral (Formacién Profesional), de la
Facultad de Ciencias, de la Escuela Superior de Ingenieros
Industriales, de la de Ingenieros Aeronduticos del ICAI y
de otras muchas.

Empezo a estudiar Ingenierfa Industrial y Ciencias Exactas
en Barcelona, su ciudad natal. Finaliza la carrera de
Matemdticas con un doctorado en Madrid sobre Resolucion
de aigunos problemas elementales en Mecdnica Relativista
Restringida, que merecid la maxima calificacion.

Su formacién y sus maestros

Discipulo de don Antonio Torroja y de don Julio Rey
Pastor en lo matemdtico y de don Josep Estalella en lo
pedagdgico.

Don Antonio leeria el discurso de bienvenida en su recep-
cién a la Real Academia de Ciencias Exactas en 1952, y
don Julio serfa su maestro y compafiero en la redaccion de
una treintena de obras diddcticas desde 1928 hasta su
muerte. Con ellas quisieron contribuir a la renovacién de
la ensefianza de las Matemiticas en nuestro pais, tan
anquilosada como el panorama general de la Ciencia y su
Didactica en aquellos afos.

Admirador de la obra del Institut-Escola, institucién modé-
lica de la Generalitat republicana, fundado por el doctor
Estalella, en la Barcelona republicana y que tenia como
divisa: Formar hombres buenos, y a poder ser... sabios»

A partir de entonces se concreta su profunda admiracién
por las ideas pedagobgicas de Josep Estalella, con quien
habia tenido un primer contacto por una carta entusiasta
que le escribi6é con motivo de la publicacién, junto a Rey
Pastor, del primer libro de la Coleccién Intuitiva.

Gand la catedra del Instituto San Isidro en 1926. Mientras
ejercia el magisterio acabd sus estudios de Ingenieria
Industrial en la Escuela de Madrid.

Cuando acababa el curso corria a Barcelona, a las colonias
que el Institut-Escola organizaba en la sierra del Montseny.
Allf don Pedro era feliz: la vida al aire libre, la musica, la
danza.... confundiendo el placer de vivir y el gozo de

aprender.

Don Pedro
Puig Adam
Jue a la vez
propagandista
de la investigacion
diddctica
matemdtica,
defensor
de una estrecha
relacion
Realidad-
Matematica
en la clase
e investigador
matematico
de vanguardia. ..

Se consideraba discipulo de don Este-
ban Terradas, que fue maestro en todos
los aspectos de la Ciencia, y al cual iba
a visitar siempre que los apretados hora-
rios v la diversidad de dedicaciones de
ambos se lo permitian, escuchando inte-
resado su docta conversacién sobre el
dltimo descubrimiento cientifico.

Quiso regresar a Barcelona tras la gue-
rra civil para salvar lo que se pudiera de
la obra pedagdgica del doctor Estalella y
de su Institut-Escola y fue director
durante unos meses. S6lo pudo aportar
sus esfuerzos para disminuir los efectos
de la represion que se cernid sobre pro-
fesores y alumnos. Abandond desilusio-
nado su proyecto y regresé a Madrid, a
su San Isidro y a su docencia en la
Universidad.

Don Pedro inicié para la docencia espa-
fiola un periodo muy fecundo de rela-
ciones con los artifices y grupos de mas
avanzadas ideas sobre la didactica mate-
mitica de la Europa de los afios cin-
cuenta: los Gattegno, Fletcher, Servais,
Castellnuovo, Campedelli y su organiza-
cién: la Asociacidén para el Estudio y
Mejora de la Ensefianza de las Matema-
ticas. A partir de 1955, el profesor Puig
se convierte en un miembro muy activo
de esta agrupacidén europea de inves-
tigadores en didactica.

La profesora Castellnuovo ha comenta-
do muchas veces la gran valia del traba-
jo de don Pedro, y de en su propio pais
era menos conocxdo y, en cambio, muy
reconocido en otros lugares del mundo.
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Su manera de pensar

Sobre el trabajo

Fra un trabajador infatigable, impartia
muchas horas diarias de clase: en el Ins-
tituto de San Isidro, en la Facultad de
Ciencias Exactas, en la Escuela de Inge-
nieros Industriales. Y cuando le habla-
ban del exceso de trabajo que siempre
llevaba encima, solia contestar: «l des-
canso consiste en cambiar de trabajo...».

Sobre el encasillamiento
de las personas

En la muerte del Dr. Estalella, fundador
y alma del Institut-Escola, que le caus6
fuerte impresién, decfa:

..la simplicidad de las clasificaciones de
los hombres en apartados ideolégicos, en
casillas morales, en cuadros afectivos... me
han hecho siempre sonreir con algo de
escepficismo....

El Dr. Estalella muri6 en 1938, y Puig
habla en su elogio del maestro de «.las
tristes circunstancias actuales...» refirién-
dose a la guerra civil.

Sobre la especializacién

Aun conociendo la, entonces muy en
boga, fiebre de la especializacion,
rompe lanzas por un nuevo <hombre
renacentista» superador del taylorismo,
que sea de ciencias o de letras tenga
sensibilidad para la belleza y para el
razonamiento légico.

Sobre la belleza

En una conferencia en el Instituto Fran-
cés, de Madrid, en 1941, hace un trata-
miento de gran erudicion de la belleza y
los estudios estéticos a lo largo de la
historia, recogida en su obra final, La
matemdtica y su ensefianza actual
(1960). Inicia un tratamiento cientifico
de la belleza, y una busqueda rigurosa
de la misma en el pensamiento mate-
matico. En este tema tiene una gran
influencia el doctor Estalella y toda una
generacioén de pedagogos peninsulares
progresistas de los afios treinta.

..intenta reiniciar

aquel
espiritu liberal
de la tinica
Pedagogia
en la que cree:
la basada
en un respeto
al alumno
y en el empleo
de los métodos
activos.

Se nos muestra como un enamorado del progreso y deno-
ta una gran intuicién sobre los grandes temas que consti-
tuirdn los nuevos paradigmas cientifico-técnicos: la ciber-
nética junto a la teorfa de la informacién y la energia del
atomo.

En su discurso de ingreso en la Real Academia de
Ciencias, el 5 de marzo de 1952, cita a Norbert Wiener y a
las primeras aplicaciones de las maquinas que después Ila-
maremos ordenadores.

Y, sin embargo, dice: «...quién osard mecanizar el esprit de
finesse de Pascal, recuerda un ejemplo de su infancia
donde se ejemplifica la recursividad y relaciona la mate-
matica mds antigua con la mas moderna, en una sintesis
personal genético-histérica enlazando las paradojas de
Epiménides y Russell.

Sobre el aprendizaje

En una escuela de posguerra, con un da letra con sangre
entra» como casi Gnico recurso pedagdgico oficialmente
aceptado y utilizado, don Pedro intenta reiniciar aquel
espiritu liberal de la Gnica Pedagogia en la que cree: la
basada en un respeto al alumno y en el empleo de los
métodos activos.




Sobre el progreso

Propagandista, aun sin muchas posibilidades de éxito en
esta época, del método genético-histérico, que atna las
teorias sobre evolucién psicoldgica del nifio de Piaget con
la visién biogenética de la Ciencia:

Nuestros bachilleres de hoy saben més Quimica que Lavoisier,
pero menos Matemdticas que sus contempordneos {Lagrange y
Laplace)...

Defiende los métodos ciclicos
para la ensefianza de las Matematicas
y el uso de la intuicién

Utiliza el método heuristico y ensefia a practicarlo a partir
de lecciones concretas (da didactica matemdtica en
accion») defendiendo su bondad incluso en las condicio-
nes dificiles del aula de aquellos afios, a pesar de las difi-
cultades que apuntaba: La lentitud del procedimiento, la
falta de homogeneidad de la clase, el elevado ntmero de
alumnos por clase, la obsesion por los exdmenes, que él
denuncié incansablemente.

Parecen problemas que todavia hoy dia preocupan pro-
fundamente, no es cierto...?

Sobre la aplicacién de los conocimientos

Afirm6: «Los Gnicos conocimientos que en verdad no se
aplican son aquellos que no se tienen»,
Las Matemdticas son el filtro a través del cual estudiamos los fené-

menos naturales. Hay tres fases en la adquisicién de un concep-
to matemdtico:

1. Planteo o abstraccion.

2. Resolutiva, de razonamiento légico, de transformacién formal,
a veces automdtica.

3. De interpretacion o concrecién, o 3eq, traduccién de los resul-
tados abstractos al primitivo terreno concrefo.

Defiende la utilidad y la belleza
de la Matemética

Como razones para su estudio que deben lograr la supe-
racion de la dradicional aversion que sienten los estudian-
tes» hacia ella.

Sobre la Matemética divertida

Conoce profundamente el tema, busca la motivaciéon por
medio de la recreacidon matemitica, dindole un tratamien-
to riguroso y al mismo tiempo intentando vitalizar los
aspectos ludicos del aprendizaje. juegos de patio, juegos
de aula, construcciéon de modelos y miquinas,

Cita a Martin Gardner y a George Polya, autores noveles
en los afios cincuenta.,

Utiliza
el método
bheuristico
Y ensena
a practicarlo
a partir
de lecciones
concretas. ..

Solia decir que
las mejores ideas
diddcticas
procedian
de sus alumnos.

Sobre «los catedraticos»

Es posible que don Pedro no fuera muy
feliz entre sus «compafieros de cuerpos,
sobre todo desde los afios de la pos-
guerra hasta su muerte en 1960.

Toda su teorfa diddctica chocaba con la
pomposidad y el conservadurismo de la
practica docente de sus contemporineos.

Su espiritu abierto y su afdn renovador
le granjearon mas de una antipatia.

De hecho, ni en su querido Instituto de
San Isidro ha quedado rastro de su obra
didictica, ni del material disefiado por
él y construido por su maestro de taller,
colaborador inapreciable de su Catedra.

En la biblioteca actual-del instituto hay
apenas tres o cuatro obras de don Pedro
y unos maravillosos tripticos explicati-
vos de unidades didacticas. Sus inme-
diatos sucesores en la citedra no pare-
ce que valoraran su obra, acumulada
tras largos afios de docencia.

En 1953 decia:

La formacién del profesorado de Ensefian-
za Media habia fomentado inconsciente-
mente la falsa idea de que el Instituto era
una Universidad en pequefio... jCuénto
camino habia que recorrer [y faltla por
recorrer todavia en muchos centros) hasta
llegar a la clase faller, a la cétedra sin
esirado, a la catedra sin cétedra, en la que
el profesor, sin lugar especial para si, estd,
sin embargo, en todas partes!

Esta cita, desgraciadamente, puede ser
todavia vigente.

Sobre cémo se genera la
didéctica

Solia decir que las mejores ideas didac-
ticas procedian de sus alumnos. Ellos le
decian como explicarles las cuestiones
de manera que se entendieran facilmen-
te. Sus clases experimentales de los jue-
ves por la tarde en el San Isidro tenian
como finalidad la generacién y prueba
de nuevas ideas y nuevo material.

Decia, en su Diddctica matemdtica heu-

ristica

...la didéctica es, ante todo, adaptacién al
alumno....



Cudntas veces el cardcter erréneo de estas
espontaneidades (de los alumnos) da lugar
a ensefianzas mucho mds provechosas que
la leccién preparada y cuéntas ofras tam-
bién los alumnos dan en el clavo, sefialan-
do el camino didéctico més eficaz.

Sobre lo indtil

Escribi6 una Apologia de la Inutilidad,
discurso leido en la inauguracion del
curso 1945-46 en la entonces Escuela
Especial de Ingenieros Industriales de
Madrid, en la que en tono sarcistico y
con gran seriedad, habla de la dualidad
de las matemiticas del matematico y de
las del ingeniero, de las Matemdticas
ditiles» y de las Matemdticas «ndtiles».

Su material didactico

Don Pedro escribié en El material di-
dactico matemdtico (Madrid, 1958):

...la matemdtica ha constituido, tradicional-
mente, la tortura de los escolares del
mundo entero, y la humanidad ha tolerado
esta fortura para sus hijos como un sufri-
miento inevitable para adquirir un conoci-
miento necesario; pero la ensefianza no
debe ser nunca una tortura, y no seriamos
buenos profesores si no procuraramos, por
todos los medios, transformar este sufri-
miento en goce, lo cual no significa ausen-
cia de esfuerzo, sino, por el confrario,
alumbramiento de estimulos y de esfuerzos
deseados y eficaces.

...Toda la educacién matemdtica de que me
ufanaba, no me habia ensefiado a efectuar
procesos eficientes de abstraccion, de
seleccién de causas predominantes en la
que juega mas la intuicién que la légica. Y
no se escuden los profesores puristas en
que ésta es tarea de educacién tecnolégica
posterior. Existe una cuestién de hébito que
es preciso educar desde el principio, sin
que con ello prefendamos los profesores de
matemdticas invadir el campo especifico de
la tecnologia.

...Este material: modelos, filmes, filminas,
visto por los matemdticos situados desde la
elevada perspectiva abstracta, son meras
concreciones ilustradoras, simple ropaje
conveniente para facilitar momenténeamen-
te comprensiones dificultosas; pero para el
educador matemdtico, que no pierde la
perspectiva de los procesos iniciales de
abstraccion, este material es mucho més:
Representa algo substancial con su funcién

...el icosaedro
de un metro
de arista
que se construyo
sobre el pozo
del patio
renacentisia
del Instituto
San Isidro
en la reunion
de la CIAEM
en 1957.

educativa. Este material estructurado en forma de modelos tiene
no sélo la funcién de traducir ocasionalmente ideas matemdticas,
sino también de originarlas, de sugerirlas. Hemos de estudiar la
manera pedagdgicamente més acertada de conseguirlos y tam-
bién los materiales més dictiles para su rea-lizacién.

En esta obra, don Pedro recopila y describe material
didéctico matematico disefiado por profesores espafioles y
extranjeros y presentado en la exposicidén internacional
que tuvo lugar en Madrid en 1957.

Mis de 130 modelos fueron presentados y se hallan des-
critos y fotografiados. Fue destacada la participacion de los
profesores de los Institutos Laborales.

El profesor Puig Adam fue un entusiasta del disefio y uti-
lizacion de material diddctico. Participé en la redaccion de
un libro colectivo internacional sobre material diddctico
matemdtico, de la CIAEM, publicado por Delachaux-
Niestlé y traducido al espafol por Aguilar en 1960.

En la fotografia puede verse el icosaedro de un metro de
arista que se construyo sobre el pozo del patio renacen-
tista del Instituto San Isidro en la reunién de la CIAEM en
1957.

Este poliedro fue reconstruido una tarde de sibado de
1985 por un grupo de profesores de Madrid con ocasién
de un Seminario dirigido por el Grup Matemdtic Puig
Adam en el Instituto San Isidro. En el transcurso del mon-
taje se hallaron restos del cordel empleado por el maes-
tro en 1957 en los balcones del patio. {Fue un momento
emocionante!




Su profesionalidad
y su obra

Don Pedro tenfa una maravillosa obsesién por su cohe-
rencia personal y la de su obra. Toda nueva elaboracion
parte de bases anteriormente conquistadas haciendo gala
en ocasiones de un fuerte espiritu autocritico.

Era un hombre con aficiones arraigadas, que jamds aban-
doné. La armonizacién musical de poesias propias o de
otros autores, la direccion de corales (dirigié composicio-
nes a ocho voces) eran sus pasatiempos, que ejercia con
dedicacion profesional y que eran goce de sus amigos y
discipulos.

Disfrutaba con el dibujo a mano alzada, captando con
trazo ficil la fugacidad de un paso de danza o la expre-
sién de una cara.

Sus amigos Pascual Ibarra y Angeleta Ferré han conserva-
do algunos de estos entrafiables recuerdos.

El profesor Puig tiene un gran gusto para el juego con el
lenguaje. Lo domina y le agrada explicitar los sentidos
estricto y figurado utilizindolos e intercambiindolos. Ello
aporta una cierta ambigliedad creativa y didactica a ciertas
frases.

Unos ejemplos pueden ser: da belleza de lo matemitico y
las matemdticas de lo bello», da matematica es la ciencia
de los esquemas y el esquema de la ciencia», v otras que
se encuentran a lo largo de su obra.,

Valora al hombre por encima de toda otra consideracién,
posiblemente a partir de su vision cristiana.

La tecnologia, la vida cotidiana junto al disfrutar con el
razonamiento puro son, para él mismo y para su prictica
docente, las fuentes y motivaciones de la ensefianza y del
aprendizaje de las Matemdticas.

Hagamos un breve recorrido por algunos pasajes de su
obra a través de los afios.

Afio 1947, en la Geometria Métrica:

No sé si este libro merece prélogo. Acaso sélo lo merezea la
intencién con que se ha escrito. Nacié de una afectuosa indica-
cién que quise obedecer y de una disconformidad que me acu-
ciaba. Crecié entre el afén de lo por lograr y el descontento por
lo no logrado.

...Creo que toda preparacién termina en deformacién cuando las
pruebas que se exige superar se realizan en masa y contra reloj,
y, por reaccién di en querer hacer, ante todo, un libro formativo.
Perdéneseme, pues, la rebeldia y vanidad de mi intento.

... jQuién supiera, pues, escribir un libro capaz de despertar el
respeto al rigor sin ahogar la infuicién! jQuién supiera conjugar
en él la honradez cientifica, el interés formativo y la eficacia préc-
tical ...Tal ha sido la quimera constante del autor en la encruci-
jada de su friple tendencia pedagégica, cientifica y técnica, af
acometer, temeroso de su impotencia, el empefio de escribir un

La tecnologia,
la vida cotidiana
Jumnto
al disfrutar con
el razonamiento
puro son,
para él mismo
Y para su prdactica
docente,
las fuentes
Yy motivaciones
de la enserianza y
del aprendizaje de
las Matemadticas.

libro para escolares, bajo el fuego cruzado
de los criticos puros y de los criticos practi-
cos...

Afio 1950, en su Cdlculo Integral, sefia-
laba:

... 'y es que ningln noble empefio es des-
preciable, ni ningln conocimiento puede
tacharse de initil a perpetuidad. Los Gnicos
conocimientos que no se aplican jamds son
los que no se tienen; los Gnicos esfuerzos
baldios de verdad son los que sélo se que-
dan en proyecto.

De noble empefio y esfuerzo cdlifico, sin
modestia, este libro del que poca gloria
espero y menos provecho; pero me consue-
la pensar que acaso sirva y cumpla su
misién; y misién y servicio son los motivos
que alientan la vida del profesor.

Afio 1956, en Diddctica Matemdtica
beuristica, decia:

...Y fermino esta, ya demasiado larga,
introduccién, previniendo el peligro de un
vicio que en ningin modo quisiera fomen-
tar con este libro: el de la imitacién; uno de
los mas graves y frecuentes en pedago-
gia... no pretenda (el profesor} aplicar en
todo momento y ocasién la misma norma
como recefa conductora, ya que la buena
didéctica no admite soluciones rigidas...
Aprendan ante todo los profesores a obser-
var atentamente a sus alumnos, a captar sus
intereses y sus reacciones, y cuando sepan
leer bien en ellos, comprobardn que en nin-
gon libro ni tratado existe tanta sustancia
pedagégica como en el libro abierfo de
una clase, libro eternamente nuevo y sor-
prendente.

Afo 1933, en la Metodologia y Diddctica
de la Matemdtica Elemental, escribia;

...Mientras un maestro de escuela debe
considerarse complefamente fracasado si
sus alumnos salen a la vida sin los pertre-
chos indispensables, que significa saber
leer, escribir y calcular correctamente; en
cambio, un bachillerato que no haya deja-
do en la memoria de los alumnos indeleble-
mente grabada para siempre ninguna
declinacién latina, ninguna férmula trigo-
nométrica, ninguna especie botdnica,
podra ser, sin embargo, un bachillerato efi-
caz si ha logrado despertar en el alumno la
aficién por la lectura de obras literarias, el
habito de razonamiento cuidadoso, el
amor a la naturaleza y el senfido de obser-
vacién, porque, a fin de cuentas, ese
imponderable que se llama cultura general
no es sino aquello que queda en el espirity
después de haber olvidado todo lo apren-
dido en el periodo escolar.



Utilizando un procedimiento matemati-
zador de la realidad, que fue uno de los
ejes de la didictica de Pere Puig Adam,
se puede realizar un resumen de su tra-
yectoria profesional y docente. Los
resultados conforman dos grificos tem-
porales como los que se adjuntan.

A través del volumen y la especializa-
cién de su obra, el primer diagrama tras-
Iuce algunos cambios importantes en su
motivacion v en sus perspectivas profe-
sionales. Del comportamiento de las
cuatro funciones representadas, pueden
extraerse las etapas mis definidas en la
vida de don Pedro. La variable indepen-
diente es el tiempo de produccién: de
1922 a 1960.

El grifico evoca la evolucién de sus
posturas personales y las caracteristicas
vy necesidades de cada época histérica
que le toco vivir: Regeneracionismo en
los treinta, la guerra civil, la dura pos-
guerra, la renovacion del franquismo en
los afios cincuenta.

En el segundo diagrama se reflejan
todas las actividades docentes de Puig
Adam entre 1922 y 1960.

En 1995, se publicé una biografia de
Pedro Puig Adam, dentro de la obra en
dos volimenes: Ciencia i Técnica als
Paisos Catalans als 150 anys, editada en
Barcelona por la Fundacié Catalana per
a la Recerca, escrita por el Doctor
Claudi Alsina y el autor de estas lineas

En dicha obra se habla de Don Pedro
como de un personaje singular que
reine a la vez cualidades humanas,
matematicas, técnicas y pedagogicas de
extraordinarias dimensiones. Su obra
escrita es importante y extensa y man-
tiene una sorprendente vigencia e
influencia, muchos afios después de la
prematura muerte de su autor.

Puig Adam es uno de aquellos hombres
en los que la palabra maestro resulta la
mejor sintesis de todas las calificaciones
posibles. El, junto a Esteve Terradas, Jo-
sep M.* Plans, Antoni Torroja, Pere Pi
Calleja, Lluis A. Santald, Ernest Coro-
minas y otros, son figuras sefieras de la
matemdtica catalana y espafiola contem-
poraneas. Forman parte de una genera-
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Estos matemdticos
catalanes
tienen una obra
importante escrita,
desarrollada
casi totalmente
lejos de Cataluia,
en circunstancias
muy especiales,
marcadas por los
acontecimientos
historicos esparioles
del primer tercio
del siglo XX.

cion admirable por haber aportado un inmenso esfuerzo
al proceso de modernizacién de la ciencia y la tecnologia
espafiolas y a su integracidon en las corrientes internacio-
nales vigentes. Todos ellos participaron activamente en la
tarea regeneradora de la matemadtica espafiola iniciada por
el Institut d’Estudis Catalans (1907) y la Junta de
Ampliacion de Estudios e Investigaciones Cientificas
(1908), continuando la obra de los José Echegaray, Zoel
Garcia de Galdeano, Leonardo Torres-Quevedo, Eduard
Torroja y tantos otros.

Estos matematicos catalanes tienen una obra importante
escrita, desarrollada casi totalmente lejos de Cataluia, en
circunstancias muy especiales, marcadas por los aconteci-
mientos histéricos espafioles del primer tercio del siglo XX.

El profesor Puig Adam en el 2000,
Ao Mundial de las Mateméticas

Dentro de los actos espafioles del Afio Mundial de las
Matematicas proclamado por la UNESCO, en el Congreso
de Educacién Matematica (cem2000) a celebrar en Matard
(Barcelona) en julio del 2000 organizado por la FEEMCAT,



se realizardn una exposicién y una conferencia sobre la
vida y la obra de Pere Puig Adam con motivo del cente-
nario de su nacimiento.

Alli, seguramente, se podrd analizar su «decilogo para la
diddctica matemdtica» (1955) que constituye un resumen
concreto y esquemdtico de todo su pensamiento did4ctico.

1. No adoptar una didactica rigida, sino adaptada en
cada caso al alumno, observindole constantemente,

2. No olvidar el origen concreto de la Matemitica ni los
procesos histéricos de su evolucién.

3. Presentar la Matemdtica como una unidad en relacién
con la vida natural y social,

4. Graduar cuidadosamente los planos de abstraccién.

5. Ensefiar guiando la actividad creadora y descubridora
del alumno.

6. Estimular esta actividad despertando interés directo y
funcional hacia el objeto de conocimiento.

7. Promover en todo lo posible la autocorreccién.

8. Conseguir una cierta maestria en las soluciones antes
de automatizarlas.

9. Cuidar que la expresion del alumno sea traduccién
fiel de su pensamiento.

10. Procurar a todos los alumnos, éxitos que eviten su
desmoralizacién,

Al comparar la vida docente de Puig Adam con la de otros
matemdticos contemporineos resultan remarcados los
hechos siguientes; Coincide con todos en la necesidad de
destinar una buena parte del tiempo diatio a impartir cur-
sos en diversos centros a causa de las precarias remune-
raciones de la época y el fraccionamiento de los cargos
docentes (encargos de cdtedra, auxiliaridad en una asig-
natura). Trabaja a lo largo de toda su vida en investigacio-
nes de matemadtica aplicada. Conecta con las tendencias
didacticas internacionales vigentes haciendo propuestas
de renovacién que, si bien, serfan hoy calificadas como
pioneras de la didactica, sin embargo en aquellos afios no
fueron siempre bien comprendidas por sus colegas.

Si se considera a todos los matemdticos que recibieron la
influencia de Julio Rey Pastor podria decirse que Puig
Adam es el didacta de este grupo y su preocupaciones se
centran en la ensefianza secundaria, en los estudios de
ingenieria y en la formacién del profesorado.

Puig Adam realiz6 sus estudios y su ejercicio profesional
en Espafia, sin ningin problema. No hizo estancias de
estudios en otros paises europeos (aunque lo intentd por
una vez, en 1925) y tampoco vivié las dificiles circunstan-
cias del exilio producto de la guerra civil, que tanto afec-
t6 a otros compafieros. Su relacién con los matemiticos
mds avanzados se basaba en la asistencia a los cursos que

Conecta
con las tendencias
diddcticas
internacionales
vigentes haciendo
propuesias
de renovacion
que, si bien,
serian hoy
calificadas
como pioneras
de la diddctica,
sin embargo
en aquellos arios
no fueron
siempre bien
comprendidas
por sus colegas.

impartian en Espafia, en la lectura infa-
tigable de revistas y libros y en una
extensisima comunicacién epistolar. Su
hija Dofia Emilia Puig estd realizando un
importante y exhaustivo estudio de esta
maravillosa obra epistolar,

Hay que remarcar el reconocimiento de
su tarea y su obra que recibi6 de las
autoridades de la época. Una situacion
ciertamente singular en relacion al trato
que recibieron otros matemdticos coetd-
neos y que procede de su espiritu con-
servador y de persona de orden, y del
gran respeto que mostrd siempre por el
régimen nacido de la guerra civil.

La obra escrita de Puig Adam se carac-
teriza por el equilibrio entre la cantidad
y la calidad, la diversidad de temas y la
diversidad de niveles en un desarrollo
sincronico. Escribe para la secundaria,
para universitarios, para formar profeso-
res o para innovar la ensefianza, asi
como articulos de investigacion cientifi-

‘ca. Su obra investigadora abarca cam-

pos tan variados como la mecinica rela-
tivista, modelos en ciencias fisico-quimi-
cas, geometria, teorfa de sistemas y
cibernética.

En la mayor parte de sus libros de texto,
emplea una gran cantidad de imé4genes
e ilustraciones, una referencia constante
a la intuici6n, un lenguaje serio, claro y
sin concesiones, una vertebracién de
dificultad creciente y una ausencia de
bibliograffas. Su estilo enciclopédico y
autocontenido es otra caracteristica
influida por Rey Pastor, del cual también
pueden apreciarse influencias en la
retorica expositiva. No podria explicarse
la redaccion de tantos libros de texto de
Secundaria si no recorddramos los
numerosos cambios de planes de estu-
dios que vivié Puig Adam entre 1926 y
1960 asi como las necesidades econé-
micas que sufrid y que le llevaron a la
autoedicién y venta de sus libros, al
margen de las editoriales.

Seguramente sus ideas pedagbgicas
serdn apreciadas y aplicadas durante
mucho tiempo. Su vertiente did4ctica ha
eclipsado en gran parte una importante
obra investigadora en matemitica apli-
cada. Han sido numerosos los encuen-



tros de didactica matemitica que han
glosado su figura y su obra. Hoy existe,
en Madrid, una Sociedad de Profesores
de Matemidticas con su nombre.

Como persona, Puig Adam serd siempre
recordado como un hombre bueno,
sentimental y humilde y dedicado inten-
samente al trabajo.

A menudo parece resonar en pasillos de
los institutos de ensefianza secundaria,
aquella maxima de don Pedro que po-
dria sintetizar todo su trabajo:

Educar es, en el fondo, cultivar al mismo
tiempo el conocimiento de lo verdadero, la
voluntad de lo bueno y la sensibilidad de lo

bello.

Mi agradecimiento por la ayuda de per-
sonas —algunas de ellas ya no nos acom-
pafian— e instituciones. Angeleta Ferrer,
Pascual Ibarra y dofia Emilia Puig, que
han hablado durante horas del don
Pedro que conocieron y amaron. A las
bibliotecarias de la Asociacién de
Maestros «Rosa Sensat», cuya paciencia y
profesionalidad fueron inestimables. A
Antonio Roca y Guillermo Lusa que me
ayudaron a integrar a don Pedro Puig
Adam en su generacion y en la Espafia
de su tiempo. A mis queridos compafie-
ros Pere Roig y Angel Jiménez del Grup
Matematic Puig Adam, que han aporta-
do su colaboracién y espiritu critico. Y
una mencién final para mi amigo, el
doctor Claudi Alsina, con quien hemos
pasado momentos maravillosos descu-
briendo la figura y la obra de don Pedro
Puig Adam.
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Una modificacion del problema

de Arquimedes de las reses del Sol
para una clase de resolucion

de problemas

Tomas Ortega

El presente arficulo contiene
el enunciado y una
reformulacién del problema
de las reses del Sol, que fue
propuesto por Arquimedes
en el siglo I a. C., para que
pueda ser tratado dentro del
curriculo de Bachillerato
como una actividad de
resolucién de problemas. Se
destacan los valores
didécticos del mismo y se da
una solucién.

N LOS CURRICULOS espafioles de Matematicas de
Educacién Secundaria Obligatoria (ESO) y Bachillerato
la resolucién de problemas es el quinto organizador
curricular y, por tanto, se trata de una componente fun-
damental de articulacion del disefio, desarrollo y eva-
luacién de unidades didacticas, (Rico, 1977). El propio
curriculo destaca, tanto en ESO como en Bachillerato, la
importancia de estos contenidos, los considera basica-
mente procedimentales e indica que pretenden desarro-
llar en el alumno habitos y actitudes propios del modo
de hacer matematico.

Por otra parte, los Reales Decretos 1006/1991 y 1007/1991
establecen que «el curriculo precisa reflejar el proceso
constructivo del conocimiento matematico, tanto en su
progreso histérico como en su apropiacién por el indivi-
duor, v Sierra (1999) transcribe algunas formas de uso de
la historia de la matemadtica enunciadas por Fauvel (1990)
y afiade otras propias, de las que transcribo la siguiente:

Idear ejercicios utilizando textos matemdticos del pasado.

Seguidamente paso a enunciar el problema de Arqui-
medes del «webafio de las Reses del Sol» y la modificacién
que propongo. Transcribo ambas.

Problema de Arquimedes

Amigo, si has heredado la sabiduria, calcula cuidadosa-
mente a qué nimero ascendia la multitud de las reses del Sol
que en ofro tiempo pacian en las llanuras de Trinacria, divi-
didos en cuatro manadas de distinto pelaje: una, de color
blanco como la leche, ofra de negro lustroso, una tercera



oscura y la cuarta manchada. Los foros, que superaban en
nimero a las vacas, se repartian en cada manada de la
siguiente manera: imagina, amigo mio, que los foros blancos
eran en igual nimero que la mitad y un tercio de los negros
ademds de todos los oscuros, mientras que los negros eran
en igual nimero que la cuarta més la quinta parte de los
manchados, mas todos los oscuros. Considera ademés que
los manchados eran en igual ndmero que la sexta més la sép-
tima parfe de los blancos, més todos los oscuros. Las vacas
estaban asi repartidas por su parte: las blancas eran en igual
nimero que la tercera mas la cuarta parte de toda la mana-
da negra, mientras que las negras eran en igual nimero que
la cuartd més la quinta parte de toda la manada manchada;
a su vez, las manchadas eran en igual nimero que la quinta
mds la sexta parte de toda la manada oscura, mientras que
las oscuras eran en igual nimero que la mitad de la tercera
parte mds la séptima parte de toda la manada blanca.

Amigo, si me dices cuéntas eran las reses del Sol, y, en par-
ticular, cudl era el nimero de toros y vacas de cada pelaije,
no se fe podré calificar ni de ignorante ni de inhdbil en el
manejo de los nimeros, pero ain no podrés contarte entre
los sabios. Pues atiende aln a dos distintas maneras en que
las reses del Sol solian disponerse: cuando los toros blancos
unian su multitud a la de los toros negros, formaban un
grupo compacto de igual medida en profundidad que en
anchura, que llenaba enteramente las inmensas llanuras de
Trinacria. Por otra parte, reunidos solamente los oscuros y
los manchados, se agrupaban por filas de tal manera que,
estando constituida la primera de ellas por uno solo de ellos,
formaban gradualmente una figura triangular, sin faltar ni
sobrar ninguno. Amigo, si encuentras la relacién oportuna
entre fodas estas cosas y, en una palabra, si‘concentrando
tu espiritu expresas fodas las cantidades correspondientes a
esas manadas, podrds vanagloriarte de haber conquistado
la victoria y estar convencido de ser juzgado consumado
conocedor de esta ciencia.

Se ha transcrito el problema con el mismo estilo retéri-
co con el que se muestra en E. Fernindez y M. Banzo
(1999) y merece la pena destacar la importancia de cua-
tro aspectos del mismo: en primer lugar, cabe comentar
la importancia del propio texto, la composicién de las
manadas se narra tal y como surgen los problemas de la
vida ordinaria, con lo que se manifiesta el cardcter apli-
cado de las matemdticas; en segundo lugar, si la trans-
cripcién del lenguaje verbal al simbolico algebraico es,
por si misma, un ejercicio de cambio de registros suma-
mente interesante para el alumno, en este problema lo
es més por la redaccién verbal, aunque la transcripcién
de la segunda parte no resulte tan sencilla para todos los
alumnos; en tercero, el propio problema muestra dos
niveles de resolucién y, segin el propio Arquimedes,
aunque el primer nivel requiere cierta habilidad en el
manejo de los nimeros, al segundo le considera de un
nivel muy superior; finalmente, en cuarto lugar, aparece
un aspecto motivador en el propio enunciado del pro-
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blema, ya que, ademdas de que el texto
se muestra como un reto para quien
trate de hallar el ndimero de reses del
rebafio del Sol, ligados a los dos nive-
les de resolucidn se muestran sendos
reconocimientos a la capacidad resolu-
toria: el de habilidad en el manejo de
los nimeros, para la primera parte, y
el de consumado conocedor de esta
ciencia y asi poderse contar entre los
sabios, para el que obtenga la solucién
completa.

En el citado articulo de E. Fernandez y
M. Banzo, entre otras, se hace una refe-
rencia al trabajo de A. Amthor en 1880,
se muestra el planteamiento algebraico
de la primera parte del problema, que
da lugar a un sistema homogéneo de
ecuaciones diofanticas, y cdmo las dos
condiciones de la segunda parte llevan
a una ecuacion de Pell cuya soluciéon
completa, que tiene 206545 cifras, la
imprimié, por primera vez, Harry
Nelson en 1981, utilizando software de
ordenador. El articulo termina con la
implementacién que hicieron E. Fer-
nindez y M. Banzo para calcular el
nGmero total de reses del rebafio.

Modificacién del problema

El enunciado de Arquimedes no tiene
mucho sentido para una clase de reso-
lucién de problemas de Educacion
Secundaria, pero, considerando los
valores didacticos que se han mostrado
antes, ademas de poder hacer referencia
a los
Antigtiedad Clasica, etc., serfa interesan-
te redactar una segunda parte del pro-
blema, conservando la primera condi-
cién, para obtener una solucién dnica
del problema, que se pueda obtener
facilmente manejando software muy

intercambios culturales en la

sencillo o con la calculadora, manejan-
do aritmética entera, incluso manual-
mente, dejando la solucién como pro-
ducto de factores primos. Logicamente
hay muchos enunciados alternativos,
aqui se propone la modificacion que
aparece en el siguiente texto:



.
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Amigo, si me dices cudntas eran las
reses del Sol, y, en particular, cuél era
el nimero-de foros y vacas de cada
pelaje, no se te podré calificar ni de
ignorante ni de inhabil en el manejo
de los nomeros, pero. ain.no podras
contarte entre los sabios. Pues atiende
aon a dos distintas maneras en que las
reses del Sol solian disponerse: cuan-
do los foros blancos- unfan. su multitud
a la de los toros negros; formaban un
grupo compacto de igual medida en
profundidad que en anchura, que lle-
nabaenteramente las inmensas llanu-
ras de Trinacria. Por ofra parte, reuni-
dos solamente los oscuros y los man-
chados, se agrupaban por filas de
igual longitud y los foros de una de
ellas “llenan un' cuadrado igual - de
ancho que la anchura de todas: las

- filas; sin faltar ni sobrar ninguno. Si dl
resolverlo, amigo, encuentras més de
una solucién, quédate con la menor de
“ellas, pues, a buen seguro, que habra
reses mds que suficientes para saciar
el hambre del mundo entero mientras
éste dure. Amigo, si encuentras la rela-
cién oportuna: entre todas estas cosas
y, en una palabra; si concentrando’ tu
espiritu expresas todas las cantidades
correspondientes _a. esas manadas,
podrés vanagloriarte de haber con:
quistado la victoria“e irfe convencien-
do de que estds en el camino de cono-
cer esta ciencia.

La propuesta de este problema debe
hacerse para que los alumnos lo traba-
jen en grupos, siguiendo una metodolo-
gia de autoaprendizaje guiado, orientin-
dolos por etapas, segin propone T.
Ortega (1999: 93-95) en su metodologia
de Educacion en la Diversidad, que trata
de poner en practica la orientacién
curricular de la LOGSE, que su articulo
20, pagina 28532, BOE de 4 de octubre
de 1990, expresa que «<a metodologia
diddctica de la educacién secundaria
obligatoria se adaptari a las caracteristi-
cas de cada alumno, favorecera su capa-
cidad para aprender por si mismo y
para trabajar en equipo,...» A continua-
cién se describen estas etapas:

1. Plantear el sistema de las siete
ecuaciones lineales y darse cuenta
de la necesidad de encontrar solu-
ciones enteras.
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2. Expresar las ocho incognitas en funcién de un pari-
metro.

Plantear las ecuaciones cuadratica y ctbica,

4. Determinar la condicién que deben cumplir los facto-
res primos para ser los menores cuadrado y cubo.

5. Buscar la poblacion de la tierra y el origen del uni-
verso para dar una respuesta a Ja Gltima afirmacion
del problema.

Solucién del problema modificado

Es evidente que las soluciones de este problema sélo pue-
den ser nimeros naturales y éste debe ser el primer con-
vencimiento de los alumnos. Denotando por 4, B, Cy D
al nimero de los toros blancos, negros, manchados y
oscuros, y por 4, b, ¢y d al de las vacas del mismo color,
la primera parte da lugar a un sistema de 7 ecuaciones con
8 incognitas, del que las tres primeras ecuaciones forma
un subsistema con tres incognitas:

A= (1/2+1/3)B+ D= A = 5B/6 + D;
B = (1/4+1/5)C+ D= B=9C/20 + D,
C=1/6+1/DA+ D= C=13A4/42 + D,
a= 1/3+1/4)B+ b) = a=T7(B + b/12;
b= (1/4+1/5)(C+ ¢) = b = 9(C + ©)/20;
c=1/5+1/6)(D + d) = ¢ = 11(D + d )/30;
d=1/6+1/T)A + @) = d = 13(A + a )/42.

A la vista de las ecuaciones, su forma hace pensar que
serfa mas fécil, primero, expresar la relacién que tienen
que cumplir las incognitas y, después, traducir este sim-
bolismo algebraico al correspondiente enunciado verbal,
tarea que resulta muy interesante, para ayudar al alumno
a expresar sus ideas en uno y otro lenguaje. El primer sub-
sistema, que es compatible e indeterminado, se transforma
facilmente en otro con coeficientes enteros,

64— 5B = 6D,
20B-9C = 20C:
42C - 134 = 42D;
cuya solucidn, ficil de obtener, depende de una de las
incognitas
A = 742D/297;
B = 178D/99;
C = 1580D/891.

Poniendo D = 891X, se obtiene que A = 2226\, B = 16021
y C = 1580A, siendo A un ndmero natural arbitrario.
Sustituyendo en el segundo bloque de ecuaciones, se
tiene:




124 — 7b= 112142
20b — 9c = 14220\,
30c - 11d = 9801,
42d - 134 = 28938),
que nos dan lugar a las soluciones:
a = 7206360\/4657;
b = 4893246\/4657;
¢ = 3515820h/4657;
d=54392130/4657.

Para obtener soluciones enteras se debe poner A = 46579,

* siendo & un nGmero natural, que habrd que determinar

aplicando las condiciones de la segunda parte del proble-
ma, pero de momento permite expresar a todas las incég-
nitas en funcién de este pardmetro:

A = 103664828,

B = 74605143,
C = 73580608,
D = 41493873,
a = 72063608,
b = 48932468,
¢ = 35158209,
d = 54392130,

Conviene tener en cuenta que las cuatro primeras igual-
dades de éstas, que expresan 4, B, Cy D en funcién de
d tienen a 4657 como factor, Esta reflexién serd utilizada
después, para hallar las descomposiciones factoriales del
namero de toros blancos y negros y del de oscuros y
manchados.

Segunda parte del problema

...los toros blancos unian su multitud a la de los toros negros,
formaban un grupo compacto de igual medida en profundi-
dad que en anchurq, ...

Esta condicién se mantiene y quiere decir que la suma de
los toros blancos y negros es el cuadrado de un ntimero
natural y, por tanto, 8 debe completar los factores primos
para que sean cuadrados. La descomposicion factorial se
ha hecho con DERIVE. Con la calculadora es evidente que,
para aislar el nimero primo 4657, hay que ensayar con
todos los nGmeros primos hasta el 71. Tampoco es mal
ejercicio que los alumnos hagan estas exploraciones
numéricas. Siendo cuidadosos en la resolucién, se debiera
saber que este nimero es un factor de 4, B, Cy D, ya que

A es un factor de estos nimeros y, ade-
mds, A = 46573.

A+ B= (10366482 + 7460514)8 =
178269968 = 22:3:11:29:46578.

...reunidos solamente los oscuros y los
manchados, se agrupaban por filas de
igual longitud y los toros de una de
ellas llenan 'un " cuadrado igual  de
ancho que la anchura de todas las
filas, sin faltar ni sobrar ninguno.

Esta es la condicién que se introduce,
sustituyendo a la disposicion en forma
triangular, y quiere decir que la suma de
los toros manchados y los oscuros es el
cubo de un nimero natural y, por tanto,
d debe completar los factores primos
para que sean cubos. La descomposi-
cién factorial se ha hecho con DERIVE.

C+ D = (7358060+4149387)8 =
= 115074478 = 7-353-4657d

Ahora la exploraciébn numérica es mis
complicada que antes y podria ser un
trabajo «de chinos» si no se aprovecha la
informacién obtenida antes y compro-

. bar que este ntimero, 11507447, es mul-

tiplo de 4657. Con ello, ficilmente, se
aisla al nimero primo 353,

La parte mas delicada es la discusion de
los valores que puede tomar 8 para que
cumpla las dos condiciones, es decir,
para que pueda completar un cuadrado
y un cubo: de la primera condicién se
deduce que & = 22"-(3-11-29-4657)2"*1.k2
siendo m un entero positivo, y n, ky I
enteros no negativos; y de la segunda,
para completar un cubo, forzosamente
d = (7353-4657)%"2h34, siendo p, by g
enteros no negativos. Finalmente se
deduce que los valores que & puede
tomar son:

8 = (3-11:29-4657)3-(7-353-4657)% md",
siendo my n enteros no negativos.
El menor valor de § es
11722290877891168697212044063511941

y con él resulta que el nimero de reses
del rebafio del Sol, (4 + B+ C+ D+ a+
+ b+ c+ d)d, es:

(10366482 + 7460514 + 7358060 + 4149387 + 7206360 + 4893246 +
+ 3515820+5439213)-11722290877891168697212044063511941 =



590675476273910086559650859703916403028162 =~
=5.90675-1041

Rebario de las reses del Sol =
=5.90675-1041 reses

La poblacién mundial actual es muy infe-
rior a 10.000.000.000 habitantes, pero
suponiendo que cada habitante consu-
miera 10 reses al afio, lo que, sin duda,
ya es mucho consumir, habria suficiente
comida para 5.90675:10% afios.

Para relacionar esta cifra con la asevera-
cion ltima del problema sobre el final
del mundo conviene saber que, en la
actualidad, se estima que el Big Bang
tuvo lugar hace unos 12.000 millones
(1,2:10'9) de afios, con lo que este nime-
ro de reses el final de la humanidad por
escasez de alimentos no se producitia
hasta un ndmero de afios del orden de
1018 veces el periodo que ha transcurri-
do desde el principio de la existencia del
mundo hasta nuestros dias.

Logicamente, el matematico que resuelva
esta cuestion solo estd haciendo una apli-
cacion simple de su oficio, resolver pro-
blemas, pero el alumno que llegue hasta
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Universidad de Valladolid.
Sociedad Castellano-Leonesa
de Profesores de Mateméticas

el final si que puede ser calificado de habilidoso en el mane-
jo de las ecuaciones y de los nimeros, y suponerle en el
camino correcto del aprendizaje de las Matemiticas.
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Convocatoria
Il Premio
«Gonzalo Sanchez Vazquez»

la Junta de Gobierno de la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matemdticas convoca el Il Premio «Gonzalo Sénchez Vézquez», en homenaje de quien fue
su Presidente de Honor. Se regiré por las siguientes:

BASES

1. Se trata de premiar la labor docente y los «valores humanos»: la entrega desinteresada, el amor, el espiri-
tu tolerante, la buena disposicién, efc. hacia sus alumnos, compafieros, amigos y, en general, hacia la ense-
fianza de la Matemética. Es decir, el magisterio en sentido amplio.

2. la periodicidad del Premio sera la misma que la de las Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las

Matemdticas (JAEM).

3. El Premio consistirG en el nombramiento de «Socio de Honor» de la FESPM y placa conmemorativa u obje-
to alegérico.

4. Podrén concurrir al Premio los profesores dedicados a la ensefianza de las Matemdticas en cualquier nivel
educativo.

5. Las candidaturas podrdn ser presentadas por una sociedad federada en la FESPM. Los promotores presen-
tarén el curriculo e informes que estimen pertinentes, entre ellos el informe de la junta directiva de la socie-
dad o del conjunto de socios proponentes.

El plazo de presentacién de candidaturas finalizaré el 31 de diciembre de 2000.

La concesion del Premio se haré por la Junta de Gobierno de la FESPM. Para ello, el candidato deberd obte-
ner mayoria absoluta en la correspondiente votacién. De no alcanzarse mayoria absoluta en primera vota-
cién, se procederia a una segunda; de no obtener mayoria absoluta se declarard desierto.

8. Para la concesién del Premio, la Junta de Gobierno atenderd, entre ofros, a los siguientes criterios:
® Su labor docente (dedicacién a la ensefianza de la Matematica).

® Valores humanos (folerancia, entrega a los demés, talante, espiritu de didlogo, respeto a los compaiie-
ros, alumnos, efc.). Constatados por sus avalistas.

° Curriculo con hechos, anécdotas, etc., referidos por los proponentes que pongan de manifiesto estos
valores humanos del candidato.

SUMA publicard el resultado de la concesién del Premio y una semblanza del premiado.

10. Lo entrega del Premio se llevard a cabo en el acto de apertura o clausura de las X JAEM que se celebra-
rén en Zaragoza en septiembre de 2001.




Contenidos matematicos
en la segunda ensefnanza
espaiola del siglo XX

Alicia Bruno

Antonio Martinon

En este arficulo ofrecemos
una panoréamica de los
contenidos de los programas
oficiales de mateméticas en
la segunda ensefanza
espafiola de este siglo, asi
como las formas en las que
un conjunto de libros de
texto han presentado a los
alumnos ciertos temas que
hemos seleccionado: longitud
de la circunferencia, drea
del circulo, drea de la
superficie esférica, volumen
de la esfera, nimeros
negativos y nocién de limite.

N ESTE TRABAJO presentamos un bosquejo de cudles han
sido los contenidos matematicos en la segunda enserian-
za espafiola, desde finales del siglo xix hasta la paulatina
implantacién de la Ley Organica de Ordenacion General
del Sistema Educativo (LOGSE) aprobada en 1990.

La proxima seccion la dedicamos a los contenidos de los
programas oficiales, lo cual nos permitird una primera
aproximacién a nuestro objeto de estudio. En la seccién
siguiente s6lo nos fijaremos en un grupo de temas selec-
cionados: longitud de la circunferencia, drea del circulo,
area de la superficie esférica, volumen de la esfera, nlime-
ros negativos y nocion de limite. Veremos las formas en las
que un cierto conjunto de libros de texto trata esos temas
y ésta serd, segin se explicarda mds adelante, la manera
que tendremos de conocer como esos temas fueron pre-
sentados a los alumnos.

Con el término segunda ensefianza nos referimos al ciclo
educativo que se inicia sobre los 10 afios de edad y que
se extiende hasta los 16, 17 o 18 afios, segin los momen-
tos. Durante la mayor parte del siglo xx, estos estudios se
iniciaban con la superacién de un examen de ingreso, se
desarrollaban en institutos, o centros similares, y su finali-
zacién con éxito permitia la obtencién del titulo de bachi-
llery el ingreso en la universidad.

Parece que en los contenidos matemiticos no ha tenido
una gran influencia la situacion politica de cada momen-
to, aunque indiscutiblemente ésta haya sido decisiva en
otros aspectos del curriculo escolar. Los libros de M. de
Puebles (1980) y E. Diaz de Laguardia (1988) relacionan
la historia de la educacién en Espafa con la de la situa-
cién politica; un magnifico resumen del primero se
encuentra en Puelles (1992). El libro de Lozano (1994)
puede servir como referente sobre la educaciéon en
muchos paises en los siglos XIX v xx




Pese a no ser las matemdticas una asignatura que haya
estado, en sus contenidos, fuertemente influenciada por el
régimen politico, si que hay aspectos en los que la ideo-
logfa oficial se ha hecho notar en determinados momen-
tos, especialmente en la época posterior a la Guerra Civil
de 1936-1939. He aqui dos enunciados de problemas arit-
méticos, tomados de libros de texto de entonces (Sopefia,

1994: 49):

Un hombre bebe cada dia un aperitivo que le cuesta 3,75 pese-
tas. Los domingos toma dos. ;Cuénto gastard asi, initilmente, al
afio? Y si economiza esta suma durante treinta afios, el capital
asi reunido, cudnto le produciria prestado al 5 por ciento?

En una caja de ahorros y para su hijito, un trabajador ha resuel-
to depositar la mitad de las 2 pesetas que en fumar gasta sema-
nalmente. ;Qué cantidad habré ahorrado al cabo de 20 afios?

La idea de ahorro estaba presente en muchas ocasiones,
tal como en este otro ejemplo (Otero, 1996: 85):

Si cada dia del afio el nifio guardara 10 céntimos, al cabo de los
doce meses tendria reunidas 36,50 pesetas. Esta cantidad no es
un capital, pero si puede servir para adquirir libros, para com-
prar una medicina a la madre enferma, para regalar un abrigui-
to al hermanillo que tirita de frio. Y si no tenemos necesidad de
gastar esas pesetas y seguimos juntando a ellas los 10 céntimos
de cada dia, a los dos afios tenemos ya 73 pesetas; a los fres,
mas de 100; a los diez tendremos ya 1365 pesetas! Y esto st que
es ya un pequefio capital.

He aqui otra «perla» de la época (Otero, 1996: 69 y 70):

En casa, entre tus libros, has de apelar a todas las energias de tu
voluntad para salir del paso con la leccién del dia siguiente. To
también quisieras aprender, quisieras saber cémo se eleva un
nomero al cuadrado y cémo se extrae la raiz cuadrada... pero
jhe ahil... de repente notas que a la raiz cuadrada le salen ojos,
orejas, boca y jen un momento ves dibujada en el cuaderno de
matemdticas una en cantadora cabecita de muchachat

En la figura 1 se da una muestra de la presencia de los sim-
bolos del régimen en los libros de texto (Otero, 1996: 153).

Los contenidos oficiales

En los primeros decenios del siglo xix se fueron configu-
rando sistemas educativos estatales en varios paises euro-
peos como resultado de las ideas de la Ilustracion

x5 =

Figura 1. Simbolos del Régimen y aritmética

Uno de los hechos
mas relevantes
fue la aprobacion,
en 1857,
de la Ley
de Instruccion
Priblica,
la conocida como
ey Moyanos».
Esta Ley configuro
un sistema
educativo
que producia
una dualidad
desde los 10 arios,
ya que a partir
de esa edad
habia dos tipos
de alummnos.

(Lozano, 1994). En Espafia, da dificil
implantacién del liberalismo politico
produce un sistema educativo tardios
(Puelles, 1992). Uno de los hechos mis
relevantes fue la aprobacién, en 1857,
de la Ley de Instruccién Publica, la
conocida como dey Moyano». Esta Ley
configur6 un sistema educativo que pro-
ducfa una dualidad desde los 10 afios,
ya que a partir de esa edad habia dos
tipos de alumnos. Por un lado, la mayor
parte de los alumnos escolarizados cur-
saba una educacién primaria que no
tenfa continuacién, que no conducia a
ninguna parte. Por otro, una minoria
comenzaba a los 10 afios los estudios de
segunda ensefianza, que le podrian con-
ducir al nivel superior (Puelles, 1992).
Esta situacion se mantiene durante mas
de un siglo, hasta la Ley General de
Educaciéon de 1970.

Para la panordmica que realizamos en
este trabajo, agrupamos en tres etapas
los afios de este siglo hasta la implanta-
ciéon de la LOGSE, aunque, como ire-
mos sefialando, sea necesario hacer dis-
tinciones dentro de cada una. Las etapas
que consideramos son:

e Etapa 1: hasta 1953.
e Etapa 2: desde 1953 hasta 1970.
e Etapa 3: desde 1970.

La principal razén que nos ha llevado a
no entrar en la situacién actual (LOGSE)
es que su nivel de implantacién resulta
aun insuficiente para hacer un estudio
como el que hemos hecho para las eta-
pas anteriores. A ello hay que afadir
que la actual configuracion del sistema
educativo lo diferencia de los anteriores
en dos aspectos cruciales:

1. la competencia educativa esta trans-
ferida a las Comunidades Auto-
nomas, o se estd en vias de que asi
sea; y

2. el curriculo es muy abierto, que-
dando en manos de los profesores,
de los departamentos y de los cen-
tros la determinacién de contenidos
y secuencias.

Las disposiciones de caricter legal a
las que nos referimos se han tomado,



casi siempre de Utande (1964) y, cuan-
do no es asi, indicamos la fuente
correspondiente,

Etapa 1: hasta 1953

A lo largo de esta etapa se produjeron
muchas reformas, de modo que durante
ciertos periodos hubo bachilleratos de
siete cursos, mientras que en otras etapas
solo duraron seis. El ingreso en la segun-
da ensefianza se realizaba después de
tener cumplidos los 10 afios y superar
pruebas acerca de la instruccién religio-
sa, lengua castellana y aritmética («nocio-
nes generales y practicas de las cuatro
operaciones fundamentales, con nime-
ros enteros y fracciones decimales»).

En 1899 se produjo una reorganizacion
de los estudios de segunda ensefianza,
estableciéndose un bachillerato de siete
afios. En la tabla 1 se ofrecen los conte-
nidos de las asignaturas de matematicas,
y se hace con cierto detalle puesto que
se mantienen hasta 1934, con mis o
menos extension. Se observa que la asig-
natura de matemdticas figuraba en todos
los cursos, salvo en el Gltimo, y se puede
apreciar la importancia que se le conce-
dia a las practicas algoritmicas (incluso a
la «aiz cGbica») y a la geometria sintética.

El ingreso
en la segunda
ensenanza
se realizaba
después
de tener cumplidos
los 10 avios
y superar pruebas
acerca
de la instruccion
religiosa,
lengua castellana
y aritmética. ..

Poco después de la creacion en 1900 del Ministerio de
Instruccién Publica y Bellas Artes, su titular, Antonio
Garcia Alix, planteé una reforma para reducir el periodo
del Bachillerato de siete afnos a seis. Esta reforma afectd a
los contenidos de matemadticas de dos maneras destacadas,
tal como se refleja en la tabla 2:

1. antes habia matematicas durante 6 cursos, hasta los 16
afios de edad, mientras que en el nuevo plan sélo
habfa matemdticas durante los primeros 4 cursos,
hasta los 14 afios;

2. en el plan derogado coincidian en un mismo curso los
contenidos de aritmética y dlgebra con los de geome-
tria y trigonometria, mientras que tras la reforma se pre-
sentaban las matemiticas de forma menos integrada,
de manera que el Gltimo contacto de los alumnos con
la aritmética y el algebra se producia en el tercer curso,
a los 13 afios de edad. Evidentemente, disminuyeron
los contenidos matemdticos del plan de estudios.

1.2 Nociones y ejercicios de aritmética.
2.% Nociones y ejercicios de géometria.
3.° Aritmética y dlgebra.

4.2 Geometria y frigonometrid.

5.7 Sin ‘matemdticas.

6.° Sin matemdticas.

Tabla 2. Reforma de 1900

7.2 Sin matemdticas.

2.° Avritmética practica. Fracciones ordinarias y decima
. Geometria. Lineas rectas. Angulos Pollgono

3.° Aritméfica. Teoremas fundamentcles de las cuat
sor. Minimo comon multiplo. Elevacién a pote
Geomelria. Figuras planas en general. Recf

4.° Aritmética. Cantidades proporcionales y. pr
Algebra. Lenguaie dlgebraico. Las cuatro operaclones con

5.° Aritmética. Interés simple. Descuento. Ahgccton
Algebra. Operaciones fundamentales con polinomios. Sistemas de dos ecuaciones de primer grqdo con dos incégnitas.
Geometria. Poliedros. Cuerpos redondos. Areas y volumenes

1.2 Aritmética prachca Las cuatro opercxcnones funddmentﬂles con numeros enteros y decimales.

: egla con|unk:

6> Algebra. Repaso de los cursos anteriores. Dlscusmn de las ecuaciones de primer grado con una incégnita. Resolucién de ecuaciones
de segundo grado con una incégnita. Progresiones, logaritmos y aplicacién al inferés compuesto.
Trigonometria, Elementos de trigonometria rectilinea.
Cosmografia. Cosmografia elemental (sin demostraciones).

nversién de unas en ofras. Sistema métrico.
nferencia y circulo. Triéngulos. Ejercicios vcmados, sin demostracién.

peraciones (sm demostracion). Divisibilidad. Nomeros primos; Méximo comdn divi-
do y raiz cuadrada. Cubo y raiz ctbica {la préctica, sin demostracién).
Semejanza de poligonos, Areas.

de tres simple por el método de las proporciones. Aplicaciones.
onomios. Fracciones monomias. Ecuaciones de primer grado con una incégnita.
Geometria. Perpendiculares y oblicuas a un plano. Paralehsmo de las rectas y de los planos. Angulos diedros y friedros.

Tabla 1. Reforma de 1899




En 1901 se realizd una nueva reforma, que a su vez se vio
modificada en 1903 (Plan BugallaD), aunque esta Gitima no
afectd a las asignaturas de matemiticas. Continud sin
haber matemiticas en 5.° y 6.°, pero aparecieron en un
mismo curso contenidos de aritmética y dlgebra junto a los
de geometria y trigonometria (tabla 3).

1.° Nociones y ejercicios de aritmética y geometria.
2.° Aritmética.

3.° Geometria.

4.° Algebra y trigonometria.

5.° Sin mateméticas.

6.° Sin matemdticas .

Tabla 3. Reformas de 1901 y 1903 (Plan Bugallal)

El Plan Bugallal dur6 hasta 1926, cuando fue sustituido
por el Bachillerato de Callejo, primero que introdujo la dis-
tincién entre Ciencias y Letras (tabla 4). Tenia dos ciclos
de tres afios: elemental y universitario. El ciclo universita-
rio tenfa un afio comin y dos de «especialidad». Las mate-
miticas figuraban en tres de los cuatro cursos comunes a
todos los alumnos (lo que supuso una disminucién en
relaciéon con los cuatro del Plan Bugallal) y en los dos de
la seccién de ciencias. Surgié de nuevo la separacion de la
aritmética v el 4lgebra, por un lado, y la geometria y la tri-
gonometria, por otro, salvo en el afio comtn del bachille-
rato universitario.

Bachillerato elemental
1.° Elementos de aritmética.
2.° Elementos de geometria.

3.° " Sin matemdticas.

Bachillerato universitario
Afic comin Nociones dlgebra y trigonometria.
1.° seccion ciencias - Aritmética y élgebra:

2.° seccioén ciencias - Geometria y trigonometria.

Tabla 4. Reforma de 1926 (Plan Callejo)

En 1931, con la II Repiblica, se volvié, con adaptaciones,
al Plan Bugallal de 1903 y, por tanto, a que no hubiera
matemiticas en los dos Gltimos cursos, aunque si apare-
cieron en un mismo afio la aritmética y el dlgebra junto a
la geometria y la trigonometria (véase la tabla 5; obsérve-
se la gran similitud con la tabla 3).

En 1934 se implantd, de nuevo, un bachillerato de siete
afios, sin distincién entre ciencias y letras, siendo las mate-

El Plan Bugallal
durd hasta 1920,
cuando
fue sustituido
por el Bachillerato
de Callejo,
primero
que introdujo
la distincion entre
Ciencias y Letras. ..

1.° Nociones y ejercicios de aritmélica
y geometria.

2.° Aritmética y nociones de geometria.
3.° Aritmética y geometria.

4.° Algebra y trigonometria.

5.° Sin matemdticas.

6° Sin matemdticas.

Tabla 5. Reforma de 1931
{Plan Bugallal adaptado)

miticas asignatura en todos ellos. Los
contenidos, tomados de Rico y Sierra
(1992), los sintetizamos en la tabla 6. Tras
esta reforma de 1934, los cinco primeros
cursos se correspondian, aproximada-
mente, con los cuatro del Plan Bugallal,
pero puede apreciarse una importante
innovacién en los cursos 6.° y 7.°, apare-
ciendo por primera vez la geometria ana-
litica y los contenidos de anilisis, asi
como los nimeros complejos.

1.°-2.% Primeras: nociones de aritméfica y
geometria.

3°4.° Se inicia la presentacién racional
de la aritmética y la geometria, sin
que se explique de modo abstracto.

5.2 Algebra y geometria del espacio.

6.% Nomero real; limite y continuidad
de funciones, logaritmos, progre-
siones aritméticas 'y geométricas,
matematica: comercial, ‘némeros
complejos; trigonometria,

7.° Continuacion del andlisis y la geo-
mefria analitica.

Tabla 6. Reforma de 1934

En 1938, durante la Guerra Civil, el
Gobierno de Franco introdujo una nueva
reforma. En el texto legal se indicaba:

Mateméticas. Estudio ciclico desde las pri-
meras nociones de Aritmética y Geometria,
hasta la iniciacién de la Geometria
Analitica y del Algebra Superior, procuran-
do adiestrar a los alumnos, sobre todo en



los primeros cursos, en el calculo mental y
en los problemas précticos de caracter
métrico de la Aritmética y Geometria.

Los contenidos matemadticos de los siete
_afios figuran en la tabla 7 y se corres-
ponden con la reforma de 1934.

Aritmética y geometria.
Aritmética y geometria.

Aritmética, ‘geometria'y elementos de
4lgebra:

Ampliacion de élgebra y geometria

Algebra 'y ‘elementos de trigonome-
tria. s

. Algebra' y nociones de geometria
analifica.

. Nociones de dlgebra superior.

Tabla 7. Reforma de 1938

Etapa 2: 1953-1970

En 1953 se realiz6 una nueva reforma
que conservaba una segunda ensefianza
de siete cursos, pero agrupados en tres
etapas:

e 10-14 afios: Bachillerato Elemental,
cuatro cursos.

® 14-16 afios: Bachillerato Superior,
dos cursos. Especialidades: ciencias
y letras.

e 16-17 afios: Curso Preuniversitario.
Especialidades: ciencias y letras.

El Plan de 1953 sufri6 una modificacién
en 1957. Ya que los contenidos mate-
miéticos de ambos planes eran muy
similares, en la tabla 8 solo indicamos
los correspondientes al Plan de 1957.

Llama la atencién lo abierto del programa
de 5.° curso («desarrollo racional de algtn
capitulo de aritmética y otro de geome-
tria»), lo que fue aprovechado por algu-
nos profesores y ciertos libros de texto
para iniciar la ensefianza de las «natema-
ticas modernas», con una introduccién a
la teorfa de conjuntos y a las estructuras
algebraicas. Por otro lado, figuran por pri-
mera vez la combinatoria y la estadistica.

El curso
preuniversitario
(Preu)
recibio en
los primeros arios
una programacion
novedosa.
Durante
el avio escolar
se estudiaba
con intensidad
un solo tema.

WATEMATICAS

PRUEBA COMUN

1.° NOmeros naturales, decimales, fracciones.  Sistema
métrico decimal. Areas. Longitud de la circunferencia y
drea del circulo,

2.° Divisibilidad. Proporciones. Raiz cuadrada. Teorema de
Pitdgoras. Semejanza.

3.° Nmeros negativos. Ecuaciones de primer "grado.
Sistemas de ecuaciones. Triangulos. Iniciacién a la tri-
gonometria.

4.° Polinomios. Ecuacién de segundo grado. Geometria del
d
espacio. Poliedros, cilindros, conos, esferas, reas; vol-
menes.

5.°C Iniciacién al método racional. Desarrollo racional ‘de
algin capitulo de aritmética y ofro de geomelria.
Exponenciales y logaritmos. Progresiones. Vectores.
Nomeros complejos. Resolucién . -de - tridngulos.
Estadistica. Combinatoria.

6.°C Nomero real. Limite de sucesiones. Geometria analifica.
Derivadas e integrales.

Preu C Programa especiales.

Tabla 8. Reformas de 1953 y 1957

El curso preuniversitario (Preu) recibié en los primeros
afilos una programacion novedosa. Durante el afio escolar
se estudiaba con intensidad un solo tema. En los cursos
1957-58 y 1958-59 se tratd dntroduccion a los métodos
estadisticos». En las normas se precisaba que da Direccién
General de Ensefianza Media publicari, ademds, coleccio-
nes de enunciados de problemas, con el fin de orientar la
conveniente recapitulacién de las distintas partes de las
Matematicas, y para que sirvan de materia del examen oral
previstor, A partir del curso 1959-60 las Matematicas de
Preu se convirtieron en asignatura permanente, con un
programa que no cambiaba todos los afios. Se publicé un
cuestionario, cuyo contenido puede resumirse asi:

Aritmética y dlgebra. Sistemas de numeracién. Combinatoria.
Divisibilidad. Ndmero racional. Determinantes. Regla de Cramer.
Polinomios.

Geometria y trigonomefria. Movimientos en el plano. Homotecia
y semejanza. Sistemas de circunferencias. Inversién en el plano.
Movimientos en el espacio. Areas y volomenes. Geometria sobre
la esfera. Trigonometria esférica. Infroduccién a la astronomia.

A este contenido se le debe afiadir una parte practica de la
asignatura que incluia un repaso de los cursos anteriores.

En 1963 se produjo una nueva modificacién de los conte-
nidos del Curso Preuniversitario, quedando, sintéticamen-
te, de la siguiente manera:

Temario de las clases tedricas. {I) Nomero natural. Semianillo.
Sistemas de numeracién. Nomero entero. Grupo y anillo.
Divisibilidad. Ntmero racional. Cuerpo. Sistemas de ecuaciones.
Determinantes. Polinomios. Estadistica: distribuciones bidimensio-
nales, regresién lineal y correlacién. {ll) En el plano: movimientos,
homotecia, semejanza e inversién. En el espacio: fraslaciones,




giros y simefrias respecto de rectas, y simefrias respecto de pla-
nos. Geometria sobre la superficie esférica. Trigonometria esféri-
ca. Introduccién a la astronomia.

Temario de clases practicas (ademas de los contenidos de las cla-
ses tedricas). Funcién, limite, derivadas, diferenciales, méximos y
minimos. Integracién, aplicaciones al célculo de dreas, longitu-
des y volimenes. Trigonomefria y nimeros complejos.

Si comparamos los planes de 1953 y 1957 con los anterio-
res podemos concluir que se consolidan las matematicas
para todos los alumnos hasta los 14 afios y que su conte-
nido aumenta de forma significativaen los cursos superio-
res de la especialidad de ciencias.

Etapa 3: desde 1970

En 1970 se aprobdé la Ley General de Educacién, que
supuso un profundo cambio en la organizaciéon de los
ciclos educativos, quedando de la siguiente forma (sin
Formacion Profesional):

e 2-6 afios: Preescolar. No obligatoria.

e (-14 afios: Ensefianza General Basica (EGB), 8 cursos.
Obligatoria y gratuita.

— 6-10 afos: Primera etapa, 4 cursos.
— 10-14 afios: Segunda etapa, 4 cursos.

e 14-17 afios: Bachillerato Unificado y Polivalente
(BUP), 3 cursos.

e 17-18 afios: Curso de Orientacidn Universitaria (COU).

Debe observarse que se ampli6 la duracion de la segunda
ensefianza en un curso mas, retrasando asi el ingreso en
la universidad, por primera vez, hasta los 18 afios de edad.

Sobre la importante transformacién que supuso la Ley
General de Educacién, parece oportuno resaltar ahora tres
aspectos.

1. Se acabd con la dualidad de estudios a pattir de los
10 afios, ya que la Ensefianza General Bésica (EGB)
era comin a todos los alumnos hasta los 14 afios,
retrasando hasta esa edad la bifurcacion del camino
educativo.

2. La etapa correspondiente a los 10-14 afios constituia
antes el bachillerato elemental y se impartia por pro-
fesores licenciados, mientras que ahora es la segunda
etapa de la EGB.

3. La Formacioén Profesional se integra plenamente en el
sistema educativo.

Las matemadticas estaban presentes en todos los cursos de
la EGB y en los dos primeros del BUP. Era asignatura opta-
tiva en 3.° de BUP y en COU. Ademads, en COU habia unas
matemdticas comunes para todos los alumnos, cuyo conte-
nido consistia en 1dgica, teorfa de conjuntos y estadistica
En 1987 desaparecid esta asignatura comtn en COU y se

Morris Kline

EL FRACASO DE

LA MATEMATICA

MODERNA
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introdujeron dos opciones: Matemdticas
1, para futuros estudiantes de ciencias, y
Matemdticas II, para los que iban a estu-
diar ciencias sociales.

Los programas sufrieron una altisima
influencia de las «matematicas moder-
nas» teorfa de conjuntos y estructuras
algebraicas. En la primera etapa de la
EGB los contenidos se referfan a lo
siguiente: teoria intuitiva de conjuntos;
relaciones y aplicaciones; operaciones
con nimeros naturales; decimales; frac-
ciones, magnitudes y su medida; geome-
trfa elemental del plano con elementos
de topologia. En la tabla 9 damos un
resumen de los contenidos relativos a la
segunda ensefianza (Rico y Sierra, 1992).

Al poco tiempo de ponerse en marcha
los estudios propios de la Ley General
de Educacién se extendi6 la idea de que
los contenidos de «matemdticas moder-
nas» en la EGB conducian a un estrepi-
toso fracaso, motivado, entre otras razo-
nes, por la falta de una adecuada pre-
paracién cientifica del profesorado y
por los altisimos niveles de abstraccion
que se alcanzaban. Como consecuencia
de ello, en 1977 se inici6, con caricter
experimental, la implantacién de «pro-

5.°8.° EGB
2.9 etapa
(10-14)

1.° BUP
{14-15)

2.° BUP-
{15-16)

3.2 BUP
(16-17)
optativa
couc
(17-18)

optativa

Construccién del conjunto de los enteros, opera-
ciones. Construccién del conjunto de los raciona-
les, operaciones. Introduccién a las estructuras
algebraicas. Estudio de las magnitudes longitud,
amplitud, superficie y volumen, Funciones y ecua-
ciones. Proporcionalidad ‘de magnitudes.  Intro-
duccién a la estadistica.

Combinatoria. NOmeros reales. Polinomios.
Funciones polinémicas y su grdfica. Ecuaciones,

_ inecuaciones y sistemas. Progresiones. Estadistica.

Nomeros complejos.

Geometria vectorial y afin. Sucesiones y limite de
sucesiones, Funciones reales de variable redl.
Limites y continuidad. Funciones circulares, expo-
nenciales y logaritmicas. Derivadas y primitivas.

Producto escalar. Trigonometria. Geometria eucli-
dea del plano. Nomeros complejos. Célculo dife-
rencial. Cdlculo integral. Estadistica.

Algebra lineal. Geometria lineal. = Anélisis.
Probabilidad. -

Tabla 9. Reforma de 1970




. gramas renovados» para la EGB, que se
plasmaron de manera oficial en normas
de 1981 y 1982. Se llegd a organizar la
EGB en tres ciclos:

e 6-8 afios: Ciclo inicial. 1.° y 2.° de
EGB;

e 8-11 afios: Ciclo medio. 3.°,4.°y 5.°
de EGB;

e 11-14 afios: Ciclo superior. 6.°, 7.° y
8.° de EGB.

Sin embargo, el ciclo superior nunca
llegé a implantarse. Los contenidos no
se modificaron de forma importante,
pero descendi6 el peso de las estructu-
ras algebraicas y el enfoque «modernos.

Si nos fijamos en los contenidos de la
tabla 9 y los comparamos con los de las
reformas de 1953 y 1957 podemos con-
cluir lo siguiente:

1. se afianza la presencia de la proba-
bilidad y la estadistica;

2. el analisis mantiene su importante
papel;

3. las «natemiticas modernas» apare-
cen impregnando todos los conteni-
dos, aunque su influencia haya dis-
minuido con los afios; y

4, la geometria sufre una espectacular
desapareciendo
casi completamente la geometria
sintética e introduciéndose los
métodos vectoriales; en la EGB la
geometria se limita mucho, mien-
tras que en BUP y COU se presta
casi exclusiva atencién a la geome-
tria lineal, fuertemente vinculada a
los espacios vectoriales.

transformacion,

Algunos temas
seleccionados

En la seccion anterior hemos visto una
panordmica de los contenidos matema-
ticos de los programas oficiales. En la
presente seccién prestamos atencion a
la forma en la que algunos de esos con-
tenidos han sido presentados a los
alumnos. Concretamente, hemos selec-
cionado los siguientes temas: longitud
de la circunferencia, drea del circulo,

[Los temas elegidos/
son buenos
indicadores

de las formas
en las que
las matemadticas
se han enseriado,
reflejando el nivel
de abstraccion
y rigor
que se alcanzaba,
asi como
la atribucion
de significados a
ciertos conceptos
matematicos.
Ademads,
estos temas
se situan
en diferentes
ramas de
las matematicas:
geometria,
nimeros
Y andalisis.

drea de la superficie esférica, volumen de la esfera, nitme-
10S negativos'y nocion de limite.

Como puede observarse, no se trata de temas triviales.
Hemos pensado que son buenos indicadores de las formas
en las que las matemdticas se han ensefiado, reflejando el
nivel de abstraccién y rigor que se alcanzaba, asi como la
atribucion de significados a ciertos conceptos matemati-
cos. Ademds, estos temas se sitdan en diferentes ramas de
las matematicas: geometria, nimeros y analisis.

Como instrumento fundamental para averiguar como se
presentaban esos temas seleccionados a los alumnos,
hemos analizado un conjunto de libros de texto, ya que,
como indica Escolano (1992):

No se puede hoy, en rigor, reconstruir el pasado de nuestra edu-
cacién sin recurrir al examen de los libros escolares, instrumentos
que constituyeron el principal soporte de la ensefianza, tanto en lo
que se refiere a las estructuras formales de su organizacién curri-
cular como en lo que afecta a la misma préctica real de la vida
en las escuelas. [...] Los libros escolares constituyeron a buen segu-
ro la principal fuente de inspiracién en orden a la planificacién y
desarrollo del curriculum seguido por nuestras instituciones educa-
tivas a lo largo del pasado siglo y de buena parte del presente.

En los altimos afios se ha desarrollado un gran interés por
los libros de texto. Son objeto de multiples investigacio-
nes, como el programa francés Emmanuelle (Escolano,
1992) o el espafiol Manes. Tiana (1992) observa que:

...los historiadores de la educacién han comenzado a dedicar
alguna atencién a aspectos tales como los textos escolares. El
hecho de tratarse de piezas relevantes en el conjunto de la dota-
cién escolar ha invitado o un nGmero creciente de investigadores
a acercarse a ellos.

En los ltimos afios, la Asociacién Nacional de Editores de
Libros y Material de Ensefianza (ANELE) ha organizado
exposiciones sobre libros de texto o que los incluian (£]
libro de texto y la escuela, 1992; El libro escolar, 1996).

Los libros de texto que hemos consultados de la primera
etapa histérica que consideramos (hasta 1953) no se
corresponden exactamente, en la mayoria de los casos,
con un determinado curso, sino que tienen un contenido
que se usa en distintos cursos, segin los planes en vigor.
En las dos etapas siguientes, los textos si indican siempre
el nivel educativo para el que estin pensados.

Nocion de limite

El concepto de limite tiene una formulacién dificil, pese a
la idea intuitiva que podamos tener. A lo largo del siglo,
las definiciones escolares fluctGan entre los dos extremos:
el de la definicion abstracta y el de la imagen visual.

Estamos interesados principalmente en las primeras defini-
ciones que se presentan a los alumnos sobre la nocién de
limite, por lo que no nos referimos a las definiciones que
se dan en los libros correspondientes al Preuniversitario




(Planes de 1953 y 1957) ni al Curso de Orientacién
Universitaria (COU), que generalmente ofrecen una formu-
lacién abstracta ilustrada con ejemplos.

El texto mds antiguo que hemos consultado (Aguayo,
1919, 2.* edicién) no utiliza ni un solo simbolo y se refie-
re a variables y cantidades:

Limite de una variable es una cantidad constante a la cual no
puede igualar {de un modo permanente) la primera al seguir su
ley de variacién, pero a la que se acerca indefinidamente,
pudiendo llegar a diferir de ella en una cantidad tan pequefia
como se quiera.

La anterior definicion se funda en la idea de aproximacién
asocidndola a la de pequefiez. El libro de Salinas y Benitez
(16.* edicién, 1940; 18.2 edicién, 1952) se apoya en la de
aproximacion:

Cuando una magnitud variable, X, se aproxima indefinidamente
a ofra fija, A, de tal modo que la diferencia, A~ X o X - A, pueda
ser menor que cualquier magnitud dada, sin reducirse nunca a
cero, se dice que A es el limite superior o el inferior de X.

Obsérvese que en las definiciones anteriores quedan
excluidas las funciones (variables) constantes.

No hemos encontrado formulaciones modernas de la
nocién de limite antes del texto de Baratech y Royo (1938,
7.° bachillerato), que lo hace mediante la formulacién e-8,
aunque de una manera deficiente al no quedar claro que
d depende de e. Reproducimos un parrafo mas amplio
para ofrecer no sélo la nocién de limite, sino también la
de funcién, variable...:

En el calculo algebraico representamos los nimeros por letras De
una letra que designa un nimero indeterminado que puede adop-
tar infinitos valores, decimos que es una variable, mientras que a
las que representan nimeros determinados se les llama constantes.

Cuando una variable, y, depende de ofra, x, de manera que, a
cada valor particular que tome x corresponde un valor para vy,
diremos que y, es una funcién de la variable x. La dependencia
entre la variable independiente y la funcién, se representa sim-
bolicamente, escribiendo
y=fix,

expresién en la que la serie de operaciones que es necesario efec-
tuar con la variable independiente para obtener el valor de la fun-
cién, se indica por una letra f, llamada caracteristica de la funcién.

Dada una funcién y = fix), se dice que y tiene limite b, cuando x
tiende hacia g, si es posible tomar un nimero positivo a, tal que
para todos los valores x que verifiquen la desigualdad

Ix-d<a
corresponden valores a y, que cumplen con la condicién
ly-bl<e

siendo & un nimero positivo, tan pequefio como se quiera.

El siguiente parrafo (Brufio, s.f., 6.° bachillerato) sobre
sucesiones convergentes se inscribe en el tipo de defini-
ciones basadas en la pequefiez y posee la particularidad
de no usar simbolos:

Limite de una sucesién es un nimero fijo tal
que la diferencia entre dicho nimero y cual-
quiera de los términos que sigan a uno
dado pueda hacerse tan pequefia como se
quiera en valor absoluto.

Estamos ante una definicion moderna,
en la que se hace alusién a ntimeros, no
a cantidades, y se utiliza el valor absolu-
to para expresar la distancia entre dos
nameros. No obstante, se trata de una
definicién confusa o errénea, al no esta-
blecerse que el término «dado» depende
de lo pequefia que se desee hacer la
diferencia entre el limite y los términos
de la sucesién. Este mismo libro utiliza la
convergencia de sucesiones para presen-
tar la nocién de limite de una funcién:

La funcién y = f{x) tiene por limite b cuando
x = a, cuando para todas las sucesiones de
valores de x

Xy X Xapoew X,

que fienen por limite a, los correspondien-
tes valores de fx)

f(x1)/ f(xz)/ ﬂxs)/-" f(xn)

tienen por limite b.

Basandose también en la idea de peque-
fiez y refiriéndose a sucesiones, define
Puig Adam (1964, 6.° bachillerato):

Se dice que la sucesién indefinida de nome-
ros reales

Qs Oy, Oy, @
o el nimero real variable o, tiene por limite
el nomero real fijo «, si la diferencia o - o,
puede llegar a ser, en valor absoluto, tan
pequefia como se quiera, desde un cierfo
valor de n en adelante.

Anilogamente, y para sucesiones, Se-
gura (1974, 5.° bachillerato) escribe:

Se dice que una sucesion indefinida de
nimeros tiene por limite L, cuando la dife-
rencia IL - a | es menor que un valor positi-
vo arbitrariamente pequefio desde cierto
término en adelante.

Utilizando las ideas de aproximacion y
pequefiez, Rios y Rodriguez Sanjuin
(1962, 6.° bachillerato) dan la siguiente
definicion:

El limite de la funcién fix), cuando x tiende
a a, es el nimero b, si se verifica que los
valores de la funcién fix) se aproximan
tanfo como queramos a b, tomando los
valores de la variable x convenientemente
proéximos a a.



En los afios de las «matemditicas moder-
s encontramos textos que ofrecen una
_definicién de limite muy general, propia
 Je los espacios topolégicos, utilizando
. para ello los conceptos de entorno y

 entorno reducido. Por ejemplo, Marcos
de Lanuza (1968, 5.° bachillerato):

Decimos que una funcién y = fix) tiene limi-
te | cuando x = @, cuando la imagen inver-
sa de un entorno de [ es un enforno de a o
un entorno reducido de a.

En lugar de usar la imagen inversa de
un entorno, como se hace en el texto
anterior, Agusti y Vila (1976, 2.° BUP)
utilizan la imagen directa, aunque luego
se traslada esta definicidén a una poco
precisa formulacion e-:

Diremos que m es el limite de F en g, si
para todo entorno B de m se puede encon-
trar un «entorno reducido» de a:

A=A\ {a}
de modo que:
BD FA).
Utilizando la notacién del valor absoluto
decimos que:
limF=m
si para todo radio & de un entorno de m:
[Fx) - ml <&
se puede encontrar un nimero r, radio de
un entorno de g, de modo que

O<lIx-d<r

En el texto de Anzola, Caruncho y
Gutiérrez (1977, 2.° BUP) encontramos
una definicion que hace uso de la idea
de entorno, aunque se puede conside-
rar del tipo &-8:

Se dice que la funcién f tiene por limite el
nomero real L cuando x tiende a a si para
todo entorno E{l, €} de L de radio ¢ se
puede encontrar un entorno E, (a, 8) de a de
radio 8 tal que si x€ E|(a, 8), x# q, se veri-
fica Ax) € EL, ©).

Rodriguez Vidal (1973, 6.° bachillerato)
utiliza varias definiciones, indicando de
manera expresa que son equivalentes, Se
trata de integrar las diferentes ideas y for-
mulaciones, aunque finalmente convivan
sin mucho orden «abores» muy distintos:

Se dice que un nimero es el limite de una
sucesién numérica, cuando los términos de
la sucesién llegan a ser y a permanecer tan
proximos como se quiera a este nimero.

...durante
la primera parte
del siglo
se utilizan
los conceptos
de cantidad-
magnitud
y variable,
en lugar de
los de ntimero
Y funcion.

La célebre
definicion -0
(debida a
Weierstrass)
se ha reproducido
por algunos
autores, aunque
con frecuencia de
manera incorrecta
0 poco precisa.
La mayoria
ha preferido
Suavizar»
la definicion con
las mds intuitivas
ideas
de aproximacion
Y pequeriez. ..

Sea y una variable funcién de x. Si la variable independiente x
toma una sucesién de valores

Xys Xgy Xgpoon X, [
la variable funcién tomaré otra sucesién de valores

Ve Yor Yare Yo (2]
Pues bien: si para todas las sucesiones [1] que tengan por limi-
te un nimero determinado a, se cumple que las correspondien-

tes sucesiones [2] tienen un mismo limite b, diremos que la fun-
cién y = fix) tiene el limite b, para x tendiendo a a.

Diremos que una variable x tiene por limite @, x = a, cuando su
ley de variacion es tal, que llega a esfar y permanecer indefini-
damente comprendida entre los valores a— ¢ y a + € [siendo € un
nimero positivo arbitrariamente pequefio).

Diremos que y = fix) tiene por limite b para x —= @, cuando fijado
un entorno de b tan pequefio como se quiera, sea [b -8, b + 8],
se puede encontrar ofro entorno de a, sea [a - g, a + &), de tal
modo, que la funcién fix) tome un valor comprendido en aquel
entorno de b, siempre que la x pertenezca a este entorno de a.

Por su parte, Guzmdén, Colera y Salvador (1988, 2.° BUP)
* definen limite de la manera siguiente:

fix) = I cuando x — p <> 1fix) - Il es mas pequefio que un nme-
ro prefijado €, para todos los valores de x suficientemente préxi-
mos a p.

Posiblemente sea esta la definicion que hemos encontrado
en la que mejor convivan la precision, el rigor y las ideas
intuitivas.

Después de este recorrido podemos afirmar que durante
la primera parte del siglo se utilizan los conceptos de can-
tidad-magnitud y variable, en lugar de los de ntmero y
funcién. Es decir, la fundamentacién de la nocidn de
namero sin alusién a cantidades y magnitudes, que se pro-
dujo en la segunda mitad del siglo xx (de la mano de
Dedekind y otros muchos), comenzd a tener reflejo en los
libros escolares espafioles de segunda ensefianza en el
segundo tercio del siglo.

La célebre definicion &-0 (debida a Weierstrass) se ha repro-
ducido por algunos autores, aunque con frecuencia de
manera incorrecta 0 poco precisa. La mayoria ha preferido
«uavizar la definiciéon con las mds intuitivas ideas de apro-
ximacién y pequefiez, aunque otros han optado por usar una
definicion més general, la propia de los espacios topoldgicos.

Nomeros negativos

Los nimeros negativos se presentan siempre después de
haber estudiado los nimeros naturales y los racionales no
negativos. Normalmente, en un primer curso se introducen
los enteros negativos y, en un curso posterior, se realiza la
ampliacién a los racionales.

En los libros de texto correspondientes a los distintos pla-
nes encontramos tres formas de introducir los ndmeros
negativos, que llamaremos adjuncion, definiciony gene-
ralizacion, y que a continuacién explicamos.




El método que llamamos adjuncion consiste en afiadir a los
nimeros positivos sus opuestos, los cuales se introducen
mediante la correspondiente notacién. Es decir, para cada
namero positivo x se considera su opuesto que se denota
por —x. Los textos que hemos consultado correspondientes
a los planes de estudio anteriores a 1953 utilizan la forma
adjuncion, forma que también usan algunos libros de la
etapa 1953-1970. Por ejemplo, Crusat (1942), Juan (1949) y
Ruiz (1950, 3.° Bachillerato). En este Gltimo se dice:

Nomero entero positivo es el nimero natural. Nimero entero
negativo es el numero natural precedido del signo —. Los nimeros
enteros componen la sucesién:

v =0y, -3,-2,-1,0,1,2,3, ..., n,...
En Crusat (1942) encontramos:

Los nGmeros contenidos en la serie natural, ampliada con la infro-

duccién del cero y de los nomeros negativos se llaman nomeros
enteros.

La forma de introducir los negativos que hemos denomi-
nado por definicién consiste, basicamente, en decir que
los nimeros enteros son los nimeros naturales con signo,
de manera que Z viene dado por

Z = [y _3> _2y _ly Oy +1) +2> +3y '}

Lo que diferencia esta forma del anterior método de adjun-
cién es que los ntimeros enteros positivos ahora tienen un
signo, lo que no ocurria con los nimeros naturales. Lo que
lleva a contemplar a los naturales y los enteros positivos
como si tuvieran una waturaleza» diferente. En Anta y

otros (1986, 7.° EGB) se insiste de forma explicita en este
hecho:

No olvides que los nomeros enteros se representan con un signo
delante (+ o -} excepto el cero.

La introduccién de los negativos mediante el método de
definicion se puede encontrar en Brufio (1954, 3.°
Bachillerato), Achén vy otros (1985, 7.° EGB) y Gil y otros
(1984, 7.° EGB).

La tercera forma de introducir los negativos, que hemos
denominado generalizacion, es la que tiene mas sabor de
«matemdticas modernas». El primer paso consiste en con-
siderar, en el conjunto de los pares de niimeros naturales
N x N, la relacién de equivalencia = definida por

(ab=(dsa+rd=b+c

Entonces, el conjunto de los ntimeros enteros Z se defi-
ne como el cociente N x N /= es decir, un niimero ente-
1o es una clase de equivalencia y en cada una de ellas se
elige un representante canodnico, precisamente el Gnico
par que tiene 0 en alguna de sus dos componentes. El
paso siguiente suele ser el establecimiento de otra forma
de expresar los nimeros enteros, tala como hace, por
ejemplo, el texto de Gonzilez y Cappa (1977, 7.° EGB):

En cuanito
al tratamiento
diddctico
que reciben los
numeros negativos
Y sus operaciones
se observan
< cambios
a lo largo del siglo.

Los nameros enteros cuyo representante
candnico tiene el 0 en segundo lugar, se
expresan con signo +. Ejemplo, (1,0) se
representa por +1. Los nimeros enteros
cuyo representante canodnico tiene el 0
en primer lugar, se expresan con signo —.
Ejemplo, (0,1) se representa por —1.

Una vez presentadas las operaciones de
adicién y multiplicacién junto con sus
propiedades, se hace hincapié en que el
conjunto de los niimeros enteros tiene
estructura de anillo no conmutativo res-
pecto de estas dos operaciones.

La forma generalizacion de introducir
los nimeros negativos aparece en algu-
nos textos de los Gltimos afios en los
que estuvo vigente el plan de 1953
(Marcos de Lanuza, 1965, 3.°
Bachillerato), pero es tipica de los pri-
meros afios del plan de 1970 (Gonzilez
y Cappa, 1977; Rico y otros, 1983), en el
marco de las «matemadticas modernas»,

Los métodos generalizacion y definicion
tienen en comin la creacién de quevos
nimeros positivos» que son distintos de
los nimeros positivos de los que se par-
tia. Es por ello, que en el caso de los
nimeros enteros se hace necesario esta-
blecer un isomorfismo entre los enteros
no negativos y los naturales (Gonzélez y
Cappa, 1977, 7.° EGB), o bien, es nece-
sario identificar ambos conjuntos (Gil y
otros, 1984, 7.° EGB; Anta y otros, 1986,
7.° EGB).

En cuanto al tratamiento didédctico que
reciben los ntGmeros negativos y sus
operaciones se observan cambios a lo
largo del siglo.

En la primera etapa, hasta 1953, el
esfuerzo se centra en el cilculo algorit-
mico, con escasas aplicaciones y alusio-
nes a situaciones concretas. Suele moti-
varse la necesidad, o al menos la con-
veniencia, de introducir los nimeros
negativos aludiendo a su uso en situa-
ciones concretas en las que estdn pre-
sentes magnitudes con doble sentido,
siendo esta la Gnica referencia a situa-
ciones reales que se suele hacer. A par-
tir de ahi, el enfoque de los nimeros
negativos es totalmente abstracto,
poniendo énfasis en las operaciones y
las propiedades de las mismas, de



manera que las actividades que se pro-
ponen a los alumnos son casi exclusi-
yamente de prictica algoritmica. En
algunos casos las reglas se redactan de
 manera engorrosa y fundadas en la
. compensacién o aniquilamientor de

 cantidades con signo opuesto. Por

k ejemplo, en Salinas y Benitez (1939,
112 ed.) se presenta la siguiente expli-
cacién de la regla para sumar nimeros
positivos y negativos:

Es indudable que de la reunién o agrega-
cién de dos cantidades de igual signo resul-
ta ofra tercera afectada del mismo signo, y
cuyo valor numérico es la suma de los valo-
res numéricos de ambas; mientras que,
segin hemos visto, el efecto de dicha agre-
gacién, cuando las dos cantidades consi-
deradas tienen diverso modo de existencia,
consiste en la destruccién de una parte de
la mayor, igual en valor absoluto a la
menor, o bien en su diferencia afeciada del
signo mayor.

En Crusat (1942) se expresa la misma
idea:

Si se trata de sumar un nmero positivo con
uno negativo o viceversa, en la suma deben
reunirse las unidades de los dos sumandos,
pero, siendo las del sumando negativo
opuestas a las del positivo, cada una de las
del primero neutraliza una unidad del
segundo, lo que da por resultado un con-
junto de unidades igual al exceso de uno
de los nimeros sobre el ofro.

Los cambios en el plan de 1953 son
pequefios, pero se aprecia un mayor
esfuerzo didactico en el tratamiento de
los nGmeros negativos, lo que se nota
en redacciones mis simples y claras de
las reglas operatorias y, sobre todo, en
las aplicaciones de estos nimeros a
situaciones reales, no solo cuando se
introducen, sino también al justificar las
reglas operatorias. A pesar de ello, la
mayoria de las actividades que se le
proponen a los alumnos se suelen cen-
trar en la prictica operatoria.

Desde luego, el cambio mis espectacu-
lar se produjo en los primeros afios del
plan de 1970, cuando se impuso la
construcciéon del conjunto de los ntime-
ros enteros Z en el marco de las unate-
mdticas modernas», de forma que ese
conjunto se convertia en un ejemplo de
anillo, realmente casi el Gnico. Este tra-

Los cambios
en el plan de 1953
son pequerios,
pero se aprecia
un mayor esfuerzo
diddctico en
el tratamiento
de los ntimeros
negarivos,
lo que se nota
en redacciones
mds simples
y claras
de las reglas
operatorias
¥, sobre todo,
en las aplicaciones
de estos nuimeros
a situaciones
reales. ..

tamiento de los niimeros negativos produjo una ausencia
de situaciones reales cuando se presentan las operaciones.

A medida que se superaba el enfoque estructuralista,
durante el plan de 1970, ganaba terreno una mayor cone-
xi6n de los nimeros negativos con situaciones reales, de
forma que el establecimiento de las reglas operatorias se
ha hecho a través de cilculos en situaciones sencillas, ade-
mas de disminuir el uso de las expresiones algebraicas y
aumentar los ejemplos numéricos.

Longitud de la circunferencia

A lo largo del siglo, se encuentran libros de texto de los
primeros cursos de la segunda ensehanza que deducen la
férmula de la longitud I de una circunferencia de radio 7,

L = 2wy,
mientras que otros optan por simular un experimento.
*En el método experimental se dice algo similar a lo
siguiente: si se coloca un hilo pegado a la circunferencia,
se extiende y se mide su longitud Ly luego se mide la lon-

gitud de su didmetro d = 27, entonces se obtiene aproxi-
madamente

I/d = 3,1416;

si se repite esta operacién con cualquier otra circunferen-
cia, se obtiene siempre el mismo resultado. Ese cociente
constante es un nimero que se llama w (po:

L/d=m;
consecuentemente, resulta que
L= 2mr.

De esta manera proceden los textos de Cenzano (s.f,, 1.°
bachillerato), Taboas (1935), Brufio (1958, 1.° bachillera-
to), Marcos y Martinez (1966, 1.° bachillerato; 1966, 2.°

Figura 2. Formas de medir el digmetro y la longitud de la circunferencia



bachillerato), Marcos de Lanuza (1968, 1.° bachillerato),
Santillana (1972, 6.° EGB), Aizpin (1974, 6.° EGB),
Santillana (1982, 5.° EGB), Santillana (1983, 6.° EGB) y
Santillana (1983, 7.° EGB).

En los planes de 1953 y 1957, el método de la experi-
mentacion es el que se usa en el primer curso, cuando por
primera vez se estudia la longitud de la circunferencia,
aunque ya en el curso siguiente se deduce la férmula. Sin
embargo, en la etapa de la Ley General de Educacion, a
partir de 1970, la forma experimental es la Gnica que apa-
rece en los libros de texto.

La manera de deducirla longitud I de la circunferencia es
considerarla como limite del perimetro P de un poligono
regular inscrito en la circunferencia, cuando el nimero de
lados crece indefinidamente (tiende a infinito) o, equiva-
lentemente, la longitud del lado tiende a cero. Sean Ly I’
las longitudes de las circunferencias de radios ry 7 res-
pectivamente, y Py P’los perimetros de poligonos regu-
lares, del mismo nimero de lados, inscritos en las respec-
tivas circunferencias. Resulta entonces

P/P =1y

Como 7/7’es constante, al aumentar el nimero de lados la
igualdad anterior sigue siendo vilida y en el limite se
obtiene

/L =v/v

es decir, las longitudes de las circunferencias son propor-
cionales a sus radios. De este resultado se obtiene que 1/
es constante y a la mitad de ese ntimero se le llama m (pi).
Luego

L =2my.

El método deductivo es el que se utiliza en los libros de
Vallin (1896), Aguayo (1923), Xiberta (1926), Llardent
(193D), Rodriguez Vidal (1958, 2.° bachillerato), Garcia Roca
(1960, 2.° bachillerato) y Brufio (1960, 2.° bachillerato).

En los planes de 1953 y 1957 este es el método de 2.° de
bachillerato. No lo hemos encontrado en los libros de
texto de EGB que hemos consultado.

Los textos a los que nos hemos referido se centran en el
calculo de la longitud de la circunferencia y suponen
conocida ya esa idea. Sin embargo, Rey Pastor y Puig
Adam (1935, 2.° bachillerato) estiman que se debe dar una
definicién de esa longitud, que justifican en que los peri-
metros de los poligonos inscritos se aproximan a la longi-
tud de la circunferencia aumentando el nimero de lados,
de forma que el cociente I/d es constante:

Este hecho que la intuicién nos dicta se expresa en Geometria dando
la siguiente definicion abstracta (aplicable también a ofras lineas):

Definicién. Longitud de la circunferencia es el limite del perimetro
de un poligono inscrito cuyos lados tienden a cero.

La palabra limite se emplea precisamente para indicar que el
error puede llegar a ser tan pequefic como se quiera.

@

Rey Pastor
v Puig Adam
(1935,
2.° bachillerato)
estiman que
se debe dar
una definicion
de esa longitud,
que justifican en
que los perimetros
de los poligonos
inscritos
se aproximan
a la longitud de
la circunferencia
aumentando
el ntimero
de lados,
de forma que
el cociente 1/d
es constante. ..

Varios autores posteriores imitan esta
forma de proceder. Por ejemplo, Garcia
Roca (1960, 2.° bachillerato):

Este hecho, que la intuicién nos dicta, pode-
mos expresarlo dando la siguiente defini-
cién abstracta: longitud de la circunferen-
cia es el limite del perimetro de un poligo-
no inscrito cuando la longitud de sus lados
tiende a cero.

También Brufio (1954, 3.° bachillerato)
da una definicién, pero ahora para pre-
cisar la nocién de circunferencia:

Vamos a establecer otra definicién...
Diremos que: la circunferencia es el limite
comin de los poligonos regulares, inscritos
y circunscritos, cuando el nomero de sus
lados aumenta hasta el infinito.

Aunque el autor no lo sefiala explicita-
mente, cabe deducir que la dongitud del
limite es el limite de las longitudes»
Haciendo cilculos concluye que da
medida de la circunferencia es 3,14159...
cuando se toma el didmetro por unidadb.

Area del circulo

Hasta la reforma de 1970. el tema del
drea del circulo se estudia en los dos
primeros cursos del bachillerato, mien-
tras que en la EGB lo habitual es encon-
trarlo en 7.° curso.

Entre los autores consultados hay uno
(Aizptn, 1974, 6.° EGB) que, sin ningtin
tipo de explicacién, afirma que el 4drea
A del circulo de radio 7 viene dada por
la formula

A=nr.

Sin embargo, casi todos los libros anali-
zados proceden a deducir la férmula:
Vallin (1896), Aguayo (1923), Xiberta
(1926), Cenzano (s.f.,, 1.° bachillerato),
Taboas (1935), Llardent (1931), Rodri-
guez Vidal (1958, 2.° bachillerato), Bru-
fio (1958, 1.° bachillerato; 1960, 2.° ba-
chillerato), Marcos y Martinez (1966, 2.°
bachillerato), Marcos de Lanuza (1968,
1.° bachillerato), Santillana (1983, 7.°
EGB), Mansilla y Bujanda (1988, 7.°
EGB). Consideran el 4rea A del circulo
como limite del drea de un poligono
regular inscrito en la circunferencia,
cuando el ndmero de lados crece inde-



. bachillerato): se divide el circulo en sec-

finidamente. Un resultado previo funda-
mental es el siguiente:

grea del poligono = la mitad del perimetro por la apotema

Entonces, en el limite se obtiene |

; drea del circulo =
=g mitad de la longitud de la circunferencia por el radio.

Es decir,
A= 1/2) 2mrr = wi,

Un razonamiento deductivo diferente se
encuentra en Garcia Roca (1960, 2.°

tores circulares, lo suficientemente
k pequefios para que parezcan tridngulos,
de esta forma se obtiene una figura que
es «asb un rectdngulo de base la longi-
tud de la semicircunferencia y de altura
el radio. Es frecuente que este razona-
miento se ilustre con un dibujo como el
de la figura 3.

(i)

Figura 3. (I) El circulo se descompone en pequefios «tridngulos»
cuyas Greas suman la del circulo. (ll) Los pequefios triGngulos

se colocan formando un recténgulo

De igual modo que hacian con la longi-
tud de la circunferencia, Rey Pastor y
Puig Adam (1935) definen lo que se
entiende por drea del circulo, ofrecien-
do una justificacién de tal definicion,
basada en un razonamiento como el
anterior de Garcia Roca. Con palabras
de los autores:

Parece pues natural definir el drea del cir-
culo como la de un paralelogramo de altu-
ra igual al radio ry de base igual a la semi-
circunferencia (mr).

De ahi se obtiene inmediatamente la

férmula.

4 o o ’ o
Area de la superficie esférica

Para justificar que el drea A de la superficie esférica de
radio »viene dada por la férmula

S =4 qr?

los autores de los libros de texto consultados utilizan de
nuevo un método deductivo o uno experimental. Sin
embargo, en los textos de los primeros cursos es muy fre-
cuente encontrar la expresion anterior para S sin ninguna
clase de justificacion: Cenzano (s.f., 1.° bachillerato),
Rodriguez Vidal (1958, 2.° bachillerato), Brufio (1960, 2.°
bachillerato), Garcia Roca (1960, 2.° bachillerato),
Santillana (1983, 7.° EGB).

Cuando se opta por deducir la férmula, el primer paso que
se da es probar que el 4rea S de la superficie engendrada
por un segmento que gira alrededor de una recta copla-
naria y que no lo corta viene dada por

S = 2mab,

siendo « la longitud del segmento de mediatriz entre el
segmento y la recta, y b la longitud de la proyeccién del
segmento sobre la recta (figura 4).

Figura 4. Segmento que gira alredededor
de una recta coplanaria

Por ejemplo, Brufio (1960, 4.° bachillerato) enuncia y
demuestra el siguiente teorema:

Si un segmento gira alrededor de un eje del mismo plano y no lo
corta ni le es perpendicular, el drea de la superficie engendrada
por el segmento es igual al producto de su proyeccién sobre el
eje por la longitud de la circunferencia, cuyo radio es la porcién
de mediatriz del segmento comprendido enfre éste y el eje.

Cabe observar el pequefio error que se comete al decir
que el eje es «del mismo plano» que el segmento, en lugar
de decir que el segmento vy el eje son «coplanarios». En la
demostracién se distinguen varios casos y usa los ya cono-
cidos resultados sobre el 4rea lateral del cilindro, del cono
y del tronco de cono.

En segundo lugar se establece que el 4rea Sde la super-
ficie engendrada por un poligono regular de radio ry de




un namero par de lados que gira alrededor de uno de
sus didmetros es el producto del didmetro » = 27 por la
longitud de la circunferencia cuyo radio es la apotema a
del poligono

S=2na2r= 4dnar,

En tercer y ltimo lugar, se pasa al limite y resulta que el
drea de la superficie esférica, que se obtiene al girar una
semicircunferencia, es el producto de la proyeccién b = 2r
por la longitud 2w, luego

S=2m2r= 4mr.

Este modo de proceder, deduciendo la férmula, lo usan
los siguientes autores: Vallin (1896), Aguayo (1923),
Xiberta (1926), Llardent (1931), Brufio (1960, 4.° bachille-
rato). Algunos autores del plan 1957 lo usan en 4.° de
bachillerato. No se usa en la EGB.

Varios autores utilizan un método experimental: se enro-
lla una cuerda delgada alrededor de una semiesfera,
hasta cubrirla, y después el cordén se enrolla sobre dos
circulos cuyos radios son los de la esfera; se ve que
ambos circulos quedan recubiertos (figura 5). Por tanto,
(1/2) § = 2n7?; luego

S= 4ur

Asi han hecho Taboas (1935), Marcos y Martinez (1966, 2.°
bachillerato) y Mansilla y Bujanda (1988, 7.° EGB).

De nuevo ahora son Rey Pastor y Puig Adam (1935) los
Gnicos que dan una definicion del drea de la superficie
esférica:

...definimos diciendo: el drea de la superficie esférica es la de la

superficie lateral de un cilindro que tiene el mismo radio y como
altura el digmetro de la esfera.

De ahi se obtiene la férmula.

Varios autores
utilizan
un meétodo
experimental:
se enrolla una
cuerda delgada
alrededor de
una semiesfera,
hasta cubriria,
) despues
el cordon
se enrolla sobre
dos circulos
cuyos radios son
los de la esfera;
se ve que
ambos circulos
quedan
recubiertos. ..

Figura 5. Experimento para ver que el érea de la superficie esférica
(a) es el cuadruple de la del circulo

Volumen de la esfera

Algunos textos dan la férmula del volu-
men de la esfera sin ninguna justifica-
cién: Cenzano (s.f., 1.° bachillerato),
Garcia Roca (1960, 2.° bachillerato),
Rodriguez Vidal (1958, 2.° bachillerato),
Brufio (1960, 2.° bachillerato), Aizpin
(1974, 7.° EGB).

Los autores que deducen, comienzan
por enunciar y demostrar que el volu-
men engendrado por un tridngulo ABC
que gira alrededor de un eje EB situa-
do en su plano y pasando por uno de
sus vértices B es igual a un tercio del
producto del drea que engendra el
lado AC por la altura b relativa a este
lado. Como enuncia Brufio (1960, 4.°
bachillerato):

El volumen engendrado por un tridngulo
que gira alrededor de un eje situado en
su plano pasando por un vértice sin cor-
tarle, es igual al tercio del producto del
drea engendrada por el lado opuesto al
vértice fijo, por la altura relativa a este
vértice.

De aqui se obtiene, en segundo lugar,
que el volumen que engendra un poli-
gono regular al girar alrededor de un
didmetro es un tercio del drea de la
superficie que engendra por el radio.
Finalmente resulta el volumen de la
esfera como paso al limite:

V =(1/3) Sr=(1/3) 4 wr*r = (4/3) ns.

Otra forma deductiva consiste en el
siguiente razonamiento: se descompone
la esfera en piramides de vértice el cen-
tro. La esfera puede considerarse enton-
ces como una pirdmide degenerada,
cuya «baser es la superficie esférica.
Como el volumen de la pirimide viene
dada por

volumen de la piramide = un tercio
del drea de la base
por la longitud de la altura,

se obtiene para la esfera
V= (1/3) Sr=(1/3) 4 nr*r= (4/3) nr.

El método deductivo lo usan: Vallin
(1896), Aguayo (1923), Xiberta (1926),
Llardent (1931) y Brufio (1960, 4.°
bachillerato). Se suele usar en 4.° del



bachillerato del plan de 1957 y no apa-
rece en la EGB.

gl dibujo de la figura 6, tomado de
Marcos y Martinez (1966, 2.° bachillera-
to), ‘ilustra un experimento justificativo
de que el volumen de la esfera de radio
~ pes igual a los 2/3 del volumen de un
cilindro circunscrito (que tiene de radio
‘ de la base ry de altura 27).

Figura 6. Experimento para ver que el volumen de la esfera
es 2/3 del volumen del cilindro circunscrito

Equivalentemente, el volumen de tres
semiesferas de radio r es lo mismo que
el volumen del cilindro circunscrito a la
correspondiente esfera.

Conclusiones

A lo largo del siglo, ha variado mucho el peso de las
matemdticas en los planes de estudio (ver tabla 10).
Ciertas reformas han limitado el estudio de las matemati-
cas hasta los catorce afios, mientras que otras las han
situado en todos los cursos. Sin embargo, en el Gltimo
medio siglo se ha consolidado la idea de unas matemati-
cas para todos, antes hasta los catorce afios y ahora hasta
los dieciséis, y otras matematicas de especialidad, segiin
las orientaciones de los alumnos. Especialmente esto es
asi, ahora, con la LOGSE.

Los contenidos matemadticos se han visto sometidos a
importantes cambios. En el primer tercio de siglo se cen-
traban en aritmética y geometria, con algunas nociones
de dlgebra y trigonometria. Como revela lo que ya
hemos dicho sobre los niimeros negativos, se trataba de
una ensefianza en la que los algoritmos ocupaban un
lugar muy destacado, situaciéon que con el tiempo se
amortigua, pero que, de una u otra forma, llega hasta
nuestros dias.

En el Plan de 1934 aparece la innovacién de la iniciacidon
del anilisis. A particr de entonces, cada reforma ha
supuesto una ocasion para aumentar el peso, en los pro-
gramas oficiales, del estudio de las funciones y del cal-

culo infinitesimal.

Otra forma experimental es compro-
bar, mediante trasvase, que el volumen
de la semiesfera de radio # coincide
con la suma de los dos volimenes de

dos conos iguales de radio de la base
ry de altura 7.

El método experimentallo utilizan Taboas
(1935), Marcos y Martinez (1966, 2.°
bachillerato), Santillana (1983, 7.° EGB) y
Mansilla y Bujanda (1988, 7.° EGB).

De nuevo citamos a Rey Pastor y Puig
Adam (1935) como los Unicos autores
que dan una definicién. Consideran que
la esfera puede descomponerse en cuer-
pos que parecen pirdmides de vértice el

1900 1934 1953
Edad 1899 1901 1926 1931 1938 1957 1970
1903
10-11 sf si sf sf sf si si
11-12 si si st si si si si
12-13 sf si no st si si st
13-14 sf si sf sf si si si
14-15 sf no  sifc) No sf si (c) st
15-16 st no silc No si si[c) st
16-17 no — — —_ sf sife) st (¥)
17-18 — — — — —_ — st

centro de la esfera. Entonces:

modo de definicién, la siguiente regla: el
volumen de la esfera es un tercio del pro-
ducto del drea de su superficie por la
medida del radio.

si/no: si/no habia matematicas
En virtud de estas consideraciones intuiti- si {*): i, optativa
vas, parece, pues, natural GdOPfdf, a si {¢): si, en la especialidad de ciencias;

si {f) sf, algunos afios

no existia ese nivel

Tabla 10. Presencia de las matemédticas en los planes




Veinte aflos mds tarde, en el Plan de 1953, en los pro-
gramas correspondientes al bachillerato de ciencias, ya
figura el estudio de los vectores, de la geometria analiti-
ca, de la combinatoria y de la estadistica, a lo que hay
que afiadir, como queda dicho, el cdlculo diferencial e
integral.

Con la reforma de 1970 aparecen las «matematicas moder-
nas», cuyo peso disminuye poco después, aunque posi-
blemente lo més significativo, por haber resultado durade-
ro, fue la brusca disminucién de la geometria sintética vy,
en los cursos superiores, la sistematica utilizacion de los
vectores en la geometria analitica.

Contrasta, durante los afios de mayor fuerza de la refor-
ma de 1970, el alto nivel de rigor y abstraccién que se
alcanza en la construcciéon del conjunto de los nlimeros
enteros Z con la ausencia casi general de argumenta-
ciones para justificar las férmulas de la longitud de la
circunferencia, drea del circulo y 4rea de la superficie y
volumen de la esfera.

Con el avance del siglo la idea de nimero se ha ido con-
virtiendo en el pilar de las matemiticas escolares y ha
venido a sustituir a las nociones de cantidad y magnitud.
Aunque de modo no concluyente, puede decirse que ha
retrocedido la importancia de los algoritmos numéricos al
tiempo que han ganado espacio las aplicaciones. Por otro
lado, la deduccion de las férmulas que dan la medida de
los cuerpos geométricos menos simples pricticamente ha
desaparecido.
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Formacion y desempeno
practico en educacion
matematica de los profesores
de primaria

Organizado por la Redl
Academia de Ciencias
Exactas, Fisicas y Naturales
tuvo lugar el 16 de octubre
de 1999, en Madrid, un
seminario de trabajo con el
titulo: The training and
performance of primary
teachers in mathematics
education. En este seminario
participaron como ponentes
expertos en formacién de
profesores de primaria de
cinco paises europeos
(Alemania, Holanda,
Hungria, Suecia y Espafia).
Los expertos extranjeros
invitados procedian de
paises donde la educacién
matemdtica en primaria
funciona adecuadamente. De
ahi el interés por comparar
sus planes y précticas de
formacién con los usuales en
nuestro pafs.

L OBJETIVO principal del encuentro era obtener informa-
ci6n til relativa a los planes de formacién inicial de pro-
fesores de primaria sobre educaciébn matematica en dife-
rentes paises europeos y compararlos con la situacién
actual en Espafia.

La reunién estaba dirigida a profesores de matematicas,
formadores de profesores y otras personas interesadas en
el tema. Para lograr una amplia participacidn se hizo una
convocatoria por medio de las sociedades espafiolas de
matemadticos, de investigadores en matematicas y en edu-
cacidn matematica y de profesores de matematicas.

Los ponentes presentaron el tema de trabajo segin la
experiencia de sus paises respectivos. Cada una de las
presentaciones realizadas fue seguida por un debate en
que intervinieron los asistentes.

La reunion se desarrollé de acuerdo con el siguiente
programa:

e 9:00-9:15h. Presentacién de la reunion por el profesor
Miguel de Guzman (Universidad Complutense de
Madrid, Espafa).

°  9:15-10:30h. Intervencion del profesor Erich Wittmann
(Universidad de Dortmund, Alemania).

e 10:30-11:00h. Pausa.

e  11:00-12:15h. Intervencién del profesor Fred Goffree
(Instituto Freudenthal, Holanda).

e 12:15-13:30h. Intervencion de la profesora Julianna
Szendrei (Centro de Formacién de Profesores de
Budapest, Hungria).

e 16:30-17:45h. profesor Bengt
Johansson (Universidad de Gothenburg, Suecia).

Intervencién  del

o  17:45-18:00h, Pausa.



e  18:00-19:15h. Intervencion de los profesores Luis Rico
(Universidad de Granada, Espafia) y José Carrillo
(Universidad de Huelva, Espafia).

Los textos originales de las ponencias se pueden encontrar
en la direccién web: http://www.mat.ucm.es/deptos/
am/guzman

Intervencion del profesor Wittmann

El profesor Wittmann comienza agradeciendo a la
Academia de Ciencias la invitacion recibida. Destaca la
enorme importancia de la educacién primaria y el interés
en debatir sobre la formacién en educacién matematica
del profesor de primaria en un contexto europeo.

Pasa a sefialar los cinco puntos en que ha estructurado su
ponencia: :

1. Algunos datos sobre el sistema educativo y la forma-
cién de profesores en Alemania.

2. Materias que estructuran el curriculo de primaria y la
formacion del profesor de primaria.

3. Curriculo de matemiticas en educacién primaria en el
estado de Nor-Westfalia.

4. Formacién en educacién matemdtica para profesores
de primaria en Nor-Westfalia.

5. Programa de formacion en matemdticas para profeso-
res de primaria en la Universidad de Dortmund.

En relacién con el primer punto sefiala la diversidad de
opciones que se presentan en Alemania, donde la educa-
cién es competencia de los estados federados (Linder).
Por este motivo sus referencias van a centrarse en el esta-
do de Nor-Westfalia, lugar donde trabaja, que es el estado
de mayor poblacién y que desempefia un papel de lide-
razgo en la ensefianza de las matemdticas en primaria y en
la formacién en educacién matemdtica de los profesores
de primaria. La duracién de la educacién primaria en
Alemania oscila entre 4 y 6 afios, segin los distintos esta-
dos y los tipos de educacion secundaria establecidos.

En relacién con el segundo punto muestra la estructura
general de los cuatro primeros afios de educacién prima-
ria en Alemania, con 7 materias diferentes y una escolari-
dad semanal entre 21 y 25 horas; la asigatura de matema-
ticas viene a ocupar un 20% del tiempo escolar, sélo supe-
rado por lengua. Los estudiantes alemanes de primaria
suelen expresar un alto aprecio por las matemiticas, sélo
superado por educacioén fisica.

El profesorado imparte todas las materias en estos niveles y,
usualmente, trabaja con los mismos alumnos a lo largo de
los 4 afios; no obstante, los planes para su formacién difie-
ren mucho entre distintos estados. La organizacién de los

La duracion
de la educacion
primaria
en Alemania
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entre 4y 6 anios,
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estados
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secundaria
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estudios para profesor de primaria tiene
dos fases: una teérica (universitaria de 3
afios, en la mayorfa de los estados) y otra
practica (de 2 afios, en seminarios espe-
ciales independientes de la universidad).

En el estado de Nor-Wetfalia cada estu-
diante para profesor debe cursar 4
materias a lo largo de los 3 afios de for-
macién tedrica, de las cuales son obli-
gatorias Lengua, Matemadticas y Educa-
cién General. El porcentaje para Mate-
miticas puede oscilar entre el 21% vy el
38% de la carga docente total.

Respecto al tercer punto destaca que los
tres contenidos del programa de matema-
ticas para educacion primaria son Arit-
meética, Geometria y Magnitudes. Ejempli-
fica los contenidos por cada uno de los
niveles y seflala su caricter tradicional.
Destaca tres rasgos innovadores del curti-
culo de matematicas de primaria.

e Primero: su fundamentacion cons-
tructivista, orientada hacia un des-
cubrimiento guiado; para ello se
enuncian algunas recomendaciones
que deben orientar la actuacién del
profesor.

e Segundo: los cuatro objetivos gene-
rales que establece para todos los
niveles: matematizar, explorar, razo-
nar y comunicar.

e Tercero: la conexidén destacada
entre las estructuras matemdticas y
sus aplicaciones.

A continuacién muestra ejemplos de
ensefianza mediante la resolucion de
problemas tomados de textos escolares,
tanto de aritmética como de geometria.

El cuarto punto lo dedica a presentar el
plan de formacién en matematicas para
los profesores de primaria en Nor-
Westfalia. Este plan de formaciéon com-
prende 3 cursos de matemdticas y 2 cur-
sos de diddctica de la matematica, cada
uno de ellos estructurado en 2 horas
semanales de clase y otras 2 horas de tra-
bajo practico durante un semestre, A esto
hay que afiadir 2 cursos de 2 horas de
estudios practicos. Destaca el modo en
que los cursos estan organizados como
algo importante. Sefiala dos tradiciones
diferentes: una de orientacién psicolégica



prioritaria y otra que establece su predo-
minio en la actividad matemdtica.

Finalmente presenta el programa de
matematicas para la formacion de profe-
sores de primaria de la Universidad de
: Dortmund, basado en un trabajo de
. investigacion, el proyecto Mathe2000, y
que se fundamenta en el disefio y expe-
rimentacion de entornos de aprendizaje.
Presenta los principios generales del pro-
_yecto, que ejemplifica mediante una serie
~ de materiales, uno sobre cuadrados magi-
_ cos y otro sobre teselaciones regulares y
semiregulares. Concluye con una valora-
cién general del plan de formacién que
vienen desarrollando en su universidad.

 Presentacion del profesor
 Goffree

También el profesor Goffree comienza
agradeciendo a la Academia la invitacién
recibida. Sefiala que el trabajo que va a
presentar Estdndares para la Formacion
de Profesores de Matemdticas de
Primaria, fue realizado por un equipo
del Freudenthal Institute», y viene siendo
objeto de investigacién desde 1996.

Estructura su ponencia en cuatro apar-
tados:

1. Antecedentes historicos.

2. Algunos datos importantes.
3. Practica real en el aula.
4

Requisitos para la formacién del pro-
fesor de matematicas de primaria.

En relacién con el primer punto sefiala
que la educacién primaria en Holanda
abarca la formacién de los nifios desde
los 4 a los 12 afios. Hay 8.000 centros de
primaria y 38 institutos de formacion de
profesores de primaria en todo el pais. El
profesor de primaria debe impartir todas
las materias y su formacién dura 4 afios,
3 de ellos comunes y el Gltimo de espe-
cializacion, bien en la formacién de nifios
de 4 a 8 afios o en la de nifios de 8 a 12
anos. Destaca la influencia de Hans
Freudenthal en la evolucién del curriculo
de matemdticas para primaria y para la
formacién de profesores de este nivel.

[En Holandal
Destaca
a influencia de
Hans Freudenthal
en la evolucion
del curriculo
de matemdticas
para primaria y
para la formacion
de profesores
de este nivel.

Para entender el estado actual de la formacion del profe-
sorado de primaria sefiala alguna de las etapas que han
marcado la evolucion de estos estudios. Entre ellas sefiala
la consideracién de los estudiantes para profesor como
aprendices en el aula y los planes de formacién como
estudiantes de secundaria. Una segunda etapa consistioé en
diversificar la formaciéon entre el aula y la clase de prima-
ria. Otra etapa puso el énfasis en una formacién tedrica
exhaustiva sobre topicos educativos, llegando a convertir
los centros de formacién de profesores de primaria en
Academias Pedagbgicas en la década de los setenta.

En relacion con el segundo punto destaca algunas marcas
o piedras miliares que han tenido importancia como ante-
cedentes para el desarrollo del curriculo actual de mate-
maticas de primaria y en la formacién de su profesorado.
Sefiala el proyecto «Arithmetic and Didactic» de 1965, el
proyecto «Wiskobas» entre 1971 y 1981, la investigacidon
entre 1975 y 1979 sobre formacién de profesores de mate-

‘ méticas de primaria, y el proyecto PUIK> realizado entre

1990 y 1995. En cada uno de estos casos analiza las limi-
taciones de los modelos disefiados para formacioén de pro-
fesorado y las dificultades para su realizacion, al mismo
tiempo que destaca el impulso central que predomina en
estos proyectos: poner el foco de atencién en el desarro-
llo profesional de los estudiantes para profesor.

En relacion con el tercer punto se presenta una secuencia
de trabajo en el aula con escolares de los Gltimos niveles
que sirve para ejemplificar los tres principios sobre los que
se fundamenta la educacién matematica holandesa: refle-
xi6n, construccién y narracion. Estas secuencias de traba-
jo comentadas sirven como materiales para los cursos de
formacién de profesores de primaria, ya que permiten
ejemplificar diversos problemas significativos de ensefian-
za y aprendizaje de las matemdticas y discutir sobre el
modo de abordar su tratamiento y resolucion. El material
presentado ilustra al profesorado en formacién sobre los
principios considerados.

Sobre el cuarto punto se presentan una serie de condi-
ciones para la cualificacién del profesor de matemdticas
de primaria. Entre ellas destacan: una cierta maestria res-
pecto a las destrezas numéricas, un conocimiento del
curtriculo de la escuela primaria, tanto en conocimiento
practico especifico de la materia, en conocimiento del
repertorio de métodos pedagdgicos para las matemati-
cas, como en la utilizacién adecuada de materiales y
libros para la ensefianza de las matemdticas. Condicién
importante es la capacidad para dar forma a distintas
propuestas de formacién matemdtica, reflexionar y anti-
cipar. El caricter de proyecto de investigaciéon en curso
hace que el profesor Goffree pueda ofrecer una visién
critica, sefialando algunas de las limitaciones detectadas
y los esfuerzos que se estin llevando a cabo para su
superacion.



Presentacién de la profesora Szendrei

Despues de agradecer la invitacion recibida para participar
en el Seminario, la profesora Szendrei pasa a presentar su
informe sobre la formaciéon matematica del profesor de
primaria en Hungria y la ensefianza de la practica.

En primer lugar presenta el sistema educativo hiingaro, en
el cual la educacidn obligatoria comprende 8 afios, articu-
lada en dos etapas de 6 y 2 afios, respectivamente, El sis-
tema para la formacién de profesores presenta gran diver-
sidad. Primero: Colleges para Profesores de Primaria, gene-
ralistas en el periodo de primer a quinto grado (6 a 10 afios
de edad), con una materia de especializacién para los cur-
sos de estudiantes de 10 a 12 afios. El plan de formacién
es de 4 afios y trabajan como Academias Pedagdgicas.
Segundo: Colleges de formacién de Profesores de distintas
materias para los grados quinto a octavo (10 a 14 afios),
especialistas en una o dos materias; el plan de formacién
también es de 4 afos. Tercero: las universidades, que for-
man a los profesores de los grados quinto a duodécimo (10
a 18 afios) en una o dos materias de especializacién, con
un plan cuya duracién es de 5 afios.

En segundo lugar, presenta el plan de formacién para los
Profesores de Primaria, que se desarrolla en el College de
Formacién de Profesores de Primaria de Budapest. Este
plan tiene una duracién total de 3300 horas de formacién y
abarca 14 materias distintas, debido a que los profesores de
Primaria son generalistas y deben impartir las diferente dis-
ciplinas. La formacién se lleva a cabo a lo largo de 8 semes-
tres, cada uno de ellos de 15 semanas de clases lectivas, La
formacion estd dividida en clases teéricas y clases précticas,
orientadas al trabajo en el aula de primaria. La formacién en
matemdticas y en didéctica de la matemdtica comprende un
total de 210 horas lectivas, para aquellos estudiantes cuya
especializacién no va a ser de matemdticas.

En tercer lugar presenta el programa completo para la for-
macién en matemiticas del profesorado de Primaria,
estructurado en 6 materias diferentes y discute algunos de
los principios en los que se sostiene su implementacién.
El interés por mejorar la cualificaciéon matemdtica de los
estudiantes para profesor, los esfuerzos por conectar la
enseflanza tradicional de las matemdticas con las innova-
ciones pedagogicas procedentes del campo de la educa-
ci6ébn matemadtica y la necesidad de integrar el dominio de
la matematica con el trabajo practico en el aula de prima-
ria son algunas de las caracteristicas destacadas.

En cuarto lugar, reconoce la extensién del programa dise-
fiado y las dificultades para su desarrollo completo. Marca
algunos criterios para la seleccién de toépicos, entre los
que menciona la necesidad de presentar productos sim-
ples pero bien elaborados.

ContintGia con la presentacion de diversos materiales para
trabajar con los profesores en formacién, entre ellos des-

s
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taca un material articulado sobre el
cubo y la pirdmide y sus desarrollo en
el plano, y un segundo relativo a los
distintos usos del nimero. Sobre los
materiales presentados muestra diferen-
tes aplicaciones didacticas.

Concluye comentando algunos de los
principales objetivos de la formacion de
los profesores de primaria y su conexién
con el interés tradicional que el profeso-
rado hingaro ha tenido por la buena
formacién matemadtica de los escolares.

Presentacion del profesor
Johansson

El profesor Johansson comienza mani-
festando su agradecimiento a la
Academia de Ciencias por la oportuni-
dad de participar en el «Seminario». Pasa
a presentar el guidn de su ponencia,
articulado en seis puntos:

Sistema escolar sueco.
Escuela basica obligatoria.

Escuela secundaria postobligatoria.

1
2
3
4. Educacién superior.
5. Formacion inicial del profesorado.
6

Curriculo, tipos de estudio y espe-
cialidades.

En primer lugar hace una presentacidon
general del sistema educativo sueco, con
los distintos niveles de competencias, res-
ponsabilidad y control, asi como el calen-
dario escolar. Muestra las cuatro grandes
etapas del sistema educativo sueco: edu-
cacion preescolar, educaciéon obligatoria
(7 a 16 afios), secundaria postobligatoria
(16 a 19 afios) y educacion superior.

En segundo lugar hace un descripcién
general de la escuela bisica obligatoria.
La dltima reforma curricular es del afio
1994; este nuevo curriculo establece los
objetivos  bisicos y las orientaciones
generales; también indica los conteni-
dos y objetivos propios para cada una
de las disciplinas. Dentro de las horas
asignadas la ensefianza de las matemiti-
cas ocupa el segundo lugar, después de
la ensefianza del sueco, con un 14% del
total del tiempo lectivo asignado.



En tercer lugar hace una descripcién glo-
bal de la ensefianza secundaria postobli-
gatoria Y de la ensefianza superior. En
secundaria hay 16 programas nacionales
diferentes, la mayor parte de ellos orien-
 tados hacia estudios vocacionales; . en

 todos los programas las matemdticas son

 una de las materias obligatorias.

 Bn cuarto lugar pasa a presentar el
actual plan de formacién de profesora-
do, que procede de una reforma reali-

sada en 1988, La formacién del profesor

de primaria tiene dos modalidades.

e Primera: profesor para los niveles
1.° a 7.° (primaria), cuya valoracién
es de 140 puntos (3,5 afios de dura-
cién), v que se basa en una prime-
ra especializaciéon entre humanida-
des y ciencias.

o Segunda: profesor para los niveles
4.° 2 9.° (secundaria inferior), cuya
valoracion es de 180 puntos (4,5
afios de duracién) y que presenta
cinco especialidades diferentes, una
de ellas matemadticas.

~ Finalmente, presenta el nuevo centro de
formacion de profesorado establecido
en Gothenburg, dedicado a conectar el
desarrollo curricular y la investigacion.
. También presenta el curriculo de mate-
miaticas para la escuela obligatoria,
aprobado en 1994, con lo objetivos
_generales y parciales de la asignatura.

Situacién en Espaiia

La presentacion de la situacién espafiola
queda dividida en dos partes. En la pri-
mera parte el profesor Rico hace un
balance de la situacion actual de la for-
_ macion inicial del profesorado de prima-
ria en Espafia. En la segunda parte, el
. profesor Carrillo presenta un balance de

_ perspectivas y sefala los retos que tiene
abiertos la formacion inicial de profesores
de primaria en educacion matematica.

Presentacién del profesor Rico

El profesor Rico estructura su presenta-
Cién en cinco partes:

La responsabilidad
de la universidad,
la desaparicion
de las Escuelas
Normales
y los nuevos
Pplanes de estudio,
han convertido
-a los centros
de formacion
de profesores
de primaria
en Academias
Pedagogicas.
Esto ha producido
un incremento
desmesurado
de las disciplinas
psicopedagogicas
y un abandono
de la formacion
en las disciplinas
basicas
del curriculo
de primaria.

Sistema educativo espafiol y regulacién actual
Situacion formativa del actual profesorado de primaria

Antecedentes historicos y nueva regulacién

S e

Marco institucional de la formacidén inicial del profe-
sor de primaria.

5. Dificultades estructurales de la formacién inicial del
profesor de primaria en educacion matematica.

En primer lugar presenta la organizacién actual del
Sistema Educativo Espafiol derivado de la Ley General de
Organizacién del Sistema Educativo (LOGSE) de 1990. La
educacién primaria comprende a los escolares de 6 a 12
afios de edad, y estd organizada en 3 niveles; las matema-
ticas son asignatura obligatoria en este periodo con un
12% de carga lectiva. Enuncia los objetivos generales de la
educacion primaria y presenta algunos datos demograficos
relevantes del curso 1997-98: 2.610.041 estudiantes, 97.760
profesores y 14.289 centros en educacién primaria. El 6,8%
de la poblacion espafiola estd implicada directamente por
la educacién primaria.

En segundo término destaca que los profesores actual-
mente en ejercicio en educacion primaria prbceden de 4
planes de estudios muy diferentes, los correspondientes a
los afios 1950, 1967, 1971 y 1991. Esta diversidad de pla-
nes muestra los grandes cambios experimentados en la
formacion de los profesores de primaria en Espafia en los
altimos 50 afios y la disparidad de las distintas orientacio-
nes que los han informado.

En tercer lugar, en una revisién histérica de la formacion de
los maestros (profesores de primaria) en Espafia, enuncia y
describe cinco grandes periodos generales, ya concluidos, y
un sexto, que acaba de comenzar. No obstante las diferen-
cias entre los planes de formacién correspondientes a cada
uno de estos periodos, detecta una serie de carencias que
se mantienen a lo largo de los distintos planes y periodos.

En cuarto lugar pasa a presentar el marco institucional en
que se lleva a cabo la formacién actual del profesor de pri-
maria. La duracion de los estudios para profesor de pri-
maria es de 3 afios y se organiza en 200 créditos. Hay cua-
tro especialidades diferentes para conseguir la titulacion
de Maestro de Primaria, una de ellas general y las otras
tres de especializacién: Lengua Extranjera, Educacion
Fisica y Educacion Musical, respectivamente.

Finalmente, pasa a sefialar las dificultades y limitaciones que
tiene el actual plan de estudios, especialmente para la for-
macién en matematicas y su didictica de los maestros. La
responsabilidad de la universidad, la desaparicién de las
Escuelas Normales y los nuevos planes de estudio, han con-
vertido a los centros de formacién de profesores de prima-
ria en Academias Pedagogicas. Esto ha producido un incre-
mento desmesurado de las disciplinas psicopedagogicas y
un abandono de la formacién en las disciplinas basicas del



currfculo de primaria. En la especialidad de Maestro de
Primaria, la formacién en matemiticas y su didictica apenas
alcanza el 8% de la carga lectiva total; en el resto de las espe-
cialidades solo es del 2%. Considera criticamente la actual
situacién y denuncia el panorama desolador que se percibe,
lo cual hace inteligible la preocupacién social que se viene
manifestando sobre la degradacion de la ensefianza de las
matemdticas en primaria, una de cuyas causas principales es
la escasa y deficiente preparacién de su profesorado.

Presentacion del profesor Carrillo

El profesor Carrillo estructura su disertacion en tres apar-
tados:

1. Revisién de los contenidos, objetivos, metodologia y
evaluacién del plan actual de formacién.

2, Criterios que debieran orientar el perfil de la forma-
cién del profesor de primaria.

3. Retos abiertos a la formacion en educacién matemati-
ca del profesor de primaria.

En primer lugar presenta el debate actual entre los espe-
cialistas en formacién inicial de profesores de matemati-
cas. Destaca un consenso general sobre los contenidos
que deben tener las materias de los actuales planes de
estudio y, al mimo tiempo, sefiala las distintas finalidades
que se plantean. Formacién centrada sobre los contenidos,
sobre la metodologia, sobre actitudes y creencias, sobre
disefio de materiales curriculares y sobre la prictica pro-
fesional, son algunas de las opciones en las que se viene
trabajando en la actualidad; presenta algunos estudios rea-
lizados y discute sus limitaciones. Después muestra algu-
nas reflexiones y trabajos recientes sobre la evaluacién del

. profesorado en formacion.

En una segunda parte pasa a discutir la tension entre el
conocimiento declarativo que debe recibir el profesor en
formacién —conocimiento pedagégico del contenido— y el
conocimiento prictico. Hace una revision detallada de las
principales aproximaciones tedricas a esta cuestion, de
proyectos y aportaciones hechas por distintos grupos y
expertos espafioles en formacién de profesorado. Después
de una amplia discusién, enumera una serie de compe-
tencias y habilidades que considera elementos necesarios
en un esquema para estructurar la formacion del profeso-
rado. Esta reflexion le lleva a evaluar la escasa viabilidad
de un plan adecuado de formacién en educacién mate-
midtica para los profesores de primaria, en las circunstan-
cias y con las limitaciones actuales.

En tercer lugar establece la nocién de integracién como un
concepto adecuado para abordar las tensiones detectadas,
la diversidad de opciones y la disparidad de necesidades;
concluye con una setie de recomendaciones para llevar
adelante esta propuesta de integracién.

Espania
es el tinico pais
en que
la formacion
del profesor
de primaria tiene
una duracion
de 3 arios.
En el resto
de los casos
la duracion
es de 4 anos,
y en Alemania
de 5 anos.

Balance

Por encima de la diversidad de las tradi-
ciones culturales, académicas y educati-
vas de los distintos paises y de las dife-
rencias en la organizacién de sus respec-
tivos sistemas educativos, se reconocen
elementos comunes entre todos ellos
relativos al tema de estudio del semina-
rio, lo cual permite establecer compara-
ciones y sefialar opciones distintas. De
ahi que resulte posible establecer algu-
nas carencias significativas de la situa-
cién actual en Espafia respecto a los pai-
ses europeos analizados y hacer una
valoracion de algunos cambios en curso.

Un primer dato de reflexién es la dura-
cion de estos estudios. Espafia es el Gnico
pais en que la formacién del profesor de
primaria tiene una duracién de 3 afios. En
el resto de los casos la duracion es de 4
afos, y en Alemania de 5 afios.

En la actualidad se estd discutiendo en
Espafia el cambio de titulacion de los
estudios de magisterio del grado de
diplomado al grado de licenciado, con
una amplicacién de su duracién a 4
afios. Parece que esta medida va en la
linea de homologar la preparacion de
los profesores de primaria espafioles con
los europeos y, en este sentido, resulta
una medida acertada, independiente-
mente de otras ventajas de orden social.

Un segundo dato es la orientacion dada
a los planes de formacién. El profesor
de primaria en todos los paises tiene
una solida preparacion general sobre la
materias del curriculo de primaria y sus
didacticas. La formacién especializada
tiene un caricter de iniciacién, en la
mayor parte de los paises.

La situacion actual en Espafia mantiene
un sistema mixto, donde conviven titu-
laciones muy especializadas, en las que
predominan las materias de especializa-
cion, junto a una titulacién general de
primaria. Sin embargo, todos los titula-
dos tienen competencia para la docen-
cia en cualquier nivel y para cualquier
materia de primaria. Esta situacion crea
disfuncionalidades apreciables en los
planes, en los centros de formacion y en
los centros de primaria.

Parece conveniente adoptar un modelo
Gnico para la formacién de los profeso-



es. de primaria espafioles. Hay dos
opciones generales: adoptar un modelo
basado en una Unica titulacion general
o bien ampliar el modelo actual de
diversas titulaciones, pero considerando
una especialidad propia para cada una
de las dreas del curriculo de primaria. El
paso al nivel de licenciatura permitirfa
_conjugar una formacién general sélida
_comun para todos los profesores de pri-
maria con un inicio de especializacién,
 que contemplase de manera diferencia-
da todas las 4reas del curriculo.

Un tercer punto es la situaciéon comin
de cambio en los planes de formacién
de profesores de primaria en todos los
pafses y la bisqueda, atin no definiti-
vamente resuelta, de un equilibrio
entre las tensiones propias de esta for-
macién. En todos los paises se consi-
dera una etapa superada la organiza-
_ci6n de los centros de formacién de
. profesores de  primaria  como
~ Academias Pedagégicas. El predominio
de materias psicopedagdgicas y el
exceso de erudicién sobre teorfas edu-
_ cativas es algo especifico del plan
espafiol actual de preparacién de pro-
fesores de primaria. Parece necesario
revisar a fondo el desnivel actualmen-
te existente entre los conocimientos
del profesor de primaria sobre las
areas curriculares y sus didicticas y sus
_conocimientos pedagogicos generalis-
tas para tomar las medidas correctoras
necesarias.

~ El cambio de titulacién para la forma-
cién inicial de los maestros espafioles
- basado en una orientacion fundamental-
mente pedagdgica darfa lugar a un titu-
lo subordinado al de pedagogo, con
profesionales de escasa autonomia inte-
lectual, cuya cualificacién sufriria un
empobrecimiento  preocupante. En
- especial, aumentaria el desconocimien-
to de las 4dreas curriculares y de sus
didacticas, que serfa reemplazado por
un discurso generalista e ideologizado,
desligado de los conocimientos profe-
sionales y pricticos necesarios.

Otra de las caracteristicas destacada por
todos los ponentes es la creciente impor-
~ tancia del trabajo practico para los profe-
sores en formacién, contemplado en los
horarios. Este trabajo prictico compren-
de la preparacion y disefio de materiales

Parece necesario
revisar a fondo
el desnivel
actualmente
existente entre
los conocimientos
del profesor
de primaria
sobre las dreas
curriculares
y sus diddcticas y
Sus conocimientos
pedagdgicos
generalistas
para tomar las
medidas
correctoras
necesarias.

Luis Rico
Universidad de Granada.
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemética
«Thales»

didacticos, el estudio de materiales existentes, el visionado
y andlisis de clases dadas por expertos, la preparacién de
clases practicas y su implementacién. La preocupacion por
el desarrollo profesional y practico deben formar parte de
las asignaturas de educacién matematica y no estar al mar-
gen de las clases de primaria de matemadticas.

Este trabajo prictico resulta viable en los paises europeos
considerados debido a la apreciable cantidad de horas lec-
tivas que tienen las asignaturas de educacién matematica
en los horarios de sus planes. Se observa un alto interés
por la prictica en los centros escolares, conectada con las
disciplinas del curriculo.

La escasez de horario para matemdticas y su didictica en
Espafia hace inviable el desarrollo de un trabajo practico
adecuado, como pusieron de manifiesto los ponentes
espafioles. También esta escasez de horario conecta con
las dificultades para fundamentar planes de formacién
mediante desarrollo de programas de innovacién y pro-

, yectos de investigacién.

Aun cuando en Espafia hay una gran riqueza de reflexio-
nes sobre la formacién en educacidén matemdtica del pro-
fesor de primaria, en la actualidad no resulta factible poner
en marcha proyectos de investigacidén que los desarrollen
y evalden. Una de las limitaciones es la escasez de recur-
sos, entre ellos el tiempo. Otra razdn importante es la
ausencia de centros de investigacién en Didactica de la
Matemitica, dedicados a la innovacién curricular y a la for-
macibén del profesorado. El ejemplo de la mayor parte de
los paises europeos indica que una formacién adecuada
del profesorado de primaria se sostiene sobre programas
y centros especificos de investigacion.

Diferencia destacable entre el plan espafiol de formacién
inicial para maestro de primaria con los planes europeos
considerados ha sido el escaso tiempo dedicado a la edu-
cacion matematica en los planes espafoles, lo cual pone
en peligro la preparacion profesional de estos profesores
para impartir las asignaturas de matematicas. Idéntica
reflexién puede hacerse para el resto de las materias del
curriculo de primaria.

Mientras que el profesorado europeo tiene una formacién
biasica garantizada en matematicas y su didactica, y dedi-
ca parte importante de su tiempo al trabajo practico en el
aula, a tareas de innovacién y proyectos de investigacion,
el profesorado espafiol dispone de un tiempo escaso y
una orientaciéon poco practica.

Los profesores de primaria tienen una preparaciéon defi-
ciente, que apenas les proporciona competencia para
atender a los objetivos del curriculo de primaria. El presti-
gio social del conocimiento matemdtico y la satisfaccion
con su empleo parecen tener aqui una de sus fuentes de
alimentacion, escasamente cultivada por el sistema educa-
tivo espafiol en la actualidad. Los asistentes al seminario
mostraron su preocupacion por el deterioro apreciable de
la formacién en matematicas y su didictica de los profe-
sores de primaria y su repercusioén en las aulas.
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Calculo geométrico del limite
de sucesiones frigonomeétricas

Juan Carlos Cortés Lopez

Juan Angel Aledo Séanchez

En la actualidad el célculo
del limite de una sucesién,
tanto en bachillerato como
en los primeros cursos
universitarios se viene
realizando desde un enfoque
exclusivamente analitico-
algebraico. En este articulo
proponemos un rico enfoque
geométrico para iniciar este
tema en el aula,
particularizando nuestra
propuesta a las sucesiones
trigonométricas.

L ESTUDIO de las sucesiones y el cilculo de su limite,
cuando existe, constituye un aspecto importante en las
programaciones de Matemdticas de los nuevos bachillera-
tos Logse, asi como de cualquier primer curso universita-
rio de caracter cientifico-técnico. Sin embargo, en todos
estos niveles educativos este tema se aborda desde un
enfoque exclusivamente algebraico-analitico. En este tra-
bajo proponemos aprovechar la interpretacién geométrica
que muchas situaciones matematicas nos brindan para cal-
cular limites de sucesiones trigonométricas. Hemos tratado
de aportar un ejemplo de cada una de las distintas formas
en que usualmente se nos da una sucesiéon: mediante una
formula explicita o mediante una expresidon recurrente.
Como las funciones equivalentes tienen especial impor-
tancia en el célculo de limites trigonométricos, también
daremos un ejemplo de la deduccién geométrica de este
tipo de limites. Asimismo, a través de un sencillo ejemplo
pondremos de manifiesto el «peligro» que acarrea manejar
alegremente» razonamientos geométricos para deducir el
valor del limite de una sucesién, pues veremos que nos
pueden conducir a paradojas.

Con estas lineas pretendemos proponer una metodologia
de trabajo para llevarla a la prictica en el aula para iniciar
-y mds tarde profundizar— en el tema de limites. Mati-
cemos que aunque con ello no defendemos el abandono
posterior de las potentes técnicas algebraico-analiticas, es
interesante observar que este enfoque geométrico, ademas
de proporcionar una aproximacién mds intuitiva al con-
cepto de limite, nos permite establecer una conexiéon natu-
ral entre dos partes de la Matematica que usualmente pre-
sentamos a nuestros alumnos de un modo disconexo: el
Andlisis y la Geometria. Ademds esta linea metodolégica
invita —y asi lo mostraremos en ejemplos posteriores— a
que los alumnos discutan el significado de demostracion y
conjetura, o analicen el porqué de una paradoja. Al mismo




tiempo este enfoque permite recuperar razonamientos
geométricos de escuelas matemdticas clasicas, como la
griega, e introducir de este modo en el aula esa bella pero
olvidada parte de la Matemadtica: su Historia.

Funciones equivalentes

En esta seccién obtendremos geométricamente la equivalen-
cia de las funciones senx'y x alrededor del origen, esto es:

lim 2% _ 4 K|
x-=0 x

Para ello recordemos que la construccién de un poligono
regular de n lados, P, (o equivalentemente la divisién de
una circunferencia en 7 partes iguales), se estudia en
Dibujo Técnico desde dos puntos de vista distintos
(Rodriguez de Abajo, 1995):

1. TFijado el radio de la circunferencia donde estd inscri-
to P , calcular el lado del poligono.

n
2. Fijado el lado de P, determinar el radio de la circun-
ferencia en que estd inscrito el poligono.

Mediante el primer enfoque y aceptando la siguiente intui-
cibn geométrica: al aumentar el niimero 7 de lados de P,
la longitud del lado tenderd a cero o lo que es igual, al
aumentar 7 €l perimetro de P, se aproximari a la longitud
de la circunferencia en la que estd inscrito, Arquimedes de
Siracusa (287-212 a. de C.) encontré tomando 7 = 96 que

T o= 3+l= 3,14
7

(Boyer, 1987). En Cortés (1999) se aprovecha este enfo-
que cldsico para deducir geométricamente los infinitési-
mos equivalentes:

. senx L tex
lim =1= lim 8
x—0 X x>0 x

A continuacién usaremos el segundo enfoque para esta-
blecer de otra forma [1]. Para ello supondremos fijada la
longitud L del lado de P, (ver figura 1) y deseamos para
cada 7 calcular el radio R, de la circunferencia en que P,
estd inscrito. Usando trigonometiia es sencillo probar

L= ZR,ZsenE
n
por tanto:
L
Ry=——"— (3]
2sen —

Denotaremos por:
e a,=2mn/nel dngulo central de P,

e L longitud del arco de circunferencia de radio R, (que
abarca el angulo a,) en que estd inscrito el poligono
regular de » lados de longitud L

Figura 1. Construccién de un poligono regular fijado el lado

Como L, es la enésima parte de una cir-
cunferencia de radio R, se tiene:

2nR
L,=—%= 13l
7
Ahora aceptaremos la siguiente intuicion
geométrica, deducida de la figura 1:
lim L, =1

17—> 0

por lo que usando [3] y [2]:

. 2mR . 2m L L 1
L= lim — = lim ~+——— = [- lim —-
n—so 7 n—o 11 ZSenE fi—>c00 12 seni
n n
luego:
b4
1= lim —2—
17> 00 J
sen —
7
haciendo el cambio de variable x = n/%
se tiene:
, . senx
1= lim = lim =1

x—0 senx x>0 X

Es importante observar, (al igual que
en Cortés, 1999) que este razonamien-
to no constituye una demostracién de
[1], ya que, lo que en realidad hemos
hecho (jy a lo miximo que podemos
aspirar con un razonamiento geométri-
col), es encontrar una sucesidén {x) =
= {n/n} tal que




lim x,=0

n—>o

lim f(x,)=1

n—>w

siendo

‘ ) = senx
‘Obsérvese que el razonamiento geomé-
trico serfa una demostracion rigurosa de
- [1] si pudiésemos probar geométrica-
 mente que dicho limite existe, pero
haciendo uso de la intuicidén geométrica
- ‘no s6lo no es posible afirmar esto, sino
- que ademis este tipo de argumentos
basados en la intuicién puede conducir-
nos a conclusiones errébneas. Este es un

buen momento para introducir en el
~aula la aparicién de paradojas matema-
ticas cuando se usan alegremente razo-
namientos geométricos. En efecto, en la
deduccion anterior hemos utilizado 1la
 convergencia geométrica de los arcos
de circunferencia {Z ), al segmento L
Sin embargo, veamos como un razona-
miento geométrico similar nos puede

conducir a la contradiccién © = 2.

Partimos de una circunferencia C de
 radio R (ver figura 2), cuya longitud es
. 2nR. Denotaremos por AB su didmetro,
luego AB= 2R. Tomaremos primero la
semicircunferencia superior G, cuya lon-
 gitud es Long(G) = mR. Tal y como se

_muestra en la figura 2 trazamos sobre el
segmento ABuna curva C, formada por
dos semicircunferencias de radio la
mitad que el de C,. La longitud de la

Este tipo
de situaciones
paradojicas
Dpueden
presentarse
cuando
trabajamos
en el aula
el calculo
de limites
desde
esta propuesta
geomeétrica.

<

m/\/\ﬂ

s N
NP,

A
RNV N

Figura 2. Una paradoja geométrica

curva C, es Long(C) = 2mR/2 = nR Volvemos a trazar
sobre AB cuatro semicircunferencias que definen C, cuya
longitud es Long(C,) = 2(2nk/4) = mR. Andlogamente en el
paso 7 de este razonamiento se tiene Long(C) = mR. To-
mamos limites en la Gltima expresion:

lim Long(C,) = mR [4]

11—

pero geométricamente la intuicién nos dice que la curva C,
se aproxima tanto como deseemos al segmento AB (ver

figura 2), por lo que sus longitudes coincidirin en el limite:

lim Long(C,) = Long{ hm c,) = Long(AB) = 2R [5]

1> \ 17}

por tanto de [4] y [5] se deduce & = 2. ;Dénde estd el error
de este razonamiento geométrico? Este tipo de situaciones
paraddjicas pueden presentarse cuando trabajamos en el
aula el cilculo de limites desde esta propuesta geométri-

0
ca. Lejos de ser esto un incoveniente de esta metodologia,

cuando esto suceda tendremos la oportunidad de introdu-
cir de un modo natural en la clase el atractlvo tema de las
paradojas y falacias en Matemdticas.

Sucesiones dadas en forma explicita

Todavia es posible explotar mis, desde este enfoque geo-
meétrico, la figura 1. En efecto, recordemos que el area de
la porcidn de circulo de radio R determinada entre la cir-
cunferencia y una cuerda AB cuyo dngulo central es ¢ es

Alp, B = %Rz(cp - sen(p)

Geométricamente podemos afirmar que el drea de los
trozos de circulo de radio R, definidos entre la circunfe-
rencia y la cuerda de longitud Z, cuyo dngulo central es
o, = 2n/n, tienden a cero. Luego con ello deducimos el
limite en el infinito de la sucesién trigonométrica cuyo
término general es

21 21
{A((x w R,z)} { R2| 2= —sen = }
2 7
esto es usando [2]:
1 ) 2 2n
lim ———|—-sen—| =0
n—>co 2 4sen2 ™ L7 n

n
Geomeétricamente acabamos de probar:

271 21
L sent
hmn—nn=0
1—)
=® gsen?>=
7

Noétese que la resoluciéon de la indeterminacion {0/0} que
aparece en el limite anterior mediante técnicas analiticas cla-
sicas requiere que el alumno conozca la regla de L"Hopital.




Sucesiones dadas en forma recurrente

En este apartado aprovecharemos el significado geométri-
co de la biseccion (usado para construir un poligono
regular de 27 lados a partir de un poligono regular de 7
lados) para calcular limites de ciertas sucesiones recu-
rrentes, por una via diferente a la habitual. En particular
abordaremos la sucesion:

2442442+ [6]

la cual puede definirse recurrentemente como:

X, =2, X1 =2+, n=l 7]

En Rivaud (1975) puede encontrarse el cilculo de su limi-

te. Brevemente, para ello se demuestra que dicha sucesion

es convergente, probando previamente que es mondtona

creciente y acotada superiormente; finalmente llamando
L= lim x,

n—c

tomando limites en la féormula recurrente [7] y teniendo
en cuenta que

L= lim x, = lim X,
se llega a la ecuacién algebraica: I* = 2 + L cuyas solucio-
nes son L= -1y L= 2. Obviamente como se trata de una
sucesién de términos positivos, L= 2 es el limite buscado.

Nuestro objetivo es calcular el limite de la sucesién [7]
usando la interpretacién geométrica del método de bisec-
cién. Para ello, necesitamos establecer previamente la rela-
cién entre la longitud del lado del poligono regular de n
lados y la longitud del lado del poligono regular de 27
lados construido a partir del anterior por biseccién de sus
lados. Para simplificar trabajaremos con la circunferencia
goniométrica, esto es, de radio unidad.

Lyy = \/2_ \}4_L2n

ya que, aplicando el teorema de Pitidgoras a los tridngulos
CDB'y ODB del la figura 3, obtenemos respectivamente:

1 —2 — [ 1
Ly = ZL2”+CD, oD = 1—212,,

y como CD = 1~ OD se tiene:

2
1 ( 1,) f
L, = ZLZH+L1_ 1_ZL2”J = 2—\/4~‘LG nz3 (8]

Asf, supongamos que sobre la circunferencia goniométri-
ca construimos —de un modo exacto— el cuadrado, cuyo

Es sencillo probar:

lado es

L =~2

..aprovecharemos

el significado
geomeétrico
de la biseccion
para calcular

Figura 3. Construccién de un poligono
por el método de biseccién

limites y a partir de él, construimos por bisec-
e ciertas cién los poligonos de 8, 16, 32, ..., 27,
sucesiones - lados. H/achxendo uso de la interpreta-
cién geométrica podemos asegurar que:
recurrentes, .
- hm LG = 0
por una via Jrares
d{fere1¢te pero por otra parte como

a la habitual.

Ly =2

usando [8], la sucesion:

tiene como limite:

lim =\/:\/2+\/2+\/5ﬁ =0

1—> ™

De donde resulta inmediatamente:

limV2+\/2+\/2+... =2

e
Ademds, obsérvese que mediante este
razonamiento no sélo calculamos el
limite directamente, sin probar previa-
mente su existencia, sino que por la
construccioén geométrica se deduce cla-
ramente que la sucesion {y},.:

VYn=~2-%,Yn=20
donde

Xp=+2+%,1,Vn=1




x5 =2

 estrictamente decreciente (por repre-
.ntar la longitud del lado del poligono
gular construido por biseccién) y ade-
4s la sucesién (y})., estd acotada
feriormente por cero (ya que, la lon-
gitud es una cantidad positiva); esto
nos permite asegurar que la sucesion
'1}”20 es mondtona creciente y esta
acotada superiormente por 2, como
pretendiamos probar.

Repitiendo el razonamiento partiendo
ahora del tridngulo equildtero inscrito
en la circunferencia goniomeétrica, y
teniendo en cuenta que

I =43

la sucesion de las longitudes de los
_lados de los poligonos regulares cons-
truidos por biseccién a partir del tridn-
- gulo viene dada por:

2- 4—(\/5)2 =1
= 2-44-(1)" =42-43

2o fi- (o) -

Al igual que en el caso anterior, y apo-
_ yandonos en la interpretacién geométri-
. ca podemos asegurar que:

lim Z, ,» =0
nso 32
Asi pues, razonando como antes a par-

tir de la sucesién {z,}, definida por:

t,=+2-2, VYn=z=0

- donde

Z,=+2+2,, Vn=zl

siendo

Zg = ‘\/g
se tiene que {z,} ,.es creciente y acota-

da superiormente por 2 y ademds:

lim z, =2

n—>00

que coincide con el anterior a pesar de
- que variamos la condicién inicial.

Y, en general, partiendo del poligono regular de % lados
que nos proporciona la condicién inicial

Og =Ly = Zsen%

se tiene:

limo, =2

1—> 0

siendo:

O,=+2+0,,; Vn=zl a0=Zsen% Vkz3

y de nuevo vemos, geométricamente, que el limite no
depende de la condicién inicial.

Para terminar aprovecharemos este enfoque geométrico
para calcular excelentes aproximaciones al nimero w. En
efecto, si L(P,,) denota el perimetro del poligono regu-
lar de 27 lados, como la sucesién de longitudes se apro-

‘ xima mds y mas a la longitud de la circunferencia gonio-
métrica, que es 2m, en la cual estidn inscritos, se tiene,
usando que la longitud Z_ del lado de un poligono regu-
lar de » lados es:

21 = lim I{F,):

2
2 = lim {(Py,) = lim 2n|2— [4-[2sen ) = lim 27,(2 - 2cos ™
n n—>o n n—> n

1—> 0

- 2—1/4—<M)2 = 22443

...este enfoque
geomeétrico
puede ser

también explotado
para estudiar
cualquier
otra familia

de sucesiones,

como pueden ser
por ejemplo
las irracionales.

= lim 2«/571 fl —cos~TE = lim 4mser1i
n~>o0 7 n—>o 2n

esto es:

: n
= lim 2nsen —
n—cw 2n
asi, para n = 1.000 obtenemos la siguiente aproximacién
de m: @ = 3,1415914 que proporciona cinco cifras deci-
males exactas.

Sucesiones irracionales

Aunque hemos dedicado el trabajo al estudio de suce-
siones de tipo trigonométrico, nos gustaria terminar este
articulo sefialando que este enfoque geométrico que pro-
ponemos puede ser también explotado para estudiar
cualquier otra familia de sucesiones, como pueden ser
por ejemplo las irracionales. Para comprender mejor esta
idea resolveremos geométricamente la indeterminacién
{eo — o0} que aparece al evaluar el limite en el infinito de
la sucesion irracional

{W—ﬁ}

Para ello aprovechamos una interpretacion geométrica
sobre la espiral pitagorica de la figura 4 (formada por



n—c

P

P, P, P, P,

Figura 4. Caleulo geométrico del limite de una sucesién irracional

tridngulos rectingulos). En efecto obsérvese sobre el eje X
que las hipotenusas de estos tridngulos son los radios

OP, =+n+1

de las circunferencias de centro Oy una representacién
detallada nos indica geométricamente que las longitudes

Pl = V”"'l“/;

tienden a cero cuando 7 — e, por lo que:

lim(m - «/;) =

>0

Nos se podrcm afender este hpo de comumca

Juan Carlos Cortés
{ES Bonifacio Sotos
Casas Ibafiez (Albacete)
Sociedad Castellano-Manchega
de Profesores de Matemdticas

Juan Angel Aledo
Escuela Politécnica Superior
Universidad de Castilla-

La Mancha (Albacete)
Sociedad Castellano-Manchega
de Profesores de Matemdticas

suscnpc:ones
es por teléfono.

um(m_ﬁ) = lim (

tal y como puede comprobarse analiti-
camente:

dnt ) ne )
o Jn+1 +\/;

= lim —————~—

'Hw\/n+1 +\/—
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Iteracion de funciones
e introduccion al caos
con Mathematica

Angela Rojas Matas

En este trabajo se estudia la
iteracién de punto fijo muy
habitual en todos los
programas de célculo
numérico y su aplicacién en
un caso particularmente
interesante: la funcién
logistica. De esta forma se
pueden introducir elementos
caracteristicos de la teoria
del caos: efecto mariposa o
exponente de Lyapunov,
bifurcaciones por duplicacion
de periodo, etc. Esta
experiencia se ha realizado
en la Escuela de Ingenieria
Técnica Industrial de
Cérdoba, usando
Mathematica por la potencia
y versatilidad que posee este
software.

[

A TEORIA DEL CAOS se ha convertido en un asunto de
gran interés y no s6lo para la comunidad cientifica.
Peliculas como la norteamericana Parque Jurdsico o la
espafiola El efecto mariposa explican con la teorfa del caos
el devenir de los acontecimientos en sus respectivas histo-
rias. En este trabajo vamos a abordar los aspectos bdsicos
del caos a través del estudio de la iteracién de punto fijo
de una funcién particular: la funcion logistica.

La iteracién es un proceso muy habitual en los progra-
mas de ordenador. Los resultados en algunas ocasiones
pueden resultar sorprendentes. Asi se pueden obtener
resultados totalmente dispares a largo plazo aun partien-
do de valores iniciales muy proximos. El efecto anterior
se conoce como efecto mariposa o sensibilidad a las con-
diciones iniciales y ya fue observada de forma accidental
por Edward Lorentz en 1968. Este meteor6logo seguia un
proceso iterativo para la prediccion del tiempo que le lle-
vaba varias horas de trabajo en un ordenador. Un dia
repitié los cdlculos proporcionando como dato de entra-
da el mismo valor de otra ocasién anterior, pero, por sim-
plificar, sélo proporcioné seis cifras decimales de preci-
sién y puso el sistema a trabajar. Cuando volvib se en-
contré con unos resultados totalmente distintos. En un
sistema dindmico como la atmdsfera cambios pequefiisi-
mos en una variable pueden resultar amplificados y pro-
vocar enormes efectos. En teorfa, como dijo el propio
Lorenz en su articulo Can the flap of a butterfly’s wing
stir up a tornado in Texas? (Peitgen, 1992), el simple ale-
teo de una mariposa podtia provocar un tornado en el
polo opuesto del mundo.

Para estudiar este tema es imprescindible el uso del
ordenador. Hemos llevado a cabo esta experiencia con
alumnos de la Escuela de Ingenieria Técnica Industrial de
Cérdoba, usando Mathematica por la potencia y versati-
lidad que posee este software.




Iteraciéon de una funcién

Tenemos una funcién real fx), partimos de un valor ini-
cial x, y generamos una sucesion de valores {x} de la
siguiente forma: x, = fx, ). Este tipo de iteracién se cono-
ce como iteracion de punto fijo.

Supongamos que la funcién fadmite p como punto fijo,
entonces: f(p) = p. Partimos de un valor inicial x; y nos
interesa saber cudndo se puede asegurar la convergencia
de la sucesién {x,} al punto fijo p. En este caso diremos
que el punto fijo p es un punto fijo atractivo o estable. La
respuesta nos la proporciona el siguiente teorema:

Sea funa funcién definida y con derivada continua
en (p—= 1, p+ 1), un entorno del punto fijo. Si
[ /(D) <1, entonces existe un r < 7, tal que para
cualquier x, € [p— 7, p + 7 la sucesion x, = fx, )
para n 2 1 es convergente hacia p.

La demostracién se basa en el teorema del valor medio:
Xy —-p= ﬂxn—l) _ﬂp) =X, -p= f’(S)(Xn_l - p)
donde s es un valor intermedio entre x,, y p. Como la deri-

vada de fes continua, seguro existe un intervalo [p— 7, p + 71
donde: |f(x)| <k < 1. Por lo tanto:

%= A= |7 O] |20 - A s kel - 4
< k? -'x”_l —pl <..=s Ie""xo —p{
de manera que:

lim x, = p

1—>
Una observacién 1til es que si los errores e, = x — p son
no nulos, entonces:

em-l - xn+1 _p - f(xﬂ)_ f(p) —_— fr(p)

€y X,-D X,= D
por lo tanto, la magnitud de la derivada de la funcién en
el punto fijo nos indica la rapidez de la convergencia de

la iteracién de punto fijo.

En el caso de que | f’(p)! > 1, las Gnicas sucesiones que
convergen al punto fijo son aquellas cuyos términos, de
uno concreto en adelante, son siempre iguales a p, ya que
por la continuidad de la derivada, seri posible encontrar un
entorno [p— 7 p+ 7 del punto fijo donde: | ()| 2k > 1.
Supongamos que tenemos una sucesiéon de términos distin-
tos de p que converge a p. Desde un cierto término 7, en
adelante, los términos de la sucesién perteneceran al entor-
no anterior y por lo tanto:

’xn-p‘ = /e~‘x"_1 —pi 2.2 k™ ‘lx’b _p‘

si 7 tiende a infinito, las distancias |x, - p| > 1 tienden a
infinito, lo cual contradice la convergencia de la sucesion.

Un método grdfico
bara conseguir
visualizar
Jacilmente
la iteracion
de puwto fijo
consiste en dibujar
simultaneamente
la funcion bajo
consideracion
v la bisectriz
del primer y tercer
cuadrante.

Vemos como, en este caso, para x, pro-
ximo a p, x,,, dista mas de p que x,, El
punto fijo se llama entonces repulsor o
inestable.

Gréfico de la iteracion
de punto fijo

Un método grifico para conseguir visuali-
zar ficilmente la iteracién de punto fijo
consiste en dibujar simultineamente la fun-
cién bajo consideracién y la bisectriz del
primer y tercer cuadrante. Si buscamos el
punto fijo p de una funcién f entonces fy
la bisectriz se cortardn en el punto (p, p).
En la iteracién de punto fijo, se parte de un
valor %, concreto sobre el eje de abscisas.
Entonces x; = f(x,) se obtiene levantando
una recta vertical desde el punto x, hasta
cortar a la grifica de f, obteniendo el punto
(%, x). Por la interseccién obtenida se
traza una recta horizontal hasta cortar a la
bisectriz, en el punto (x;, x,). La abscisa de
dicho punto de corte es x;. A continuacion
se repite el proceso.

Como vimos en el teorema anterior, la
sucesion de punto fijo serd convergente si
| £ < 1]|.Es fcil comprobar que pueden
conseguirse dos tipos de convergencia:

* monotona (creciente o decreciente),
como se muestra en la figura 1, cuan-
do 0 < f(p) < 1, es decir cuando la
funcién es creciente en p. En este
caso, la sucesién se acerca al punto
fijo con wna escalera hacia dentrox;

X0

Figura 1. Escalera hacia dentro




X0
Figura 2. Espiral hacia dentro

oscilante, como se muestra en la
figura 2, cuando -1 < f(p) < 0, es
decir cuando es decreciente. En
este caso, la sucesion se aproxima a
p con wna espiral hacia dentron.

Anilogamente, si |f(p)]| > 1, la suce-
sibn de punto fijo serd generalmente
divergente (solo «accidentalmente» serd
_convergente, COmMoO comentamos ante-
riormente), pudiendo ser también:

¢ mondtona, como se muestra en la
 figura 3, cuando 1 < f(p), la sucesién
diverge (se aleja del punto fijo p) con
aina escalera hacia fuera».

oscilante, como se muestra en la figu-
ra 4, cuando f(p) < -1, la sucesién
diverge con «una espiral hacia fueran,

El programa para obtener un grafico de
~teracion con Mathematica se presenta a
_ continuacién. Hay que proporcionar pre-
viamente la funcién, el wvalor inicial,
 nuamero de iteraciones y el rango de valo-
- res de x para la representacion grifica:

/

%o
Figura 3. Escalera hacia fuera

Este iterador
es muy utilizado
en biologia
para modelar
el crecimiento
de determinadas
poblaciones.

Figura 4. Espiral hacia fuera

gral = Plot [ { f[x], x}, {:x, xmin, xmax }, DisplayFuncfion -> Identity];
ptos = { };
lista = Nestlist [ f, x0, nitera ];
PrependTo [ ptos, { x0, 0 }1;
For [ i =1, i <= niterq, i++, :
 AppendTo [ ptos, { lista[[ ll, listal[ i+111 }1;
AppendTo [ plos, { listal[ i+ 111, listal[ i+111 } 1:);
gra2 = ListPlot [ plos, Plotloined > True, DisplayFunction -> Identity J;
 Show [ gral, gra2, DisplayFunction -> $DisplayFunction ]

Funcién logistica: diagrama
de bifurcacion

Vamos a estudiar una funcién concreta, conocida como
Jfuncion logistica:

£lo1]—=[o1]
x— @ - x)

Este iterador es muy utilizado en biologia para modelar el
crecimiento de determinadas poblaciones. La imagen de
esta funcion es una paribola invertida que tiene su maxi-
mo en (1/2, #/4). Para confinar las iteraciones al intervalo
[0, 1], tiene que verificarse: 0 < #/4 < 1. Por lo tanto, el
rango de posibles valores del parimetro serd: 0 € »< 4.

Si 0 < r< 1, la pardbola cae enteramente por debajo de la
bisectriz del primer cuadrante. En este caso, s6lo habrd un
Gnico punto fijo en p;, ya que éste serd el Gnico punto de
cortte de la grafica con la bisectriz. Para > 1 existen dos pun-
tos de interseccion de la funcién con la bisectriz. Resolviendo
la ecuacion: 71 —x) = x, se obtienen los dos puntos fijos:

r—1

p1=0YP2=

para r>1.



Como f(x) = r— 2rx, entonces f(0) y
f'( - 1) P

”
De manera que:

e i 0<r<1, entonces p, es un punto fijo atractivo o
estable en escalera. Las sucesiones generadas por ite-
racion, también llamadas orbitas, serdn atraidas por p,,
cualquiera que sea x, € (0, 1). Para » = 1, el teorema
anterior no afirma nada porque f'(p,) = 1, pero es facil
comprobar que también es estable en ese caso.

e sil<r<3,p deja de ser atractivo y pasa a ser atrac-
tivo el otro punto fijo p,. El atractor de todas las 6rbi-
tas generadas por iteracién de punto fijo pasa de ser el
punto p; a ser ahora el punto p, Concretamente si
1 < < 2, la convergencia hacia p, serd en escalera y
si 2 < r< 3 serd en espiral. En r= 3, f(p,) = ~1, el teo-
rema anterior sobre convergencia no afirma nada, pero
también puede probarse ficilmente la estabilidad.

e Si3<r<4, el punto p, perderd también su estabili-
dad, serd repulsor con espiral hacia afuera.

En la figura S se representa un grifico de iteracién corres-
pondiente a #= 0,75 y a %, = 0,7 en la que se aprecia la
convergencia en escalera hacia p,. En la figura 6, »= 1,75
y %, = 0,1 pudiendo observar la convergencia en escalera
hacia el punto fijo, mientras que en la figura 7, = 2,75y
X, = 0,1 se observa la convergencia en espiral. Por Gltimo,
el grafico de la figura 8 representa la iteracion para r= 3,5
con el punto p, repulsor.

Para 7> 3, ambos puntos fijos pierden su estabilidad. En
el grifico de la figura 9 se representan las iteraciones obte-
nidas cuando r= 3,3 y partiendo de x, = 0,1. Como se
observa, a largo plazo las iteraciones se estabilizan alrede-
dor de dos valores concretos: 0,479 y 0,823. Lo mismo
ocurre con cualquier otro valor inicial. De forma que el
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Figura 5
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Figura 8

atractor de las Orbitas generadas es:
{0,479, 0,823}.

En este caso se pasa a un 2-ciclo o perio-
do de orden 2 estable. El atractor de las



0.823

0.479

10 20 30 40

Figura 9

rbitas generadas por iteracién es un con-
unto con dos puntos: {a, b}, de modo que
j(a) = by f(b) = a. Por lo tanto, fA(a) =
f(f(a)) = a y anilogamente: f*(b) =
](j(b))= b. Bs decir, tanto @ como b son
puntos fijos de /2 En la figura 10 se repre-
_senta el grifico de iteracién para r = 3,3,
tomando como valor inicial 0,1. Se repre-
_senta conjuntamente la bisectriz del pri-
mer cuadrante, la funcion fy la funcién /2.
Se observa c6mo efectivamente las itera-
_ciones oscilan entre dos puntos fijos de la
funcién /2 (los otros dos puntos fijos de f
coinciden con los de f2, pero ambos per-
dieron su estabilidad).

Hallamos los puntos fijos de /2, resol-
viendo: ff{x)) = x. Esta ecuacién es de
cuarto grado. Las raices son los dos
_puntos periédicos y los dos puntos fijos
de f, p, =0y p, = (r— 1/r. Al conocer
de antemano dos soluciones, el cilculo
delas otras dos se reduce a la resolucién
de una ecuacién de segundo grado.
Resultando ser:

X 02 0.4 0.6 0.8

Figura 10

50

El atractor estable
de un sistema
dindmico
puede
encontrarse
numericamente
de forma simple
poniendo
el ordenador
a trabajar
Con UNn nimero
elevado
de iteraciones.

o

La estabilidad del 2-ciclo depende del la derivada de f en
dichos puntos:

(@) = ffanf(a) = fD)f(a) = 4 + 2r— 7

BB = (H(a
El valor absoluto de la derivada serd menor que 1 si:

3<r<l+ \/8 ~ 3,449489743
La divisién de un punto fijo estable como p, en un 2-ciclo
cuando r> 3 se llama bifurcacion. A medida que r crece
aparecen mis bifurcaciones. Asi, es de esperar otra bifur-
cacién cuando se supere la cota:

r=1+«/€

En efecto, con r= 3,5 se comprueba experimentalmente
con Mathematica la aparicion de un periodo estable de
orden 4. Para encontrarlo de forma exacta habria que
resolver la ecuaciéon fi(x) = x.

Cuando # sobrepasa el valor

7’2=1+\%

el periodo de orden 2 pierde su estabilidad y aparece un
periodo de orden 4 estable hasta 7, = 3,544..., donde ocu-
rre de nuevo una bifurcacion por duplicaciéon de periodo.
Estas circunstancias se repiten conforme # va creciendo,
dando lugar a una sucesién de valores:

1, =3, 1, = 3,449489..., r, = 3,544090...,
7= 3,564407..., = 3,5699456.. .,

donde se van produciendo bifurcaciones por duplicacién
de periodo.

Supongamos que notamos por d, = 7, — 7;, la distancia
entre dos puntos de bifurcacion consecutivos. Entonces,
en el limite la razén d/d,, tiende a una constante
4,669201... Este numero fue descubierto en octubre de
1975 por el profesor americano Mitchell J. Feigenbaum.
Posteriormente se demostré que esta constante es siempre
la misma para un amplio rango de iteradores y no sélo
para la funcidn logistica, por ejemplo

S = rx?sen(mx)
o la funcién

X six=1/2

f<x)={7(1-x)six21/2

funciones con forma parecida al iterador logistico.

El atractor estable de un sistema dindmico puede encon-
trarse numéricamente de forma simple poniendo el orde-
nador a trabajar con un namero elevado de iteraciones.
Para cada valor de 7, escogeremos un valor inicial x; cual-
quiera y calcularemos 10000 iteraciones, con lo que se
supone que ya tendremos un valor del atractor final.
Ignoraremos lo que ocurre en esas primeras iteraciones y
grabaremos las 100 iteraciones siguientes entre 10001 y



10100 (si el atractor final es un 4-ciclo, seran cuatro puntos
repetidos cada uno 250 veces). Podemos ahora dibujar los
atrayentes para diferentes valores de r en un gréfico llama-
do diagrama de bifurcacion. En el eje horizontal se repre-
sentan los valores de 7, mientras que en el eje vertical se
representan los valores de las 100 iteraciones obtenidas.

El tiempo de computaciéon del grafico depende del nime-
ro de iteraciones y del nimero de valores de rpara los que
tiene que buscar el atractor correspondiente. El uso de la
funcion f previamente compilada disminuird de forma sig-
nificativa el tiempo necesario para hacer los cilculos. A
modo ilustrativo, el diagrama de bifurcacién de la figura 11
necesité unos 50 segundos, pero puede llevar varios minu-
tos si el ndmero de iteraciones es mayor o si el incremen-
to de los valores de 7 es muy pequefio. Para conseguir el
diagrama de bifurcacién se aplico para cada valor de n

1. la funcion Nest, para averiguar el valor de la iteracion
10000. Este valor ya serd un elemento del atrayente final.

2. Con este valor y usando la funcién Nestlist, se consi-
gue una lista con los valores de las 100 iteraciones
siguientes.

3. Se eliminan los valores repetidos de la lista anterior y
la lista resultante serd el atrayente final.

El programa Mathematica completo para conseguir los
datos necesarios para dibujar el diagrama de bifurcacién
de la figura 11 es el siguiente:

f = Compile [{{ x, _Redl, 1},{r, _Redl, 1}}, rx (1 1;

- bifurcacion : = Module [ { ], rmin = 2.8; rmax = 4.
incrementor = 0.003; primera = 10000; nitera = 100; x0 = 0.1;
R = Table [ 1, { 1, rmin, rmax, incrementor } I; ‘

 prov = Nest[ F [ #,R] & x0 + 0. R, primera + 1 ;
prov = NsstList‘[,f [ #, R &, prov, nitera- 1];
prov = Map [ Union, Transpose [ prov ] ] ;
datos = Flatten [ MapThread [ Thread [ { #1, #2}] &, {R, prov} ], 11;]

El tiempo de computacién se consigue con Timing[bifurca-
cion] y usando el comando listPlot se representan los pares
de puntos almacenados en datos.

[
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Figura 11

El diagrama
de bifurcacion
muestra que
hay «wentanas»
dentro de
la region cadtica
donde el atractor
vuelve a ser finito,
es decir
vitelve a haber
orden dentro
del desorden.

Después de todas las bifurcaciones de
2"ciclos a 2™!-ciclos, llegamos a un
valor limite de 7a partir del cual el atrac-
tor es un conjunto infinito. Comienza el
caos, justo al final de la cascada de bifur-
caciones doblando el periodo.

La figura obtenida posee unas propie-
dades muy interesantes. Si ampliamos
detalles de la figura 11, obtendremos
«copias» idénticas de la figura global a la
escala que se quiera. Esta propiedad de
«@uto-semejanza» es caracteristica de los
fractales. En la fig. 12 se representa el
diagrama de bifurcacién para valores de
r € (3,53, 3,593), donde se amplia el
recuadro sefialado en la figura 11. Si se
hicieran también ampliaciones de los
recuadros que aparecen en la figura 12,
se obtendrian «copias» de la misma ima-
gen a diferentes escalas.

Existe un software de distribucién gratui-
ta  Fractint (http://spanky.triumf.ca
/www/fractint/fractint. html) que permite
obtener este fractal (ademis de muchos
otros) directamente en la pantalla de un
PC y hacer zoom sobre la figura para
observar detalles ampliados de ella, sin
necesidad de programar.

El diagrama de bifurcacién muestra que
hay «ventanas» dentro de la region ca6-
tica donde el atractor vuelve a ser finito,
es decir, vuelve a haber orden dentro
del desorden. Una ampliacién detallada
del diagrama nos hard mas explicitas
estas ventanas. Por ejemplo, en la figu-
ra 13 se presenta el diagrama de bifur-

0.59

0.41

3.53

Figura 12
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3.7 Periodo 3

Figura 13

cacion para valores de 7€ (3,7, 4) donde
_ se aprecia mas claramente una ventana
correspondiente al periodo 3.

. Pero qué es exactamente el caos? Desde
¢l punto de vista matematico (Romero,
1994; Peitgen, 1992), diremos que una
funcién f V=V es cadtica en V si verifi-
can tres propiedades:

1. Sensible a las condiciones iniciales.

Debe tener puntos con todos los
periodos posibles y éstos deben ser
densos en V.

Debe ser topoldgicamente transiti-
vaen V.

En las siguientes secciones vamos a
abordar experimentalmente estas pro-
piedades estudiando concretamente una
funcién que las verifica: la funcion
logistica con 7= 4.

Primera propiedad

de una funcién caédtica:
sensibilidad

a las condiciones iniciales

Esta propiedad es conocida popular-
mente como «efecto mariposa». Supon-
gamos que conseguimos dos iteraciones
de punto fijo {x} y {x? del iterador
logistico con #= 4 comenzando en valo-
res distintos aunque muy proximos: x, =
0,232 y x* = x, + 0,00001. Las primeras
iteraciones son parecidas pero pronto

Usando

Mathematica

se puede calcular

una aproximacion
del exponente
de Lyapunov

mediante

un nimero finito

de iteraciones.

comienzan a haber grandes diferencias. Asi, por ejemplo,
la iteracién 25 en el primer caso toma el valor 0,991, mien-
tras que en el segundo caso es 0,209. Teniendo en cuenta
que el rango de valores de la funcion es [0, 1], las dife-
rencias son muy importantes, tan grandes como la propia
funcién.

En la figura 14 se representan las diferencias entre las ite-
raciones obtenidas en ambos casos, mientras que en la
figura 15 se muestra como en el curso de la iteracion las
diferencias se van incrementando substancialmente aun-
que los valores iniciales estén proximos.

Fl exponente de Lyapunov (Peitgen, 1992) sirve para cuantifi-
car la sensibilidad a las condiciones iniciales. Se calcula como:

A 1 n '
M) = lgﬂo;IeZ;)IHQf O

Usando Mathematica se puede calcular una aproximacion
, del exponente de Lyapunov mediante un niimero finito de
iteraciones. Es interesante, calcular dicho exponente para
distintos valores de 7. Donde el exponente es negativo,
hay un punto fijo o ciclo estable y, por lo tanto, valores
proéximos convergen a los puntos estables. Sin embargo,
cuando es positivo implica divergencia en condiciones ini-
ciales proximas. Concretamente, el siguiente programa:

L)
10 VﬂS\J \T 40 o
-0>5 W
1
Figura 14
1
0.8 N
0.6 ' _______ :
0.2 g
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figura 15




FIxc]i= 4 x (1x); val = 0.:232; expon = 0.0; nitera = 10000;
For [i=-1,i < nitera, i++, :

expon = expon + Log [ Abs [f [val 1]

val = f [ val];]

expon = expon / nitera

proporciona como valor del exponente

A(0,232) = 0,693

Segunda propiedad de una funcién
cadtica: puntos periédicos densos

Vamos a comprobar otra propiedad caracteristica de una
funcién cadtica: debe tener puntos periédicos con todos
los periodos posibles y deben ser densos en el intervalo
de definicion.

En la funcién fx) = 4x(1 — %) hacemos el cambio de

variable:
X = senz(E )
2

con 0 £ < 1. Usando el comando
Plot{{Sin[[Pi/2) V])A2, {v, 0,1]],

veremos la grifica (figura 16)correspondiente al cambio
efectuado.

Supongamos que generamos una sucesion iterando la fun-
cidn anterior partiendo de

Xy = senz(E Y )
0 P
entonces:
Xy = flx) =4dx,(0-x,) =

4sen2(% vo) -(1 - senz(g- Uo)) = senz(gz%)

0.8
0.6
0.4

0.2

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 16

y asi sucesivamente, de modo que las
iteraciones se pueden calcular directa-
mente como:

T
%, = senz(g 27 vo)

Un punto x, serd periédico de periodo
nsi f(x) = x,, entonces:

w i
sen?[ = 2"y, | = sen?( 2y,
2 2
Son soluciones de la ecuacién anterior:

2
%vo+/en:=>vo= k

n
E2”1}0= 22121 con 4N
2 k- —uvy = v =
2" +1
Si
z(n b )
Xy = s€ ——
2927 _q

¢

...otra propiedad
caracteristica
de una funcion
caotica:
debe tener puntos
periddicos con
todos los periodos
posibles
Y deben

~ ser densos
en el intervalo
de definicion.

con b par, la iteracién de punto fijo se
convierte en un 7-ciclo ya que: x, = x,.

Si

2{ T b
X =sen“| —
2 2 n_ 1
con b impar, entonces:

( - )
S

serd un punto periédico de periodo #
porque x,,, = x,, aunque en este caso el
punto de partida x; no es un elemento
del ciclo. Asi que los puntos de la forma:

b
U=
27 -1

con h=1,2,..., 2", dan lugar a 6rbi-
tas de periodo 7. Andlogamente para
e b
2" +1

Admite la funcién puntos periddicos de
todos los periodos posibles y ademis
son densos en el intervalo [0, 1,] ya que
dado cualquier punto w es posible
encontrar un punto x, periédico todo lo
cerca que se quiera de w. Vamos a com-
probarlo con un ejemplo: w= 0,36y &=
0,01. Usando Mathematica, comproba-
remos que el primer valor de # para el
que todos los subintervalos del tipo

z(n k ) z(n /e+1)
sen”| — ,sen”| =
22" 22" 1

son de amplitud menor 8 es #n = 8. La
amplitud del subintervalo mayor es




00615 y ademds w caerd seguro den-
de wuno estos subintervalos.
ncretamente:

2({ T 104
; _0,36E[sen (528_1

),senz(E 105

ndo el extremo izquierdo del subin-
ervalo un punto de periodo 8.

Tercera propiedad
~ de una funcién caética:
topolégicamente transitiva

Diremos que la funcién fes topologica-
mente transitiva en [0, 1] si para cual-
quier par de subintervalos abiertos Iy J
de [0, 11, que pueden ser todo lo peque-
. fios que se quiera, se puede siempre

_encontrar un valor en I que al iterar por
_fse transforma en una determinada ite-
racién en un elemento de J.

Una forma intuitiva de justificar que la
 funcién logistica con 7 = 4 verifica esta
propiedad consiste en subdividir [0, 1]
en intervalos pequefios y comprobar
que por iteracién se puede obtener a
partir de cualquier subintervalo de
entrada cualquier subintervalo de llega-
da. Si esta condicién se satisface para
cualquier subdivision finita (por peque-
fia que sea), estd claro que la funcién
serd topoldgicamente transitiva.

Supongamos que dividimos el intervalo
[0, 1} en 10 partes iguales:

2281

” ~[0,3572,0,3632]

Angela Rojas
Departamento de Matemdticas
Escuela Universitaria Politécnica

Universidad de Cérdoba

SAEM «Thales»

I, = ie__l,ﬁ
10 10

con k=1,..., 10

Consideremos un subintervalo concreto: I, = [0,1, 0,2] e
iteramos 5 veces.

En la tabla 1 podemos ver como en sélo 4 iteraciones ya
se pasa por los 10 subintervalos de [0, 1]. Se obtiene un
resultado similar de haber escogido cualquier otro subin-
tervalo distinto de Z,, o de haber subdivido en 100, 1000 o
un millén de partes. Ademads f((0,1; 0,2D = [0, 1], lo que
quiere decir que cualquier elemento de [0, 1] tiene una
preimagen en el pequefio intervalo I,

Iteracién Intervalo origen Intervalos visitados
0 [0,100; 0,200] I,
1 [0,360; 0,640]  I,1,1, 1,
2 [0,922; 1,000 1y,
3 [0,000; 0,289] I, 1,1,
4 [0,000; 0,822] I LI 1,151,111,
5 [0,000; 1,000] I L1115 b1 gl 1o
Tabla 1
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La regla de los signos

Antonio José Varo Gomez de la Torre

En este frabajo presentamos
una interpretacién
geométrica de la regla de los
signos para el producto, que
complementa su definicién
formal. Todos conocemos la
necesidad de la mencionada
regla para que la
multiplicaciéon de nimeros
positivos y negativos cumpla
las mismas propiedades que
la multiplicacién de nomeros
positivos.

STE TRABAJO PRETENDE DIVULGAR que la definicion
formal del producto (v en consecuencia de la regla de los
signos) admite una interpretacion grafica fundamentada en
la semejanza de tridngulos de la geometria euclidea. Para
ello nos serviremos de unas construcciones inspiradas en
las que Hilbert ide6 para definir el producto de «puntos»
sobre la recta (J. Dieudonné, 1987). El proceso algoritmico
que las describe es el siguiente:

Sean ay b dos nimeros positivos.

1. Representémoslos en la recta y llamemos U, Ay B a
los afijos de 1, a 'y b, respectivamente:

w1 o

a
A

cd =

0
o
Figura 1

2. ‘Tracemos una recta 7, que pase por Oy no esté inclui-
da en la recta numérica, y marquemos sobre ella un
punto cualquiera X:

Figura 2



3. Unamos X con Uy con A:

Figura 3

4. Por Btracemos una paralela a XU, y llamemos B’ al

punto donde corta a n

Figura 4

5. Por B’tracemos una paralela a X4, y llamemos P al

punto donde corta a la recta numérica:

Figura 5

De las construcciones anteriores se deducen las siguientes
semejanzas de tridngulos:

Py Pt
OUX = OBB’
praNy P
OAX = OPB’

De la primera relacién de semejanza, deducimos:

oU 0OX

0):¢
OB OB'

o

1.
b

De la segunda semejanza de triangulos:

04 OX a 0.4
@ —_—

= — = [
OP OB' OP OB'

De [I] y [II] se deduce que:

a

— < OP=a'b
oP

1.
b

Podemos, pues, afirmar que:

el producto de a por b es la abcisa
del punto P, obtenido aplicando el
algoritmo descrito.

Si en lugar del producto a-b hubiésemos
considerado b4, el punto P, obtenido
hubiese sido el mismo (el producto es
conmutativo), como se puede apreciar
en la figura siguiente:

r

Figura 6

Todo lo anterior es cierto sean cuales
sean los nimeros positivos a y b, no
necesariamente mayores que 1; asi:

a) Si0<a<lyb>1y Ay Bson los
afijos respectivos de a 'y &;

Figura 7

PNy Py Py Py
OUX = OBB y OAX = OPR
a-b = Abscisa de P



 (Obsérvese cémo P queda a la izquier-
da de B: multiplicar no siempre signifi-
_ ca aumento).

b) Si0<a<ly0<b<l yAyBson
los afijos respectivos de ay &:

Figura 9

Figura 8

PN Pran—g P PNy
OUX = OBB y OAX= OPB
a-b = Abscisa de P

¢ Sia=1y b>0,y Bes el afijo de b,
resulta trivial comprobar que P=B.

Si consideramos ahora todos los nime-
ros (positivos y negativos) y ampliamos
a todos los puntos de la recta numérica
la aplicacion del algoritmo anterior, asi
como la conclusion final (@b = Abscisa
de P), se obtiene una interpretacion
geométrica del producto de dos nime-
ros cualesquiera, que «lustra» 1a regla de
los signos. En efecto:

caso 1)

U o €0 w_»

Sean a >0y b< 0,y Ay B sus afijos
respectivos; entonces:

Figura 10

Antonio José Varo
IES Vicente Aleixandre.
Sevilla

a-b = Abscisa de P (negativa)

(Téngase en cuenta, ademis, que, por semejanza de tridn-
gulos, se obtiene que: | al-1 bl = Medida del segmento OP)

Caso 2)

« 9 «
D g MM = Gy

,Sean a<0 y b<0,y Ay Bsus afijos respectivos; entonces:

ab = Abscisa de P (positiva)
(Al igual que antes, y por la misma razon,
lal-1bl = Medida del segmento OP)
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Una experiencia con Cabri:
las curvas cénicas

Isabel Garcia Garcia

Carmen Arriero Villacorta

En este arficulo se utiliza el
progama interactivo de
geometria, Cabri, para el
estudio de las cénicas, en
una experiencia enfocada a
alumnado de 4.° de ESO y
Bachillerato.

Con la ayuda del programa
se construyen facilmente lo
que permife hacer un estudio
global de estas curvas, tanto
desde el punto de vista de la
geometria clasica como de
la geometria andlitica.

AS CURVAS CONICAS aparecen de forma tan frecuente en
la Naturaleza, en la Ciencia y en la Tecnologia que resul-
ta sencillo despertar interés acerca de ellas

Con la ayuda del programa Cabri se construyen ficilmen-
te lo que permite hacer un estudio global de estas curvas,
tanto desde el punto de vista de la geometria cldsica como
de la geometria analitica.

En un primer acercamiento, el programa ayuda a trabajar
con las conicas sin necesidad de la geometria analitica,
ofreciendo la posibilidad de tratar este contenido en nive-
les de Secundaria Obligatoria en los que el alumnado atGn
no ha adquirido gran destreza en el cilculo.

Asi, a partir de la definicién de cada conica como lugar
geométrico se procede a su construccion. Una vez dibuja-
da, se estudian sus elementos caracteristicos (focos, ejes,
simetrias, excentricidad,...).

En el caso particular de la elipse se realiza una simulacion del
elipsdgrafo, instrumento utilizado para dibujar elipses. El
procedimiento empleado se aprovecha para justificar, con un
razonamiento matemdtico sencillo, la ecuacion de esta curva.

Ademds, aprovechando el dinamismo del programa, se
pueden dibujar las curvas conicas como envolventes de
rectas. Este método de construccién resulta atractivo y
novedoso por su sencillez y por la elegancia con que el
programa realiza el estudio global de estas curvas.

A continuacién, se muestran algunas de las actividades que
hemos desarrollado para el aprendizaje de las conicas, enfo-
cadas a un alumnado de 4.° de la ESO o de Bachillerato.

El nivel de conocimientos del programa requerido para llevar
a cabo la experiencia es medio. Por ello, la primera sesién se
dedicard a presentar el Cabriy a manejar los comandos que
se van a utilizar con mas frecuencia. A partir de aqui los
alumnos realizardn las actividades que se proponen.



|
|
i

Para llevar a cabo estas actividades se facilita a los alum-
nos unas hojas-guién en las que se les indican los pasos
que hay que seguir para realizar las construcciones.

En primer lugar, para incidir en el concepto de lugar geo-
métrico como conjunto de puntos del plano que cumplen
una determinada propiedad, realizan el siguiente ejercicio:

La escalera

Una escalera, apoyada simultdneamente en la pared y sobre un suelo
resbaladizo, se viene abajo con un cubo de agua que se enconiraba
sobre ella. 3Cudl es la frayectoria seguida por el cubo en su caida?

pared

cubo

suelo

Figura 1

Para averiguar la curva que describe este movimiento, se
representard con Cabri la situacién mediante una simula-
cién del problema.

Sigue, para ello, los siguientes pasos:

1. Dibuja un segmento y mide su longitud. Este seg-
mento representara la escalera.

2. Transfiere la medida de la longitud de la escalera a
otra semirrecta (serd el suelo sobre el que se apoya).
A continuacién, dibuja un segmento en la semirrecta
de igual longitud que la de la escalera.

3. Activa Punto sobre objefo y dibuja un punto B sobre
este segmento. Este punto representard el pie de la
escalera.

4. Para dibujar la pared, haz una recta perpendicular al
segmento en uno de sus extremos.

5. Con Compds traza la circunferencia de centro By radio
la longitud de la escalera. El punto de corte de ésta
con la pared, A, dari el otro extremo de la escalera.

6. Activa Segmento, une los puntos Ay B para dibujar la
escalera apoyada en la pared. Con Mostrar/Ocultar
oculta los extremos del segmento situado sobre el
suelo que limita el movimiento del punto B.

7. Con Puntero desplaza el punto B para observar el des-
lizamiento de la escalera.

Para llevar
a cabo
estas actividades
se facilita
a los alumnos
unas bojas-guion
en las que
se les indican
los pasos
que bhay que seguir
para realizar
las construcciones.

"o @ Arenivo Edicidn opcion:

8. Activa Punto sobre objeto y constru-
ye un punto C sobre la escalera,
serd el cubo.

Para visualizar el movimiento del
cubo al caer de la escalera sigue los
siguientes pasos:

e Activa traza y selecciona el
punto C (se habri seleccionado
cuando el punto elegido esté
parpadeando).

e Con Puntero desplaza el punto
B. Apareceri la traza del cubo
cuando cae de la escalera.

e CRTL + F elimina la traza de la
pantalla.

e Una vez activada la traza, elige
animacién y sefala el punto B
con el ratdn y arrdstralo hasta
que aparezca un muelle, luego
suéltalo. Se observari una ani-
macién, con traza, del cubo
cuando se cae la escalera. Para
parar la animacién pulsar el
ratdn o barra espaciadora.

® Quita la fraza con CRTL + F y
activa traza activada/desactivada
para deseleccionar el punto C

9. Elige lugar geométrico, sefiala el
punto Cy luego el B para dibujar la
curva (elipse) que describe este
fenémeno. Si el cubo lo sittas en
otras posiciones de la escalera apa-
recerdn otras elipses. Observa qué
ocurre cuando el cubo se encuentra
en la mitad de la escalera.

Ayuda sy : R

Figura 2



Elipse. Método del jardinero

Una vez que los alumnos estin fami-
iarizados en el manejo del programa,
se procede al estudio de las curvas
conicas. Se comienza por la construc-
¢ion de la elipse empleando el método
d‘el jardinero.

nstruiremos una elipse teniendo en cuen-
su definicién como lugar geométrico de
los puntos del plano cuya suma-de disfan-
s a dos puntos fijos, llamados focos, es

. Dibuja una recta definida por los
focos de la elipse Fy F".

. Construye un segmento auxiliar AB,
cuya longitud serd 24, por lo que debe
ser mayor que la distancia focal 2¢.

. Construye un punto X sobre AB'y
define los segmentos AX'y XB.

. Activa Compds y construye dos cir-
cunferencias: una centrada en F'y
radio la longitud del segmento AX'y
otra circunferencia con centro en F
y radio XB.

5. Construye los puntos de intersec-
cién Py P’ de las dos circunferen-
cias. Estos dos puntos pertenecen a
la elipse ya que:

PF+ PF’= AB=2a,y
PF+PF=AB=2a

Archivo’ Edicién: ‘Opciones ~Ayuda

2a =7,00 cm

Se comienza por
la construccion
de la elipse
empleando
el método
del jardinero.

Figura 3

6. Para dibujar la elipse activa Lugar geométrico, sefiala Py acto

seguido el punto X. para dibujar la otra parte de la elipse,
con Lugar geométrico activado, sefiala P’y posteriormente
el punto X.

7. Activa Cénica y sefiala cinco puntos del lugar geomé-

trico, Cabri dibujard una elipse.

8. Modifica los datos iniciales y observa como se trans-

forma la elipse.

9. Une los puntos Fy F’, llamados focos de la elipse, con

10.

11.

" @ 'Archivo. Edicion  Opcianes ' Ayuda [0S

un punto arbitrario P de la elipse por medio de los
segmentos FPy FP’, estos segmentos llevan el nom-
bre de radios vectores focales del punto P.

asd

Figura 4

El punto medio O del segmento FF’= 2ces el centro
de simetria de la elipse. La recta que pasa por los
focos es el eje de simetria y se denomina eje focal. La
recta que pasa por el centro Oy es perpendicular al
eje focal también es el eje de simetrfa. La elipse se
corta con los ejes en los puntos 4, A’y B, B’ llama-
dos vértices de la elipse. Ellos son los puntos medios
de los lados del rectingulo circunscrito. El segmento
AA’ = 2a del eje focal se denomina didmetro mayor
de la elipse. El segmento BB’ = 2b lleva el nombre de
didmetro menor de la elipse.

Comprueba que en una elipse se verifica: @ = P + ¢

La excentricidad es un nimero que mide el achata-
miento mayor o menor de la elipse. Se define asi:

e=c/la, c<a

Con la opcién Caleular, calcula el valor de la excen-
tricidad de la elipse que tienes dibujada. Mediante el
comando Puntero modifica la elipse y observa la rela-
cién que hay entre el valor de la excentricidad y la
forma de la curva.

¢Qué valores maximo y minimo tiene la excentricidad
de una elipse?



Elipse. Método del carpintero

A continuacion se realiza con Cabriuna simulacién de un
elipsografo (figura 5). Este instrumento se utiliza desde e
hace tiempo para dibujar elipses. Su mecanismo es muy BC=b = 2,0 cm
sencillo, consta de dos ejes perpendiculares y una varilla mll ACGTen0em
con una punta para dibujar en uno de sus extremos. Esta =
varilla estd fijada con dos tuercas situadas cada una de
ellas en un eje. Estas tuercas se deslizan por los €jes pro-
: duciendo en la varilla un movimiento Cuyo trazo corres-
ponde al de una elipse.

Construye, simulando un elipségrafo con Cabri, una elipse de
l semiejes mayor y menor, 5 cm y 2 cm, respectivamente.
;
|

BC=b=20cm

AC=a=35,0cm
|

Figura 5. Elipségrafo

PF = 7,51 em
PF' = 2,49 cm
1. Dibuja tres puntos 4, By Csituados en una recta de PR o000
a = 10,00 em
forma que:
AC=a=5cm,
BC=b=2cm .
| Figura 7
| 2. Muestra los ejes y sitda un punto 4 sobre el eje OY;
3. Dibuja con Compés una circunferencia con centro Ay 11. Utilizando la relacién pitagérica
radio AB=a—-b=5-2=3cm. a* = b + & encuentra los focos, F

y F’de la elipse y comprueba que
la suma de las distancias de cual-
quier punto P de la elipse a los
focos es constante e igual a 2a.

4. Obtén B como punto de interseccion de la circunfe-
rencia con el eje OX.

5. Construye la semirrecta de origen 4 que pasa por B.

6. Utilizando Transferencia de medidas sitda un punto ¢

12, Comprueba con Cabri que la ecua-
sobre la semirrecta r tal que la longitud AC= g = 5,

cion de esta elipse es:
7. Activa con Traza el punto Cy desplaza el punto A. Y

Observa que todos los puntos que aparecen estin Zt =

. 4 . 5t 2
situados sobre la mitad de una elipse. _ ]
Resulta sencillo a partir de esta

construccion demostrar la ecuacién
de la elipse, bien por semejanza de
tridngulos o bien por trigonometria
8. Regenera el dibujo, Cirl+F, y desactiva las trazas (figura 8).

Para obtener la otra mitad de la elipse construye el
punto C', simétrico de Crespecto del eje OY, y activa
Traza sobre C”(figura 6).

9. Construye el lugar geométrico de los puntos Cy ¢’

cuando 4 se desplaza sobre el eje OY, Demostracion 1

. . L, CD=x; AE= x
10. Sefala 5 puntos del lugar geométrico y activa Cénica

{figura 7). CE = 5% - &%




Figura 8

Por ser semejantes los tridngulos ACE'y
BCD, se cumple:

CE_CD_ N3 - _y
AC BC 5 2
52_x2=y_2©x2 yZ_
52 22 52 22

Demostracion 2

/CBD = /L CAE =8
sens CBD = %

cos L CBD = cos L CAE = %

y en consecuencia:

[como sen®0 + cos? 6 = 1] =
‘ 2

En general, los puntos del plano C(x, 3)
que satisfacen la ecuacion:

L]
—_

2
’>.,

2
a

SUEW

con a > b estan sobre una elipse cen-
trada en el origen de coordenadas, con
el eje mayor de longitud 2a sobre el eje
OXy el eje menor de longitud 2b sobre
el eje OY.

Hipérbola

Siguiendo una estructura similar a la
realizada con el estudio de la elipse se
procede a las construcciones de la
hipérbola y la paribola como lugares

geométricos. Hay que sefialar que, aunque los alumnos ya
han adquirido una destreza suficiente en el manejo del
programa, el método de construccidon de la hipérbola no
resulta tan intuitivo como el de la elipse, por lo que se
recomienda que el profesor ayude al estudiante a justificar
el porqué del procedimiento empleado.

La hipérbola es el lugar geométrico de los puntos del plano
cuya. diferencia de distancias a dos puntos- fijos, llamados
focos, es constante.

1. Los datos iniciales son;
Distancia focal: FF’'= 2¢
Constante de la hipérbola: AB = 24

2. Dibuja los dos focos de la hipérbola F'y F.

3. Construye un segmento auxiliar £’C de longitud mayor
que la distancia focal.

¢ 4. Obtén el punto B del segmento F’C, de forma que la
longitud del segmento F'B sea igual a la constante de
la hipérbola: 2a.

5. Considera X un punto cualquiera del segmento BC, y
construye sendas circunferencias, una, de centro F'y
radio F'X, vy la otra con centro en el punto Fy radio
BX.

6. Los puntos de interseccién, Py P, de las dos circun-
ferencias son dos puntos de la hipérbola. (Figura 9)

Efectivamente PF’— PF = 24, ya que:

PF—~ PF=FX-BX=(FX+XC - (BX+X(C) =
=FC-BC=FB=AB=2a

i@ Archivo Edicién Opcionas Ayuda

F
FF" = 2¢ =4,02 cm

A B

AB=2a =1,23 cm

Figura 9

7. Dibuja las dos ramas de la hipérbola, utilizando el
comando Lugar geométrico.

8. Activa Cénica y sefiala cinco puntos distintos del lugar
geométrico, Cabri dibujard una hipérbola.
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La hipérbola tiene centro de simetrfa O, que divide
por la mitad al segmento FF’ = 2¢ y dos ejes de
simetria, perpendiculares entre si. Uno de ellos lleva
el nombre de eje focal o real, pasa por los focos y
corta a la hipérbola en dos puntos 4 y A’ llamados
vértices de la hipérbola; el otro no corta a la hipér-
bola y se denomina eje imaginario. El segmento A4’
= 2a recibe el nombre de didmetro de la bipérbola.

Figura 10

Lo mismo que la elipse, la hipérbola se define totalmen-
te con un rectingulo simétrico con relacion a los ejes y
que los divide en los segmentos 44°= 2ay BB’= 2b.

Comprueba que en una hipérbola se cumple:
¢ =at+ B

Las rectas en las que estdn las diagonales del rectin-
gulo se llaman asintotas de la hipérbola,

La excentricidad es un nimero que mide la abertura ma-
yor o menor de las ramas de la hipérbola. Se define asi:
e=c/a, c>a

. Con la opcién Calcular, calcula el valor de la excen-

tricidad de la hipérbola que tienes dibujada. Mediante
el comando Puntero modifica la hipérbola y observa la
relacién que hay entre el valor de la excentricidad la
forma de la curva

¢Qué valores maximo y minimo tiene la excentrici-
dad de una hipérbola?

Parédbola

La parabola se define como lugar geométrico de los pun-
tos del plano que equidistan de una recta llamada’ direc-
triz y de un punto fijo llamado Foco.

1. Dibuja una recta y lldmala Direciriz, y un punto, exte-

rior a esta recta, al que nombras F.

2. Construye un punto, X, sobre la
directriz.

3. El punto, P, que se obtiene como la
interseccidén entre la mediatriz del
segmento XF, y la recta que pasa
por X'y es perpendicular a la direc-
triz, es un punto de la paribola.

4. Arrastra con el ratén el punto X, y
observa qué curva describe P.

5. Para dibujar la pardbola activa Lugar
geométrico, sefala el punto Py pos-
teriormente X .

‘eje de la parabola

Figura 11

6. Los elementos mds importantes de
la pardbola son:
Foco es el punto fijo F.
Directriz es 1a recta fija d
Pardmetro es la distancia del foco a
la directriz; se designa por 2p.
Eje es la recta perpendicular a la
directriz y que pasa por el foco.
Vértice es el punto de interseccién
de la paribola con su eje.
Radio vector es un segmento que
une un punto cualquiera de la pari-
bola con su eje.

La elipse y la hipérbola
como envolvente

En esta Gltima parte se obtendri cada
cOnica como envolvente de rectas.
Resulta muy interesante que después de
realizar esta actividad con el ordenador
se utilice el plegado de papel para obte-
ner estas mismas construcciones.



A los alumnos se les pedird que des-
cubran el porqué geométrico del
método empleado en el plegado y su
equivalencia con el del ordenador.

1. Dibuja los focos de la elipse d(F, F?)
=2C.

2. Dibuja un circulo de centro F’y radio
2a, teniendo en cuenta que ¢ < 4.

3, Construye un punto cualquiera
sobre este circulo con la orden
Punto sobre objeto, y lldimalo X.

4. Activa Mediatriz y dibuja la media-
triz de los puntos Xy F.

5. Activa Traza sobre esta mediatriz y
arrastra el punto X sobre la circun-
ferencia. Aparecerd en pantalla la
figura:

rehivo  Edicion Opciones Ayuda

Figura 12

6. Para limpiar la pantalla utiliza la
combinacién de teclas Ctrl + F,

7. Desactiva Traza.

8. Considera la recta que pasa por los
puntos F’y X. Llama P al punto de
interseccién de esta recta con la
mediatriz. Activa lugar geométrico
sefiala Py luego X, Cabri dibujard
una elipse (figura 13).

9. Demuestra que, efectivamente, se
cumple:

d(F’, P) + d(F, P) =2a

10. Modifica los datos iniciales y com-
prueba que cuando ¢ > « la elipse
se transforma en una hipérbola
(figura 14).

11. Ahora, demuestra que en este caso (figura 15) se veri-
fica que:

A(F’, P)— d(F, P) =2a
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Figura 14
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Figura 15




Asintotas de la hipérbola

La hipérbola es la envolvente de una familia de rectas. De
todas ellas, conviene destacar dos rectas que no tienen nin-
g0n punto de contacto con la hipérbola y que son aquellas
mediatrices M(X, F) que son paralelas a las rectas RF, X).
Estas rectas se denominan asintotas de la bipérbola.

Figura 16

La parabola como envolvente

1.

Dibuja una recta y lldmala Directriz, y un punto, exte-
rior a esta recta, al que nombras F, foco de la pardbola.

. Construye un punto, X, sobre la directriz.

. Activa Mediatriz y sefiala sucesivamente los puntos F

y X para dibujar la mediatriz del segmento FX.

. Activa Traza sobre esta mediatriz y arrastra el punto X

sobre la directriz. Aparecer en pantalla la figura 17.

5. Limpia la pantalla.

. Construye una recta perpendicular a la directriz a tra-

vés del punto X. El punto que se interseccion de esta
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~"eje de la parabola

Figura 17
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recta con la mediatriz de XF es un
punto de la paribola. Activa Lugar
geoméfrico, sefiala P y luego X,
Cabri dibujara la parabola.

Conclusiones

Los conocimientos previos necesarios
para llevar a cabo esta experiencia son
minimos. Esto favorece la atencién de la
mayorfa de los alumnos, incluso de aque-
llos que en la actividad diaria de la clase
de Matemiticas se sienten perdidos, debi-
do en muchos casos a las dificultades que
tienen al realizar cdlculos algebraicos.

Para la elaboracion de las curvas coni-
cas, que en muchos casos se pueden
realizar manualmente (cuerdas, plegado
de papel, regla, elipsografo,...) y de
forma sencilla, el ordenador obliga al
alumno a profundizar en el razonamien-
to geométrico y favorece la visualiza-
cién de relaciones geométricas.

En definitiva, Ja forma de trabajo con el
Cabri o programas de ordenador simi-
lares conduce a nueva manera de
aprender y trabajar en geometria que
hasta ahora era impensable. Si se inten-
tara realizar sin estas herramientas el
proceso serfa largo y laborioso por lo
que impediria llegar a las construccio-
nes finales, objetivo de la experiencia.
Ademis estarfa destinado, Gnicamente,
a aquellos estudiantes que muestran
facilidad para el dibujo técnico.

Con programas de este tipo el aprendi-
zaje de la geometria estd al alcance de
nuestro alumnado. Esta experiencia no
es mds que una muestra de las muchas
posibilidades que tiene la informatica
en este area.
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Historia de las matematicas:
métodos no algebraicos
para la resolucion de problemas

Vicente Meavilla Segui

En épocas pasadas, cuando
el dlgebra que utilizamos
hoy en dia no existia como
tal o estaba dando sus
primeros y balbuceante
pasos, la resolucién de
problemas elementales de
primer grado (problemas de
méviles, grifos, relojes,...)
fue atacada por los
matematicos mediante
métodos aritméticos y
geomélricos (inversion, falsa
posicién, regla de fres,...) en
los que no era preciso
utilizar ningdn tipo de
simbolismo algebraico.
En este articulo presentamos
algunos de dichos métodos,
convencidos de que pueden
ayudar a los alumnos no
universitarios cuando tengan
que enfrentarse a
determinados problemas
utilizando el dlgebra
simbélica.

NTES DE QUE EL ALGEBRA simbdlica tomase carta de
naturaleza en los manuales dedicados a la ensefanza-
aprendizaje de las Matemdticas, para la resolucién de algu-
nos problemas elementales se utilizaron diversos métodos
no algebraicos (inversion, falsa posicion, etc.) que, desde
una perspectiva histérica, tienen un notable interés y que,
en ocasiones, pueden iluminar al profesor de Matemadticas
actual en su trabajo diario en el aula.

En este articulo presentamos algunos de dichos métodos,
rescatados de viejos libros.

Método de inversién

Para resolver determinados problemas elementales, los
matematicos drabes, hinddes y, posteriormente, los auto-
res occidentales utilizaron el método de inversién, que
Aryabhata (476 d.C.) describia asi:

La multiplicacién se convierte en divisién; la divisién en multipli-
cacién; lo que era beneficio se convierte en pérdida; lo que era
pérdida se convierte en ganancia; inversién.

El matematico 4rabe al-Amuli (1547-1622), refiriéndose al
mismo método decia:
Este procedimiento consiste en hacer lo contrario de lo que pro-
pone el enunciado: pide doblar, se semisuma; pide sumar, se

resta; pide raiz, se cuadra, efc.; comenzando por la Gltima parte
del problema se obtiene la solucién.

Dos ejemplos de aplicacién del método
de inversién

Encontrar un nomero tal que si se multiplica por 5 y ademés por
7,y el resultado se divide por 12, el cociente es 8.

Multiplica 8 por 12 y divide el resultado por 5 veces 7...
[E. de la Roche, Larismethique).
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Encuentra un nomero tal que si fomas 1/ 5, de este quinto otro
1/ 5,ydeeste 1/ 5 ofro 1/ 5, el tltimo quinto sea 6.

Haz lo siguiente:
Multiplica 6 por 5, hacen 30; multiplica 30 por 5, hacen 150; muk-
tiplica 150 por 5 y serdn 750. Y este es el nimero que se pide.

{Joan Ventallol. Aritmética)

Método de una falsa posicién

La regla de una falsa posicion o regla de falsa posicién
simple, que ya fue utilizada por los antiguos egipcios, ira-
bes e hindtes, gozd de una gran popularidad en los tex-
tos matemdticos del siglo xv1 y todavia se puede encontrar
en algunos libros de matematica elemental de la primera
mitad del presente siglo.

En general, la regla de falsa posicién simple se usaba para
resolver algunos problemas de primer grado con una incog-
nita, sin necesidad de recurrir al simbolismo algebraico.

De hecho, los problemas resueltos por la regla de una
falsa posicién eran aquellos cuyos enunciados se pueden
traducir literalmente a una ecuaciéon del tipo: a,x + a,x +
+...+ ax = bo,sise quiere, ax = b.

Descripcién de la regla de una falsa posicién

La regla de falsa posicion simple se reduce & tres preceptos.

1. Tomese qualquiera numero, que sea apto, para que en &l se
puedan exercitar las operaciones que pide la question. 2.
Examinese, si es el numero que se pregunta: y si acaso fuere el
mismo, quedard safisfecha la question; pero si no lo fuere, se for-
mard una regla de tres, que es el tercero precepto, y se hallarg
el numero que se busca.

Exemplo. Pidese, que el numero 100. se divida en fres partes,
que la primera sea dupla de la segunda, y ésta sea tripla de la
tercera: que es lo mismo que pedir fres numeros, el primero
doblado del segundo, y éste tres doble del tercero, que sumados
hagan 100. Tomo arbitrariamente un numero, y sea 2. éste
supongo ser el menor de los fres, que se piden, para mayor faci-
lidad. Triplico el 2. y sera 6. el segundo; duplico el 6. y tengo
12. sumo estos tres numeros 12. 6. 2. y hacen 20. y porque la
suma havia de ser 100. busco ofro numero por la regla de tres,
diciendo: Si 20. vienen de 2. de quantos vendran 1008 y hallo
vienen de 10. Este pues serd el numero menor: luego el segundo
es 30. y el mayor es 60. Con esto queda satisfecha la question;
porque he dado los tres numeros 60. 30. 10. de los quales 60.
es doblado de 30. y éste triplo de 10. y sumados hacen 100.

{Tomés Vicente Tosca, Compendio Mathematico)

Justificacién geométrica de la regla
de una falsa posicién

Por semejanza de tridngulos (figura 1) se tiene que:
Xx/b==x/b
De donde:
x = bx,/b,

Laregla de
una falsa posicion
o regla de falsa
posicion simple,
que
ya fue utilizada
por los antiguos
egipcios,
arabes
e hindiies,
goz0 de una
gran popularidad
en los textos
matemdticos
del siglo XVI
Y todavia
se puede encontrar
en algunos libros
de matemdtica
elemental
de la primera
mitad
del presente siglo.

X x2

Figura 1

Regla de dos falsas
posiciones

Marco Aurel, autor alemin que escribid
en 1552 el primer libro de algebra en
castellano, refiriéndose a la regla de dos
falsas posiciones se expresaba en los
siguientes términos:

En la regla de 2 falsas posiciones: lo
mesmo haras como con la vna falsa has
visto, en poner vn numero falso, con el que
siguiras conforme a la demanda. Y a la
postre mira, si lo que viene es mas, o menos
delo que hauia de ser, aquello pornas apar-
te al costado del numero falso a su mano
derecha, con la sefial de mds, o menos,
qual fuere, digo la differencia que haura
delo que vino, a lo que havia de venir. Y
luego toma ofro numero a tu plazer, mayor,
o menor delo que primero fomaste {no haze
al caso) con el qual haras lo mesmo como
con la primera posicion heziste: a la postre
mira la differencia si es mas, o memos delo
que havia de ser: y pornas esta segunda
posicion debaxo de la primera: y la diffe-
rencia debaxo de la primera differencia,
con su sefial, o nombre, si es mas, o menos.
Y luego multiplica en cruz la primera diffe-
rencia con la segunda posicion: y la segun-
da differencia con la primera posicion, y
sigue estas reglas y auisos siguientes:

Nota quando las dos differencias fueren de
mas, o las 2 de menos: restaras la vna de la
ofra, digo la menor differencia has de restar
dela mayor, y lo que quedara sera tu parti-
dor. Assi mesmo restaras las 2 multiplicacio-
nes que en cruz mulfiplicaste: y la resta parti-
ras por el susodicho partidor: y el quociente
sera el numero verdadero demandado.

Y si las dos differencias la vna fuere mas y la
otra menos, summaras las dichas dos differen-
cias: y tal conjunto sera tu partidor: y las 2 mul-
tiplicaciones, que en cruz multiplicaste {como
arriba has visto) summaras tambien en vno, y
tal suma partiras por tu parfidor: el quociente
sera el numero verdadero y demandado.



Justificacién algebraica de la
regla de dos falsas posiciones

Supongamos que pretendemos resolver
un problema cuyo enunciado se puede
traducir a una ecuacién del tipo:

ax+ b=c [1]
_ Sea x = x, la primera suposicion.
Entonces:

ax, + b= ¢ [2]
Sic =c¢ el problema esti resuelto.

Sic = ¢ seac— ¢ = e (primera dife-

rencia).

Sea x = x, la segunda suposicion.
Entonces:

ax, + b=, (31
Sic,=¢ el problema esta resuelto.

Sic, = ¢ seac—c, = e, (segunda dife-
rencia).

Restando miembro a miembro las
expresiones [1] y [2] resulta:

alx—x) = ¢ [4]

Restando miembro a miembro las
expresiones [1] y [3] se obtiene:

alx— x,) = e, [5]

Despejando a de [4] y [5] e igualando los
resultados obtenidos se tiene que:

e/(x—x) = e/(x— x,)
De donde, multiplicando medios por

extremos y despejando la incognita x,
se llega finalmente a:

x = (ex, — ex)/(e —e)
Esta Gltima expresion contiene toda la

casuistica contemplada en la descrip-
cién de Marco Aurel.

Un ejemplo de aplicaciéon de
la regla
de dos falsas posiciones

Dame un numero, que afiadiendole su
mitad y tercio, y mas 9, monte 60.

Para declaracién de lo que esta demanda
pide, pon por caso, que el numero sea 30,
o lo que quisieres. Afiade a estos 30 su
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1.7 fase:

2.9 fase:

mitad, que son 15, y su fercio, que son 10, y 9 mas, y montara
todo 64. Y porque no quisieras sino 60 pondras los 30 que
tomaste por numero falso, y adelante los 4 que vienen mas de los
60 que quisieras desta manera 30 mas 4.

Ya que no acerfaste con el 30, porque fue grande, fomaras ofro.
Y sea qualquiera, assi como 36. Afiadele su mitad, que son 18,
y su tercio, que son 12, y mas 9, como pide la demanda, y mon-
tara todo 75. Y porque no quisieras sino 60 pondras el 36 que
tomaste, y adelante los 15 que salen de mas, que es la diferen-
cia que ay de los 60 hasta 75, como parece figurado.

30 mas 4
36 mas 15

Hecho esto multiplicaras los numeros falsos con sus diferencias
contrarias, conuiene a saber los 30, que es el numero falso, por
las 15, que es lo que en el segundo vino de mas, y montara 450.
Multiplica assi mismo los 36, que es el segundo numero falso, por
4, que es la diferencia del primero, y montara 144, las quales
multiplicaciones pondras delante, como parece.

Mas

30 4 —— 144

36 >< 15 450
Hecho esto, restaras las dos multiplicaciones, la menor de la
mayor, como son 144 de 450, y la resta sera la particion. Resta
mas, la vna diferencia, que es quatro, de la ofra, que es 15, y lo
que quedare sera partidor. Pues restando 144, que es la vna mul-
tiplicacion, de los 450, que es la otra, quedan 306. Resta mas,
la vna diferencia, que es 4, de la otra, que es 15, y quedaran 11
lesto es lo que quiere dezir, mas y mas es restar). Parte chora
306 por 11 y vendra el quociente 27 y 9 onzabos. Y este sera
el numero que si le juntas su mitad y tercio y nueue mas montara
60 como la demanda pide.

{Juan Pérez de Moya, Aritmetica practica y especulativa)

Método de aposicién-remocién

Este método aritmético fue utilizado para resolver proble-
mas indeterminados que admitian una traduccién al sim-
bolismo algebraico moderno del tipo:

X+ y+tz=m

ax+ by+ cz=mn

Desde una Optica algebraica, el método constaba de dos
fases:

Eliminacién de una de las incognitas.

Cilculo, por ensayo-error, de una solucién ente-
ra de la ecuacién indeterminada resultante.

Un ejemplo de aplicacién del método de
aposicion-remocion

Un hombre quiere hacer un convite y da a su comprador 36 suel-
dos para que le compre tres clases de aves, como mirlos, tres por
un sueldo, gallinas a 2 sueldos la pieza y capones a 3 sueldos la



pieza. Y quiere 36 entre todos y que le cuesten 36 sueldos. Os
pido: scudntos comprard de cada clase?

Hazlo asi:

Compra los 36 de aquellos de menor valor, que son los mirlos, y
encontrards que cuestan 12 sueldos. Quitalos de 36, quedan 24.
Primero mira cuanto vale un mirlo y encontraras que vale 1/3 de
sueldo. Ahora mira cuanto vale més una gallina que un mirlo y
encontrards 1 sueldo y 2/3, ponlos aparte. Después, mira cuan-
to vale mas un capén que un mirlo y encontrards 2 sueldos y 2/3.
Ahora haz tercios de todo, es decir: de 1 2/3 y serdn 5/3, asi
como de 2 2/3 y serén 8/3. Y después hards tercios de 24 suel-
dos y seréin 72/3. Ahora de estos 72 haz dos partes tales que la
una se pueda partir por 5 y la otra por 8 y que venga justo. Para
ello hards lo siguiente: Quita tantas veces 5 de 72 hasta que
quede un nimero que se pueda partir por 8. Y encontrards que
seré 32y el ofro serd 40. Divide 32 por 8 y vendran 4. Después
divide 40 por 5 y vendréan 8. Y asi ves que habré 4 capones y 8
gallinas, que son 12. Hasta 36 sobran 24, y tantos mirlos habra.
Y asi harés todas las semejantes.

{Joan Ventallol, Aritmética)

Traduccién del método de Joan Ventallo!
al lenguaje moderno

Nimero Precio
Mirlos X 1/3 sueldos
Gallinas % 2 sueldos
Capones z 3 sueldos

Con esto, el problema propuesto se reduce a resolver el
siguiente sistema de ecuaciones lineales:

X+ y+ 2z=36

% X+2y+3z=136
Ventallol procede del modo siguiente:

1 1 1
—X+—Y+—z=12
37730y

%x+2y+ 3z=36

De donde, restando miembro a miembro, se obtiene:

72
3 3

jy+§z= 24=?:5y+8z=72=>5y+8z= 40+32=>{

Por tanto, x = 24

Resolucién aritmética
de algunos problemas cléasicos

Problemas de méviles

Uno hace un viaje y cada dia camina 30 millas. Cinco dias des-
pués le sigue ofro que cada dia camina 35 millas. Pregunto: sen
cudnios dias lo alcanzar4@

y=8
z=4

Mira cual es la ventaja del primero al cabo
de 5 dias y encontrards que tiene 150
millas de ventaja. Las cuales deber partir
por 5, que es lo que el segundo camina
més que el primero cada dia, y vendré 30.
Y en 30 dias lo alcanzara.

(Joan Ventallol, Aritmética)

Vn correo se parte de Madrid para Roma,
y no se sabe quantas leguas camina cada
dia: pero sabese que ofro correo se partio
a cabo de 4 dias de la misma Villa de
Madrid, y por el mismo camino hazia
Roma, el qual caminava cada dia 20
leguas, y este alcango al primero correo en
6 dias. Pregunto, quantas leguas caminaba
el primer correo cada dia.

Digo que el primer correo caminaua 12
leguas cada dia. La regla es, que mires el
segundo correo quantas leguas auia cami-
nado en los & dias que alcango al primero,
y hallaras que 6 dias a 20 leguas son 120,
que partidas por 10 dias que avia camina-
do el primero, vendran las 12 leguas que
caminava cada dia.

(Gerénimo Cortés, Arithmetica Practica)

El primero de Abril se partieron dos corre-
os, el vno de Valencia para Sevilla, y el otro
de Sevilla para Valencia, camino de 84
leguas: y el que parte de Valencia, camina
cada dia 10 leguas, y el que parte de
Sevilla, camina al dia 14 leguas. Pregunto,
en quantos dias se encontraran caminando
los dos por un camino.

Digo que en 3 dias y medio se encontraran.
La regla es que partas las 84 leguas por las
24 leguas que caminan entrambos cada
dia, y saldran los 3 dias y medio en que se
encontraran, como esta dicho.

{Gerénimo Cortés, Arithmetica Practica)

Son dos mensajeros. Uno sale de Perpifién
hacia Valencia y hace su camino en 9 dias
y el ofro sale de Valencia hacia Perpifian y
hace su camino en 11 dios. Os pido:
saliendo los dos a la misma hora, en cudn-
to tiempo se encontraran?

Hazlo as:

Suma 9y 11, hacen 20, que es el partidor.
Después, multiplica 9 veces 11, hacen 99.
Divide 99 por 20y te vendran 4 19/20. Y
en 4 dias y 19/20 de dia se encontraran.

{Joan Ventallol, Aritmética)

Comentario

Tomando la distancia entre Perpifidn y
Valencia como unidad de longitud,
resulta que el primer mensajero recorre
1/9 de dicha distancia en un dfa, v el
segundo 1/11.



por tanto, en un dfa los dos mensajeros
recorren 1/9 + 1/11 = 20/99 de la distancia
que les separaba inicialmente. Entonces,
_ por la regla de tres, para recorrer 99/99 de
dicha distancia tardarin 99/20 dias.

Problemas de grifos

Es vna bota que tiene fres agujeros diffe-
rentes, la qual estando llena de agua sale
toda por el mayor agujero en 3 horas, y
por el mediano en 4 horas, y por el menor
en 6 horas. Pregunto, si los fres agujeros se
desatapassen juntos, en quanto ftiempo se
vaziaria la dicha bota?

Digo que en vna hora y vn fercio de hora
se vaziaria toda la bota, desatapando los
tres agujeros a vn tiempo.

La regla es, que fomes yn numero que junta-
mente se pueda partir por 6, 4y 3, y sera
12, que partido por los dichos tres numeros
vendran estos otros fres 2, 3 y 4, que junta-
dos hazen 9. Y dirds: si nueue vezes se vazia
la bota en 12 horas, vna vez sola en quantas
horas se vaziara Y hallaras que en vna hora
y vn tercio de hora, como esta dicho.

(Gerénimo Cortés, Arithmetica Practica)

Comentario

El agujero mayor vacfa la bota en 3
horas. El agujero mediano vacia la bota
en 4 horas. El agujero menor vacia la
bota en 6 horas.

m.c.m (3,46 =12

El agujero mayor en 12 horas vacia la
bota 4 veces. El agujero mediano en 12
horas vacia la bota 3 veces. El agujero
menor en 12 horas vacia la bota 2 veces.

Por tanto, los tres agujeros juntos vacian
9 veces la bota en 12 horas.

En consecuencia, por la regla de tres, si
los tres agujeros juntos vacfan la bota 9
veces en 12 horas, para vaciarla una vez
tardaran 12/9 = 4/3 horas.

Un grifo llena una fuente en 4 dias. Cuando
estd llena lo cerramos y abrimos un desa-
giie que la vacia en 11 dias.

Estando la fuente vacia, zen cudnio tiempo
se llenard, abriendo a la vez el grifo y el
desagiie?

{Philippi Calandri, Pictagoras arithmetrice
introductor)

La resolucién del matemdtico florentino,
presentada en forma esquemdtica, sin
explicacién alguna, se ajusta al siguien-
te plan:

LACARITMENICA BN ROMA,
ENGINDIA Y EN ARABIA

Vicente Meavilla
IES Francés de Aranda
(Teruel)
Sociedad Aragonesa de
Profesores de Matemdticas
«Pedro Séanchez Ciruelo»

El grifo llena 1/4 de la fuente en un dia. El desagiie vacia
1/11 de la fuente en un dia.

Por tanto, en un dia se llenan 7/44 de la fuente (7/44 =
= 1/4 — 1/11) y en 44 dias la fuente se llenarfa 7 veces.

Entonces, si la fuente se llena 7 veces en 44 dias, para lle-
narla una vez se necesitardn 44/7 dias.

Un problema de relojes, sin relojes

Si oy se hallassen dos estrellas, o planetas juntos y en conjuncion,
como sabriamos por Arithmetica sin ser Astronomos en quanto
fiempo se tornarian a hallar juntos, como sucede en el presente
afio, enfre lupiter y Saturno, que se hailan juntos la vispera de
Navidad, el qual ajuntamiento llaman los Astronomos, conjun-
cion magna, por los grandes y terribles effectos que suele causar,
segun ellos dizen, y la experiencia lo demuestra.

Essa demanda bien pudieras auer dexado para los Astronomos
pues a ellos toca: pero todavia quiero darte confento: y aduierte,
que primero se ha de saber quanto tiempo tarda cada estrell, o
planeta en dar la buelta a todo su orbe. Y pues has hecho memo-
ria de la magna conjuncion de lupiter y Saturno, propongamos el
exemplo dellos. Y sepas que lupiter tarda en dar la buelta o su
orbe doze afios, y Saturno al suyo tarda freynta afios, segin
parecer de Cardano, porque vnos escriven que tardan mas, y
otro menos: y tomando el parecer de Cardano, digo, que multi-
pliques los 12 afios de lupiter por los 30 de Saturno, y montaran
360 afios, que partidos por 18, que es la differencia que hay de
12 a 30, saldran 20 afios: y acabo de tantos afios se hallaran
juntos, y en conjuncion los dichos planetas.

{Gerénimo Cortés, Arithmetica Practica)

Comentario

Gerénimo Cortés admite que Japiter y Saturno describen
oérbitas circulares con el mismo centro.

Japiter en un afio describe 1/12 de su orbita. Saturno en
un afio recorre 1/30 de su 6rbita. Por tanto, en un afio,
Japiter «adelanta» a Saturno 1/12 — 1/30 = 18/360 = 1/20.

En consecuencia, por la regla de tres, para que Japiter
«adelanter a Saturno una 6rbita completa (momento de la
nueva conjuncion) deberdn transcurtir 20 anos.
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Miradas

Miquel Alberti Palmer

Después de un viaje en tren
me planteo:
1. Al observar desde cierta
distancia el paso de un
mévil, scémo y a qué
velocidad gira nuestra
mirada?
2. En la misma situacién
podemos experimentar el
efecto Doppler, scémo se
escucha y varia el sonido
emitido por el mévil2

ROLOGO

Pasado el mediodia, la locomotora rasga la llanura con
soberbia y arrogancia imparables. Obedeciendo el pacto
ticito escrito en mi billete soy su pasajero. Al otro lado de
mi ventana el trigal se extiende hasta el horizonte. Ni un
arbol, ni un arbusto, ni una loma, ni una casa, nada donde
fijfar la vista. Si pudiera callar el traqueteo, si pudiera no
sentirlo, diria que levito sobre un inmenso plano dorado y
caliente. Digo plano, pero sé que no lo es. La planicie que
surca el ferrocarril es en realidad convexa, la birreta de un
astro. Su corta cabellera se agita con bravura a nuestro
paso.

Por fin algo interrumpe el tedio hipndtico de la monoto-
nfa. Una mancha negra, diminuta, emerge del mar lumi-
noso junto a la arista del mundo, alli donde se besan el
azul y el amarillo. Para saber qué es saco los prismiticos
de mi bolsa y la enfoco. El movimiento y las lentes me la
acercan, 0 me acerco yo a ella? Primero no es mds que un
borrén oscuro, pero poco a poco se afirma el perfil de una
persona. Desde la distancia no consigo distinguir sus ras-
gos. Me mira, o me parece que me mira. Quizds su mira-
da se dirige a todo el convoy que en aquel instante per-
turba la siesta del campo. Aln asi, mirando al tren también
me mira a mi jLe permitirdn su vista y la distancia distin-
guir el puntito que soy tras la ventanilla de mi departa-
mento? Podri ver que le miro? No lo sé. Nunca lo sabré.
De nuevo estd otra vez muy lejos. Se va rezagando.
Consumiéndose despacio hasta desintegrarse entre las
innumerables espigas. Ahogada en el mar ocre por la mar-
cha del convoy, mi marcha. Su vision no fue nada mds que
un destello.

Durante la brevedad del encuentro una recta de luz uni6
nuestras miradas, o la mia con su cara y la suya con el



tren. Este segmento oscilé como la aguja de un reloj gigan-

tesco, contando en silencio el transcurrir de nuestra vision.
¢Cual fue el eje de su giro? ¢Era ella? ;Era yo? (Tal vez algin
punto intermedio, imaginario e inexistente, entre ambos?
Relatividad del movimiento. ;Giramos la cabeza siguién-
donos una al otro a la misma velocidad? ;Fue ésta unifor-
me o acelerada independientemente de la que llevaba la
maquina? Para mi, yo inmévil. Para ella, ella inmoévil,
mientras que yo, moévil, encerrado en la oruga férrea vy sil-
bante, ante su mirada —en parte de asombro, en parte hos-
til—, contribuia a interrumpir algo mas que su silencio.

Una vez en casa, ¢se olvidd de mi y de mi nave? Una vez
en casa, yo pensé lo siguiente.

Un movil T se mueve con velocidad constante v siguien-
do una recta r mientras es observado por alguien desde un
punto P, situado a una distancia ¢ de la recta 7. La mirada
del observador en P, al girar siguiendo el mévil, describe
un 4ngulo 4 determinado por la distancia x a la que se
halla 7 del punto O

d

O
T
|
|
|
|
|
[
!
|
I
I
[
[
[

P

Figura 1

Puesto que el movimiento se hace con velocidad cons-
tante v, podemos escribir x = x, + vt donde x, indicard la
distancia a lIa que se halla éste del punto O (en la figura
1 estarfa situado a la izquierda de O) al empezar su reco-
rrido (£ = 0).

Tendremos

A() = arctg (M)

La derivada de esta funcién proporciona la velocidad ins-
tantinea de giro de nuestra mirada:

vd

A =
d* + (20 + vt)”

Una vez en casa,
Jse olvido de mi
y de mi nave?
Una vez en casa,
Yo pensé
lo siguiente.

Para cada valor de 1, A() nos da el
dngulo con el que se ve T desde Py
A nos dice cudl es la velocidad ins-
tantinea de este giro, es decir, la veloci-
dad a la que gira en cada instante la
mirada del observador.

Los limites de A(#) son —r/2 y ©/2, 4ngu-
los con los que se veria el movil si vinie-
se y continuase por la misma recta
desde y hasta el infinito. Para valores de
t proximos a 4, = -x,/v, el instante en
que el movil pasa justo por delante de
nosotros (el punto 0), A no difiere
mucho de la recta y = x, + vt. De hecho,
cerca de ¢ = #, ambas funciones son
equivalentes y la velocidad de giro de la
mirada es casi constante: A() = v.

Siendo ademis A(4) = v/d, tenemos:
deO::A’(to)eoo
d—=oo=A40)—>0

Esto significa que la velocidad con la

que giramos la mirada es pequefia si

estamos lejos de la trayectoria del movil,

pero crece hacia infinito cuando nos
hallamos muy cerca:

Figura 2

En esta figura puede apreciarse como al
mirar el mévil cuando pasa entre dos
puntos Qy R el dngulo global de giro
aumenta (4 < B) al disminuir la distan-
cia d que nos separa de su trayectoria.
Experimentamos esto cuando viajamos
en el metro. El convoy no ird a mas de
cincuenta o sesenta kilémetros por



hora, pero si uno pega las narices a los
cristales de la ventanilla verd que los
cables y luces que cuelgan de las pare-
des del tinel pasan a una velocidad ver-
tiginosa, convertidos en luminosos lati-
gazos. Imposible seguirlos con la mira-
da sin correr el riesgo de autodesnucar-
se. Un efecto parecido se vive al condu-
cir: no es lo mismo ir a 80 Km/h por
una autopista que por una calle estre-
cha. Si circulamos por una autopista a
esa velocidad nos parecerd que vamos
muy despacio. La gran amplitud de la 2
calzada de una autopista nos aleja de
los puntos de referencia que hay en las
cunetas. En cambio, en una ciudad el
paso de las fachadas de una calle estre-
cha, tan préximas, nos provocard la 1
impresién de llevar una velocidad
impresionante.

Si la velocidad v con la que se desplaza
T no es constante, sino uniformemente
acelerada, podemos suponer que

az
X = ‘x0+U0t+7

Las nuevas expresiones A (D y A, (D
seran:

ar
Xo + vot+7
A,(D) = arctg

P S S S S S S S S S S S S S T S S S S S S S T S S S S SRR S S R S S N

d
(vo+ at)d
4,0 - .
tZ
d* + on+ vot+——~J
Y
2
15 d=1
1
0.5
X
0 1 2 3 4 5 6

Figura 3. Graficos de A’(f para x(0) = -4 m, v=2 m/s
ydosvaloresde d:d=1myd=5m

d=1m, x(0) = -4 my velocidad inicial: v(0)

Figura 4. Graficos de A '(f) para a =1 m/s?, a =2 m/s?,

2 m/s

]

Al mismo tiempo que giramos la cabeza para seguir con la
mirada el paso del tren podemos oir cémo el silbido que
emite la locomotora baja sibitamente de tono al pasar junto
a nuestra posicioén. Este efecto es atn mds claro en una
carrera de coches o motos donde las velocidades que alcan-
zan los vehiculos son muy elevadas. El llamado efecto
Doppler también puede verse en la desviacion hacia el rojo
o hacia el azul que experimenta el espectro de luz de una
estrella o galaxia al aproximarse o alejarse de la nuestra.

Supongamos una situacién como la del apartado anterior,
pero en la cual estamos sobre las vias del tren, o sea que
ahora d = 0. No pensemos de momento en lo que pueda
suceder cuando el tren nos pase por encima, tan solo
escuchémoslo. Como antes, el convoy se acerca con velo-
cidad constante v y emite un sonido de caracteristicas fisi-
cas: A, la longitud de onda, T, el periodo; y f, la frecuen-
cia. Si llamamos u a la velocidad del sonido en el medio
(u serd de unos 340 m/s en el aire) entonces tendremos
las relaciones siguientes:

f A=ul = [f=

>l

L
T’
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Cuando el moévil se acerca, el sonido también lo hace con
velocidad u + . Y cuando el movil se aleja, el sonido tam-
bién a velocidad u — v. por tanto, la frecuencia F del soni-
do percibido sera:

Hay pues una frecuencia de aproximacién (F,) y otra de
alejamiento (F). La diferencia entre ambas nos da el inter-
valo sonoro que escucharemos al pasar el tren:
U

La bajada de tono tiene que ver directamente con la pro-
porcién de la velocidad v respecto de u. Como se ha
dicho antes el valor de u es de unos 1224 km/h. Moverse
a esta velocidad significa romper la barrera del sonido. Si
v = u la frecuencia de aproximacién se duplica y se oye
el silbido una octava mas agudo de lo emitido, mientras
que la frecuencia de alejamiento se anula.

Cogan y Escot (1976) comparan las frecuencias parciales
correspondientes a los arménicos del Do? (linea @) con
las frecuencias de las notas mas proximas a estos parcia-
les de nuestro sistema musical temperado (linea b).

(Véase tabla de la parte inferior de la pagina).

Figura 7

xt - —— - X

ol — —

Figura 8

Pero, ¢qué sucede cuando nos hallamos
algo apartados de las vias del tren, a
una distancia ¢ > 0 de la recta que sigue

)"_ ° ° ® J‘r'f E = E el movil? Si lo situamos sobre la recta
o ® i - = - il y = d de un sistema de coordenadas
/]
é‘v - con origen en el punto P se tiene la
[y - e figura 7.
® Sean x,, que serd negativo, v e = «0)
las posiciones iniciales. Para ¢#= 0 la dis-
Tomando v = u/4 = 306 km/b (caso en el que podria Figura 5 tancia que nos separa del movil es
entrar un tren de alta velocidad como el AVE) y f = 523 (figura 8):
/s (C?, tendremos F, = 653,75 ¢/sy F_= 392,25 ¢/s, fre-
cuencias correspondientes a E° y G*, aproximadamente. El ey = [+ x
efecto sonoro percibido es el de un intervalo descenden-
te de tercera mayor: Y para t > 0, tenemos:
;ﬁ:— e(t)=‘a"=«/x2+d2 =
2
F+ F- Figura 6 = (x0+ vt) +d
fa): 131 262 393 524 655 786 917 1048 1179 1310 1441 1572 1703 1834 1965
cs c4 G4 cs E3 G5 BGS C¢ D¢ E¢ FK6 . G¢ As BG® B¢
(b): 131 262 392 523 659 784 923 1046 1175 1319 1430 1568 1760 1855 1976




lo que implica que la velocidad con la
que se nos acerca el mévil es:

S S L

2+ 0t) + dP
(% + 1)

Podemos distinguir que el moévil se
aproxima para t < t = —x/vy se aleja
para t> ¢ escribiendo

o —(xo + ut)v

X+ 0t) + AP
(2% + o1)

La frecuencia percibida serd

j(x0+ vt)v

(g + vt)2 +d?

FH=f-

y en el grafico de esta Gltima fraccién,
a la que llamaré
—flx, + vt)o
J@® = e LU 2)
wn( g+ vt) + &

leeremos la variacién sonora percibida,
es decir, como varia la frecuencia del
sonido emitido por la locomotora. Fijé-
monos ademds en que la recta y = —fi/u
es asintota de j(# porque

Lim j(#) = - i
1> U
Y también en que
X U
j0) = — %ot
ue,

Todo esto puede verse en la siguien-
te figura 9. El nivel y = 0 del grifico,
el eje x, representa el nivel de fre-
cuencia f= 523 ¢/s. La variacidén sono-
ra percibida es, mis o menos, un des-
censo de sexta mayor, el intervalo
determinado por F, = 655,29 ¢/s (=E*)
y por F = 390,71 ¢/s (=G,

Véase de otro modo en la figura 10.

Ambos sonidos no se escuchan ahora
arpegiados, sino que se enlazan de
forma continua en un descenso cuya
brusquedad depende de f, vy d. Véase
en la figura 11 como se mitiga la brus-
quedad del intervalo sonoro al alejar-
nos de la trayectoria del mévil y en la
figura 12 como se amplia dicho interva-
lo al aumentar la velocidad.

Figura 9.
Gréfico de (1)

y de sus asinfotas
para
f=523c/s(CY),
u = 340m/s,
d=2m,
v=86m/s =
309,6 Km/h

Y X == 10m

Figura 10

Figura 11.
Grdfico de 1)
para
u=340m/s,
f=110c/s,
V= 340/] 2=
28,3333m/s
Xy =—10m

y diferentes
valores de d:
d=2m,
d=>5m,
d=10m,
d=20m

Figura 12.
Como antes
u=340m/s,
f=110c/s,
d=3m,

Xy =—10m,
pero ahora

se introducen
diferentes
velocidades
v=20m/s,

v =28,333m/s,
v =56,666m/s,
v=285m/s

100

50

-100

Ll

[ |

T

T S N A S S

: 1 L 1 1 % 1 1 = 1 i 1 1 I X
4 0,5 1 1.5 2
-2 -
4
-6
-8~
1Y
Y
20 +
10 +
i X
0] 03! 1,5 2
] v=20m/s
- v=28,33...m/s
210 +
: v=56,66...m/s
20 +
1 v=B5m/s




{Y qué sucede cuando el moévil se desplaza con movi-
miento uniformemente acelerado? En tal caso no hay mds |
que afiadir aceleracion en e(?) para obtener la correspon- |
diente expresién de f(D. i
fv/u :
at? |
_f( x0+vot+T)(vo +cn‘) ::\\Q\ P
J = —
2 Tl I
2 at? el
u |d? +| xy+ U1+ 5 :
En el caso particular en que d = 0 esta expresion se redu-
cea Figura 13
) /( Uy + at) 4
JOREEA A
U
Su gréfico viene dado en la figura 13. Figura' ],5'
Como el gréfico 2
Para d > 0 se observard que la recta y = at es tangente al ¢« de la figura 14
grifico de f en el origen de coordenadas, mientras que la para
recta y = — at es asintota suya cuando 7 — oo (figura 14). j'__' ;Z’
sDonde se alcanza el miximo de esta funcion? Obsérvese d=25m,
coéHmo varia para diferentes valores de d (figura 15) y de a d=10m
(fig. 16):
Y
10
5
. X 5
1 2 3 4
0
5
10
-10 20
Figura 14. Para este gréfico se ha tomado a = 2m/s?, d = 1m, x, = -5m -40
y Vo = 0. El instante en el que el mévil pasa de aproximarse a alejarse es
2 ( - X, ) Y
ty = T = \/%T 60

Figura 16.
Ahora para
a=0,5,

a=>5.

En todos ellos,
como antes,
d=1m

Y Xp = ~5m



En resumen, para un observador situado
2 una distancia positiva de la trayectoria
del movil la audicién consiste o bien en
un descenso, brusco pero continuo,
entre dos notas cuando la velocidad del
movil es constante (figuras 9, 11 y 12),
o bien en una modulacién variable,
también continua, pero ascendente al
comienzo y descendente después, en el
caso de movimiento uniformemente
acelerado (figuras 14, 15 y 16). Cuando
el observador se halla sobre la trayecto-
ria del movil (d = 0), caso de un suici-
da, se rompe la continuidad. Natural-
mente: jjserd atropellado y tan solo es-
cuchari el primero de los sonidos que
forman el intervalo!! Tal situacién cons-
tituye el caso limite de la anterior como
puede verse en la figura 17, donde el
grafico estd a punto de partirse en dos
pedazos.

Epilogo

Los puntos de vista que tuvieron el pasa-
jero y el campesino o campesina debie-
ron ser sin duda muy diferentes. Tanto
desde el enfoque literal de la expresion
«punto de vista» (qué vieron), como
desde el enfoque figurado (qué pensa-
ron durante y después de la vision).

El enfoque matemdtico otorga a un
suceso gran objetividad. Sin embargo es
esta misma objetividad la que lo despo-
ja de otras circunstancias ineludibles
para su comprension, aislindolo casi
por completo de la realidad para ence-
rrarlo en una espacie de cimara mental
idénea limitada por una serie de axio-
mas y leyes forjadas a base de eludir el
maximo ndmero de ambig,edades posi-
ble: el laboratorio matematico. El desa-
rrollo técnico expuesto en este articulo
s6lo es posible tras reducir la escena
que lo generd a un esquema que poco
tiene que ver con la situacién real: el
tren ya no lo es, se ha transformado en
un punto matematico ideal; la trayecto-
ria que sigue es perfectamente rectili-
nea; su velocidad, cuando es constante,
no varfa un 4pice en todo su recorrido,
vy cuando no lo es, varia de un modo
absolutamente uniforme; etc.; etc.

80

40

-120

-160

Figura 17

Miquel Alberti
IES Pau Vila
Sabadell {Barcelona)

Las Matematicas, igual que cualquier otra materia, enfocan
tan s6lo a una de les innumerables facetas del problema.
Nunca como hoy en dia ha estado tan de moda la idea de
que la ciencia constituye el paradigma de la imparcialidad
v la objetividad y de que es la que mds cerca estd de la
verdad. iEste es un hecho casi cientificamente probadol
Pero el cientifico sabe, si es que no le ha cegado su pro-
pio punto de vista, que la verdad no es Gnica.

Me planteé las cuestiones formuladas después de vivir el
acontecimiento, no antes. Quede claro pues que el pre-
sente trabajo no es fruto premeditado de mi imaginacion,
ni el resultado mds o menos fructifero de una btsqueda
sobre un determinado tipo de problema que ofrecer a mis
alumnos. A pesar de la incomodidad, aversién y, por qué
no decirlo, del rechazo que sin duda el desarrollo técnico
precedente provocard en un lector ajeno al mundo mate-
mdtico, espero que su lectura sirva al menos para mos-
trarle cémo pueden plantearse problemas de Matematicas
viviendo experiencias tan corrientes como la descrita.

Como yo, quien, de conocerla, seguramente me habria
formulado preguntas similares a las que se formuld aque-
lla persona, desconocida pero real, cuando una vez el tren
irrumpié en su trigal.

Referencia citada

COGAN, R. y P. ESCOT (1976): Sonic design: The nature of sound
and music, Prentice-hall, INC., Englewood Cliffs, New Jersey.
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Isoperimetros
en la Grecia Antigua

Grupo Construir las Matematicas*

¢

Se ha demostrado, no solamente por Aristoteles, sino por Arquimedes y Zenodoro,
que, entre las figuras isoperiméiricas, la mayor es, entre las planas, el circulo y,
entre los sélidos, la esfera (cf. Simplicius, VI, 4/2, lineas 12 a 17).

Simplicius (ca. 520) era realmente un filésofo, excelente comentarista de
Aristoteles, que, entre otras cosas contribuy6 a dar a conocer en sus
libros resultados de otros tratados. Por ejemplo, en sus Comentarios
incluye un fragmento sobre las cuadraturas de las ltinulas de Hipocrates,
que él mismo dice haber copiado de la desaparecida Historia de la Mate-
matica de Eudemo.

Investigadores de la Historia de la Ciencia, como J. Mongenet, atribuyen
a Zenodoro (ca. 180 a.C.) el haber desarrollado completamente la teoria
de los isoperimetros en el s. III a.C. en un tratado sobre las figuras iso-
perimétricas, hoy desaparecido. Posteriormente, otros pensadores de la
Antigiiedad se interesaron por este problema. Herén de Alejandsfa, Ptolo-
meo, Pappus, Theodn de Alejandria, entre otros, dan fe de lo que decimos.

Ptolomeo, en su Almagesto (ca. 150), escribe: «Puesto que, entre figuras
diferentes pero isoperimétricas, las que tienen mds lados son mis gran-
de; entre las figuras planas, el circulo es la mayor, y de entre los s6lidos,
la esfera».

A Zenodoro lo situamos entre Arquimedes (m. 212 a.C.) y Pappus (ca.
320) dado que cita al primero y es citado por el segundo.

Theoén de Alejandria (ca. 390) hace alusion al libro de Zenodoro en uno
de sus comentarios al primer libro del Almagesto diciendo que «vamos a
demostrarlo de modo algebraico, siguiendo la demostracion que dio
Zenodoro en su tratado de figuras isoperimétricas».

;Por qué ese interés de estos griegos en la circunferencia y la esfera?
Antes de que Pitdgoras (ca. 580-500 a.C.) mostrara su modelo del Uni-
verso, la Tierra fue concebida como un circulo rodeado por el agua de

* Los componentes del Grupo Construir las Mateméticas son Rafael Pérez, Isabel
Berenguer, Lluis Berenguer, Belén Cobo, M. Dolores Daza, Francisco
Ferndndez, Miguel Pasadas y Ana M.® Paya.




los océanos que, a su vez, estaban cubiertos por una
semiesfera celeste en donde se encontraban las estrellas.
Las circunferencias y esferas eran figuras geométricas abs-
tractas de aquellas Matemdticas, que reconocemos como
tales por estar basadas en ideas y que nacen en la cultura
griega entre los siglos VII y VI a.C. Circunferencias y esfe-
ras sirvieron para crear un modelo con el que describir el
curso de astros y estrellas a través de los cielos. El primer
modelo complejo se atribuye a Pitdgoras que suponia que
las estrellas estaban fijas sobre una esfera de cristal que
daba diariamente la vuelta sobre si misma en torno a un
eje que pasaba a través de la Tierra. Asi mismo, cada uno
de los 7 planetas —Sol, Luna, Mercurio, Marte, Jupiter,
Venus y Saturno— estaba fijado en una esfera mévil. Se
llegb a creer que, ademds, las esferas se encontraban a
unas distancias unas de otras que permitian establecer
razones de longitudes de cuerdas que se correspondian
con las que descubri6 para explicar la armonfa musical. En
esta teorfa, las esferas celestes producian en su rotacién
sonidos armoniosos que solamente quienes eran iniciados
podian ofr. Era la miisica de las esferas, frecuentemente

utilizada en la Literatura y a la que el escultor australiano

John Robinson ha dedicado recientemente una escultura
basada en una superficie térica con doble orientacién y
cuya seccidn viene dada por el conocido alicatado de la
Albambra de Granada llamado «pajarita.

Figura 1. La mésica de las esferas, J. Robinson

Hagamos un alto en el camino de la Historia para obser-
var un hecho notable: la vision simultinea del problema
de los isoperimetros en 2D y en 3D, la relevancia del cir-
culo y de la esfera. Hoy en dia, la mayoria de quienes
estudian la ESO o Bachillerato debe pensar que su profe-
sor o profesora de Matemiticas vive en Planilandia ya
que, salvo cuando se hace uso del método de las coor-
denadas, la geometria que se estudia es la del plano. Una
vez mds nos alejamos del alumnado porque su mundo es

otro, no cabe en la negra pizarra de la clase y, lo que es
peor, en general parece que tampoco estd en la cabeza de
quien ha de dirigir el acto de ensefianza-aprendizaje como
fuente de recursos didicticos invalorable. Es lamentable
que la ensefianza de las Matematicas se haya apartado
tanto del objetivo que les dio vida. Su propio nombre pro-
cede de la palabra griega «mathema» con la que se identi-
ficaba un tipo de conocimiento humano mediante el cual
se intentaba comprender el Mundo; percepcién, conoci-
miento, cognicién o comprensién de la Naturaleza y la
Sociedad deberfan ser los objetivos primordiales en la
educacién matematica de las personas para contribuir a
que puedan ejercer y gozar de su libertad. jQué lejos que-
dan de este planteamiento las tediosas clases de Mate-
midticas que giran alrededor de problemas —habria que
decir, ejercicios— y demostraciones maravillosamente ing-
tiles bajo el pretexto de que lo importante es ensefiar a
pensar! ;Se ensefia a pensar transmitiendo una teoria total-
mente acabada, sin fisuras y frfa, lejana del ruido que pro-
ducen los errores cometidos durante su investigacién? Y lo
que atn es peor, en la mayoria de los casos, el profesora-
do de Matemiticas no ha reconstruido el conocimiento
que después intenta ensefiar. Asi, el aprendizaje de las Ma-
temadticas nada tiene de aventura o reto. Se convierte en
una rutinaria, pesada y torpe excursién a ninguna parte.

Llegados a este punto, creemos conveniente recordar al
profesor Puig Adam en el centenario de su nacimiento
porque sus ideas, estando vivas hoy, son un fiel reflejo de
lo que sentfan aquellos antepasados griegos. Recuerden si
no aquel «Decilogo de la Diddctica Matemdtica Media que
publicara en Gaceta Matemdtica, 1.2 serie, Tomo VII,
nameros 5y 6, publicada en Madrid el afio 1955, en el que
escribia:

No olvidar el origen concreto de la Matematica, ni los procesos
histéricos de su evolucion, Presentar la Matemética como una uni-
dad en relacién con la vida natural y social.

El panal de abejas y Pappus

Pappus de Alejandria escribié un libro hacia el afio 320
titulado Synagoge o Coleccion matemdtica. Inicialmente
constaba de ocho libros, habiéndose perdido el primero y
parte del segundo. No obstante, ha suministrado informa-
cién muy valiosa sobre el estado del conocimiento mate-
mitico de su época. En el libro V aparece una nueva
visién sobre el problema de los isoperimetros relacionada
con la arquitectura de un panal de abejas. Después de
demostrar Pappus que entre los poligonos regulares iso-
perimétricos es el de mayor 4rea el de mayor nimero de
lados, sacé la conclusién de que las abejas demostraban
tener alguna forma de pensamiento matemitico al cons-
truir sus celdillas de forma hexagonal y no triangular ni



- ¢uadrada. En este libro se demuestra que es el circulo
quien tiene mayor irea que un poligono regular de igual
perimetro.

Un problema va adoptando diferentes formas a medida
_ que van resolviéndose las situaciones que lo originaron.
 Asi, llegamos a la extensién que Pappus hizo al conside-
rar teselaciones:

De entre todos los poligonos que pueden recubrir el plano por
yuxtaposicién, es el hexdgono regular el que presenta perimetro
minimo para un drea dada.

Veamos la demostracion precisa de un lema previo que
enunciamos en la forma que dio un italiano llamado
Federico Commandino (m. 1575), traductor latino de la
Coleccion Matemdtica de Pappus que habia pasado, al
parecer, desapercibida hasta entonces:

Sean OG y AG dos rectas perpendiculares; OH y OA dos obli-
cuas. Se verifica que

£§> £ AOG
HG £ HOG

En efecto, dibujemos el arco KHJ haciendo centro en Oy
tomando como radio a OH (figura 2).

Figura 2
Se verifica que

drea (tridngulo OAH) > édrea (sector OKH)
area (tridngulo OHG) < drea (sector OHJ)

luego

rea (tridngulo OAH) . area (sector OKH)
area (trisngulo OH@  4rea (sector OH))
Sustituyendo y simplificando, queda que

AH S /L AOH
HG L HOG

Sumando 1 a ambos miembros de la desigualdad resulta

AH+ HG S /£ AOH + £ HOG
HG /L HOG
quedando definitivamente que

AG S L AOG
HG £ HOG

Teniendo en cuenta este lema; seguiremos casi fielmente
la demostracién de Pappus de su proposicién, Hemos de
probar que:

Dados dos poligonos regulares, Oy O, cuyo perimetro p es el
mismo y con disfinto nomero de lados, el poligono O’ con mayor
nimero de lados es el que tiene mayor drea.

En efecto, sean Gy G los puntos medios de los lados AF
y A’F’ de los poligonos Oy O, respectivamente. Al ser
AF> A’F’, se sigue que AG> A’G’' y podemos tomar sobre
AG un punto Htal que GH= A’G".

Figura 3

Uniendo H con O se tiene que

AF L AOF AF  LAOF
b 2 Y b 2

Si dividimos, miembro a miembro, ambas expresiones

resulta
AF L AOF
AF  LAOF

luego
ﬁ _ L AOG
HG LAOG

Teniendo en cuenta el lema anterior,

A_G S L AOG
HG L HOG
de donde
L AOG . L AOG
LAOG LHOG
por tanto,

LA'O'G’< LHOG vy LG'A’0O’> LGHO
Si construimos ahora un dngulo ZGHI = LG’A’O’, el
punto se encuentra sobre OG'y por encima de O, por lo
que IG > OG o, equivalentemente, O’G’> OG. Como las
areas de los poligonos son iguales a
p< 0G p<O'G
2 Y 2

se deduce que el 4rea de O’ es mayor que el drea de O.




Reciprocamente, si las dreas de Oy O’son iguales, el peri-
metro de O’ es menor que el de O.

Entonces, para un 4rea dada, el perimetro del hexigono
regular es menor que el del cuadrado o el del tridngulo
equilatero.

Ya tenemos justificacion del porqué de la forma hexago-
nal de la celdilla de un panal de abejas, pero scémo es el
resto? Es decir, queda por ver atn la forma geométrica de
un alveolo completo. Lo haremos en la sexta entrega por-
que, si bien Pappus enunci6 el problema en 3D, la solu-
cién que ofreceremos se debe a MacLaurin.

De nuevo la Naturaleza vuelve a sorprendernos y a mara-
villarnos. Veamos por qué. Para ello, debemos pasar del
problema isoperimétrico plano, con la restriccién que
Pappus impone a los poligonos de que han de teselar el
plano, al correspondiente del espacio:

De entre los poliedros que pueden cubrir el espacio por

yuxtaposicion es la celdilla de abeja la que presenta una
superficie lateral minima para un volumen dado.

En primer lugar hay que pensar acerca de los poliedros
que teselan el espacio y, una vez mds, el nimero es muy
pequefio si se les pide «cierta regularidad», Es decir, utili-
zando copias de un solo tipo de poliedro regular, es el
cubo el tinico que tesela el espacio; andlogamente, utili-
zando cuantas copias sean necesarias de un mismo polie-
dro semirregular, solo el de Kelvin permite teselar el espa-
cio por yuxtaposicion.

Figura 4. Sélido de Kelvin

Evidentemente, puede teselarse el espacio con copias
suficientes de un prisma cuya base sea un poligono que
tesele el plano; como sabemos que el hexdgono cumple
los requisitos de perimetro minimo para un 4drea dada, un
prisma de base hexagonal puede ser, como después vere-
mos, el adecuado. Pero el fondo de una celdilla de abeja
no es hexagonal, sino que estd formado por tres rombos

yuxtapuestos dos a dos alrededor de un vértice comtGn por
el que pasa el eje de la celdilla. Como en un panal estin
las celdillas yuxtapuestas por sus fondos, hay que pensar
en que estos rombos formen parte de algln poliedro cuyas
caras sean rombos y, ademis, tesele el espacio con copias
de si mismo. Ese poliedro es el rombododecaedro cuya
teselacion tridimensional es equivalente a la de una red de
cubos.

\_/
e
e
e
o
o'
e
S
e
7\
0

Figura 7. Teselacién de rombododecaedros

Por otra parte, si hacemos las secciones hexagonales de los
algunos cubos de la red, queda el panal de abejas. jNo es
fantastico el resultado?



Dos y dos son cuatro

Fernando Corbalan

.
N CUALQUIER ENCUESTA que se realice siempre aparece que a nivel
social se considera que las mateméticas son muy interesantes. El proble-
ma surge cuando ademais de la anterior declaracién de principios hay
que decir para qué son importantes las matematicas, porque después de
algunos cuantos lugares comunes sobre comprar y vender, se hace el
vacio. Con justicia se ha dicho que las matemadticas son invisibles, en
nuestro entorno. Y por eso uno de los objetivos de este Afio Mundial que
estamos disfrutando es mostrar que las matematicas estdn bien presentes
en nuestras vidas. Yo, modestamente, aprovechando este escaparate que
tan gentilmente me presta SUMA, y antes de entrar en los medios que
nos ocupan, propongo un método sencillo y ripido para que cualquiera
(incluidos, y quiza de forma prioritaria, nuestros alumnos) se de cuenta
de la importancia de las mates: que haga un esfuerzo de imaginacion e
intente hacerse idea de lo que pasaria si de buenas a primeras desapa-
recieran todos los nimeros (yo algunas cuantas veces les he propuesto
la tarea a mis alumnos y con cierta frecuencia sus respuestas son apoca-
lipticas). Y una vez puesto en materia que después reflexione sobre el
hecho de que las matemdticas son mucho mis que nimeros.

Pero dentro de la poca visibilidad de las matematicas hay algunas cosas
que si que penetran profundamente en el inconsciente colectivo. A una
de ellas nos referfamos en el articulo anterior: el 100% es la seguridad (y
asi aparece con frecuencia en la publicidad). El tema que nos va a ocu-
par hoy es otro de los simbolos de lo indiscutible:

2+2=4

Aparece en los medios de comunicacién con cierta frecuencia en forma
de chiste, una de las formas mds rdpidas y profundas de interpretar el sen-
tir popular. Y como muestra de su importancia social se le hace hasta un
monumento con toda la fanfarria propia del caso (como en el chiste de
Quino, fig. 1. Pero no todo puede estar en orden, porque de cuando en
cuando se cortocircuitan los conocimientos y aparece el absurdo (y asi lle-
gamos al primer chiste de Forges, fig. 2), que llega incluso a utilizar la
negacién de esa igualdad incontrovertible como simbolo de ir contra los
cauces establecidos, contra las verdades indiscutibles (merecedoras por
tanto de un castigo duro, como se ve en el otro dibujo de Forges, fig. 3).
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Figura 1
Quino

Figura 3
Forges

El Pais, 25/5/98

Figura 4
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Figura 2
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Pero NO pensemos que en este aspecto somos diferentes
~ porque la referencia a la susodicha igualdad aparece en
otras culturas. Puede ser discutible la ideologia que vehi-
cula el siguiente chiste, pero no lo es la utilizacién en el

4 (fig. 9.

También la publicidad usa la igualdad que comentamos.
En la primera muestra que aportamos cambiindola como
una forma de mostrar que hacen un descuento (fig. 5). Y
de esa suma se deberia poder deducir con facilidad el por-

mismo sentido del 2 + 2 =

T Ao vewwapanbenices

Cuente connosofros;

i2+2=4,152

EN OPEN BANK,
NUESTROS CLIENTES SIEMPRE
SALEN GANANDO.

Otro caso mis reciente es del mismo tipo de llamar la
atencién de los posibles clientes de un banco ofreciendo
otra suma cuyo chocante resultado era el porcentaje que
ofrecian (fig. 6).

DEPOSITO FIIO 2 AROS + 2 DIAS

4,157

TAE
Desde 1,000.000 Ptas.

CON UNA REDUCCION FISCAL DEL 30%. S| QUIERE SALIR GANANDO, LLAMENOS.

901 365 366 { OPENBANK

o] e
Santander Central Hispano

2+€=5,

15% de descuento

C/ Uralita, s/n. RIPOLLET
Tel. 580 21 12. Fax 580 01 03

Figura 5

centaje de descuento. Pero ahi ya los publicistas no esta-
ban seguros de tocar un tema que dominaba el pablico
porque se vieron en la obligacién de poner el porcentaje
de descuento que suponia (el 20%). Y creo que estaban
en lo cierto, porque yo he propuesto a diversos grupos de
alumnos, de diferentes niveles, en aflos sucesivos, ese
anuncio (o solo la igualdad) borrando oportunamente el
porcentaje que aparece debajo, para que ellos lo deduje-
ran, y los resultados no eran muy halagiiefios (el porcen-
taje de éxito con alguna frecuencia no llegaba a alcanzar
el del descuento ofrecido). Tanto es asi que ya lo he
pasado a incorporar a mi arsenal educativo: sumas surre-
alistas (2+2 = 3; 2+3 = 6; y otras del mismo tenor), en las
que hay que decir el porcentaje de aumento y disminu-
cién que suponen.

Figura 6

Seguro que no son las Gnicas apariciones en los medios
de comunicacién. Nos gustarfa mucho poder incorporar
mias. Asi es que si las tenéis localizadas y lo tenéis a bien
podéis mandarlas por cotreo a la revista o por correo
electrénico a

suma@public.ibercaja.es
Préximamente ampliaremos los datos.

Nota final.- Sobre el significado del eslogan y del mismo
nombre del perfume de Givenchy: «wun peu plus loin que
P'infini» (un poco mis alld del infinito), al que nos referia-
mos en la entrega anterior, dos posibles interpretaciones:

e La permanencia del aroma mis alld del tiempo, es
decir es un perfume cuyo olor permanece mucho
tiempo.

e También, en un aspecto mds matemdtico, T es una
relacién constante, la misma que hay que establecer
con un perfume, para que nos identifique.

Por supuesto que hay muchas mds. Seguimos esperando
la tuya.

FE DE ERRATAS N.° 33

e En el arficulo «Los 17 grupos de simetria planos del
mudéjar aragonés» (pp. 5-23) estan intercambiadas
entre sf las fotos 1y 2 (p. 8} por un lado; y las fotos
3 (p. 9) y 6 [p. 10). En ambos casos los pies de las
fotografias estan en los lugares oportunos. En la pagi-
na 12 estan intercambiados entre si los rétulos L, y L,
de la figura.

En la pagina 142, 2.9 columna, 4.° linea, debe cambiar-

se «Coord. J. M. Sorando» por «Elaborada por J.M.
Sédaba, J.A. Sallan, .M. Sorando y A. Zapateroy.
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El juego de la «L»

Grupo Alquerque*

STE JUEGO fue creado por Edward de Bono, medico, psicélogo y pen-
sador maltés, con la intencién de producir el juego mas simple posible,
que pudiera, sin embargo, jugarse con un alto grado de habilidad donde
no hubiera estrategia ganadora y con un minimo de piezas y reglas.

El resultado fue el juego de la d», que a continuacién se describe.

Normas del juego de la «L»

Es un juego de estrategia y reflexion, para dos jugadores, a partir de los
siete anos.

Elementos que lo componen:

o O

Figura 1

Un tablero de 4 x 4 cuadrados, dos piezas en forma de ele de diferente
color (cada una de las cuales cubre una superficie de cuatro cuadrados),
y dos fichas redondas de igual color, que se denominan fichas neutras
(figura 1). La posicién de inicio es la que aparece en la figura 2.

Figura 2

* Los componentes del Grupo Alquerque de Sevilla son Juan Antonio Hans
Martin [C.C. Santa _Maria de los Reyes), José Mufioz Santonja (IES
Macarena), Antonio Fernandez-Aliseda Redondo (IES Camas), José Blanco
Garcia {IES Alcalé del Rio} y Josefa M.@ Aldana Pérez (C.C. Inmaculado
Corazén de Maria ~Portaceli-).
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El objetivo del juego es inmovilizar la «L» del contrario. Por
ejemplo, en la figura 3 el jugador conla {» gris est4 blo-

queado y pierde la partida.

Figura 3

O

Una vez que cada jugador elige una pieza «{» de diferen-
te color y se asigna el orden de comienzo cada jugador
puede realizar en cada turno dos movimientos:

1.2 Mover su pieza » a cualquiera de las posiciones no
ocupadas del tablero. Su nueva posicién tiene que
diferir de la anterior por lo menos en un cuadrado.

La pieza «L» se puede girar antes de colocarla en el
tablero. No se permiten pruebas sobre el tablero ni
rectificaciones.

2.° Después de colocar la pieza «L», el mismo jugador si
lo desea, pude mover una sola de las piezas neutras
a cualquier cuadro vacio.

El juego finaliza cuando uno de los dos jugadores no
puede hacer un movimiento reglamentario.

Se puede llegar a empate por acuerdo o cuando cada
jugador repite el mismo movimiento tres veces seguidas
(como en el ajedrez).

Es sorprendente que con tan pocos elementos y en un
tablero relativamente pequefio el ndmero de posiciones
distintas se eleve a 18.368. Si consideramos idénticas las
posiciones simétricas y las que son equivalentes por rota-
cion del tablero, nos quedan 2.296 posiciones realmente
diferentes. S6lo quince de ellas son posiciones ganadoras
para uno de los jugadores. A continuacién se muestran
algunas de las que existen, correspondientes a la «» oscu-
ra ganadora con tres cuadrados horizontales (se deja para
el lector buscar las posiciones que faltan).

Se trata de un juego de aprendizaje rdpido que potencia
la percepcién visual y la orientacion espacial.

Favorece la busqueda de estrategias de resolucién de pro-
blemas y el razonamiento concreto.

Como ejemplos de actividades al margen del uso del juego
como tal se pueden proponer:

a) Disefiar la partida mds corta posible (contando con la
inexperiencia de alguno de los jugadores)

En la siguiente partida el jugador de la pieza clara rea-
liza un comienzo tan malo que en el primer movi-
miento del oscuro queda inmovilizado y pierde.

Figura 4

Figura 5

b) Buscar partidas que terminen al 2.° movimiento del
primer jugador, al 2.° del segundo, etc. o que tengan
una duracién de movimientos determinada.

¢) Problemas de seleccién de mejor jugada, del tipo
«Negra mueve y gana.

Finalmente, planteamos una serie de propuestas para
investigar en el aula:

En lugar de usar una J» formada por cuatro cuadrados se
puede utilizar otro tipo de letra , como la «T> formada por
5 cuadrados, en un tablero de 5 x 5, y usando dos, tres o
mis fichas neutras. Si se ve que es dificil realizar bloqueos,
se puede aumentar el nimero de fichas neutras o variar
el tamafio del tablero. También se puede pasar a un juego
de tres o mds jugadores usando tres o mds «I» o tres 0 mds
«TI» ajustando las fichas neutrales necesarias y el tamafio
del tablero.

Lo dicho antes para la «» y la «T» se puede aplicar a otras
configuraciones, como la «H», compuesta de 7 cuadrados,
la «& compuesta de 5 cuadrados, etc... e incluso se podria
disefiar un juego tridimensional, donde las fichas neutra-
les serfan columnas que imponen restricciones a los movi-
mientos y las fichas cuatro cubos pegados en forma de L

Bibliografia
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La Federacion y «Thales»
en Internet

Antonio Péerez Sanz

¢

A RED DE REDES sigue creciendo a un ritmo exponencial.
Recientemente se han superado los 300 millones de sitios en Internet, y
cerca de un 7% en castellano. Y, por supuesto, muchos de ellos con
informacién de Matematicas. Empieza a no valer el pretexto de que uno
no domina el inglés a la hora de resistirse a utilizar estos recursos...

Aungque el ciberespacio no es un espacio métrico (no existe la distancia)
viene bien la mixima de no buscar lejos lo que tienes dentro de casa.
Por eso en este niimero vamos a presentar dos sitios «de casa»,

El primero, jerarquia obliga, el sitio de nuestra Federacién, que ya tiene
dominio propio:

http://www.fespm.es.org

.
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Ai o P de un anillo matematico en el que el
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por el paisaje matemitico de nuestro
pais con el minimo de esfuerzo.

La pagina es de todos y se hace entre
todos asi que esta presentacion es tam-
bién un llamamiento a todos los socios
para que envien sus aportaciones,
noticias, enlaces...

La segunda presentacién de este
nimero es la de la Sociedad Andaluza
de Educacién Matematicas «Thales:

:
i

http://thales.cica.es

Como se ve en su portada el volumen
de informacién es bastante extenso e
interesante.

Los enlaces de la parte izquierda,
algunos en construccién, nos permi-

La estructura pretende ser simple y agil.

ten conocer la vida interna de la
Thales y contactar con sus diversos servicios.

En la parte derecha aparecen los enlaces con un conteni-

o
.
l
,
]
1
.!
3

En ella queremos volcar toda la informacién generada
desde la propia Federacién y también las de las socieda-
des federadas.

Estd dividida en cuatro ramas mas una en proyecto.

Sociedades Federadas: donde se puede encontrar las
direcciones tanto de los miembros de la Junta Directiva
como de los presidentes y de las paginas de las distintas

do mds amplio:

En NOVEDADES nos podemos enterar de las actividades
realizadas y previstas de la SAEM Thales en todas las pro-
vincias andaluzas.

En RECURSOS DIDACTICOS podemos encontrar una
auténtica mina de materiales para la ensefianza de las
matemadticas

sociedades federadas.

Aunque la entrada tiene un pelin de guasa con las opcio-
nes de tamafio de los marcos que pueden despistar al

navegador novato, la cantidad y calidad de los materiales

|
Un buen portal para que no se escape ninguna informa-
cion del mapa de la ensefianza matematica espafiola.

La segunda rama es una informacién de
todos los articulos y autores publicados
en SUMA hasta el namero 31. Esperamos

que los fastos del 2000 nos p crmitan Detener Actuahzar Pﬁgm prmmpa’t Fa\'ontos Historial Buscar  Autorr=Tlano Magor Meﬁor
actualizar la informacién de los tres Glti- ion: (= | (558

= SAEM. THALES =

/thales cica.es./

mos nimeros cuanto antes.

En la tercera se pretende recoger la infor-
macion actualizada de las actividades de
cardcter general en las que interviene la
Federacion y los recursos diddcticos que
se pueden encontrar en las paginas de las [©mmacién General

SOCIEDAD ANDALUZA DE EDUCACGION
MATEMATICA THALES

-lER MNovedades

Cursos de Educacién a Distancia THALES-CICA-CEC

Boletin de inscripcidn
Hoja-pedido de
Publicaciones

sociedades.

En la cuarta se incluirdn las noticias rele-
vantes que nos vayan llegando de todos legaciones Provinciales

los puntos del pais relacionadas con la T Boletin Informativo Thales -
actividad matematica.

Olimpiadas Mateméaticas THALES

Recursos Didacticos @

II Premios Intermacionales de InveSUgacmn v de Renovacion
Pedagogica en Fducacidn Matematica

ntro de Documentacion THALES
La ultima -no activa— serd en un futuro,  vista EPSILON

Tormnn o mAeinan valaninnadan one 20000 Afio Mundial de las Matematicas [




Alli podemos encontrar desde apuntes sobre
nimeros complejos, nlimeros primos, pro-
blemas curiosos, apuntes histéricos, movi-

mientos en el plano (con GIF animados)...

Gran parte de este material ha sido elabora-
do por profesores y profesoras a lo largo de
su participacion en diversos cursos y cuenta
IS TS -y con la frescura del material salido de la

; . ‘ I C - cabeza del profesor y directamente aplicable
m - al aula.
- Actrsrominy  Astrofisiza ’ . b ’

En OLIMPIADAS MATEMATICAS THALES

g —
tenemos a nuestra disposicion toda la infor-

i macién de las Gltimas olimpiadas realizadas
WehEERTET y una nada desdefiable coleccion de proble-
e Gchsdehitmy del ) | e : mas propuestos a lo largo de estos afios.
b , Los otros enlaces contiene informacion
52-Clchsmilias © -y M ; ' ~ sobre el IX Congreso de Ensefianza y
13- Cieiche wotoligng ) s > , Aprendizaje de las Matemiticas de «Thales,
R - ; - , ' [5] las actividades del comité andaluz del 2000,
| @ Zona de Internet , : : i [~ las bases del Concurso de material didactico

para el aula de matemiticas y de los II

Premios Internacionales de Investigacién y Renovacion

Pedagogica.
merece la pena: hasta 68 materiales distintos, de lo mas En fin, ahora que llegan los calores un buen sitio para
variado, catalogados en 9 apartados que recorren las prin- sumergirse a la busqueda de excelentes piezas matemati-
cipales ramas de las Matematicas. cas. {Buena pescal y ifeliz navegacion veraniegal

i Rey Wasfor Wittg. Roam

Rlgebra
‘ - -
Qrigonomefrin

(eont {alituas)

Colaboraciones con Rey Pastor
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Unos siglos que cambiaron
el mundo (I)

Angel Ramirez Martinez

Carlos Usén Villalba

¢
A CRISIS DE FUNDAMENTOS de finales del siglo pasado desencadend la
obsesidén de logicistas, constructivistas y formalistas por hacer de las
matemiticas un sélido edificio en avance permanente y convirtid la his-
toria de esta ciencia en su particular agencia publicitaria. Aisladas del
mundo, encerradas en su torredn de marfil, las Matemadticas renunciaron
incluso al valor de verdad de sus argumentos. Acosadas por su propia
inseguridad, necesitaban envanecerse con sus éxitos y exhibir las cotas
alcanzadas como una justificacién ante el mundo y ante si mismas.

En ese proceso dignificador, la historia se olvidd del aglutinante que dota-
ba de coherencia al edificio, ignord los pasos en falso y, en general, el pro-
ceso de creacién. Incluso, el efecto que su presencia causaba en la pobla-
cién y su influjo en la concepcién del mundo. Obsesionada por el proce-
so acabado, concibi6 su desarrollo de forma lineal, como una concatena-
cién de hitos artificialmente conectados. Una historia profundamente sec-
taria y pagada de si misma que fijé, como exigia el guién, la génesis cimen-
tadora del edificio matematico en Grecia, mas concretamente en Euclides,
obviando de paso las aportaciones del resto de las culturas.

La huella did4ctica de aquel proceso de fundamentacion que acapard el
interés del siglo ha sido profunda. Sirve con mirar casi cualquier libro de
texto para cerciorarse de ello. En estos tiempos que huelen a contrarre-
forma sigue siendo necesario plantearse el cometido que atribuimos a esta
ciencia en el desarrollo de la libertad personal. No debemos posponer por
mas tiempo una definicién de lo que entendemos por Matemdticas, por
<hacer matemiticas,, asumiendo de una vez la referencia a Godel y, con
ella, el fracaso definitivo del formalismo. Es hora de asimilar de verdad a
Polya, mi4s alld de la manida referencia a How to solve it, aceptar la dubi-
tabilidad de Lakatos como punto de partida y reflexionar con Feyerabend
contra el método. Pero ello lleva implicito también una profunda modifi-
cacion de las referencias histéricas. No podemos seguir leyendo a la luz
de la vela. Debemos hacer un esfuerzo por incorporar nuevas aportacio-
nes, replantear su papel didactico y redefinir su dmbito de actuacion. Es
necesario empezar a reconstruir nuestra concepcion de la historia. De esa
historia que neg6 la existencia de matemdticas en el Renacimiento espa-
fiol! y no supo trascender la aristocratica visién de los hitos. La misma que
hizo desaparecer de sus paginas los siglos XI y XII en la Marca Supetior




y con ellos a uno de los matemiticos mas importantes de
lo que una Europa, empobrecida cientifica y culturalmen-
te, dio en llamar Edad Media.

Nos persigue la misma conviccién platénica que a Leonar-
do Sciaccia cuando en FI archivo de Egipto pone en boca
de uno de los personajes su valoracién de la historia
«...creemos que la verdad existia antes que la historia y
que la historia es mentira. En cambio, la historia rescata al
hombre de la mentira, lo conduce hacia la verdad». Es ella
la que nos sitta en el siglo XI en la taifa zaragozana.

La Marca Superior

La especial sensibilidad demostrada por los reinos de Taj-
fas hacia la cultura establecié una competencia entre ellos
que tuvo como base la autoafirmacién y justificacion poli-
tica de sus reinados y como fin dotar de esplendor, pompa
y boato a sus cortes respectivas. En particular, la especial
aficién del rey al Muqtadir? hacia las ciencias en general,
y hacia las matemadticas en particular, hicieron recalar en
Sarakusta una buena parte de la expoliada biblioteca de
al-Hakam II, dotando a la taifa zaragozana de una de las
colecciones de libros mas actualizada del momento.

El hecho de ser la avanzadilla del Islam, pero sobre todo
el clima de paz y estabilidad de esta frontera rica y pobla-
da, atrajo hacia la Marca Superior a innumerables sabios
musulmanes que hujan de la JSitna y a numerosos judios?
seducidos por la proteccién que les ofrecfa la familia Banu
Hud. La ausencia de una zona de exclusién sometida a
continuos ataques permitié una interaccién permanente
entre las tres religiones y el desarrollo de un clima de
docta controversia que estimulé de forma especial la filo-
sofia y acabé convirtiendo a algunas ciudades aragonesas
y del Sur de Francia como Tudela, Tarazona, Narbona,
Marsella, Zaragoza o Barcelona en importantisimos centros
de traduccién entre los siglos XII y XIV.

Reducidos los Pirineos a una simple dificultad geografica
los contactos con el resto de «Europa» habjan sido perma-
nentes, sobre todo por parte de la comunidad hebraica,
Como también lo fueron Ias relaciones con los principales
centros culturales de Oriente por parte de los musulmanes
a través de las preceptivas peregrinaciones?. Todo ello
configuré el marco socioeconémico que acabaria por con-
vertir la frontera noroccidental del Islam en el principal
centro filoséfico y cientifico del siglo XI en al-Andalus.

Abu ‘Amir Yusuf Ahmad
al-Mutaman ibn Hud

Muy poco sabemos de la nifiez ni de la formacién del que,
en opinion del bidgrafo Sa‘id al-Andalusi, contemporineo
suyo, era el joven mas brillante y famoso de su tiempo por
sus conocimientos de Filosoffa, Matematicas y Fisica. Tan

solo que contd con excelentes maestros y posiblemente
con la biblioteca cientifica m4s importante de al-Andalus.

Su Kitab al-istikmal —El libro de la compleccion— estaba lla-
mado a ser el sustituto de los programas de formacién
(Mutawassitad del centro del imperic®. Es, por tanto, una
obra enciclopédica. Un intento de renovacién y actualiza-
cién de dichos programas a base de completar sus conte-
nidos con el saber matemitico del momento. Corregido y
ensefiado por Maimonides (1138-1204), Kitab al-istikmal se
siguié estudiando en el Magreb, al menos, durante los
siglos XIII y XIV y citindose como referencia segura en
todo el mundo musulman. La conquista de al-Andalus por
almoravides y almohades marcé un momento trascendental
en su difusién al quedar integrada la peninsula en la zona
de influencia del Magreb. Hacia allf viajo de la mano de
cientificos como Ibn al-Yasamin a finales del siglo X1, Ibn
Mun‘in (.-1228) o, quizis, al-Qurashi ya en el siglo XIII.

La primera mitad de la obra Ia dedica a las llamadas discipli-
nas tedricas. La forman cinco bloques que contienen unas
400 proposiciones rigurosamente demostradas, En ella, como
no podia ser de otro modo, se recogen los grandes temas de
la tradicién griega: teoria de nimeros, magnitudes incon-
mensurables, construcciones geométricas y cOnicas, dejando
constancia de un vasto conocimiento de los principales tex-
tos de la matemdtica griega: los Elementos de Euclides, las
Conicas de Apolonio, la Esfera y Cilindro de Arquimedes, las
Esféricas de Teodosio y el Almagesto de Ptolomeo. También
€ aportan demostraciones nuevas, en ocasiones mis simpli-
ficadas, de numerosas proposiciones de los Flementos de
Euclides y una solucion mejorada del problema de al-
Haytham acerca de la reflexién en un espejo esférico.

Pero, mds alld del hito, E! libro de la compleccion resulta
trascendental desde un punto de vista histérico porque des-
truye definitivamente la tradicional creencia de un Occiden-
te musulmén desconectado cientificamente (cuando menos
matematicamente) de Oriente. En esta obra, al-Mu’taman
demuestra conocer a la perfeccion textos tan importantes y
emblemdticos del saber oriental como: El libro de la medi-
da de las figuras planas y esféricas (=850) de los hermanos
Banu Musa, La cuadratura de la pardbola de Ibrahim ibn
Sina (i~ 946) o el Tratado de los niimeros amigos de Thabit
Ibn Qurra (;-901). Un hecho que evidencia un amplio cono-
cimiento del saber de su tiempo. Lo que desde luego no
constituye ninguna excepcion a tenor del trabajo de algu-
nos de sus contemporineos como Ibn Khalaf, Ibn Jawshan,
Ibn Sayyid, Ibn Mu‘adh alJayyani o Az-Zarqali.

En cualquier caso se trata de una obra inacabada. Y es
precisamente la segunda parte, dedicada a problemas
précticos de Astronomia, Algebra, Mecinica, Cilculo Indio
y Optica la que sufre esa incompletitud.

En ella aparece también una demostracion del llamado teo-
rema de Ceva, siete siglos antes de que naciera el conoci-




do matemitico italiano. Poco importa si la demostracion fue
o no la primera. S6lo una historia que no acaba de asumir
sus limitaciones y no termina de aceptar la ciencia como
una creacién colectiva convierte en esenciales estas cosas.
El hecho es que en la Frontera Superior de al-Andalus y en
el s. XI el teorema era conocido, que se estaba al dia® del
saber matemdtico del momento y que alrededor de la corte
se desarrollaba una notable actividad investigadora, con el
rey a la cabeza. Condiciones favorables que vienen a
sumarse a las citadas en los primeros parrafos y que permi-
tieron una espectacular actividad cultural de la que da fe el
abultado elenco de figuras de la gramatica, filosofia, mate-
maticas, medicina, astronomia, astrologia, poesia,... que
jalonan este periodo, tanto entre la comunidad judia como
entre la musulmana. Un verdadero siglo de Oro del saber
peninsular’ del que poco sabemos sobre su calado social o
su influencia en la educacién matematica posterior mas alld
de la pura especulacion inferencial. Si bien es cierto que su
fuerza acabaria por determinar y caracterizar a Europa. Pero
sobre este tema hablaremos en préximos articulos.

A vueltas con la didactica

Ahondemos en esta reflexién. Seguramente, el teorema tan
solo era conocido en el siglo XTI y posteriores por una
minoria intelectual. La que nutre las paginas de la historia
con la excusa de la disponibilidad. También hoy es un gran
desconocido para el gran pablico. Ha desaparecido de las
aulas con el resto de la geometria del tridngulo. Hemos
recuperado algo de geometrfa en los curriculos, al menos
en teotia, pero en la prictica sigue relegada al final de los
temarios, unos dias antes de que no dé tiempo a trabajar la
probabilidad. Con todo, la geometria del tridngulo sigue
ausente® de ellos. Se puede pensar que afortunadamente.
Quizas. También somos partidarios de romper las cadenas
de Euclides®. Pero la forma de hacerlo no es Gnica. Estamos
convencidos incluso de que hay que comenzar por ello. De
que es fundamental para nuestra formacién como profeso-
res y profesoras porque pone en entredicho esa tradicion
formalista. Aquella que sélo consideraba que se adquirfa
conocimiento tras una solemne demostracién y que parece
haber dejado en nosotros una marca indeleble.

Proponemos recuperar los conceptos y de paso incorporar
la induccién como modelo para generar hipotesis, también
como génesis del rigor. De un rigor suficiente y adecuado
a cada etapa educativa. Pero, sobre todo, a cada momento
del desarrollo intelectual y afectivo del ser humano que lo
ambiciona. Y es que ahora tenemos herramientas informa-
ticas que permiten una induccidén que antes era tan costo-
sa como la propia demostracion euclidiana.

No podemos vivir atrincherados en el pasado. El desarro-
llo tecnolégico tiene fuertes implicaciones sociales que
determinan nuestro trabajo. También ofrece herramientas

que nos ayudan pero, sobre todo, que lo transforman y
nos obligan a plantear alternativas que no tienen por qué
ser de adaptacion.

Algunas propuestas

Y puesto que hemos tomado la figura de al-Mu’taman
como excusa podemos

recalar en el teorema de

Menelao de Alejandria

(=100). R

Si una recta corta a los C
lados AB, BC y CA de un

tridngulo (o a sus prolonga-

ciones) en P, Qy R respec-

tivamente, se cumple que A P B
AP-BQ-CR= AR-BP-CQ

%Y aceptar el reto que ofre-

ce Carl B. Boyer en su Historia de la matemdtica y tratar
de demostrarlo por «unétodos de geometria elemental o
aplicando relaciones trigonométricas sencillase.

El teorema en si, aplicado a tridngulos planos, era conoci-
do por los contemporineos de Menelao y él mismo con-
sigui6 una generalizacién a tridngulos esféricos que en
notacion actual serial®:

senAP senBQ-senCR = senAR-senBP-senCQ

En 1806 Carnot!! ofrecié una preciosa generalizacion en la
que la recta que corta a los lados del tridngulo es ahora
sustituida por una curva cualquiera de orden 7.

Una version diferente del mismo teorema es la que lleva
el nombre de Ceva (o de Ceva-Menelao) y que, si claudi-
camos a la dudosa costumbre de asignar paternidad a los
teoremas, a partir de ahora
c debiera denominarse, co-
mo minimo, de al-Mu’ta-

man-Menelao-Ceva:

P Tres recfas que pasan por los
vértices de un tringulo y cortan
los lados opuestos en P, Qy R
respectivamente son concurren-
tes si y sélo si

B AR-BP-CQ = RB-PC-QA

Establecer la relacion entre los teoremas de Ceva y
Menelao parece obligado. Mucho mais interesante resulta,
desde un punto de vista didactico, hacer caso a Fielker y
abrir el problema planteando preguntas como: ¢y si... las
rectas no se cortan? ;Existe alguna relacién entre el drea
del tridngulo inicial y las supertficies de las diferentes
regiones en que queda dividido? La propiedad es una mads
de esa inmensa coleccién de resultados que parecié que-
dar perdida en los textos de Geometria Métrica de Puig




Adam. Bonita sin duda por inesperada, pero también por-
que responde a ese intimo anhelo platénico de unas mate-
mdticas implicitas que lo expliquen todo.

Quien se conforme con las seguridades que aporta Cabri
ha terminado. Para los coleccionistas de demostraciones,
Steinhaus estudia un caso particular!? sugiriendo una pre-
ciosa demostracion visual a base de completar tridngulos.
A partic de una estética mis sofisticada, intelectual y
solemne Coxeter ofrece otra usando coordenadas baricén-
tricas' y aprovecha el recurso para demostrar los teoremas

de Ceva y Menelao.

Esta sugerente generalizacion local suscita otra global
tomando al cuadrado como primer protagonista. La figu-
ra origina a su vez un modelo decorativo relativamente
frecuente en el mudéjar aragonés, y una infinidad de pre-
guntas™, Una de ellas sobre los segmentos en que divi-
den a la diagonal las rectas hemipitagoricas!s que parten
de un vértice opuesto a ella’®, La curiosidad genera inte-
rrogantes casi con la misma rapidez con que aparecen
multiples propiedades en la figura.

Apostilla final

Hemos tratado de acercar aqui un fragmento de nuestra
cultura, silenciada durante siglos y después eufemistica-
mente recuperada. Y nos interesa mas alld de las aporta-
ciones de al-Mu’taman porque nos es propia. Su calado
fue tan fuerte que determiné nuestra racionalidad. No
serfamos quienes somos sin ella. Forma parte de nosotros
mismos. Tratar de recuperarla nos sirve de excusa para
reivindicar el mestizaje y la pluralidad. Y un concepto glo-
balizador de la cultura y del conocimiento, ahora que la
mundializacién de la economia ambiciona en su prove-
cho el minimalismo cultural.

Perseguimos con ello el respeto y la admiracién hacia las
contribuciones cientificas, artisticas y filoséficas del mundo
musulmdin a través de las de nuestros antepasados, pero no
solo de ellos. Asumimos como propia una sensibilidad!? de
la que participan en este momento otros seres que nos son
extraios y a los que, obviando los dictados de la raciona-
lidad, se tiende a minusvalorar, extendiendo los limites de
la pobreza mis alla de los estrictos margenes de la econo-
mia doméstica. Pretendemos, en definitiva, dotar de razo-
nes al corazén para trascender el racismo y la xenofobia,
que nos eviten la infamia de experimentarlos y la obliga-
cién de tener que renegar de ellos de forma tan vehemen-
te como reiterada. Que nos permita sentir a los moros'®
(por afiadidura al resto de los inmigrantes, al resto de las
etnias, al resto del mundo) como iguales.

Notas

1 Rey Pastor contribuyé a ello haciéndose eco del sentido desprecio manifesta-
do por Echegaray hacia la produccién de la época. De ellas hablaremos en
préximos nimeros. De ellas y de las implicaciones sociales de sus diferentes
niveles de desarrollo.

2 Ahmad ibn Sulayman Abu Yocfar al Mugtadir bidlah ibn Hud constructor de La
Aljaferfa y padre de al-Mu’taman.

3 Una prueba de ello lo constituye el hecho de que Yequti'el ibn Yishaq fuera
visir del alkMundir 1l, como Abu Fadl ibn Hasday lo fue, primero de al-
Mugtadir y més tarde de su hijo ak-Mu’taman.

4 Yaenelsiglo X, y a modo de ejemplo, podemos citar a Abu Qasim Tabif b.
Hanz y su hijo Abu Muhammad Qasim b. Tabit al<Awfi que viajaron a El
Cairo y La Meca en 901 o a al-Kirmani (988-1066} que realizé un largo peri-
plo por Oriente y cred después una escuela de matematicos que se extendié
por toda la peninsula. Segin opina Julio Samss, con la llegada de los reinos
de Taifas se reducirian estos contactos.

5 Segin recogen Ibn°Aqgnin, lbn al Akfani, Ibn Munim e Ibn alQifi. Véase
Diebbar, A. (1992): La Contribution Mathématique d’al-Mutaman et son
influence mathématique hors d'al-Andalus, Actas del Coloquio Internacional
de Toulouse.

6 Entendida la expresién con la relatividad que imponen la lenta comunicacién
cientifica de la época y la particular inclinacion de al-Mu'taman hacia los pro-
blemas de la geometria griega.

7 Extendiendo asf la denominacion que el profesor Anfonio Antelo (1991) reser-
va para la culiura hebraica de los siglos X y XII.

8 A pesar de que, al parecer, confinda suscitando el interés de algunas ramas
de la ingenieria.

9 En referencia al excelente libro de Fielker que bajo ese titulo proponia hace
afios la incorporacién didéctica de la geometria sintéfica a las aulas, dotan-
do de significado concreto aquel aserto de Freudenthal de que existe una geo-
metria para cada edad cognitiva.

10 Boyer, Carl B. {1986): Historia de la matemdtica, A.U., Madrid.

11 Essai sur la théorie des transversales.

12 Steinhaus, H. (1986): Instantdneas matemdticas, Salvat, Estella.

13 Coxeter, H.S.M. (1988): Fundamentos de Geometria, Limusa, Mexico.

14 Véase: Ramirez, A. {1992): «Una figura interesantes Revista Sigma, n.° 11.

15 Una fructifera conexién con el arte la encontramos en la obra pictérica de
Julién Gil. De alli retomamos esta denominacién para los segmentos que par-
tiendo de un vértice van a parar a los puntos medios de los lados que tienen
enfrente.

16 Una buena coleccién de demostraciones de nuestros alumnos sobre la igual-
dad de estos tres segmentos puede verse en Variaciones sobre un mismo fema,
Granada, 1998

17 Artistica, filoséfoca, cientfifica,... espiritual en definitiva.

18 Remarcamos la carga peyorativa del término y con ella la vergienza del des-
precio implicito que suele acompafiar su uso.
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El dia 12 de mayo se cumplié el primer centenario del nacimiento de Pedro Puig Adam, sin duda
el didacta de las matemdticas espafiol de mds proyeccién internacional. Aungue no cabe duda
de que entre los iniciados, es decir, los que de alguna manera nos dedicamos a ensefiar mate-
mdticas, o a la educacién matemdtica, el nombre de Puig Adam es bien conocido, no se puede
decir lo mismo de sus ideas. Su famoso decdlogo sobre la diddctica matemdética media, ha juga-
do un papel contradictorio en la difusién de las ideas de Puig Adam. Por una parte supone un
compendio de estas ideas, un resumen hecho por él mismo de lo fundamental de sus concep-
ciones sobre la ensefianza media de las mateméticas; pero, por otra parte, su amplia difusion
ha eclipsado de algtn modo el resto de sus textos, y hoy dia podemos afirmar, sin riesgo a equi-
vocarnos, que son muchos los que sélo han leido de Puig Adam como didacta los diez conse-
jos contenidos en su decdlogo.
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Para quienes quieran profundizar en el conocimiento de las ideas
de Puig Adam el libro clave es, sin duda, La matemdtica y su
ensefianza actual publicado por la direccién General de Ense-
fianza Media del Ministerio de Educacién Nacional el afio 1960,
es decir el mismo afio de su prematura muerte, 12 de enero de
1960, cuando abin no habia cumplido los 60 afios de edad.

Y dfirmamos que éste es el libro clave, por varios motivos.
Primero, porque es una compilacién de articulos publicados de
forma dispersa en distintas revistas a lo largo de toda su vida
profesional. Segundo, porque el mismo Puig Adam revisé y les
dio unidad a todos esos articulos con ocasién de la aparicién de
este libro. Y, por Gltimo, porque al haber coincidido la revisién y
la publicacién con los Gltimos meses de su vida, esta compilacién
juega un papel de obra didéctica completa del autor o, al
menos, casi completa.

Desgraciadamente, agotado hace muchisimo tiempo este libro
s6lo se puede encontrar en las bibliotecas de algunos institutos
histéricos o, como ha sido en mi caso, gracias a la casvalidad
al verlo en la biblioteca de un antiguo compafiero, de carrera y
de profesion, que abandoné la ensefianza ya hace afios, que a
su vez lo habia recibido de su madre dofia Margarita Dévila,
también perteneciente al gremio de profesores de matematicas.
Desde aqui mi agradecimiento por habérmelo prestado.

Por fortuna, parece ser que préximamente ser& posible volver a
disponer de este libro, ya que la Federacién Espafiola de
Sociedades de Profesores de Mateméticas, el Comité de Madrid
para el Afio Mundial de las Matematicas y Nivola, Libros y
Ediciones se encuentran en tratos para reeditarlo.

Quienes estén interesados en ofras obras de Puig Adam podrdn
encontrar una bibliografia completa buceando en la pagina web
de Sociedad Madrilefia de Profesores de Matemdticas Emma
Castelnuovo (www.smpm.es), donde se puede encontrar un
enlace con la pagina que hemos dedicado a don Pedro. Esa
pégina, ademés de una biografia, algunas fotos, y el famoso
decdlogo, incluye una bibliografia completa.

La matemdtica y su ensefianza actual es un volumen de 472
péginas dividido en dos partes y en siete capitulos, cada uno de
los cuales va dividido a su vez en una serie de secciones. Se
afiaden al final cuatro apéndices. Estos son los capitulos

Primera Parte

LOS PRINCIPIOS GENERALES

Capitulo primero.- Una visién humana de la matemdtica
1. la Matemdtica y la belleza.
2. la matemdtica y el hombre.

Capitulo segundo.- Mirando al futuro (Nuevas perspectivas)

1. Sobre Cibernética.

2. Sobre la moderna teoria de la informacion.

3. Un ingenio eléctrico para resolver problemas de légica formal.

Capitulo tercero.- El movimiento diddctico renovador

1. La evolucién de la didaclica matemdtica en nuestra generacion.
2. Tendencias actuales de la ensefianza de la Matemdtica.

3. Balance de cuatro afios de labor en Espafia.

...agotado hace
muchisimo tiempo
este libro
solo se puede
encontrar
en las bibliotecas
de algunos
institutos
historicos. ..

¢

Por fortuna,
Dbarece ser que
Dproximamente

sera posible

volver a disponer
de este libro. ..

Capitulo cuarto.- Los nuevos principios diddcticos

1.

Sobre la ensefianza eurfstica de la
Matemética.

Decdlogo de la didactica matemdtica
media.

Las Oltimas recomendaciones de Ginebra
(1956).

Segunda Parte

LA DIDACTICA MATEMATICA EN ACCION

Capitulo quinto.- Didécticas especificas

1.

Sobre la ensefianza de la Geometria en la
Escuela primaria.

Sobre la ensefianza de la Aritmética en la
Escuela primaria.

la didéctica matematica a lo largo de los
ciclos medios.

Capitulo sexto.- Material didéctico matemético

1.
2.
3.

5.

Lo concreto en la ensefianza matemdtica.
Generalidades sobre los modelos.

Algunos ejemplos de material didéctico mul-
tivalente.

Material didéctico matemdtico extraido de
la vida.

Los films mateméticos.

Capitulo séptimo.- Muestras de ensefianza euristica

1.

Sobre sistemas de numeracién.

2. Sobre congruencias y clases residuales.

3. Ofra leccién sobre congruencias y divisibi-
lidad.

4. Sobre la estructura operatoria de la raiz cua-
drada.

5. Sobre las nociones de proporcionalidad
directa e inversa,

6. Una iniciacién al empleo de letras.

7. Multiplicacion y division de polinomios.

8. Sobre ecuaciones lineales y sistemas.

9. Progresiones aritméticas de orden superior.

10. La divisién del espacio en regiones.

11. Iniciacién a las méaquinas de calcular.

12. Iniciacién al Algebra de conjuntos.

13. Sobre permutaciones.

14. Iniciacion de las simetrias en el plano.

15. Situaciones diddcticas obtenidas por plegado.

16. Haces de elipses e hipérbolas homofocales.

17. Posiciones de rectas y de planos.

18. Volumen de prismas y de pirdmides.

19. iniciacién a la funcién lineal y su representa-
cién gréfica.

20. Introduccién euristica del rigor y precisién de
lenguaije.

Apéndices

1. La formacién del profesorado matemdtico de
grado medio.

2. la vocacién matemdtica,

3. En la encrucijada. Consejos de un guia.

4. Nuevo mensaje de despedida.



Y como hemos comenzado subrayando la
difusion de su decdlogo, empezaremos el
comentario justo por él. Es importante obser-
var el titulo. Puig Adam usa siempre el sustan-
tivo Matemdtica, en singular, para referirse a
la ciencia; nunca Mateméticas. Y usa el adje-
tivo matemdtica para referirse a la didéctica,
al profesorado, o a cualquier otro aspecto que
fenga que ver con esfa ciencia. Asi leemos
didéctica matemdtica y no didactica de las
matemdéticas, o profesorudo matemdtico y no
profesorado de matemdticas. Estos usos podrian
aparecer simplemente moda del momento,
pero no es asi. Puig Adam se refiere siempre
en singular a la Matemética intencionada-
mente, subrayando su unidad, frente a las
Mateméticas como conjunto més o menos arti-
culado de distintas disciplinas. Asf, la seccién
2 del segundo capitulo la fitla Decdlogo de
 la didéctica matemética media. Se recoge en
&l el contenido de un articulo publicado cinco
afios antes, en 1955, en la Gaceta matemdti-
ca (19 serie Tomo VII. Nomeros 5 y 6).

Se me piden normas didécticas. Preferiria

despertar una conciencia didéctica; sugerir

formas de sentir antes que modos de hacer.

Sin embargo, por si valieran, ahi van las
sugerencias que estimo mas fundamentales:

I. No adoptar una didéctica rigida, sino
amoldarla en cada caso al alumno, obser-
vandole constantemente.

Il. No olvidar el origen concrefo de la
Matemdtica ni los procesos histéricos de su
evolucién.

Iil. Presentar la Matemdtica como una uni-
dad en relacién con la vida natural y social.

IV. Graduar cuidadosamente los planos de
abstraccion.

V. Ensefiar guiando la acfividad creadora
y descubridora del alumno.

VI, Estimular dicha actividad despertando
interés directo y funcional hacia el objeto
del conocimiento.

VII. Promover en todo lo posible la autoco-
rreccion.

VIIl. Conseguir cierta maestria en las solu-
ciones antes de automatizarlas.

IX. Cuidar que la expresién del alumno sea
traduccioén fiel de su pensamiento.

X. Procurar a todo alumno éxitos que evi-
ten su desaliento.

Exceptuando el consejo primero de No
rigidez o Adaptacién, que es el mas gene-
ral, los demds podrian agruparse y cate-
gorizarse del siguiente modo:

Puig Adam
se refiere siempre
en singular
a la Matematica
intencionadamente,
subrayando
su unidad,
frente a
las Matemdticas
COmo conjunto
mds o menos
articulado
de distintas
disciplinas.

Preceptos relativos a cualidades del método de ensefianza: |l.
Genetismo.- lll. Vitalismo.- IV. Gradacién.

Preceptos relafivos al modo: V. Eurismo.- V. Interés.- VIi. Autocritica.

Preceptos que pudiéramos llamar de plenitud: VIIl. Maestria.- IX.
Expresién.- X. Exito.

Sigue el capftulo comentando uno a uno esfos principios delimi-
tando con algunas frase su alcance. El estilo de Puig Adam, a la
vez directo y claro se deja ver desde las primeras lineas del comen-
tario al primero de los principios, el que habla de la flexibilidad:
El centro de la ensefianza no es hoy ya el maestro, sino el alum-
no. La accién de aprender ha arrebatado su antigua primacia
al acto de ensefiar. Hoy ensefiar es estimular y guiar los proce-

sos de aprendizaje. De ahf que la accién del maestro quede
condicionada en cada caso a dichos procesos.

Y afiade:

Conviene recordar especialmente aqui este carécter general de
la ensefianza con objeto de evitar que los profesores de mate-
mdtica busquen en la didéctica soluciones fijas y rigidas como

¢ las de la Matemética misma.

Pruebas de ese estilo y de la contundencia y laconismo de sus
afirmaciones las podemos encontrar en las acotaciones del resto
de los principios del decélogo, cuando afirma por ejemplo: «los
procesos genéticos del pensamiento matemdtico esién lo sufi-
cientemente vinculados a su evolucién histérica como para que
no nos olvidemos de dicha génesis y evolucién» (precepto Hl). En
los comentarios al precepto Il aparecen tres ideas fundamenta-
les: la necesidad de abstraer y concretar como fases inicial y
final de la resolucién de un problema evitando presentar «el
mecanismo abstracto en vacion; la conveniencia de que los curri-
culos aborden de manera ciclica y no lineal las distintas partes
de las matemdticas, lo que favorece adaptarse a las necesidades
psiquicas de los alumnos y facilita abordar problemas vinculados
a varias teorias matemdticas, vinculados a ofras disciplinas.
Sefiala ademéds. la conveniencia de fomentar el trabajo en
grupo, precisamente al abordar estas cuestiones de cardcter mas
amplio «promoviendo hébitos dtiles de colaboracién social y de
autodiscisplina de grupos en comunidad de trabajos.

Aborda en el cuarto principio la graduacién de los planos de abs-
traccion. «Lo concreto y lo abstracto —afirma- no son términos
absolutos, sino relativos». Lo observable, lo imaginable, lo intui-
ble, lo representable, son distintas graduaciones de lo concreto en
el camino hacia la abstraccién. Cada escalén es «abstracto con
respecto del anterior y concreto respecto del siguiente.|...] Cada
categoria sélo es accesible a una determinada edad mental que
el educador matemético tiene que tener muy en cuenta para gra-
duarlas convenientemente, no sélo de curso a curso, sino aun oca-
sionalmente de alumno a alumno, acudiendo a planos mas con-
cretos de comprensién en aquellos menos dotados».

La verdad es que la mayoria de las afirmaciones de Puig Adam
en estas acotaciones a los preceptos de su Decélogo no necesi-
tan comentario:

El nifio no es un depésito a llenar de conocimientos, sino un
potencial deseoso de convertirse en actividad. Encaucemos esa



actividad en un sentido educativo.[...] Sélo hay auténtica asimi-
lacién de un conocimiento cuando es fruto de una accién que
motive su génesis. {Precepto V).

[...] los conceptos matemdticos son particularmente aptos para
crear situaciones de juego mental aderezdndolos conveniente-
mente. Si ademés se sabe sacar partido de las innumerables
situaciones matemdticas creadas por problemas de la vida real,
uniremos a dicho inferés auténomo el interés superpuesto por la
proyeccién a la vida {precepto V).

Al comentar el precepto VI, el relativo a la autocorreccién y tras
sefialar la importancia de que el alumno compruebe los resulta-
dos que obtiene y aprenda de sus aciertos y de sus errores
afiade:
Pero también el profesor debe aplicarse el precepto, procurando
comprobar objetivamente, por si mismo, los resultados de su

ensefianza y mejorando sus procedimientos a tenor de tales com-
probaciones.

«No juzguemos como ignorancia de un concepto o de una pro-
piedad la dificultad de su enunciacion» por parte del alumno
«Pese a esta dificultad el nifio puede tener clara consciencia de
uno y de ofra y saberlos aplicar impecablementes.

Por Gltimo, reproducimos infegro el comentario al precepto décimo:

Procurar que fodo alumno tenga éxitos que eviten su desaliento:
Quizés ninguna disciplina cree en los alumnos desniveles tan
acusados como los que crea la matemdtica. Esto produce en los

menos dotados verdaderos complejos de desaliento y de aver-
sion hacia la matemética que ya nunca tendran remedio.

Todo ser humano necesita del alcaloide del éxito que estimula su
vida de relacién social; y si las grandes dosis pueden ser funes-
tas, las pequefias dosis son necesarias. Hay que procurar sumi-
nistrérselas o los alumnos menos dotados, homogeneizando
cuando sea posible los grupos y proponiendo a cada grupo
homogéneo ejercicios a su nivel.

No cabe duda de la importancia mayor que este precepto ha
tomado para los profesores actuales de ensefianza secundaria,
poco acostumbrados hasta hace poco a esta diversidad de los
alumnos, salvo en las pequefias dosis que se dan incluso en el
colectivo mas uniforme. Con la extensién de la ensefianza obli-
gatoria, tienen que atender a alumnos de muy distintos conoci-
mientos iniciales y capacidades en el ambito de la misma aula.
En esta ocasién, como observaremos en otras muchas, la actua-
lidad y vigencia de las ideas de Puig Adam es absoluta.

Defensor de la didéctica heuristica, —a este asunto dedicé ofro
libro magnifico todavia més dificil de conseguir hoy dia~ expo-
ne sus bases en la seccién primera del capitulo dedicado a Los
nuevos principios didécticos. Enuncia en él las causas de la aver-
sién por la matemdtica de tantas personas de su generacién, y
no cabe duda que también de las posteriores:
[...] hay que empezar por declarar muy fuerte que este Non pos-
sumus [no sirvo, no puedo] con el que se resignaban los alumnos,
y al que asentian técitamente los profesores, es una lamentable
falsedad, resultante tan sélo de un defectuoso sistema de educa-
cion. No hay nadie, absolutamente nadie, que pueda declararse
negado para las matematicas. Existen, si, diferencias de ritmo en
el aprendizaje de ellas, lo mismo que en cualquier ofro aprendi-

En esta ocasion,
como
observaremos
en otras muchas,
la actualidad
Y vigencia
de las ideas
de Puig Adam
es absoluta.

Sitiia en
las necesidades
sociales
de cada momento
bistorico
la determinacion
de qué aprender.

zaje; pero creer que para aprender mate-
méticas es necesaria una facultad especial,
solamente reservada a cerebros de cierto
privilegio, es un error que hay que comba-
tir con energia, mejorando precisamente
nuestros sistemas de ensefianza. Aque! ver-
dadero horror a las mateméticas fue tan
s6lo la consecuencia de un error educativo.
Error de programacién; inadaptacién del
método; ineficacia del modo.

Puig Adam centra el problema del aprendi-
zaje del nifio en general y en especial en el
ambito de las mateméticas formuléndose
tres preguntas:

2Qué es lo que el nifio debe aprender?
2Qué es lo que el nifio puede aprender?

¢Cémo lograr que el nifio quiera aprender?

Sitha en las necesidades sociales de cada
momento  histérico la determinacién de qué
aprender. La evolucién psicoldgica del nifio en
sus diferentes etapas determina lo que puede
aprender. Pero donde pone su énfasis es el
cémo lograr que el nifio quiera. Crifica la ense-
fianza tradicional de la matemética, probable-
mente no muy distante de la més generalizada
en las aulas hoy dia, y la criica porque

solamente prestaba atencién al problema
del programa, a lo que el nifio debia
aprender, y ello atn con una visién refros-
pectiva y arcaica que bien puede decla-
rarse hoy inservible y caduca. Las humani-
dades de hoy no son las de antafio. No
preparamos al nifio para vivir en el recuer-
do de nuestro pasado, sino para vivir su
futuro, lleno de exigencias técnicas y, por
ende, cientifico-matemadticas.

Pero la gravedad del error de la ensefian-
za fradicional se manifestaba atn més
ostensiblemente en las preguntas segunda
y tercera de las formuladas, que son preci-
samente las relativas al método y al modo.
No se prestaba ninguna atencién a lo que
el nifio podia aprender [...] ni menos toda-
via se preguntaron nuestros profesores si
nosotros, nifios, teniamos algin deseo de
aprender lo que nos ensefiaban, pregunta
que en aquellos tiempos hubiera parecido
ridiculamente absurda.

Sefiala después los avances a lo largo de la
primera mitad del siglo XX en el ambito de
la psicologia y, por tanto, en la determing-
cién de lo que se puede aprender.

Pasa en consecuencia a centrase en el pro-
blema de cémo lograr que el nifio quiera
aprender; lo que &l llama el problema de los
modos. Y propone el «modo heuristicon, el



aprendizaje por descubrimiento. Luego, con
un planteamiento dialéctico, él mismo plantea
cudles son las objeciones mas comunes al uso
de este modo de ensefianza: la lentitud del
procedimiento; la falta de homogeneidad de
la clase; el elevado nimero de alumnos en el
aula; y, por Gltimo, el que los profesores se
sientan acobardados por las pruebas externas
[revélidas, selectividades y equivalentes).
Desmonta uno a uno los argumentos de estas
objeciones. Termina su defensa del modo heu-
ristico alentando a los profesores a utilizarlo,
avisandoles de que esto no es sencillo y
requiere esfuerzo y pidiendo a las autoridades
que no constrifian el trabajo de los profesores
y que les dejen margen de libertad suficiente
para desarrollar su personal labor formativa.

La seccién tercera de este capitulo, por el que
hemos comenzado la recensién se fitula
Recomendaciones sobre la ensefianza de las
mateméticas. Contiene el texto infegro de un
documento de la UNESCO y la Oficina Inter-
nacional de Educacién, con recomendaciones
dirigidas a los Ministerios de Instruccién
Poblica sobre la planificacién de la ensefian-
za de las matemdticas. El documento es del
afio 1956 y fue elaborado por una comisién
infernacional presidida por Piaget y de la que
formaron parte el mismo Puig Adam y W.
Servais entre ofros. Se recogen en este docu-
mento pérrafos sobre los fines de la ensefian-
za de las matemdticas, el lugar de las mate-
méticas, los métedos y, como no podia ser
menos en un documento en el que participd
Puig Adam, los materiales didacticos. En ese
apartado entre ofras cosas se puede leer: «Del
uso de los medios auxiliares audiovisuales, de
los modelos matemdticos concretos (existentes
en la vida corriente, construidos por los alum-
nos o los profesores, o también fabricados por
firmas comerciales), que fienen un lugar cada
vez mds destacado en la ensefianza, convie-
ne sacar partido para que los alumnos
adquieran de forma activa las abstracciones
_matemdticas». Termina este documento
hablando sobre el personal docente y la nece-

sidad de la colaboracién internacional.

Daremos ahora un paso atras para abordar
el primer capitulo de La matemdtica y su
ensefiahza actual. Se titula Una visién huma-
na de la matemética. Comienza con una
seccién dedicada a la Matemética y la
Belleza. Se formula en ella dos preguntas
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2qué es lo bello? y 3qué es lo matematico?, apoyando sus ideas
en argumentos tomados de las artes plasticas, de la misica y de
la literatura —en este sentido no olvidemos que Pedro Puig Adam
ademds de matemético era misico (intérprete y compositor), era
aficionado a la pintura e hizo algunas incursiones en el campo
de la creacién literaria.

En la parte final aborda algunas teorfas sobre la matematiza-
cion de la belleza, desde Luca Pacioli y Alberto Durero hasta las
de Birkhoff {cuyo texto original puede leerse en la enciclopedia
Sigma). Puig Adam manifiesta un cierto escepticismo hacia
estas teorfas mateméticas de lo bello.

La seccién segunda de este primer capitulo se titula La matemé-
tica y el hombre, y es un recorrido sucinto por la historia de las
ideas matemdticas, desde la Antigiiedad hasta el desarrollo de
la técnica en el siglo XX, con una reflexién final sobre los valo-

res estéticos de la creacion matemdtica.

.El capitulo dos se titula Mirando al futuro. Aborda en él temas

novedosos en su tiempo como eran la Cibernética de Wiener,
la teoria matemética de la informacién de Shanon. La tercera
seccién la dedica a presentar un ingenio eléctrico para resolver
problemas de légica formal que él mismo habia desarrollado.
Ya en la exposicién de materiales para la ensefianza de las
matemédticas celebrada en Madrid, en abril de 1957, tanto él
como Willy Servais habfan presentado maquinas eléctricas l6gi-
cas de uso didéctico. En este capitulo hace una presentacién
mds profunda de los circuitos necesarios y la construccion préc-
tica de una méquina que aplica el dlgebra de Boole.

Quizés el capitulo en que las ideas de Puig Adam quedan
mas claras es el capitulo lll. Lo titula El movimiento didéctico
renovador.

Es dificil resumir en pocas palabras el contenido de este capitulo.
La actualidad de las ideas de Puig Adam es indudable por lo que
quizés lo mejor sea, aun corriendo el riesgo de trocear y descon-
textualizar el discurso de Puig Adam, acudir al recurso de citar
literalmente algunas de las que més nos han llamado la atencién:

[...] la cuestién del contenido tiene en segunda ensefianza menos
importancia que la cuestion del método. la finalidad del
Bachillerato es mas formativa que informativa [recordemos obvia-
mente que Puig Adam se refiere al viejo bachillerato (10-17
afios)] , y lo formativo no es el indice, sino el modo de desarro-
llarlo. Un bachiller puede tener una formacién matemdtica exce-
lente sin necesidad de saber muchos teoremas. Pero es preciso
tener en cuenta aqui ofro punto de vista de indudable interés para
la vida futura del alumno: la utilidad. Se ha defendido muchas
veces el interés educativo de una teoria en razén inversa de su uti-
lidad y viceversa; nunca acerté a comprender por qué. Si la efi-
cacia educativa de la ensefianza radica en los métodos, respe-
tando éstos tendremos libertad para elegir los conocimientos que
mayor utilidad prestarén a nuesiros bachilleres en su lucha futura
por la vida, y asf, los dos puntos de vista, utilitario y educativo,
que se han presentado tantas veces como contrapuestos, sin serlo,
quedarian conjugados en una sencilla férmula conciliadora:
Ensefiar conocimientos Gtiles con méfodos educativos.

Con respecto a la formacién del profesorado escribe



[..] no tengo empacho en lamentar el pertinaz abandono de la
formacién pedagégica del alumnado [universitario] de Ciencias,
fanfo més cuanto que la mayor parte de este alumnado sigue la
carrera con objeto de dedicarse a la ensefianza. Tal descuido
del principal aspecto profesional de las carreras de Ciencias me
parece inexplicable y funesto. La experiencia pedagégica de sus
fitulares sélo puede asf lograse, cuando se logra, después de tan-
teos y fracasos a costa de sus futuros alumnos. En matematicas
concrefamente, las consecuencias de este abandono van siendo
cada vez mds graves al acentuarse progresivamente el desnivel
entre las regiones conceptuales del licenciado recién salido de
las aulas universitarias y las del alumno recién ingresado en el
Instituto o colegio donde Ial licenciado ensefia. 5Cémo va a des-
cender sbitamente del elevado plano de las abstracciones que
elabora hoy la Topologia, el Algebra moderna, el Andlisis abs-
tracto..., al plano realista y concreto de la limitada mentalidad
de un nifio de diez afios? Se impone el conocimiento previo de
esa mentalidad, y se impone urgentemente, sobre todo, précticas
previas de paracaidismo pedagégico para quienes cursen estu-
dios de Ciencias con miras a la ensefianza. Sélo asf podrén ate-
rrizar felizmente en el campo de sus futuras actividades.

Y abn si me apurdis afiadiré que no tan sélo en el descenso, sino
también en el ascenso a tales abstracciones, la Universidad,
tarde o temprano, se verd obligada a considerar los problemas
didécticos de su propia ensefianza [...].

Como hemos resaltado otras veces parece increible la actualidad
y la vigencia de las palabras de Puig Adam, tanto en éste como
en ofros muchos asuntos.

En la siguiente seccién Puig Adam aborda las Tendencias actua-
les de la ensefianza de las mateméticas. Cabe aqui sefialar dos
aspectos que conviven en toda la obra comentada.

Por una parte, Puig Adam trata de jugar un papel divulgador de
las ideas de educacién matemdtica vigentes en ese momento en
Europa entre sus lectores hispanos. Téngase en cuenta ‘sl momen-
fo histérico final de los afios cuarenta y principio de los cincuenta
en que escribe la mayoria de los arficulos de este libro. Espaiia
sometida a la dictadura del general Franco se encuentra aislada y
bloqueada. Los espaioles tienen dificultades para viajar fuera; no
fienen acceso a los libros que se publican en ofros paises, no se
publican précticamente traducciones. Puig Adam sabia idiomas,
habia viajado, era conocido y respetado en los foros en los que se
debatian ideas en torno a la educacién matemética y a su vuelta
difundia esas ideas entre los espafioles, sus colegas y sus alumnos
de mefodologia y didéctica en la Facultad de Matemdticas de la
Universidad Central, que recibian sus clases en el Instituto San
Isidro «con objefo de que los alumnos de la Facultad puedan adies-
frase en vivo en mi presencia, y puedan aprender de los propios
nifios més que de mi mismo». Las pregonaba en los foros a los que
era invitado a conferenciar, desde la Real Academia de Ciencias,
y hasta en la sede de los antiguos sindicatos verticales. Las verfia
en los prélogos de sus libros de texto, apoyando o crificando las
distintas reformas educativas que le tocé vivir,

Por ofra parte, como buen didacta, el tono de sus exposiciones
es siempre el de una buena leccién. Buscando la complicidad
del lector al que siempre considera infeligente. Tienen sus expo-
siciones, si se nos permite el comentario, un tono dialogante,
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nada impositivo, alejadas del estilo del libro

de texto y del manual universitario, distantes
de la retérica vacia imperante en ofros tex-
tos de la época, llenas de contenido. Por eso
soportan indemnes el paso del tiempo.

Partiendo de bases histéricas avanza hastq
su actualidad centrando los problemas de Iq
ensefianza de las matemdticas. Comenta Iq
primera publicacion de la Comisién Infer- -
nacional para el Estudio y Mejora de Iq
Ensefianza de las Matemdticas (CIEAEM).
Comenta y divulga las ideas de Piaget, reco-
gidas en esa histérica publicacion, sobre las
estructuras operatorias de la infeligencia y su
correspondencia con las estructuras matemé-
ticas de orden, topolégicas y algebraicas.

Sefiala los articulos de Beth, de Choquet, de
Dieudonné y de Lichnerowicz, padres de los
planes de estudio de la matemética moder-
na en Francia que afios més tarde invadiria
los programas de estudio espafioles. Puig
Adam no los critica pero pasa olimpicamen-
te por encima de ellos para sefialar ofro de
los articulos escrito por Gattegno titulado
«Pedagogia de las matematicas». Es légica
esta mayor afinidad de las ideas de Puig
Adam con las de Gattegno. Ambos defen-
sores de una geomefria que abstrae a partir
de experiencias tangibles de lo concreto,
haciéndolas conscientes.
La necesidad de rigor y sus exigencias pro-
gresivas surgen, segin Gattegno, como
fenémeno consecuente con la explicacién
de dicha conciencia, espoleada por el
deseo de comunicacién y de discusion con
los compafieros de clase. Experiencia,
comunicacién y organizacién mental pro-
gresiva del alumno son, en resumen los

puntales sobre los que Gattegno edifica su
didéctica de la geometria.

Se desarrolla también en este capitulo el
vasto programa de actividades emprendido
por Puig Adam para la mejora de la ense-
fianza de la matemdtica: sus trabajos con
Pascual Ibarra y con Guiraum para contactar
con los profesores de matemdticas mas pres-
igiosos del momento y del modo que siguie-
ron para establecer esos contactos: viajando
a Austria, Suiza, Italia, Bélgica, Francia e
Inglaterra y estableciendo relaciones perso-
nales e incluso de amistad con los més signi-
ficados didactas de las mateméticas. De la
encuesta realizada por él entre los docentes
de ensefianza media sobre los programas



vigentes, sobre los errores mds comunes de
los alumnos, sobre los puntos del curriculo
que més dificuliades ofrecen al aprendizaje.
Habla de las investigaciones que planea
sobre la base de los datos obtenidos del
vaciado de dichas encuestas; de la necesi-
dad de ofrecer experiencias de buena précti-
ca, de extender la didéctica experimental y la
ensefianza heuristica y finalmente de la «gran
tarea a largo plazo: hacia una ensefianza
activa». Desgraciadamente su muerte pre-
matura, poco tiempo después, cuando aln no
habfa cumplido los sesenta afios, frustré en
gran medida este inmenso plan de trabajo.

Saltaremos ahora sobre el capitulo cuarto,
que comentamos al principio, al quinto titula-
do Didécticas especificas, en el que aborda
algunos aspectos didécticos de la ensefianza
de la geometria y de la aritmética en la escue-
la primaria {antes de los 10 afios). En la ter-
cera seccion de este capitulo aborda la
didéctica a lo largo de los ciclos medios, es
decir de los siete afios del antiguo Bachi-
llerato o de los seis mas el curso Preuniversi-
tario. Defiende en este subcapitulo su pro-
puesta de una distribucién ciclica de los pro-
gramas de matemdticas, que superase la divi-
sién estanca en compartimentos, Aritmética,
Geometria, Algebro, Trigonometfria, Geome-
tria Andlitica y Cdlculo, existente hasta ese
momento. Plantea cuél es a su modo de ver
la mejor secuenciacién de los contenidos y de
los modos para adecuarlos a las distintas eta-
pas evolutivas de los alumnos. Pero si hay
algo que a nuestro modo de ver se deberia
destacar de este capitulo especialmente son
sus Consideraciones finales sobre la cuestién
de los problemas. Siguiendo a Poya y sus
obras How to solve itl y Mathematics and
Plausible Reasoning. Critica el primero al que
considera una obra demasiado escoldstica
mientras que de la segunda afirma: «a mi
modo de ver, en esta segunda obra se mues-
tra mejor que en la primera el verdadero
genio de Polya», ya que «el razonamiento
implicativo cede su lugar al razonamiento
plausible fundado en la induccién, en la ana-
logia, en la inferencia...».
Enfrentandonos con la cuestién de los pro-
blemas —afirma~ nuestra principal accién
como educadores no consiste en resolver-
los, sino en idearlos, en plantearlos, y,

paralelamente, no debemos considerarnos
satisfechos con ensefiar simplemente a
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resolverlos, sino que también debemos ejercitar a nuestros alum-
nos en proponérselos, en disponer su planteo.

Propone una especie de taxonomia de problemas habituales que
se usan en la clase de mateméticas de acuerdo con la finalidad
que se persigue con ellos:
12 Explorar las aptitudes matemdticas en nuestros alumnos. Tal
es el fin de los problemas «test», cuya naciente técnica, que no

es facil, alimenta sus raices de la misma matemdtica, de la psi-
cologia, y de la estadistica.

2° Excitar el interés de nuestros alumnos hacia teorfas nuevas y
sugerir bajo forma activa nociones a adquirir. Usaremos enton-
ces los problemas «situaciones» que sefialan la técnica didacti-
ca del profesor.

32 Afirmar la adquisicién de las nociones y teorias repitiendo las
ocasiones de aplicarlas, de fijarlas en la memoria y de dominar
su uso. Son los problemas «ejercicios», los més usados en la
ensehanza.

42 Vigilar el aprendizaje del alumno. Problemas de pruebas o
«exdmenes»,

52 Comprobar la eficacia de los métodos de ensefianza.
Problemas «experiencias», en cierfo modo andlogos a los pre-
cedentes, pero cuyos sujetos no son ya los individuos, sino los
colectivos.

Afiade lo artificioso de la mayoria de los problemas que se usan
en clase: «Exceptuados la minoria de los problemas llamados de
“situacién” (“desgraciadamente muy poco usados ain”) se acos-
tumbra a hacer de los otros asunto de correccién y calificacion
que condiciona los enunciados y les da el carécter artificial». Y
concluye afirmando:
Estimo que hay, en resumen, toda una inferesante farea a proponer
y realizar, reconsiderando cuidadosamente los problemas en uso
en nuestra ensefianza, poniendo en primerisimo plano su finalidad
esencialmente educativa y desligéndola de la de cdlificacion que
le ha sido afiadida artificiosamente. Una vez bien asegurado este
deslinde, es de desear que una mayor libertad de seleccién y de
combinacién deje manifestar y desarrollar facultades creadoras del
alumno fuera de los términos habituales de los enunciados y aun
invirfiéndoles de forma que se consideren como metas o soluciones
a alcanzar los enunciados que hay que proponer.

Comentaremos para terminar algunos aspectos del capitulo VI
titulado El Material. Como hemos sefialado a lo largo de este
articulo, Puig Adam estaba verdaderamente interesado en el
material didactico para la ensefianza de la matemética, tanto el
fabricado por el profesor y el alumno en la clase o en casq,
como el aprovechamiento de materiales cotidianos disefiados
con ofra utilidad basica, pero que pueden servir de apoyo para
la experimentacién de ideas y conceplos matemdticos. En un
segundo plano, pero resaltando también su utilidad, deja el
material comercializado con finalidad directamente didéctico-
matemdtica. Fruto de esta preocupacién suya es el tema de la Xl
Reunién de la CIEAEM, celebrada en Madrid entre el 21 y el 27
de abril de 1957, que fue el material didactico para la ense-
fianza de las mateméticas. Esta reunién fue acompafiada de dos
exposiciones de material didactico, la elaborada en el mismo
Instituto San Isidro, por Puig Adam y sus alumnos, y la exposi-
cién internacional paralela a las sesiones de la reunién.



Este material: modelos, films, filminas, visto por los matematicos
situados desde la elevada perspectiva abstracta son meras con-
creciones ilustradoras, simple ropaje conveniente para facilitar,
momentaneamente, comprensiones dificultosas; pero, para el
educador matematico que no pierda la perspectiva de los pro-
cesos iniciales de abstraccién, este material es mucho mas;
representa algo sustancial en su funcién educativa. Este material
estructurado en forma de modelos tiene no sélo la funcién de tra-
ducir ocasionalmente ideas matemdticas, sino también la de ori-
ginarlas, de sugerirlas.

En la segunda seccién de este capitulo aborda algunas ideas
sobre el uso y el disefio de modelos manipulables. Sefiala las
ventajas de la creacién y realizacién de los modelos sobre su
simple utilizacién y el valor afiadido de la redlizacién de pro-
yectos técnicos sometidos a determinadas condiciones, que sean
maquetas a escala de problemas reales.

Al caleular y realizar asi sus propios proyectos y maquetas, los
alumnos jugaran a ser anticipadamente ingenieros. Su inferés
por los problemas que realizan aumentard considerablemente,
beneficiandose con ello de la calidad de su trabajo, ya que los
céleulos que para ello desarrollan no tienen por meta la obten-
cién de unos resultados numéricos que les dejan indiferentes,
sino de las medidas que necesitan para llevar a término una rea-
lizacién tangible efectiva.

La siguiente seccién se titula Algunos ejemplos de material dind-
mico polivalente. Incluye en este capitulo algunas fotografias que
acompafian las descripciones de materiales. Sefialaré entre ellos
y como pequefio homenaije simbélico a la personalidad de Puig
Adam su descripcién de la construccién del Omnipoliedro gigan-
fe, que, en una versién reducida fue la idea que la Federacion
de Sociedades de Profesores de Matemticas propuso a todos
los centros para celebrar el pasado 12 de mayo, precisamente
el dia en que se cumplia el centenario del nacimiento de Pedro
Puig Adam, el primer Dia Escolar de las Matemdticas.

Dice Puig Adam:

Con treinta varillas de madera, iguales, terminadas en hembrillas
circulares que permitan atarlas de cinco en cinco, concurrentes en
un mismo vértice, y encadenarlas tres a tres en una misma cara,
formaremos répidamente un icosaedro regular desmontable.

La construccién de este modelo surgié de un comentario en clase,
después de haber aparecido destrozados anfiguos modelos de
dodecaedro y de cubo regulares (construidos con varillas de
metal soldadas) mientras el tetraedro, octaedro e icosaedro, de la
misma coleccién, se conservaban en buen estado. La diferencia
de resistencia, no debida al azar sino a la rigidez estatica del
triangulo, originé una alusion instructiva a las estructuras reficula-
das triangulares corrientes en la técnica (puentes, postes, etcéte-
ra). En efecto, los alumnos comprobaron la rigidez del icosaedro
como estructura triangular, obtenida como hemos dicho, sin nece-
sidad de soldar los vértices, sino de atarlos simplemente.

En cambio, un dodecaedro construido de andloga manera care-
ce de rigidez. Para dérsela hubo que sostenerle mediante un ico-
saedro formado por aristas que cruzaran orfogonalmente las del
dodecaedro en sus puntos medios. Es facil obtener la relacion
entre las aristas de uno y otro poliedro: la arista del dodecaedro
es la seccién aurea de la del icosaedro cruzado.

Para obtener andlogamente un cubo rigido bastard insertar en
sus caras las seis diagonales formando las aristas de un tefrae-
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dro regular inscrito en él. Si se inscribe un
cubo en el dodecaedro antes formado (sos-
tenido por el icosaedro correspondiente),
en el cubo un tefraedro, como hemos dicho,
y en un fefraedro el octaedro regular cuyos
vértices son los seis puntos medios de sus
aristas (es decir, los centros de las caras del
cubo), obtendremos un modelo rigido des-
montable de los cinco poliedros regulares
sostenidos mutuamente y que pueden des-
tacarse entre si pintando las aristas de colo-
res bien diferenciados. Las longitudes de
estas aristas estén en la relacién: cubo, 1;
tefraedro, ¥2' ; octaedro, ¥2 /2; dodeca-
edro (V5 —1)/2; icosaedro, 1. Este mode-
lo fue bautizado con el nombre de «omni-
poliedro regular» por los propios alumnos
que lo construyeron, en el Instituto de San
Isidro.

La dltima seccién de este capitulo estd dedi-
cada a los films matemdticos. Nuevamente
adelanténdose a su tiempo recoge las ideas
fundamentales del uso de los medios audio-
visuales en la ensefianza de la matemdtica.

Finalmente, no me queda nada més que
recomendar vivamente la lectura de este
libro para aquellos afortunados que puedan
fener acceso a un ejemplar y sugerir a los
demds que esperen, ya que como hemos
sefialados probablemente serd reeditado
dentro de no mucho fiempo.

Francisco Martin Casalderrey
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Cada uno de los capitulos comienza con una
explicacién detallada de la préctica que
desarrolla. Presenta el resultado de los ejerci-
cios en la pantalla después de procesarlos, y
acaba con la propuesta de nuevos ejercicios
relacionados con el tema de la préctica. Asi
mismo, el libro, constituye un sencillo manual
del programa MATHEMATICA y su enforno
de programacién, con la inclusién de un
apéndice que describe las principales 6rde-
nes de MATHEMATICA con ejemplos de cada
una. En el disquete se encuentran los progra-
mas y la relacién de los ejercicios.

Segin manifiestan los autores con la utiliza-
cion del programa se ha conseguido: acor-
tar los tiempos de aprendizaje; abordar pro-
blemas reales, que no se podian resolver
manualmente, debido al gran niémero de
datos y célculos requeridos y mejorar el ren-

dimiento académico de los alumnos.

La utilizacién de los programas de céleulo sim-
bélico, en la ensefianza de las matemdticas,
facilita el aprendizaje ya que evita las tareas
mecdnicas que el alumno debe desarrollar a
mano, y permite plantearse objetivos pedagé-
gicos mas ambiciosos. El alumno dispone de
més tiempo para trabajar los métodos y estra-
tegias de resolucién de los problemas y no
necesita centrar su frabajo en la realizacién

de operaciones y célculos elementales.

MATHEMATICA es un programa de calculo
simbélico creado en lenguaje C, dirigido a
matemdticos, fisicos e ingenieros, disponible
para diferentes plataformas de hardware y
con grandes posibilidades gréficas en dos y
tres dimensiones.

Las précticas desarrollan los temas habitua-
les en la ensefianza de las mateméaticas en
los cursos de Bachillerato y primer afio de
carreras Técnicas, de Ciencias, Empresa-
riales y Econémicas.

Comienzan por el calculo numérico, para el
que el programa dispone de mas de 750 fun-
ciones implementadas, continda con célculo
simbdlico, matrices, sistemas de ecuaciones
lineales, célculo diferencial e integral, resolu-
cién de ecuaciones y estadistica descriptiva.

La practica 3 aborda la representacién gré-
fica, que permite dibujar en dos o fres
dimensiones, elegir las perspectivas, los
puntos de vista, los sistemas de represen
tacién, el sistema de coordenadas, etc.

La préctica 4 estudia las posibilidades de MATHEMATICA como
lenguaje de programacién en los tres niveles que permite:

° Programacién procedimental, con uso de bloques, ciclos e
iteraciones, recursividad, etc.

° Programacién funcional, con la de funciones, operadores fun-
cionales, etc.

e Programacién declarativa, basada en reglas que indican
cémo operar o frasformar las expresiones simbélicas o fun-
cionales.

Estos dos aspectos del trabajo con MATHEMATICA, permiten un
mayor control de los calculos y de las imagenes resultantes.
Aunque trabajar con este programa es complicado, y se necesi-
ta el conocimiento de gran cantidad de érdenes y parametros,
la potencia de los resultados hace que su rendimiento sea supe-
rior a ofros programas de célculo simbélico.

Félix Matute

CARDANO Y TARTAGLIA.

LAS MATEMATICAS
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Hay momentos de la historia de las mateméticas
en los que los procesos de creacién y de descu-
brimiento de nuevos métodos estén fuertemente
implicados en la vida personal y cotidiana de los
matemdticos. Tal es el caso del descubrimiento de las férmulas
de resolucién de las ecuaciones algebraicas de tercer y cuarto
grado que se realizé en la primera mitad del siglo XVI italiano
teniendo como escenarios principales las ciudades de Bolonig,
Venecia y Milén y como protagonistas a Scipione del Ferro
(1465-1526), Niccolo Tartaglia (1499-1557), Gerolamo
Cardano (1501-1576} y Ludovico Ferrari {1522-1565).

El tema de este libro es el proceso de cémo se descubrieron las
formulas de resolucién de las ecuaciones de fercer y cuarto grado.
El autor nos ofrece, ademés de cémo se llevaron a cabo las
deducciones de las férmulas, un hermoso paseo por el estado de
las matemdticas en el Renacimiento italiano y la demanda de
conocimientos en esta materia por la sociedad comercial emer-
gente. Francisco Martin destaca la importancia que tenia para los
profesores hacer descubrimientos, que luego no compartian con
nadie, con el fin de brillar en disputas péblicas, ya que se consi-
deraba que conocer algo era como fener un seguro confra la
adversidad. El andlisis de esta costumbre y de algunas més nos
permite profundizar en el conocimiento de muchos aspectos de la
vida académica de la época. Por ilimo, aporfa una relacién pre-



cisa de la agria polémica que mantuvieron Tartaglia y Cardano
sobre el descubrimiento de la formula de la ecuacién cibica y
cémo acabd, a su vez, con la disputa poblica mantenida entre
Tartaglia y Ferrari en 1557, que finalizé con la derrota del prime-
ro y con su reclusién voluntaria en Brescia, su ciudad natal.

El libro estd publicado por la editorial Nivola en la coleccién
«La matemdtica a través de sus personajes» de la que este libro
es el nimero 4 y Anfonio Pérez Sanz su director. En el Prélogo
del libro, Antonio Pérez se lamenta de que con las grandes obras
de la matemética no ocurre como con las obras artisticas o con
las literarias, que son conocidas por cualquier persona con un
mfnimo nivel cultural. Las grandes obras mateméticas entre las
que se encuentran Ars Magna (1545) de Cardano o el Algebra
(1567-1560) de Bombelli, son desconocidas no solamente por el
gran piblico, sino por buena parte de matematicos.

La obra Cardano y Tartaglia estd dividida en siste capitulos que le
permiten al autor describir, de forma clara Y amena, aspectos tan
relevantes de la matemdtica del Renacimiento como la fransicién
de la matemética medieval a la renacentista, la historia del descu-
brimiento de las férmulas de resolucién de las ecuaciones de ter-
cer y cuarto grado o las nuevas perspectivas que se presentaron
en la matemdtica tras el descubrimiento de esas férmulas.

Capitulo 1. De la Edad Media al Renacimiento. En este capitulo
se describen las dos principales influencias que recibié la mate-
mética medieval. La primera, la de las escuelas de traductores
como la Escuela de Toledo, que prefendian recuperar el saber
clésico, que se habia ido perdiendo por el abandono del griego
como lengua culta. La segunda, la aportacion de la matematica
drabe que transmitié la numeracion hindd, la cual tuvo una exce-
lente acogida entre los comerciantes que precisaban de un méto-
do répido de célculo para transformar pesos y medidas de dis-
tinfos paises, asi como para realizar el cambio de moneda. Lo
numeracién romana no resuliaba manejable para estos meneste-
res. Esta Gltima corriente fue recogida en el Liber Abaci (1202)
de Leonardo de Pisa, llamado Fibonacci {1170-1240}, obra en
la que se trataba de la notacisn arébiga, la aritmética con cifras,
la resolucion de ecuaciones, aritmética comercial y contabilidad.

Capitulo 2. Las escuelas de Abaco. Describe que estas escuelas -

eran los lugares donde se estudiaba el céleulo y las operaciones
aritméticas con las cifras ardbigas. La formacién de un futuro
comerciante debia consistir en dos afios para aprender a leer y
escribir y dos afios en una Escuela de Abaco. Cada maestro de
Escuela de Abaco solia elaborar sus manuscritos, de los cuales
se han conservado algunos como el del Maestro Benedetto de
Florencia. La importancia que adquirieron los tratados de dbaco
fue enorme dentro del panorama de las mateméticas Gtiles, por
eso no es extrafio que el primer libro de matemdticas impreso en
ltalia fuera un libro de dbaco de autor desconocido llamado
Aritmética de Treviso (1478).

Capitulo 3. Las matemdticas en ltalia ol comenzar el siglo XV, La
aportacién més brillante la aporté Lucca Paccioli en su obra escri-
ta en italiano en 1487 y publicada en 1494 Summa de Arithme-
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tica, geomelria, proportioni et proportiona-
litg. Supuso la culminacion de los libros de
dbaco y en ella se comenzé con la notacion
llamada sincopada para las ecuaciones alge-
braicas que superaba, en cierta medida, las
demostraciones y férmulas verbalista de los
libros de &baco anteriores. También se des-
criben en ¢l libro las obras de Regiomontano
{1436-1476), Piero della Francesca (1416
1492) y la labor que se hizo, en 1528, para
la reforma de! calendario gregoriano.

Capitulo 4. la aventura de la ecuacién cibi-
ca. En este capitulo Francisco Martin descri-
be el descubrimiento de la férmula de Ia
ecuacién de fercer grado, en su version el
cubo més la cosa igual @ un nimero, por
Scipione del Ferro, con anterioridad a
1515, y el descubrimiento independiente-
mente hecho por Tartaglia para responder a
una disputa provocada por Antonio Maria
del Fiore en 1535, el cual propuso a Tarta-
glia treinta problemas que podian resolverse
conociendo la férmula de resolucién de la
clbica. Luego, fue Cardano quien publicé
las férmulas de resolucion de la ecuaciones
clbica y cuadrdtica en todos sus casos y se
produjo una polémica con Tartaglia sobre la
apropiacién indebida de la férmula por
parte de Cardano.

Copitulo 5. La resolucién de las ecuaciones de
tercer y cuarto grado. En este capitulo se des-
cribe la demostracion y los pasos seguidos
para deducir las formulas de las ecuaciones
de tercer grado por medios geométricos.
Comienzan a dominar los cdleulos algebrai-
cos literales sobre los geométricos y aparecen
nociones de cambio de variable que permitie-
ron a Ferrari resolver la ecuacién de tercer
grado y eliminar el coeficiente de segundo
grado en la ecuacién general de tercer grado
y el de tercer grado en la de cuarto, efc.
También aporta demostraciones de Bombelli y
la aparicién y manejo, por primera vez, de los
nimeros complejos por este autor.

Capitulo 6. Los protagonistas de esta histo-
ria. Describe la biografia cientifica de los
Scipione del Ferro, Niccolo Tartaglia,
Gerolamo Cardano, Ludovico Ferrari y
Rafael Bombelli destacando sus aportacio-
nes y su implicacién en la sociedad.

Capitulo 7. Puntos suspensivos. En este capi-
tulo destaca el autor los caminos que abrié
la resolucién de las ecuaciones cubica y



cudrtica para los mateméticos posteriores al
intenfar resolver la ecuacién de quinto
grado por radicales tal y como habian sido
resueltas las de grados inferiores y describe
someramente las aportaciones de leonard
Euler {1707-1783), Etienne Bezout (1730-
1783), Joseph Louis Lagrange (1736-1813)
y las de Paolo Ruffini (1765-1822) y Herick
Abel (1802-1829) que demostraron la impo-
sibilidad de resolver por procedimientos
algebraicos la ecuacién de quinto grado.

En suma, es un libro escrito de forma clara
y bien estructurado, que pone a disposicién
del piblico, y de forma amena, en este Afio
Mundial de las Matemdticas, una de las
péginas més hermosas del libro de la histo-
ria de las matemdticas. la amenidad del
libro sirve de envoltorio a un rigor histérico
y matemdtico que estd presente a lo largo
de toda la obra. El libro es particularmente
0til para la ensefianza de la historia de las
matemdaticas en todos los niveles y, en parti-
cular, en la ensefianza media, a la que
puede aportar, ademdés de los aspectos téc-
nicos de la resolucién de las ecuaciones de
tercer y cuarto grado, puntos de vista nue-
vos, fales como la importancia de las mate-
maticas en la formacién de los comerciantes
renacentistas y de cémo, poco a poco, la
matemdtica fue impregnando la ciencia y la
sociedad. En definitiva nos encontramos
ante un libro Gtil, ameno e bene trovato.

Victor Arenzana Hernandez
Javier Arenzana Romeo
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Por desgracia, cuando se oye
hablar desde las diversas admi-
nistraciones de la necesidad y
urgencia por reforzar el aprendizaje de las
dreas instrumentales, también se escucha que
existe una excesiva optatividad, especialmen-
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te en la etapa secundaria, y que por tanto ese refuerzo se hard a

costa de la supresién o reduccién del espacio de optatividad.
Parece que el Taller de matematicas tiene los dias contados...

Las grandes editoriales comerciales ya habian apostado por
ello, hace algin tiempo y buena sefial de ello es que pocas de
ellas {por no decir que ninguna) han apostado por la edicion de
materiales para el Taller. No son rentables...

Por estos motivos nos debemos de congratular de la aparicién de
libros como el que voy a comentar, que nacen de la iniciativa
piblica —en este caso de la Junta de Extremadura-, y de la labor
de profesores que creen en las inmensas posibilidades educativas
del Taller. En efecto, este espacio, que parecia que habiamos
ganado, proporciona la posibilidad de reforzar el aprendizaje de
una de las dreas instrumentales —la nuestra~, permite atender la
demanda de los alumnos que disfrutan con las mateméticas y nos
deja a los profesores la posibilidad de compartir el tiempo con
alumnos para los que «hacer mateméticas» es una actividad gra-
tificante. Ademds, el trabajo en el Taller, resulta una fuente de ins-
piracién para las clases «<normales» de matemdticas, pues se frata
de un inferesante laboratorio de experimentacion de nuevas acti-
vidades que perderemos si llega a desaparecer.

Los autores de esta interesante propuesta han escogido una
orientacién para el Taller en la que se privilegia el fortaleci-
miento de las relaciones entre las matematicas y el mundo real,
a través de la aplicacién de confenidos y métodos del razona-
miento matemdtico a situaciones practicas. Ademds, creen que
debe ayudar a mejorar las habilidades de comunicacién, las
actitudes hacia el trabajo personal y el respeto a los demas
expresado a través de la discusién y el frabajo cooperativo.

El libro proporciona a los lectores tanto aspectos de la progra-
macién de la asignatura como orientaciones para la evaluacién
o anotaciones metodolégicas fruto de la experiencia que pro-
porciona el uso de los materiales, por los autores en sus aulas,

desde hace algunos afios.

A mi entender, el nicleo mas inferesante del libro se encuentra
en la seleccion de actividades. Tiene la virtud de ser muy razo-
nable, basada en la adaptacién de materiales bien conocidos
en su mayoria, y en un enfoque bien estructurado que refleja una
eleccién consciente de los objetivos que se persiguen. Debe
agradecerse a los autores que citen a las fuentes que utilizan
para su inspiracién, hecho que lejos de restarles méritos, refleja
su conviccién de que el papel del profesor esté mas en la selec-
cién y adaptacién de los materiales que en la generacion de
nuevas ideas de forma permanente.

Las actividades se agrupan en nueve unidades y pertenecen a
dos tipos: unas —sobre todo, orientadas al estudio de algunas
caracteristicas de objetos geométricos—, tienen un enfoque fun-
damentalmente descriptivo; en las otras se persigue la resolucién
de alguna cuestién planteada dentro de situaciones reales. La
aplicacién de técnicas matematicas conocidas, la construccion
de modelos, etc. permite avanzar hacia la solucién. En los dos
tipos de actividades se fomenta el trabajo en pequefios grupos



y las puestas en comin. Las actividades culminan con la presen-
tacién de un informe individual, en el que los alumnos deben
comunicar los resultados obtenidos, las ampliaciones hechas al
estudio, las impresiones, ...

En definitiva, un trabajo muy recomendable, que puede resultar de
ayuda y modelo a los profesores que deban enfrentarse con el
Taller de mateméticas, mientras éste todavia exista formalmente.

Julio Sancho

NACIONES Y BANDERAS
Luis Balbuena Castellano
Proyecto Sur de Ediciones
Granada, 1999
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Estamos ante un libro que trata, el fitulo no deja
lugar a confusién, de banderas. Segin la
Academia de la Lengua, la disciplina que estu-
dia las banderas se denomina «vexilologia» y
«vexilélogos» a los que la cultivan. Muchos lec-
fores que conocen sobradamente al autor, Luis
Balbuena, se preguntarén qué hace metido o vexildlogo, qué
relacién existe entre su quehacer profesional, dedicado a la
ensefianza de las matemdticas, y las banderas. Yo también me
lo preguntaba, hasta que en una ponencia que le escuché sobre
los talleres de matemdticas y, como ejemplo de lo mucho y bueno
que se podia tratar en ellos, expuso un breve resumen de lo que
es posible hacer en una clase de matematicas de ESO con las
banderas de los distintos paises.

El libro, editado magnificamente en color por Proyecto Sur, estd
articulado en dos partes claramente diferenciadas. La primera es
la que tiene més peso matemdtico y proporciona, algunas veces
de forma implicita, muchas ideas para explotar en una clase de
Mateméticas, sobre todo de secundaria obligatoria. Se analizan
distintas variables que definen el resultado de cada bandera:
proporciones, «cargas, simetrias, distribucién y nimero de colo-
res, las franjas y sus combinaciones, sus disefios geométricos..,

En la segunda parte de la obra, Luis Balbuena ha hecho un estu-
dio enciclopédico, en el que ha recogido, para la bandera de
cada pais (cerca de dos centenares), ademds de una breve his-
toria de la correspondiente nacién y de la simbologia de cada
ensefia, una recopilacién de datos cuantitativos como extensidn,
poblacién, nivel de alfabetismo, porcentajes de préctica de las
distintas religiones, edad promedio y esperanza de vida. Es una
informacién que permite realizar en el aula una gran variedad
de actividades, a partir de datos reales. Ademés, es una opor-
tunidad para llevar a cabo experiencias interdisicplinares con
ofras éreas, algo de lo que se habla mucho vy, sin embargo, no
se practica en demasia.

¥

Caos y Comunicacién

Lo teonta def Gao ¢ ls comunicacin humana

Ismael Roldén Castro
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En resumen, estamos ante un libro curioso,
original, muy bien editado, que pone en evi-
dencia la «existencia» de las matemdticas
en algo cotidiano y que, sin duda, serd de
gran utilidad para los profesores que quie-
ren salirse en sus clases de la rutina escolar.

Emilio Palacian

CAOS Y COMUNICACION:
LA TEORIA DEL CAOS Y
LA COMUNICACION
HUMANA

Ismael Roldan Castro
Editorial Mergablum
Sevilla, 1999

ISBN: 84-95118-27-0
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¢Es posible relacionar la teoria

del caos con la comunicacion
humana? En este libro, Ismael
Roldan, propone unas bases para un modelo
de la comunicacién humana inspirado en uno
de los paradigmas de la posmodernidad: la
teoria del caos. Se trata de una lectura amena
e insdlita en la que se funden la imaginacion,
la creatividad y el rigor cientifico sin olvidar,
en numerosas ocasiones, el sentido del humor.
Tras un desarrollo divulgativo de algunas de
las claves més sigtnificativas de la teoria del
caos y de un recorrido a fravés de los mode-
los de la comunicacion més importantes de
este siglo, el autor propone un modelo comu-
nicativo basado en la teoria del caos que
constituye la aportacién més novedosa e el
dmbito comunicacional. Bien como nueva feo-
ria holistica o como metéfora cultural revolu-
cionaria, lo cierto es que proporciona un enfo-
que diferente de la ignota realidad que nos
envuelve. Ademds se presentan imégenes del
caos que, contra todos los prondsticos, pre-
sentan una belleza singular: los fractales, o
medio de comunicacién del caos,

Sumario: Prélogo {Manuel Angel Vazquez
Medel). 1. La visién clésica de la ciencia. 2.
Las rupturas del mecanicismo. 3. Acep-
ciones diversas de caos. 4. Teoria del caos.
5. Aplicaciones de la teoria del caos. 6.
Modelos de la comunicacién. 7. Bases para
un modelo caolégico de la comunicacion. 8.
Conclusiones.



Congresos belga y francés,
Encuentro Sociedades,
Dia Escolar de las Matematicas...

NCUENTRO de Sociedades de
Matemdéticas espaiolas y portuguesas

Este primer encuentro ha tenido lugar, durante los dias 16,
17 y 18 de marzo de 2000, en Zamora, organizado por EL
CEAMM 2000 y patrocinado por la Fundacién Rei Afonso
Enriques y el MEC, con los siguientes objetivos:

Propiciar el acercamiento y conocimiento mutuo entre
sociedades matemdticas espafiolas y portuguesas,
tanto del 4mbito educativo como de la investigacion.

Analizar problemas comunes a las sociedades, relati-
vos a su papel actual y futuro y a sus actuaciones en
distintos ambitos.

Sentar las bases de futuros proyectos de colaboracién
en el dmbito de la educacion, la investigacién y la
divulgacién matemdtica entre las sociedades portu-
guesas y espafiolas.

Petfilar la publicaciébn conjunta de las revistas de
todas las sociedades de un volumen con motivo del
Afio Mundial de las Matematicas

Participaron representantes de las siguientes sociedades:

APDIO (Associagao Portuguesa de Investigagao Ope-
racional).

APM (Associagao de Profesores de Matematica).

FESPM (Federacion Espafiola de Sociedades de Pro-
fesores de Matematicas),

RSME (Real Sociedad Matemitica Espafiola).

SEHCYT (Sociedad Espafiola de Historia de las Cien-
cias y de las Técnicas).

SEIEM (Sociedad Espaiiola de Investigacién en Educa-
cién Matematica).



* SEIO (Sociedad Espafiola de Estadistica e Investiga-
cion Operativa).

e  SEM-SPCE (Seccién Matemitica de la Sociedad Portu-
guesa de Ciencias de la Educacion).

° SEMA (Sociedad Espafiola de Matemitica Aplicada).
* SEMNI (Sociedad Espafiola de Métodos Numéricos).
e  SPE (Sociedad Portuguesa de Estadistica).

* SPM (Sociedad Portuguesa de Matemiticas).

Ademis, se contd con la presencia del Comité Permanente
CEAMM2000 (José Luis Fernindez -RSME—-, Manuel de
Lebn —CSIC- y Marfa Jesds Luelmo —FESPM-) y de repre-
sentantes de administraciones e instituciones educativas y
cientificas (Paulo Abrantes, Director General do Ensino
Basico; Jests Busto, Director del CIDE; Marino Arranz Boal,
Director General de FP e Innovacién Educativa de la Junta
de Castilla Le6n y Jests Sanz Serna, Rector de la Univer-
sidad de Valladolid y miembro del Patronato de la Funda-
cion Rei Afonso Henriques).

A lo largo de los dias que dur6 el encuentro y con un pro-
grama bastante apretado, se fueron sucediendo las distin-
tas ponencias y mesas redondas, que posteriormente se
analizaban y profundizaban en los grupos de trabajo.

Las ponencias que se presentaron fueron las siguientes:

Ponencia: Ll papel de las sociedades cientificas en la
sociedad actual.

Se propone dar una perspectiva general, y tocar ademds
alglin tema que no va a ser objeto de debate en otras
ponencias: por ejemplo, como enlace con el mundo labo-
ral (industria-empresa), como impulsoras de proyectos de
investigacién cientifica o didéctica, detectando necesida-
des de formacion para la ciudadania, como definidoras de
nuevos perfiles profesionales.

Ponentes: Carlos Andradas (RSME), Coordinador de la
sesion; José Manuel Matos y Darlinda Moreira (SPCE);
Domingo Morales (SEIO); José Durany (SEMA); Ana Bela
Cruzeiro (SPM).

En los grupos de trabajo se centraron en ver lo que cada
sociedad puede ofrecer a sus socios: revistas, libros, bole-
tines, cursos, congresos, etc.

También se analizo la razén por la que hay tantas socie-
dades de matemiticas y si habria alguna manera de con-
fluir en el futuro. En este sentido, se apunté que deberian
potenciarse las relaciones de tipo horizontal entre socie-
dades en funcién de objetivos comunes, planteindose
que, en todo caso debieran coordinarse y funcionar con-
juntamente en los temas importantes que nos afecten a
todos. Se constaté la dificultad de esta coordinacién debi-
do a los intereses tan distintos que a veces se manifesta-
ban entre las sociedades, pero habria que buscar puntos

...8e pusieron
de manifiesto
los intereses
tan diversos que
pueden mover
a las sociedades
cientificas
de ambito mas
universitario,
Y a las sociedades
de ambito
mas educativo.
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de confluencia entre ellas a través de
reuniones temdticas o de cualquier otro
medio.

Ponencia: Las sociedades y la educa-
cion matemdtica.

Podrin abordarse de modo general o
aspectos mds especificos como: los
programas de post-grado, la divulga-
cibn matemdtica o educacién continua
de la poblacién, la relacién entre las
Matemdticas de la Secundaria y de la
Universidad, las relaciones investiga-
cién en educacién matematica-practica
docente, la generacién de recursos
para la ensefianza, la formacién del
profesorado.

Ponentes: Modesto Sierra (SEIEM), Coor-
dinador de la sesién; Branca Silveira
(APM); Antonio Pérez Jiménez (FESPM);
Graciano Neves de Oliveira (SPM),

En los grupos de trabajo sobre este
tema, se trabaj6 fundamentalmente en
los aspectos de la formacién inicial del
profesorado de matematicas, cémo es y
como deberia ser, y de la formacién
continuada en el ejercicio de la profe-
sion. Es en este apartado donde debie-
ran jugar un papel cada vez mis impor-
tante las sociedades de profesores de
matemdticas.

También aqui se pusieron de manifiesto
los intereses tan diversos que pueden
mover a las sociedades cientificas de
ambito mds universitario, y a las socie-
dades de dmbito mas educativo.

Mesa redonda: El futuro de las publi-
caciones cientificas.

Ponentes: Lurdes Serrazina (Quadran-
te), Coordinadora de la sesién; Paulo
Abrantes (Educagao e matemdtica);
José Luis Ferndndez (La Gaceta de la
RSME); Emilio Palacian (SUMA); Ignacio
Bravo (Mundo Cientifico, secretario de
la Asociacion de Periodistas Cientificos).

En este apartado, aparte de exponer cada
sociedad los medios de difusién con los
que cuenta, se propuso el proyecto de
elaborar, con motivo del afio mundial de
las matematicas, una publicacién conjun-
ta entre todas las sociedades.



Ponencia: Colaboracion de las socieda-
des matemdtica en el dmbito bispano-
portuguieés.

Se trata de recoger ideas surgidas en
los debates anteriores y aportar otras
nuevas: congresos, seminarios, pu-
blicaciones cientificas y divulgativas,
proyectos e intercambios en educacién
e investigacibn, talentos precoces,

olimpiadas...

Ponentes: Joana Marfa Nunes da Costa
(SPM), Coordinadora de la sesion; Ma-
nuel de Lebn (CEAMM 2000); Cristina
Loureiro (APM); Salvador Llinares
(SEIEM); Luis Espafiol (SEHCYT); Ana
Maria Vale (SPM).

En los grupos de trabajo sobre este
tema, recogiendo las propuestas y actua-
ciones comunes habidas a lo largo de las
Jornadas, se hicieron varias propuestas
de colaboracién entre sociedades:

e Colaboracién en recursos: videos,
exposiciones, materiales...

e  Compartir las bases de documenta-
cién que poseen algunas sociedades.

e Establecimiento de acuerdos de re-
ciprocidad.

e Intercambio de publicaciones.

* Permiso automdtico de reproduc-
cién de articulos e informacién en
boletines y revistas.

* Realizacién de encuentros conjun-
tos de las sociedades.

e Establecimiento de férmulas esta-
bles de colaboracién y no solamen-
te puntuales, aunque siempre es
deseable la realizacién de encuen-
tros como éste.

La financiacién del encuentro corrié a
cargo de la Fundacion Rei Afonso Hen-
riques y del Ministerio de Educacion
espafiol. Agradecemos vivamente a
ambas instituciones su apoyo, sin el
cual este primer encuentro entre socie-
dades matemiticas hispano-lusas no
hubiera sido posible.

Serapio Garcia

Vicepresidente de la FESPM

El tema principal
del congreso
era «la
demostraciont,
con algunas
sugerencias
para iniciar
los debates:
chay que habituar,
todavia,

a nuestros
alumnos
a demostrar?,
Jcomo alcanzar
este objetivo?,
Ja todos
los niveles?,
Jnecesaria
o superflua?,
Jen qué momento
de la
escolarizacion?,
Jcuando
se imponer,
en que contexto
hay que
introduciria?. ..

25 CONGRESO DE LA S.B.P.M.e.f.
(Sociedad Belga de Profesores de
Matemadaticas de expresién francesa)

En el Ateneo Provincial Mixto Warocqué de Morlanwelz
(Bélgica) se ha desarrollado durante los ultimas dias de
vacaciones estivales del profesorado belga este congreso,
24 al 26 de agosto de 1999, que se celebra anualmente,
con asistencia de unos 340 profesores, incluidos algunos
franceses, suizos, un croata (Berislav), y yo mismo, en
representacion de la FESPM.

La Sociedad que organiza este congreso es fruto de la esci-
s5i6n en dos en 1975, de la Sociedad Belga, creada en 1953,
una de expresion francesa y otra de expresion flamenca.

El tema principal del congreso era «la demostraciénb, con
algunas sugerencias para iniciar los debates: chay que
habituar, todavia, a nuestros alumnos a demostrar?, ;cé6mo
Ealcanzar este objetivo?, sa todos los niveles?, snecesaria o
superflua?, jen qué momento de la escolarizacion?, scudn-
do se impone?, jen qué contexto hay que introducirla?. ..

Destacamos que el horario del congreso es bastante tran-
quilo, las sesiones comenzaban a las 9 de la mafiana hasta
las 12 con una pausa a mitad de media hora para el café,
se reanudaban a las 14 horas, para terminar a las 17, o
incluso antes. Es pues un congreso en el que las relacio-
nes humanas son muy importantes, y hay tiempo suficien-
te para ello, tanto en los tiempos libres, como en las acti-
vidades «uristicas» previstas.

El martes 24 de agosto a las 9 y media se abrfa el congreso
con la sesién de apertura, a cargo del presidente, Jacques
Navez, y un acto especial de homenaje a Willy Servais, falle-
cido en 1979 mientras asistia a la reunién de la CIEAEM de
Hungrtia, por tanto 20 afios de su desaparicién fisica que no
espiritual, puesto que sus trabajos, su recuerdo y su memo-
ria siguen presentes en las mentes de todos aquellos que le
conocieron, como primer presidente de la SBPM, desde
1953 hasta 1969, pasando a ser desde 1970 presidente de
honor. Fue también director del Ateneo de Morlanwelz,
sede de este congreso. Ademds de un recuerdo imborrable,
como su actuacién animosa, cuando durante los cinco afios
de cautiverio, detenido por las fuerzas de ocupacién nazis,
dando conferencias a sus compatriotas presos y actos sub-
versivos, dej6 una importante obra, en el campo de la peda-
gogia y ensefianza de la matematica, que se ve reflejada en -
unas palabras que pronuncio:

Sobre todo, si tenemos la impresién de que nuestros alumnos
hablan un lenguaje diferente del nuestro, 3no es urgente pregun-
tarse sobre lo que piensan de esta matemdtica que ellos estudian
con nosofros? Nuestros alumnos estén delante de nosotros tal y
como son. Su in're[igencicn, por inculta que sea, su cardcter, aun-
que parezca indigente, y a continuacién, una parte de su aven-
turado destino, se confian a nuestras manos. sHacemos nosotros
los esfuerzos suficientes para comprenderlos?, zsomos, lo sufi-
cientemente buenos para acogerlos?
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Después el champin de bienvenida, seguido de la prime-
ra conferencia plenaria a cargo de Georges Hansoul, de la
universidad de Lieja: {Demostraciones, para el placer, para
todos». Hizo un repaso histérico de la idea de demostra-
cion y de algunas demostraciones importantes, destacan-
do el papel de la demostracién por placer, con la inten-
cion de maravillar, de asombrar sobre algo no evidente.
Indicando que para tempranas edades se pueden hacer
demostraciones a partir de juegos o de situaciones lidicas,
que no por ello dejan de ser demostraciones; no hay que
esperar a hacer demostraciones, cunado ya éstas sean for-
males. Expuso después algunas situaciones en las que se
puede demostrar cualquier cosa.

Por la tarde, a partir de las catorce horas, hubo dos sesio-
nes en paralelo, una de un grupo de discusion abierto a
todos los participantes sobre la demostracién y otro de C.
Benedetti, sobre Cinema-tematicas. El resto de la tarde se
dedico a una excursion para visitar el sistema de esclusas
y compuertas del Canal de la regién belga del Centro.

El miércoles se dedicé todo el dia a talleres, en cuatro perio-
dos horarios de una hora Y quince minutos, con tres sesio-
nes simultdneas a la vez. En la primera estaban F, Drouin
«Juegos, puzzles, rompecabezas en clase de matematicas?;
F. Buekenhout, das demostraciones: una visién genética y
en espiral, defendiendo la idea de que las demostraciones
tienen que ser genéticas y ademds que sirvan en la vida
cotidiana, siendo las matemdticas el mejor lugar para apren-
der la demostraciéon y ejercitar el sentido critico; y G.
Lasters: «El producto de tercer grado en el plano». En la
segunda sesién matinal, Chevalier y Warnier hablaron de
«Aprender a leer en matemdticas en el primer grador; Pierre
Marlier y J.P. Descy sobre «Estadistica elementab; y M.
Kassab sobre «Espacios métricos y lugares geométricos». La
mafiana terminaba a las 12 horas, se reanudaban las sesio-
nes a las 14, con tres nuevas sesiones, Chevalier y Warnier
continuaban su ponencia anterior; M. Frémal y C. Van
Hooste hablaban sobre «da multiplicidad de pruebas», y M.
Kassab sobre «El determinante de la matriz de una transfor-
macion lineal del plano». En el cuarto y altimo periodo de
comunicaciones intervinieron, R, Gérardy, sobre Numera-
cién y codigos binarioss, J. Doyen sobre Matemdticas y
cine», donde mostr6 fragmentos de peliculas conocidas con
escenas de tipo matemdtico, Pierre Richard estudiando una
funcién, Paul Newman calculando derivadas, Jean Louis
Trintignant disertando sobre la nocién de esperanza mate-
mdtica, Meg Ryan explicando la paradoja de Zenén a Tim
Robbins, a Mel Gobson como profesor de matemdticas, en
El bombres sin rostro, los Shadoks poniendo a punto un sis-
tema de numeracién y una axiomatica de la geometiia, etc,
y JJ. Quisquater, sobre criptografia.

En relacién con el tema de cine, se proyectaron otras peli-
culas o fragmentos de ellos: Ronda cuadrada y Ritmica
de Norman Mc Laren, Yo prefiero la tangentey Cubo.

...bajo el titulo
Mathématiques
grandeur nature
(como decia
Berlanga,
Tamario natural):
/Por la grandeza
de las
matemdticas/
/Naturalmente, por
las matemdticas!
jPor
las matemdticas
en la naturaleza/
jPor
las matemdticas
en la naturaleza
del hombre/

Por la noche el banquete oficial del
congreso.

El jueves 26 dos nuevas sesiones mati-
nales de comunicaciones: B. Honclaire:
«Argumentar?, /por qué?, ¢cuando?,
icomo?s M. Decamp y A.  Regnier
JNFORMATH» y ]J. P. Cazzaro y F
Pourbaix, sobre «PROB’HABILIDAD»,
en la primera y en la siguiente: J.
Marchal sobre {das dificultades de los
alumnos en dlgebra: informe y pro-
puestas para remediarlass, C. Depotte y
G Néel sobre »La matemdtica del abejo-
tro» y M, Tartillier sobre «El ntimero m:
25 siglos de aventurass.

Después de comer, por la tarde, M.
Roelens, das demostraciones: sse trata
de convencer?; F. Pourbaix, <Matema-
ticas y dibujos animados» y M. Lartillier
siguid con su nimero .

A las 3 y cuarto de la tarde se celebro
la asamblea general de la Sociedad y la
sesién de clausura del congreso.

Ademds habia exposiciones de material
escolar, tanto de casas comerciales
como de grupos de investigacién de
didéctica de las matemiticas de Bélgica
francéfona.

Florencio Villarroya

Representante de la FESPM

JORNADAS NACIONALES
DE LA A.P.M.E.P.

(Asociacién de Profesores

de Matemdticas de la
Ensefianza Publica)

Durante los dias 3 al 6 de noviembre de
1999 se han celebrado en Gérardmer
(Gérémé, para los amantes del queso)
en la regién de los Vosgos, bajo el titu-
lo «Mathématiques grandeur nature»
(como decia Berlanga, Tamafio natu-
raD:

iPor la grandeza de las matemiticas!
iNaturalmente, por las matematicas!
iPor las matemiticas en la naturaleza!

iPor las matemadticas en la naturaleza
del hombre!



Celebradas durante las vacaciones de
(Todos los Santos», han asistido casi 700
profesores, la mayorfa franceses, pero
con asistencia de otros once paises,
entre ellos Chile, con un numeroso
grupo, becado por el gobierno de su
pais, bastantes suizos y belgas.

Gérardmer, un maravilloso centro de
vacaciones, tanto de verano, como de
invierno. Pequefia ciudad moderna
(pues fue completamente destruida en
la segunda guerra mundial) de unos
diez mil habitantes con tres institutos,
en los que se ha desarrollado el congre-
so, ademds del Espace-Lac» centro de
congresos y actividades culturales local,
al borde del mayor lago de los Vosgos.
Afortunadamente el tiempo fue bastante
bueno, dos grados bajo cero la primera
noche, pero no llovia, ésta Gnicamente
hizo su aparicién, vy jde qué manera!
mientras se desarrollaban las Gltimas
actividades del sibado por la mafiana.

En la actualidad la APMEP cuenta con
8.000 asociados de un total de 40.000
profesores de matemdticas, su presiden-
ta actual Catherine Dufossé (Lycée
Marseilleveyre de Marseille) ha redefini-
do recientemente sus cuatro objetivos
principales:

e Ser una cooperativa pedagdgica al
servicio de la profesién de profesor
de matemdticas.

e  Ser un lugar de formacién continua
para los ensefiantes.

e Ser un crisol de reflexién e inter-
cambios sobre matemadticas.

e Dar a los politicos la opinién de los
ensefiantes sobre su oficio, la evolu-
cién de la escuela y de la pedagogia.

Ademis la APMEP con ocasién de estas
jornadas ha iniciado una recogida de fir-
mas solicitando, entre otras cosas, un
horario semanal minimo de 4 horas de
ensefianza de matemadticas para cada
alumno en todas las clases del colegio;
horario que debe incluir periodos de
ensefianza diferenciada y trabajos en
equipo. Para aquellos que quieran
ponerse en contacto con esta asociacion
estas son sus direcciones:

En la actualidad
la APMEP
cuenta con 8.000
asociados
de un total de
40.000 profesores
de matemadaticas,
su presidenta
actual
Catherine Dufossé
ha redefinido
recientemente
SUS cuatro
objetivos
principales. ..

26, rue Duméril, 75013 Paris, Tf. 01 43313405, Fax 01 42
17 08 77,

electrénica: apmep@wanadoo.fr

pigina en Internet: http://www.univ-lyonl.fr/apmep/
(salvo error u omisién).

Las jornadas comenzaron con el consabido reparto de mate-
riales, incluida una bolsa de caramelos de fabricacién local
la tarde del miércoles 3, seguido de la inauguracién oficial,
con asistencia de autoridades locales y ministeriales, donde
Mr., Attali dijo que los asistentes sentian una pasion com-
partida por las matematicas y su ensefianza, y que los de la
APMEP eran los mejores, y claro, fue fuertemente aplaudi-
do; y de la primera conferencia plenaria a cargo de Hubert
Curien, bajo el titulo Matemdticas, cultura y sociedadb.
Curien es un eminente fisico de solidos, ha participado en
el proyecto Ariane y en el disefio de otros satélites, que ade-
mis ha desempefiado importantes puestos: Ministro de
‘Investigacion, director del C.N.R.S. (Centro nacional de
investigacion cientifica)... hablé de la importancia de la teo-
ria de grupos, tanto del plano como del espacio en crista-
lografia, destacando el papel de las reflexiones, simetrias y
traslaciones, y el poder que da la modelizacién en la reso-
lucién de problemas, en una colaboracién dicotémica con-
tinua entre la naturaleza y las teorias matematicas. Pasé des-
pués a los cristales no periddicos y simetrias de orden
cinco, prohibidas, aparecidas tedricamente con Penrose, y
un poco mas tarde en la naturaleza en los cuasi-cristales, y
también al papel fundamental que juega en la geologfa la
transformada de Fourier que relaciona el espacio real y el
espacio reciproco. También hablé del papel de los errores,
que a veces dan lugar a importantes descubrimientos, o
estrepitosos fracasos, citando el principio de precaucion en
la realizacién de experimentos; finalmente se manifesto
muy preocupado por la desafeccién de los alumnos hacia
las ciencias abstractas, como las matematicas y la fisica. Para
terminar dijo que en el mundo actual no se puede vivir sin
matematicas, se vive mejor con.

Mis tarde «ino de honor a cargo del alcalde de la ciudad,
y para amenizar la velada el grupo «Concurrence
Déloyale», grupo de 5 misicos, interpreté las mds conoci-
das canciones de George Brassens.

Fl jueves por la mafiana estaba dividido en dos partes, la
primera de Talleres, jmas de 25 simultdneamente!, tanto en
este periodo como en los demis de talleres, de los que
serfa imposible citar todos, talleres que se organizan en
torno a comunicaciones presentadas por ponentes que
disponen aproximadamente de una hora para su exposi-
ci6én y media hora para discutir con los asistentes. Se abor-
dan los mis variados temas: diddctica, cultura matematica,
tecnologias nuevas, métodos activos para el aprendizaje,
en todos los niveles de ensefianza. Podemos destacar
algunos: Matemdticas y fabricacién» del prof del ENSAM



(Escuela Nacional Superior de Artes y Oficios) de Metz,
Jean-Luc Bauchat que hablé sobre la importancia cada vez
mayor de la modelizacién matematica para tratar proble-
mas de concepcioén de formas complejas, como la fabrica-
cién de una protesis de cadera, o la reconstruccién de la
cavidad ocular, después de un accidente. Modelizacién
ligada a la optimizacion de los algoritmos de cilculo
correspondientes, puesto que tienen que actuar en tiempo
real sobre los dispositivos de control de fabricacion; «Fl
arte de las cifras, transmision de informacién», de Jacques
Borowczyk; «Diapositivas y Matemiticas» de Jean Claude
Bresson, profesor de colegio, que ha elaborado una colec-
cién magnifica de diapositivas para ilustrar la mayoria de
los temas geométricos y algebraicos, es decir histéricos de
los cuestionarios oficiales franceses (préximamente estar4
disponible en CD-rom); do que nos ensefian las abejas»,
de Ginette Mison (APMEP, Lyon); otros, cémo no, sobre
Matematicas e Internet y sobre Cabri-Géométre.

La segunda de «Grupos de discusiom», de una hora de
duracion sobre 18 temas diferentes, con titulos sugerentes
y actuales para estimular la discusién y participacion de
todos los asistentes, citamos:

° «Hay que suprimir la ensefianza del dlgebra en la
secundaria?.

° «Qué cultura estadistica, para qué ciudadano?, ses
esto una cuestion para los profesores de matemiti-
cas?»,

* da ensefianza de las matematicas en las clases muy
dificiles de los colegios (Z.E.P., clases de ayuda y
apoyo, clases de insercién)».

® «Por una renovacién de la ensefianza de las probabi-
lidades y de la estadistica en la secundaria y en el
bachilleratos,

* «Como podria ser un libro de matemdticas concebi-
do para los alumnos?.

* «Como ensefiar sin excluir y respetando, ademas las
reglas de la colectividad?.

° «Como integrar la historia de las matemiticas en su
ensefianza?»

° «En qué se pueden transformar las pruebas del Bac
(fin de bachillerato) en el préximo deceniod.

Por la tarde un nuevo periodo de talleres, entre los que
citamos: «El astrolabio», por Léo Clauss; «Los cuadrados
migicos desde la escuela elemental hasta la universi-
dady, de Odile Kouteynikoff, «El teatro al servicio del
algebras, de M. Muniglia (IREM Lorraine); «Funciones uti-
lizadas en economfan, por Jacques Bair, de la
Universidad de Lieja (B); «La ensefianza de las matems-
ticas en Europa», por Richard Cabassut (Strasbourg), en
el que participamos colegas belga, alemana Y YO mismo;
«Recorridos diversificados en 5.° (nuestro 1.° ESO): del

«Hay que
Suprimir
la enserianza
del dlgebra en
la secundarias.

wQué cultura
estadistica,
bara que
ciudadano?,
zes esto
una cuestion
bara los profesores
de matematicas?.

romdnico al goético», de M. Hallez
(IREM Paris-VID)...

Después conferencia plenaria de Philip
Merieu, profesor de ciencias de la
Educacioén de la Universidad de Lyon, y
director del LN.R.P. (Instituto Nacional de
Investigacién Pedagdgica) titulada «Rela-
cién con el saber, relacién con la verdad
y construccion de la ciudadanidads.
Partiendo de un punto de vista republi-
cano, expuso diez tesis sobre la relacién
con el saber. La repiblica garantiza el
bien comutn, pero tiene un peligro, «l
culto al orden, que ademas esta dirigida
por «clérigos». Sus tesis son que la escue-
la de Ia republica (en Francia), es un ins-
trumento de integracién social, como
signo del nacionalismo triunfante, inte-
gracion como normalizacion econdmica,
que intenta ademds conciliar racionalidad
y religiosidad, a la bisqueda de unos
valores nacionales comunes. En su quin-
ta tesis seflala que hoy el equilibrio
democracia reptiblica no funciona en la
modernidad; el nacionalismo ya no es
cimiento de unidad nacional v la escuela
no promociona socialmente; las institu-
ciones caen en el formalismo, una exce-
siva juridizacién, para servir a intereses
particulares y no generales. Repliegue de
la razén frente al impulso, y de la nacién
frente al clan, los alumnos interrumpen
las clases, 2 son suficientes para perturbar
el aula, pues se llevan casi el 90% de la
energfa del profesor. Hay una cultura de
la inmediatez, los alumnos no se someten
a reglas no aceptadas por ellos. Se hace
necesario educar en una postura critica,
pues, en general, el problema que se le
propone al alumno no le concierne, a su
vez el alumno no desata lo escolar de lo
imaginario, basa todo en la subjetividad,
pero articular la relacién sujeto-predicado
es fundamental en la construccién del
saber racional. Si los alumnos no distin-
guen el sujeto del predicado no pueden
discutir sobre el objeto, sélo tienen opi-
niones afectivas, no saberes racionales. Es
imprescindible articular el saber escolar
con las cuestiones fundamentales que
han permitido su elaboracién; hay que
trabajar los invariantes antropologicos de
la disciplina, pues son los que hacen fun-
cionar Ia inteligencia.



Para finalizar las sesiones de trabajo del
dia, un excelente concierto de musica
clasica a cargo de un joven pianista
local, Christophe Ferry, y un veterano
violoncelista ruso, Revaz Marchabeli,
seguido del banquete oficial, donde se
degustaron abundantemente los pro-
ductos regionales, especialmente deri-
vados del cerdo y dulces, amenizados
por André Antibi que interpretd algunas
canciones.

La manana del viernes, un poco mas
relajada, vino dedicada a dos conferen-
cias simultineas, una de Vincent
Lecuyer, sobre «NGmeros astronomicos»
y otra de Mustapha Nadi sobre
«Aspectos matemdticos de la medida y
consecuencias pricticas» seguidas de la
asamblea general de la APMEP.

La primera parte de la tarde del viernes
se dedic6 a las asambleas regionales,
momento que aprovechamos los repre-
sentantes de las Sociedades belga, fran-
cesa y espafiola, ademis de una «nvita-
da» de Hamburgo, para intercambiar
impresiones sobre la recientemente cre-

ada Federacion Europea de Asocia-

ciones de Profesores de Matemiticas, y
preparar el orden del dia de la proxima
reunién que tendrd lugar a finales de
enero en Paris.

La segunda parte de nuevo a talleres,
simultineos. Sefialamos, «El papel de la
demostracion en Francia y Alemania»,
de R. Cabassut; Sentidos y algoritmos»,
de A. Fluckiger, (Universidad de
Ginebra); dntroduccién a la estadistica
robusta», de G. Haesbroek (Universidad
de Lieja); Estadistica en Secundaria», de
B. Parzysz (LUEM, Lorraine); «Aritmé-
tica en imagenes», de J.P. Sonntag
(Asociacion resonancia transdisciplinar);
Jas matemdticas con los dedos»,, de
Roland Marseille, propone hacer ¢ocar
con los dedos» los conceptos matemati-
cos, para facilitar su apropiacién del
saber a los alumnos.

Después de cenar nuevo especticulo
grupo
Acrostiches formado por tres acrébatas,
equilibristas, simpaticos, rudimentarios,
arcaicos. ..

«Personalmente suyo» del

En el pasado
mes de octubre
quedo constituida
la Subcomision
ICMI-Espaiia. ..

...Se apuntaron
algunos proyectos
de actuacion
del subcomité
tales como
la realizacion
de estudios
relativos a
la coordinacion de
la enserianza de
las matemadticas
en la educacion
secundaria
y terciaria
o a la utilizacion
de las nuevas
tecnologias
en la enserianza
de las
matemdticas
a todos
los niveles.

La mafiana del sdbado tuvo dos conferencias, la primera
de Philippe Lombard, profesor de la universidad de
Nancy, que fue muchos afios director del IREM de
Lorraine, con el titulo «Embaldosados no periddicos», y la
que cerrd las jornadas a cargo de André Antibi, profesor
de la universidad de Toulouse, actual presidente de la
ADIREM (Asamblea de Directores de los Institutos de
Investigacion en Ensefianza de las Matemiticas) sobre «La
motivacion en matemdticas, ¢a del profesor? ¢la del alum-
no?, que muchos de nuestros lectores conocen, pues es la
misma que presentd en las JAEM IX de Lugo.

Ademds durante todos los dias del congreso estuvieron
presentes en diferentes stands, por un lado los editores y
principales casas comerciales de material escolar de mate-
miticas, incluidos los de calculadoras, y por otro los IREM,
y otros centros institucionales con sus publicaciones, que
se podian comprar a precios especiales de congreso (no

, obstante, en general, las publicaciones de los IREM son de

precio reducido, algunas muy interesantes).

Aprovechamos la ocasién para anunciar las Jornadas
APMEP del 2000, que se desarrollardn en Niza, del 28 al
30 de octubre, sobre el tema «Matematicas en el
Mediterraneo», si alguien esta interesado en presentar una
comunicacion (ya sabéis, taller de hora y media) puede
contactar con Michele Pécal, 260 Chemin des Cerisiers,
06740 Chateauneuf de Grasse, o
pecal@unice.fr

Florencio Villarroya
Representante de la FESPM
en el congreso APMEP

Subcomision ICMi-Espaiia

En el pasado mes de octubre quedé constituida la Sub-
comisiéon ICMI-Espafia, cuyos miembros, en representa-
cion de las diferentes asociaciones relacionadas con la
ensefianza de las matemdticas, son los siguientes: José
Luis Alvarez, Marfa Jesis Luelmo y Antonio Aranda
(FESPM), Tomds Recio (RSME), Marco Antonio Lépez
(SEIO), Soledad Rodriguez (SEMA), Marfa Victoria Sinchez
(SEIEM), Alicia Delibes (MEC) y Joan Cerdd (SCM).

En la primera reunion se eligieron los cargos de Presidente
(Maria Jesas Luelmo) y Secretario (Tomas Recio), se esta-
bleci6é un calendario de reuniones y se apuntaron algunos
proyectos de actuacién del subcomité tales como la reali-
zacion de estudios relativos a la coordinacién de la ense-
fianza de las matematicas en la educacién secundaria y ter-
ciaria o a la utilizacién de las nuevas tecnologias en la
ensefianza de las matemadticas a todos los niveles.




La ultima reunién tuvo lugar el pasado 17 de mayo con
motivo de la presencia en Espafia de Hymann Bass, pre-
sidente del comité ejecutivo ICMI, y Bernard Hodgson,
secretario del comité ejecutivo ICMI, invitados a la misma
junto con Miguel de Guzmin (ex presidente del comité
ejecutivo ICMI) y José Luis Fernindez (representante espa-
fiol en la IMU). En esta reunién la presidenta del subco-
mité espafiol, tras saludar a los invitados y hacer las pre-
sentaciones oportunas, explic la gestacién y composicién
de este comité asi como las actividades que nos han veni-
do relacionando con ICMI, ICME-8, Afio 2000, etc.

El profesor Hodgson dio las gracias por la presentacién y
se felicitd por el hecho de que estemos juntos represen-
tantes de colectivos de diversos origenes e intereses con el
objetivo de mejorar, a todos los niveles, la calidad de la
ensefianza de las matemadticas.

A continuacién, se presenté un informe sobre la situacién
de la ensefianza de las matemdticas en Espafia, intervi-
niendo los profesores Maria Victoria Sinchez (ensefianza
primaria), Maria Jesis Luelmo (educacién secundaria),
Tomds Recio (ensefianza universitaria) y José Luis Alvarez
(formacién del profesorado de matematicas).

Tras el informe, intervinieron los profesores Hodgson y Bass
solicitando varias aclaraciones al mismo, que fueron comen-
tadas por todos los participantes. El profesor Hodgson a su
vez, aclard al comité diversos aspectos relativos a la estruc-
tura de la ICMI y de los subcomités nacionales. Se invité al
comité espafiol a sugerir y a participar en la elaboracién de
nuevos estudios ICMI (formacion de profesores, aplicaciones
y modelos, informdtica), en la organizacién de alguna Confe-
rencia Reginal ICMI (tal vez enfocada a Iberoamérica) y a
asistir a la celebracién, el proximo octubre, del centenario de
la revista oficial del ICMI; L'Enseignement Mathematique.

El comité, por su parte, tras valorar positivamente el encuen-
tro y despedir a los profesores invitados, debatié la conve-
niencia de redactar un documento para el Consejo de
Rectores y para el pablico en general, mostrando la preocu-
pacién por la escasa formacion matemética que prevén los
actuales planes de Formacién del Profesorado de Primaria y
recomendando que se aumente el niimero de créditos asig-
nados a la formacién matemitica de los futuros maestros,

En general, se puso de manifiesto que la realizacién de
este tipo de documentos debe ser una de las actuaciones
del comité y se acordé finalmente dedicar una parte de las
reuniones a exponer nuestros puntos de vista respectivos
sobre la educacién matemitica y a conocer proyectos, eva-
luaciones etc., institucionales (INCE).

También se acordé realizar un intercambio sistemdtico de

los respectivos boletines o revistas de nuestras Sociedades
entre los miembros de ICMI.

Antonio Aranda

SAEM «Thales»

- UN GYUDO
de alumnos
‘ del IES
Juan de la Cierva,
con una puesta
en escena
diseniada
por ellos mismos,
imontaron
en el escenario
un icosaedro
gigante,
de mds
de dos metros
de altura.

Montando
el icosaedro

Homenaije al profesor
Pedro Puig Adam

en el centenario

de su nacimiento

El dia 10 de mayo de 2000 se celebré en
Madrid, en el Instituto de San Isidro, un
acto académico de homenaje al profesor
Pedro Puig Adam (1900-1960), organiza-
do conjuntamente por el citado Institu-
to, la Sociedad Madrilefia de Profesores
de Matemiticas «Emma Castelnuovos y
el Comité de Madrid para la celebracién
del Afio Mundial de las Matemdticas. La
asistencia de publico fue muy numero-
sa. En la entrada del salén se dispuso
una pequefia exposicién de libros, obje-
tos personales, cuadros, partituras, dibu-
jos y poemas del profesor Puig Adam,
que gentilmente prest6 su familia para
la ocasion.

Antes de empezar, un grupo de alumnos
del IES Juan de la Cierva, con una pues-
ta en escena disefiada por ellos mismos,
montaron en el escenario un icosaedro
gigante, de mas de dos metros de altura,
Un vez montado, lo elevaron en alto
sobre las cabezas de los asistentes y lo
situaron sobre el suelo del escenario para
que, simbdlicamente, actuara de telén de
fondo para el acto.

El acto, presidido por la directora del
Instituto, consté de tres partes diferen-
ciadas. La primera parte contd con la
intervencién de Maria Jests Luelmo,
Presidenta de la SMPM, José Carrillo,
Decano de la Facultad de Matemiticas




de la Universidad Complutense y presi-
dente del Comité de Madrid M2000M e
Isabel Pifiar, Directora del Instituto. El
texto de la intervencién de Marfa Jesis
Luelmo puede ser consultado en la
pagina sobre Pedro Puig Adam, accesi-
ble a través de la web de la SMPM en la
siguiente direccion http://smmp.es/

En la segunda parte, titulada perfil
humano y profesional intervinieron José
Aldomar, Joaquin Crespo, Consuelo de
Costa y Santiago Gutiérrez, antiguos
alumnos del profesor Puig Adam todo
ellos en distintos niveles educativos.
Todos dieron pinceladas que contribu-
yeron a dibujar la figura humana del
profesor, narrando anécdotas, recordan-
do rasgos de su caricter, o la profunda
huella que en todos ellos dejaron sus
ensefianzas y su persona. Termin® esta
segunda parte con la intervencion de su
nieta, M.? José Gomez Puig, leyendo un
texto redactado por las hijas de Puig
Adam, Emilia y M.* Luisa, presentes tam-
bién en el acto, en que se resalta el
aspecto mds familiar y personal de la
vida de don Pedro.

Sigui6 luego un intermedio en el que la
pianista Laura Mesanza interpretd dos
piezas musicales compuestas por Pedro
Puig Adam. De fondo a esta interpreta-
cién se proyectd un montaje visual con
imagenes que recorrfan la vida y las
ideas y las obras del homenajeado, rea-
lizado por el que suscribe.

La tercera y Gltima parte consistié en

una conferencia de la profesora Emma
Castelnuovo, que fue amiga personal
de Puig Adam. La profesora Castel-
nuovo tituld su conferencia <No olvidar

=

Emma
Castelnuovo

el origen concreto de la matematica ni los procesos his-
toricos de su evolucién (punto dos del Decdlogo de
Pedro Puig Adam). Emma Castelnuovo hizo un nuevo
derroche de vitalidad, hablando con la conviccién y el
entusiasmo que la caracterizan. Esta conferencia servia
también de presentacién de la exposiciéon de materiales
did4cticos que, bajo el titulo de «2000, piezas matemdti-
cas», ha elaborado a lo largo de los dos altimos cursos un
grupo de trabajo de la SMPM, coordinado por la profeso-
ra Castelnuovo. Esta exposicion que fue inaugurada a
continuacién era una manera mis de homenajear al pro-
fesor Puia Adam, rememorando la exposicién organizada
por él que, con ocasion de la XI Reunion de la CIEAEM,
se celebrd en Madrid en el afio 1957.

La intervencion de la profesora Castelnuovo gloso la figura
del profesor Puig Adam y los recuerdos de su amistad con
él, para luego, haciendo un recorrido historico desde
Menecmo, pasando por Arquimedes y Galileo hasta nues-
tros dias, resaltando el papel esencial que el trabajo y la
construccion de objetos, materiales y modelos matematicos
manipulables tiene en la ensefianza. Cabe destacar el énfa-
sis que puso en sefalar la importancia de que sean los
alumnos y los profesores los que construyan los propios
modelos; Los modelos son eficientes sélo porque provo-
can una dindmica en la investigacion. No es ciertamente la
perfeccion de un modelo la que lleva a una discusién mate-
mitica. El material debe ser el mas barato posible (papel‘
cartulina, varillas de una materia cualquiera...) cosas que no.
cuestan nada. [...] No tiene importancia si el model ‘ .
truido estd mal hecho. Su funcion es solament
tar a los alumnos a darse cuenta del significa
lo, y, después, a presentarlo, a hablar, a expli

Como conclusion de estd rdpida cronic
tarfa incluir el parrafo final de la interve
sora Castelnuovo, porque creo que n
de resumir lo que son sus ideas y las
randonos humildes herederos de
con este acto, rendirle homenaj
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Para terminar quiero poner de relieve la cosa mas importante de
estas construcciones matemdticas. Sucede que borran casi total-
mente las diferencias sociales, porque, a menudo, chicos que per-
fenecen a rangos mas bajos tienen mayor habilidad manual. Y
finalmente —y este es un hecho que no conviene olvidar— una
construccién de la matemdtica a partir de lo concreto y de la rea-
lidad, destaca claramente las cualidades de la fantasia, la intui-
cién, la voluntad de los chicos inmigrados que siempre en nime-
ro mayor, afortunadamente, llegarén a nuestros paises.

Francisco Martin Casalderrey

Investigacion en el aula
de Matematicas.
Matemadaticas en la sociedad

Por quinto afio consecutivo, presentamos la crénica de las
jornadas dnvestigacion en el Aula de Matematicass, cele-
bradas en Granada, durante los dias 18, 19 y 20 de
noviembre y 9, 10 y 12 de diciembre y organizadas por la
Sociedad Andaluza de Educacién Matemitica Thales y el
Departamento de Didéctica de la Matemaitica de la Univer-
sidad de Granada.

En esta ocasion, las jornadas se han centrado en el tema
Matemiticas en la Sociedad», tomando como punto de
partida la declaracién del afio 2000 como Afio Mundial de
las Matematicas, y tratando de plantear un debate sobre el
papel de las matemiticas del siglo XXI y sobre la necesi-
dad de apertura de las matemiticas a la sociedad. En defi-
nitiva, querfamos aprovechar estas jornadas para reflexio-
nar sobre los retos que se plantean las matematicas del
proximo siglo y para difundir entre los profesores de
matematicas su papel protagonista en la divulgacién de
las matematicas a la comunidad educativa. Con objeto de
preparar esta tarea de difusion, en las presentes Jornadas
se ha abordado una reflexién sobre la dimensién social
de la matemitica, las actividades que podemos realizar
para destacarla y tratar de organizar acciones concretas
con este fin.

El trabajo se ha desarrollado, como viene siendo habi-
tual, a lo largo de dos fines de semana. Al igual que en
ediciones anteriores, las Jornadas han estado abiertas
tanto al profesorado en activo, como a estudiantes de
UGltimos cursos de carrera, o a titulados que atn no se han
incorporado al mundo laboral, quienes habitualmente
encuentran dificultades para participar en actividades de
formacion del profesorado. Hemos compartido conferen-
cias, comunicaciones, talleres, mesas redondas, ademais
de, valioso intercambio de puntos de vista, experiencias,
ideas..., que tiene lugar de forma paralela en conversa-
ciones «de pasillos.

En primer lugar, hemos de felicitarnos, todos, por el desa-
rrollo de las jornadas, tanto por el trabajo realizado como

Y finalmente
—y este es un hecho
que no conviene
olvidar-
una construccion
de la matemdtica
a partir
de lo concreto
Y de la realidad,
destaca
claramente
las cualidades
de Ja fantasia,
la intuicion,
la voluntad
de los chicos
inmigrados
que siempre
en niumero mayor,
afortunadamente,
llegardan a
nuestros paises.
(Emma
Castelnuovo)

por la buena colaboracién que se ha
vuelto a poner de manifiesto, entre el
Departamento de Didictica de la
Matemdtica de la Universidad de
Granada y la Junta Directiva de la SAEM
Thales de Granada. Destacamos la
buena calidad de las aportaciones de
todos los que con su presencia y parti-
cipacion posibilitan y animan este tipo
de actividades.

Las jornadas han reunido a 113 inscritos,
entre profesores en activo, diplomados
y licenciados, futuros profesores de
ensefianza secundaria y bachillerato. Se
han puesto en comin experiencias de
investigacién e innovacién que se estin
llevando a cabo en las aulas de los cen-
tros educativos.

Hemos podido escuchar cinco confe-
rencias que han abarcado, con sus
temas, todos los niveles educativos:

e Javier Medina Fernandez: «Did4ctica
de las Ciencias desde un museo de
Ciencias interactivon.

® Victoriano Ramirez Gonzilez: Re-
parto proporcional y decisién social,

° Enrique Hitos Palma y Pedro Leal
Leal: «Contenidos de la matematica
del siglo XXI en Bachillerato».

® José Mirquez Romero: dnicio de los
nifios en la matematica»,

° Pascual Jara Martinez: {a Matema-
tica del afio 2000».

Para potenciar un trabajo participativo,
y teniendo en cuenta la peculiaridad del
tema central de las Jornadas, se han
desarrollado cuatro talleres simultdneos,
contando todos ellos con una importan-
te participacién:

°* Matemigica numérica.
° Matemiticas en la calle,
e Taller de juegos.

e Taller de Astronomia.

Ademds de lo anterior ha tenido lugar
una mesa redonda, coordinada por
Antonio Moreno Verdejo, sobre el tema:
«Papel de la matemdtica en el mundo de
hoy». Hay que destacar el interés susci-
tado por la misma, asi como la alta par-
ticipacion de los asistentes.



Por otro lado, se han presentado distin-

tas comunicaciones, todas ellas relacio-
nadas con el tema comln de las mate-
maticas en la sociedad: dnfluencia de
creencias subjetivas de origen sociocul-
tural en el pensamiento probabilistico
de los alumnos de 10 a 14 afioss,
«Contextos y campos de problemas
relacionados con la distribuciéon nor-
mal», «El asesor curricular y el desarro-
llo profesional del profesor de matema-
ticas», «El asesor curricular en el drea de
Matematicas», «Diddctica de la matema-
tica en la educacién ambiental», «Una
propuesta para la formacién de profe-
sores de secundaria en ejercicio: el rol
de la didactica y la historia en un taller
de resolucién de problemas de combi-
natoria», «Las actitudes del futuro profe-
sor de matematicas: la metarreflexion,
una estrategia para el cambio», «Difi-
cultades en el aprendizaje de las mate-
maticas», «La vida cotidiana como recur-
so para el aprendizaje de las matemati-
cas», Historia de las matemdticas en
clase. ;Por qué? sPara quédb, «Como se
usan las fracciones en el periddicor,
«Aporte para una fenomenologia de los
nimeros reales», «Visualizacidén de la
pajarita de papel, {La simetria, algo mas
que un movimientor, «Descubriendo
poliedros en distintos 4mbitos», «Dos
objetivos curriculares de actualidad:
resolucion de problemas y representa-
ciones» y «La educacion estadistica en la
sociedad actual».

Los textos de todas las comunicaciones,
asi como los de las conferencias, de la
mesa redonda y de los talleres, quedan
recogidas en las actas de las Jornadas,
editadas por la Universidad de Granada
(Departamento de Didéctica de las
Matemiticas) y la SAEM Thales, que ya
se han distribuido entre los asistentes.
La edicion de estas actas es un indicador
de calidad de las Jornadas. Este afio los
editores han sido M.* Isabel Berenguer
Maldonado, José M.? Cardefioso Domin-
g0 y Manuel Toquero Molina.

El acto de clausura estuvo presidido por
Francisco Fernindez Garcia, Vicede-
cano de Infraestructuras, en representa-
cién del Decano de la Facultad de

Tradicionalmente,
el Grupo
Internacional
para la Psicologia
de la Educacion
Matemdtica
ha trabajado
desde
un paradigma
psicologico,
aunque
haya habido
en las tiltimas
convocatorias
un cierto
protagonismo
de los aspectos
sociales
y culturales.

Ciencias de la Educacién, José Marfa Sinchez Molina y
Pablo Flores Martinez, representantes de la SAEM Thales
en Granada y M.? Jess Cafiizares Castellanos, Directora de
la seccién de Granada del Departamento de Didéctica de
la Matemitica. Todos ellos elogiaron el nivel de patticipa-
cién y la calidad de los trabajos presentados, animando a
la organizacion a continuar con la actividad que tanto inte-
rés despierta.

Juana M.? Navas Pleguezuelos
S.A.EM Thales. Granada

Second International Mathematics
Education and Society Conference,
MES2

Del 26 al 31 de marzo del 2000
Montechoro, Portugal

En septiembre de 1998 tiene lugar el Primer Congreso In-
ternacional sobre Educacién Matematica y Sociedad (MES1,
http://www.nottingham.ac.uk/csme/meas/conf.htmD en la
Universidad de Nottingham (GB). Vista la gran cantidad
existente de congresos anuales en el campo de la Edu-
cacién Matemadtica, no podemos dejar de preguntarnos
por qué aparece una conferencia mds. Sin duda, existe un
riesgo de desaparicion ante la creacién de tantos grupos
de estudio emergentes y la consecuente institucionaliza-
cién de sus encuentros en forma de congresos, o al menos
un riesgo de falta de rigor ante la imposibilidad de la
comunidad cientifica de producir textos académicos con
tanta celeridad. ;Qué espacio se supone que viene a cubrir
esta nueva conferencia? ;Con qué objetivos explicitos se
constituye? Es importante contestar a estas preguntas para
entender la finalidad y los propositos formulados por el
grupo de investigadores y educadores involucrados en la
organizacion del MES.

Debemos remontarnos al PME19 de Valencia en el afio
1996, para encontrar las principales causas que originan
este nuevo congreso. Tradicionalmente, el Grupo Inter-
nacional para la Psicologia de la Educacion Matemdtica ha
trabajado desde un paradigma psicoldgico, aunque haya
habido en las Gltimas convocatorias un cierto protagonis-
mo de los aspectos sociales y culturales. En general, el
alumno se ha considerado como un individuo sujeto a
unos determinados procesos de aprendizaje e influencia-
do ocasionalmente por multiples aspectos, entre ellos, los
culturales. Sin embargo, numerosas investigaciones han
documentado hasta el momento la relevancia de los fac-
tores sociales mis allda de la anécdota cientifica. Parece
que no es posible prescindir del entorno sociocultural del
alumno sin recortar la comprensién de los fenémenos de
aprendizaje.



En Valencia, y a pesar de no estar contempladas de mane-
ra explicita, se tratan tangencialmente algunas cuestiones
de caricter complejo. Entre otras, ;qué necesita saber el
alumno para actuar de manera aceptable/razonable en el
aula de matemdticas?, ;,coémo reaparece la identidad del
alumno fuera del aula en la construccién de su autocon-
cepto como aprendiz de matemiticas?, sen qué medida las
limitaciones y las posibilidades de un contexto social pue-
den influenciar las oportunidades de aprendizaje de un
alumno?, ;cudles son los valores representados en el pro-
ceso de aceptacién o rechazo de unos contenidos mate-
maticos particulares?, ;tienen las matemiticas un significa-
do diferente para cada grupo social?, ;cuiles son las rela-
ciones de poder presentes en un aula de matematicas?

La fuerte representacién de los aspectos sociales anima la
formulacién de propuestas de cambio por parte de un
significativo grupo de investigadores. En concreto, se
sugiere reorientar las prioridades del Congreso hacia un
lugar donde las realidades y necesidades de las diferen-
tes culturas y sus pricticas en Educacion Matemitica
estén representadas. Sin que preceda un gran debate, el
Comité Internacional del PME rechaza las posibilidades
del nuevo planteamiento y ratifica la importancia de los
factores psicolégicos individuales frente a los elementos
del contexto social donde tiene lugar el aprendizaje. No
obstante, el grupo de investigadores mencionado opta
por abrir las puertas a lo inevitable del paradigma socio-
16gico. Como consecuencia, ese mismo afio se establecen
las bases de la que serd la Mathematics Education and
Society Conference, bajo la conviccién de que se trata de
un esfuerzo necesario.

Tras el MES1, la celebracién del MES2 significa la consoli-
dacién de este esfuerzo y la superacién de la incerteza,

El Second Mathematics Education and Society Con-
ference (MES2) tuvo lugar del 26 al 31 de marzo, en el
Hotel Montechoro, en las afueras de Albufeira (Algarve,
Portugal). Asistieron cerca de sesenta investigadores y
profesores de los cinco continentes, preocupados por
las dimensiones sociales, politicas, culturales y éticas de
las matemiticas y de la educacion matemadtica en todos
los niveles. Fue una semana en la que pudimos disfru-
tar a duras penas de un tiempo primaveral, no sélo por-
que la temperatura no animaba demasiado a tomar el
sol, sino mas bien porque lo apretado del programa no
permitia casi ningtin momento de descanso, a no ser los
coffee break servidos en la terraza del hotel. No obstan-
te, esta organizacion del congreso, que nos hacia com-
partir charla y comida desde la mafiana hasta la noche,
permiti6 que el éxito no se limitase a lo acertado de las
ponencias y conferencias, sino que se extendiese a las
animadas charlas y debates que permitieron nuevos
encuentros, consolidar amistades y abrir nuevos cami-
nos y perspectivas que reorienten y animen nuestro tra-
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bajo por unas matematicas que no
reproduzcan la desigualdad social y
que consideren su importante papel
en la educacién de los futuros ciuda-
danos.

El Congreso fue promovido por el
Centro de Investigacao em Educacao de
la  Facultad de Ciencias de Ia
Universidad de Lisboa (CIEFCUL,
http://www.educ.fe.ul.pt/cie), con un
comité organizador presidido por el
profesor Joao Filipe Matos, un equipo al
completo del cual no podemos dejar de
elogiar la acertada organizacion y el
fructifero desarrollo de las sesiones.

Como principal objetivo de este segun-
do congreso aparece el promover e]
debate en torno a las dimensiones
sociales y politicas de la educacién
matemidtica, entendiéndola como una
disciplina clave en la politica de la edu-
cacion. Las matemdticas son un filtro
para el acceso al mercado laboral; asi
el control del éxito en matematicas se
traduce en un control del mercado
laboral. Ademas, la educacion matema-
tica tiende a contribuir a la regenera-
cion de la desigualdad social a trayés
de pricticas pedagdgicas no democriti-
cas que presentan la materia de un
modo absolutista y autoritario. Por otra
parte, en este Congreso se expusieron
distintos marcos tedricos, se discutie-
ron aspectos metodoldgicos y se plani-
ficaron acciones conjuntas dentro de
un marco de trabajos aplicados e inves-
tigaciones. El MES2 fue un forum Yy una
plataforma en la que educadores mate-
mdticos de todo el mundo pudieron
organizar y plantear su futura actividad
educativa e investigadora.

Las contribuciones se agruparon en
torno a cuatro temas:

° Politica de la Educacién Mate-
mitica,

® Aspectos sociales y culturales del
aprendizaje de las matemiticas,

e Sociologia de las Matematicas y de
la Educacién Matemitica,

® Metodologias alternativas de inves-
tigacion en Educacién Matemitica,



Asistieron cuatro conferenciantes invita-
dos, a cuyas disertaciones siguieron dos
réplicas. A cada una de las conferencias
y las correspondientes réplicas, siguid

una hora de discusién en cuatro grupos,
que se reunfan en sesioén plenaria por la
tarde para que los conferenciantes
pudieran responder a las cuestiones
planteadas en cada grupo y tuviese
lugar un debate general. Las ponencias
se agruparon también seglin los temas
desatrollados cada dia, presentindose
un total de veintiséis.

En la sesion de apertura, la profesora
Marfa M. Vieira, de la Facultad de Cien-
cias de la Universidad de Lisboa, nos
recordd la necesidad de considerar el
fracaso en matemdticas como un pro-
blema sociolégico y promover, desde
este posicionamiento, el énfasis en
aspectos de justicia social.

El primer conferenciante invitado,
Michael W. Apple, de la Universidad
de Wisconsin, hizo alusién a la poca
tradicion que existe en educacidén
matemdtica en relacidén con examinar
las conexiones entre las matemdticas y
el poder econdémico, politico y cultu-
ral. Apunté al hecho de que para
entender los limites y las posibilidades
de una educacién mas democritica y
critica,
movimientos neo-liberales y neo-con-

es necesario examinar los

servadores en los que se estructura el
contexto de las actuales reformas edu-
cativas. Para terminar nos urgi6é hacia
la necesidad de realizar mucho trabajo
prictico y politico para «engrosar la
moralidad y la democracia en la edu-
cacidén: «Si nosotros no lo hacemos,
jquién lo hara?.

El segundo conferenciante, Richard
Smith, de la Griffith University Gold
Coast, Australia, proporcioné ejemplos
de como las matemadticas escolares
desempefian un papel clave en la pro-
duccién y reproduccién de la desigual-
dad social. Pero al mismo tiempo sefa-
16 que estas circunstancias en las
manos de los educadores matematicos
radicales se pueden convertir en herra-
mientas que eviten que los estudiantes
se entrampen en el laberinto de las

A cada una
de las conferencias
y las
correspondientes
réplicas,
siguio una hora
de discusion
en cuatro grupos,
que se reunian
en sesion plenaria
por la tarde
para que
los conferenciantes
pudieran
responder
a las cuestiones
planteadas
en cada grupo
Y tuviese lugar
un debate
general.

matemdticas, si para ello cambian competitividad por
equidad.

Candia Morgan, del Institute of Education, de la
Universidad de Londres, fue la tercera conferenciante y
nos hizo reflexionar sobre el proceso de la evaluacion. Se
considera una patte esencial y natural del proceso educa-
tivo, pero el discurso dominante oscurece la funcién social
que debe llevar a cabo, tanto en la clase como en la socie-
dad, y, si estamos interesados en los aspectos sociales,
esto debe cambiar. Para Candia, no se trata de «nvestigar
en la mejora de la evaluacién», sino de «entender cémo
actda la evaluacién en la clase y en el sistema educativo y
cudles son sus consecuenciase.

En el quinto dia, dedicado a «Metodologias alternativas
de investigacidén en Educacidén Matemdtica», nos habl6
Renuka Vithal, de la Universidad de Durban, Sudifrica.
Renuka estd interesada en lo que sucede cuando el estu-

- diante de magisterio, que ha sido iniciado en un enfoque

social, cultural y politico a la ensefianza y el aprendizaje
de las matemiticas, intenta llevar a cabo un tal enfoque
en sus pricticas escolares. Entonces un trabajo coopera-
tivo entre estudiante y profesor crea el medio para refle-
xionar acerca de las ideas tedricas y la manera de llevar-
las a la prictica. Renuka concluye su disertacién recor-
dando que en un enfoque critico el investigador estd pro-
fundamente comprometido con la desigualdad y las rela-
ciones de la actividad humana, con la cultura y las estruc-
turas sociales y politicas. Para ella, la agenda de un inves-
tigador critico no se centra solamente en comprender la
desigualdades y las injusticias, sino que también incluye
una accién transformadora y emancipadora. Menciona
aqui el «principio de esperanza» (del que habla Ole
Skovsmose, Hacia una filosofia de la Educacién
Matemdtica Critica, Ed. Una empresa docente, Bogotd),
la esperanza del cambio, que inspira y conduce la inicia-
tiva y el esfuerzo para mejorar las situaciones.

El dia de clausura se celebrdé una reunién del Comité
Internacional, acordando celebrar el tercer Congreso en
Dinamarca, el afio 2002.

Aquellos que estén interesados en obtener mis informa-
cién sobre el Congreso y quieran acceder a las conferen-
cias y ponencias presentadas, pueden consultar la pigina
del MES2:

http://correio.cc.fc.ul. pt/~jflm/mes2/mes2.html

Sin duda, lo recomendamos.

Niuria Planas
Universitat Autbnoma de Barcelona
FEEMCAT

Enrique de Ia Torre
Universidade da Corufia




Exposicion itinerante:
Matematicas 2000

Con motivo del Afio Mundial de las Matematicas, la
Sociedad Canaria Jsaac Newton» de Profesores de
Matemiticas, con el apoyo de la Consejerfa de Educacion,
Cultura y Deportes del Gobierno de Canarias, ha organi-
zado esta exposicion itinerante que fue inaugurada con
motivo de las XX Jornadas de dicha sociedad Y que estd
recorriendo distintas comunidades auténomas.

Esta formada por un conjunto de mesas temdticas, en cada
una de las cuales hay materiales manipulables acompafia-
dos de plantillas que explican con claridad qué debe
hacerse con ellos y qué tipo de problema o problemas
deben resolverse.

Ademds, Matematicas 2000~ dispone de una exposiciéon
vertical de carteles didacticos que aabordan diferentes
temas, unos relacionados con el material disponible en la
mesa y otros con informacién sobre otras interesantes
cuestiones.

Los titulos de las mesas son los siguientes:
e Juegos del mundo.

e llusiones y paradojas.

®  Anamorfosis.

* El mundo de los espejos.
e Puzzles en el plano.

* Puzzles en el espacio.

® la caja del infinito.

*  Grafos y caminos.

e Torres de Hanoi.

® Los Tangrams y Pitdgoras.
® Pentaminds y tetrahexos.
e la cicloide.

e Geometria cotidiana.

° Mosaicos y teselaciones.

* Pompas de jabon.

o Algebra visual.

* Azary sondeos.

Premios de Experiencias Diddcticas

Convocado por el Consejo General de Colegios Oficiales
de Doctores y Licenciados se han hecho publicos los
Premios de Experiencias Didacticas en el Area de Ciencias

{ | (e

en su XV convocatoria, recayendo el
primer premio en José Marfa Galdén
por su trabajo «Creacion y aplicacion sis-
temdtica de transparencias participativas
para mejorar la ensefianza de las mate-
miticas». Asimismo, ha obtenido un
accésit Marfa Isabel Martin por da geo-
metria en el arte Iberoamericanos.

Rally Matematico
Sin Fronteras 2000

Los Centros de Profesores y Recursos de
la provincia de Huesca, como contribu-
cion a la celebracién del Afio Mundial
de las Matematicas, decidieron promo-
ver la participacién de los centros de
secundaria de la provincia 8ya partici-
paron en los afios 1993, 1994 y 1995) en
una competicién internacional denomi-
nada Rally Matemitico Sin Fronteras.

Se trata de una iniciativa del IREM de
Toulouse que toma la forma de una
competicion abierta en la que participan
clases enteras y profesores de centros
de secundaria de diferentes pases y cul-
turas. La competicién entre clases
impulsa y promueve el trabajo en equi-
po como forma de abordar y resolver
problemas complejos. Todas las clases
inscritas resuelven, el mismo dia, 10
problemas en una prueba cuya duracién
es de dos horas.

En la edici6n del afio 2000 han partici-
pado 56 clases que agrupaban a mis de
1000 alumnos del Alto Aragén. Los
ganadores de la fase provincial fueron
la clase de 3.° E del IES Hermanos Ar-
gensola de Barbastro y la de 4.° C del
IES Domingo Miral de Jaca, que disfru-
taron como premio de un viaje a Port
Aventura. Los alumnos de Barbastro,
ademis fueron los ganadores, dentro de
Su categoria, en la Superfinal Inter-
nacional.

Hay que destacar que el 94% de los pro-
fesores que participaron con sus alum-
nos calificaron la experiencia de «ntere-
sante y enriquecedora» y volverian a
hacerlo en una préxima edicién,



Xl Olimpiada de la FESPM,

X JAEM...

Olimpiada Matematica
Nacional de la FESPM

Con la voluntad de continuar la tradicibn que la
Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de
Matemiticas inici6 hace ya diez afios, la Federacid
d’Entitats per a I'Ensenyament de les Matemdatiques a
Catalunya se ha hecho cargo de la organizacién de la XI
Olimpiada Matemitica Nacional del afio 2000, con la feliz
coincidencia de que este afio ha sido declarado por la
UNESCO como el Afio Mundial de las Matemiticas.

Esta celebracion matematica, compartida entre Tarragona,
Barcelona y Girona, también quiere ser un reconocimien-
to al trabajo realizado en las diez primeras olimpiadas, y a
todos los que han contribuido a hacerlas posible, sea con
su participacién, con su aportacién econdémica 0 como
organizadores o responsables.

Objetivos

e Fomentar entre los estudiantes el gusto por las mate-
miticas, asi como presentar una vision de las mismas
complementarias a la utilizada en el aula.

e Eliminar ciertos miedos hacia la asignatura de mate-
miticas en la comunidad educativa, de manera que
permita situarla donde le corresponde.

e  Favorecer las relaciones de amistad y conocimiento
entre jovenes de diversas Comunidades Auténomas.

e Favorecer el conocimiento de la Comunidad Auténo-
ma de Catalunya, a través de las distintas actividades
tanto matemdticas como ltdicas.

e  Favorecer el intercambio de experiencias, proyectos y
debates, entre el profesorado asistente, para hacerlos
luego extensivos al resto de compafieros de las res-
pectivas comunidades.




En esta edicién participan alumnos de segundo curso de
ESO de quince comunidades auténomas: Andalucia,
Andorra, Aragbn, Asturias, Canarias, Cantabria, Castilla-
Leon, Castilla-La Mancha, Catalunya, Extremadura, Galicia,
Madrid, Murcia, Navarra y Valencia.

El comité Organizador estd compuesto por:

° Girona: Elisabet Saguer (Coordinadora), Teresa Pages,
Pilar Xifra y Francesc Borrel.

° Barcelona: Marta Berini y Pilar Figueras;,

e Tarragona: M. Liisa Girondo, Josep Borrut, Marid
Cano y Joan M. Castells.

AVANCE DEL PROGRAMA

23 de junio

®. Recepcidn de los participantes y acompafiantes a partir
de las 18 horas en el cxlbergue «Santa Mona del Mor»
de Comarruga. ~

°. Verbena de San Juan.

24 de junio ‘

° Acto inaugural de la Xi Olimpiada a las 12:30 horas.
e Sesién de «Magia Matematicay.

® Prueba individual de 16 a 19 horas.

® - Sesidn de «Geometria mojadan.

25 de junio
e  Visita cultural a la Tarragona Romana,

e Port Aventura.

26 de junio
e Visita turistica-cultural a Barcelona.

¢ Aquarium, paseo en golondrina; Museo de la Ciencia:

27 de junio
® Visita a Sant Feliv de Guixols.
e . Prueba por equipos.

o Taller de astronomia.

28 de junio
e Visita lodico-cultural a Girona.
® Paseo turistico, Museo del Cinema.

® Homenaje a las diez primeras olimpiadas. Conferencia:
«Tacticas matemdticas para précticas telepaticasy.

® Exposicién de fotograffa matemdtica,

° Fiesta de despedida.

29 de junio
' Valoracién de la Olimpiada.
¢ Despedida y entrega de premios,

OLIMPIADA

ﬁ.ﬂl MATEMATICA

NACIONAL

* Catalunya,
del 23 al 29-6-2000

TARRAGONA - BARCELONA
GIRONA

X Jornadas para el
Aprendizaje y la
Ensefanza de las
Matemadticas

La Federacion Espafiola de Sociedades
de Profesores de Matemdticas convoca
una de sus actividades mds significati-
vas: las JAEM. Esta nueva edicién, la
décima, se celebrard en Zaragoza los
dias 10, 11 y 12 de septiembre de 2001,
organizadas conjuntamente por la
Sociedad Aragonesa de Profesores de
Matemiticas «Pedro Sanchez Ciruelo» y
el Instituto de Ciencias de la Educacién
de la Universidad de Zaragoza.

Estd previsto que el programa cientifico
esté completo el proximo mes de
noviembre. Este anuncio inicial estd
dirigido, sobre todo, a aquellos partici-
pantes que deseen presentar alguna
comunicacién y vayan disponiendo de
alguna informacion que les pueda faci-
litar su trabajo.

Estan previstos ocho nicleos temiticos
cuyos titulos provisionales son:

1. la modelizacion como actividad
matematica,

2. ¢Qué pasa con la demostracién?

Lenguaje visual y geometria,

L

Funciones: una confluencia de len-
guajes.

Azar: las matematicas de lo posible.
Numeros: significado y destrezas.

Algebra: jcuindo? ;c6mo?

® N oW

Medida: de la regla a la Trigono-
metria.

JORNADAS PARA EL APRENDIZAJE
Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS




Dentro de cada uno de estos temas
caben acercamientos desde: el trata-
miento de la diversidad, coeducacion,
uso de recursos, aspectos histéricos,
investigacion didictica, experiencias,
gestién del aula, resolucién de proble-
mas, etc., asi como desde los diversos
niveles educativos,

Comunicaciones

e  Se podrin presentar comunicaciones
a los distintos ndcleos tematicos.

e La extensidén maixima serd de cua-
tro pdginas (alrededor de 8.000
caracteres).

o Fl plazo de admisién de comunica-
ciones finalizard el 15 de abril de
2001.

e Antes del 15 de junio de 2001 se
confimari a los autores si la comu-
nicaciéon ha sido aceptada por el
Comité de Programas.

e Normas mds precisas para el envio
de originales se remitirin a quien
desee presentar comunicaciones a
pattir del mes de octubre.

Inscripciones y alojamiento

El nimero maximo previsto de asistentes
es de 800. El periodo de inscripcion
comenzari el 15 de noviembre de 2000 y
finalizard el 30 de abril de 2001 para las
cuotas reducidas, y desde esta fecha
hasta el 30 de junio para las normales.

Cuotas de inscripcion reducidas (hasta
el 30 de abriD:

s  Socios FESPM: 10.000 pts.
e No socios: 17.000 pts.

Cuotas de inscripcién normales (desde
el 1 de mayo hasta el 30 de junio):

e  Socios FESPM: 14.000 pts.
e No socios: 22.000 pts.

La agencial oficial de las Jornadas para
el alojamiento y viajes es:
Tivoli Congresos
¢/ Ver6nica, 16. 50001 Zaragoza
Tfno.: 976 396566
Fax: 976 201404

SOCIEDAD CASTELIANO-LEONESA
DE
PROFESORADO DE MATEMATICAS
(Seceidn provincial de Burgos)

®
%\ CAJA DE AHORROS
DELCIRCULO CATOLICO DE BURGOS

Los boletines de inscripcidn, asi como informacién sobre
la oferta de alojamiento para las Jornadas se incluird en el
n.° 35 de SUMA del proximo mes de noviembre.

Para solicitar mas informaciéon a partir del mes de octubre
dirigirse a:

X JAEM
ICE Universidad de Zaragoza
¢/ Pedro Cerbuna, 12
50009 Zaragoza
Fax: 976 76 13 45

Correo: Xjaem@posta.unizar.es

6.° Seminario Castellano-Leonés de

Educacion Matemdtica

Se celebrara en Burgos los dias 7, 8 y 9 de septiembre de
2000, organizado por la Seccién provincial de Burgos de
la Sociedad Castellano-Leonesa de Profesorado de
Matematicas.

Los objetivos que se pretenden lograr con este Seminario
incluyen, entre otros, intercambiar y difundir ideas y expe-
riencias; reflexionar sobre los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las Matematicas; profundizar en algunos
temas especificos de la ensefianza de las Matemiticas;
colaborar con la celebracidn del afio 2000, Afio Mundial
de las Matematicas.

Se pronunciarin las siguientes conferencias plenarias:

e Luis Balbuena: Fundamentos de la innovacién mate-
matican,

e  Mariano Dominguez: «El nimero de oro».

e Miguel de Guzmin: «Lecciones pitagbricas para el
siglo XXI.

e  Mariano Martinez: «Grandes logros de la Matemdtica,
hasta el afio 2000».

El contenido del Seminario estard centrado en los siguien-
tes Temas de Trabajo:

1. Matemdticas y nuevas tecnologias: Informitica y
audiovisulaes.

2. La evaluacién en Matemadticas.
La atencién a la diversidad desde las Matematicas.

4. Gestidn eficaz de la clase y obsticulos en el apren-
dizjae.
Las Matemdticas en otras profesiones.

6. La Historia de las Matemiticas.




7. Obsticulos en el aprendizaje.
8. Las Matemiticas en el Bachillerato LOGSE.

Los temas anteriores se desarrollarin a través de confe-
rencias, mesas redondas y comunicaciones.

Simultineamente a la celebracién del Seminario, se lleva-
rdn a cabo las siguientes actividades:

e Taller sobre da geometria en la Catedral de Burgos».
® Exposicién de Fotografia Matemitica.

° Presentacién de materiales y juegos matematicos,

® Exposicion de libros de texto y materiales did4cticos.
® Visitas culturales por Burgos y su entorno.

Para mas informacién:

http://www.ubu.es/cbamm?2000

Pimer Congreso de Matematicas
en la Educacién

SSe celebrard en Bilbao los dias 14, 15 y 16 de diciembre
de 2000, organizado por el Departamento de Educacién,
Universidades e Investigaciéon del Gobierno Vasco,

Estructura del Congreso

Perspectiva actual de las matemdticas
Ponencias:

* «Tendencias actuales de las Matemdticas», por Miguel
de Guzman.

° Balance del Afio Mundial de las Matemdticas», por
José Luis Fernindez Pérez.

Debates:

° das Matemdticas en la Reforma de la Ensefianza en
Primaria». Presenta y modera: M. Mifién. Participan: L.
Pereda, C. Gallego, M. Goii, INCE.

* das Matemiticas en la Reforma de la Ensefianza en
Secundaria». Presenta y modera: J. Colera. Participan:
M. J. Luelmo, J. Vizmanos, INCE.

Diddctica de las Matemdticas.

Ponencias:

e «Titulo por confirmar, por Claude Gaulin.

® «Matemadticas Cotidianas», por F. Corbalén,

® «Didactica de las Matemdticas», por Rafael Pérez.
Debate:

® «Matemdticas y Diversidad». Presenta y modera: F.
Corbaldn. Participan: F. Veldzquez, Ch. Nomdedeu,
Marta Berini.
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Matematicas del futuro.
Ponencia:

° «Geometrfa para ciudadanos tridi-
mensionales, por Claudi Alsina.

Presentaciones:

* «Pdgina WEB PNTIC», por Agustin
Quintana y Juan Madrigal,

° das matemadticas y la calculadora»
por Floreal Gracia.

e «Pigina WEB de la CAVs, por A.
Albéniga y J. Cenigaonaindia.

* «Experiencias con ordenador« por
)

A. Malaina.
Exposiciones

* Mdquinas de calcular. Angel
Ramirez.

° Materiales  diddcticos».  varias
Editoriales.

* Exposicion filatélica: sellos mate-
maticos, Sociedad Emma
Castelnuovo.

® Casio y Texas Instruments.

Informacién e inscripcién

La inscripcibn, que es gratuita, se inicia
el 18 de septiembre y finaliza el 31 de
octubre. El nimero de participantes es
- limitado.

Se entregarin certificados de asistencia
a la finalizacién del Congreso.

Mais informacién:
COP de Deusto
Plaza Moraza 4 A Sétano 1
48007 Bilbao
Tfno: 944 132255

HEZKUNTZAKO MATEMATIKAREN
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NORMAS DE PUBLICACION

1. Los articulos se remitirén por friplicado a la redaccion de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

2. los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningdn caso seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendaran posibles modificaciones, etc.

3. los grdficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas {una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podran incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracién.

4. Adjunto al artficulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerén los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completd; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

5. Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta versién 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

6. En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

7. los trabajos se enviardn completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.
Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
9. Lla bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y péaginas del mismo. Por ejemplo:
TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.
En el caso de libros se indicard el autores), afio, fitulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:
GARDNER, M. {1988): Vigjes por el tiempo y otras perplejidades mateméticas, Labor, Barcelona.
En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicaré el autor{es), afio, titulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro {en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:
VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos didécticos de mateméticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.
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a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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