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de las Matemadticas, ;qué?

l"“ﬂ 36 Y después del Afio Mundial

Jebrero 2001

EDITORIAL

‘ INALIZADO EL ANO 2000, cumple hacer balance y, sobre todo,

buscar perspectivas de futuro al gran esfuerzo hecho por la
comunidad matemdtica espanola. Una primera apreciacion,
vistas las informaciones que nos llegan, es que en pocos paises ha
habido un volumen de actividad tan grande y que involucre a
tantas personas e instituciones. Para la Federacion, el AMM2000
no ha sido fruto de la improvisacion, sino un paso mds,
importantisimo desde luego, de una trayectoria de trabajo y de
crecimiento. Unidas nuestras fuerzas a las de otros sectores, la
capacidad de movilizacion conjunta ha sido extraordinaria.

Uno de los objetivos fundamentales del AMMZ2000 fue presentar cal
gran publico, al alumnado de todos los niveles, las facetas de las
Matemadticas menos conocidas: su importancia para las personas
y para la sociedad, su imbricacion con otras ciencias, su belleza y
su atractivo lidico. Por desgracia, estos aspectos no suelen formar
parte de la imagen escolar, rigida y aburrida, que la mayor parte
de la poblacion escolar y adulta guarda de su paso por las aulas.

Buena parte de las actividades del AMM2000 se ban dirigido a
cubrir este objetivo mediante exposiciones, conferencias, juegos,
talleres, espectdculos, concursos de problemas, de narraciones o de
Jfotografia, entre otros. Aunque la mayoria de nuestras Sociedades
lenian ya experiencia en este tipo de actuaciones, el AMM2000 ha
impulsado la creacion de recursos nuevos y los ha dado a conocer
al resto de la comunidad matemdtica y al gran publico.

Los medios de comunicacion de ambito local han recogido estas
actividades, llegando algunos a ceder espacios con fines divulgativos.
También ha sido importante la respuesta en revistas generalistas o
especializadas, y en menor medida en la gran prensa estatal, poco
sensible a temas educativos. Sin embargo, la actuacion de TVE bha
sido decepcionante, a pesar de la proposicion de apoyo presentadc



por el Grupo Parlamentario Socialista ante el Comité de Control de RTVE
y de las peticiones del CEAMMZ2000: la cobertura informativa ha sido casi
inapreciable, e insuficiente la emision y difusion de series cientificas.

El papel de las instituciones en el desarrollo del AMMZ2000, respondiendo
al llamamiento de las Cortes y de otros Parlamentos Autonomicos, ha sido
muy desigual. El Ministerio de Educacion, que deberia de haber prestado
un apoyo decisivo al CEAMMZ2000, del que formaba parte, se limito a
organizar o a financiar alguna actividad. No bubo dinero para el
AMMZ2000, y solo gracias al Consejo Superior de Investigaciones Cientificas
Y a las aportaciones de algunas Sociedades, se conto con un minimo
apoyo burocrdtico. Por suerte, la mayor parte de las administraciones
educativas autonomicas han sido mds receptivas y han apoyado de modo
decidido y eficaz la celebracion del AMM2000 en sus territorios.

La falta de sensibilidad del MEC ante la educacion matemdtica culmina
con la gestacion de un nuevo plan de estudios a espaldas del profesorado
que ignora las recomendaciones de la Jornada Matemdtica en el
Congreso de los Diputados, de la Real Academia de Ciencias o de los
Seminarios de la Federacion. Por tanto, en otro gran centro de atencion
del AMMZ2000, el reconocimiento de la importancia de la educacion
malemadtica, el balance no es positivo, aunque el camino no estd cerrado:
esperemos que los desarrollos curriculares que aborden las Comunidades
Autonomas, equilibren las propuestas educativas, dotdandolas de los
aspectos mds ricos, innovadores y actuales que el MEC bha ignorado Yy del
suficiente nimero de horas para poderlos desarrollar debidamente.

Finalmente, el AMM2000 nos ha facilitado la confluencia con sectores de
la comunidad matemdtica en los que solo una minoria participaba antes
en las Sociedades de Profesores. Hemos avanzado en la identificacion de
problemas comunes como la necesidad de mejorar el enfoque en las
Licenciaturas de Matemdticas para adaptarias a las nuevas necesidades,
entre ellas la de formar al futuro profesorado de secundaria; la
coordinacion entre el Bachillerato y la Universidad y el necesario cambio
de la imagen de las Matemditicas en la sociedad.

Metas y problemas comunes, hacen que coordinacion entre el profesorado
de todos los niveles de ensenianza sea cada vez mds necesaria. El
AMMZ2000 finaliza, pero nos deja cauces de relacion estable, como son los
convenios de cooperacion suscritos entre Sociedades o la subcomision
espanola de ICMI, en la que confluimos la mayor parte de ella.

Una vez mds, hay que agradecer el esfuerzo del profesorado en cada
centro de ensenanza, en cada zona y en cada Sociedad en torno al 2000,
que nos ha permitido disfrutar de las Matematicas, compartirlas con la
gente y seguir aprendiendo. Y animaros a seguir trabajando en esa
misma linea, desde el convencimiento de que es una buena manera para
mejorar nuestra educacion matemdtica, objetivo prioritario de la FESPM.

Maria Jests Luelmo

Presidenta de la FESPM
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ARTICULOS

Traduccién: Nuria Planas

La magia de las matematicas*

XISTEN MUCHAS FORMAS de estimular el interés de los
ninos hacia las matemdticas. A una edad temprana éstos
son, por naturaleza, curiosos y continuamente formulan la
pregunta ;por qué? Nuestra ensenanza a menudo mata su
interés y su pregunta se transforma en ;para qué tenemos
que hacer esto? Durante el tiempo que voy a estar con
vosotros compartiremos algunas ideas que estimulan el
pensamiento matematico y que, sin duda, crean interés.
Alguno de vosotros puede que ya las conozca, pero espe-
ro que la mayoria de estas ideas sean nuevas y las podais
anadir a vuestro repertorio.

¢Cudl fue la dltima vez que contasteis a vuestros alumnos
las propiedades magicas de una cinta de Mobius? Cuando
una tira de papel larga y delgada se une por sus extremos
como una correa, ésta tiene claramente dos aristas y dos
caras distintas. Si usamos unas tijeras para cortarla longi-
tudinalmente, se formarin dos cintas como la original.
Ahora observemos la cinta que se forma cuando torcemos
180° un extremo de la tira de papel antes de unir sus
extremos.

LAY
torcer. /C»}i’

Curiosamente, esta nueva cinta tiene una sola arista. Si
una mosca decidiera caminar por la arista de la tira de



papel, llegaria al punto de partida después de darle la
vuelta dos veces siguiendo la Unica arista. Si empiezo a
colorear la superficie y espero encontrar una parte interior
y una parte exterior, me llevaré una gran sorpresa puesto
que la cinta tiene una sola cara continua. ;Qué sucedera si
la corto longitudinalmente por la mitad?

¢Os ha sorprendido? jHemos obtenido una tnica cinta dos
veces mas larga que la original! Ahora vayamos a por otra
sorpresa. Esta vez cortaremos la cinta de Mobius longitu-
dinalmente a un tercio de su arista, por lo que sélo vol-
veremos al punto de partida después de dos circuitos.
iMagia! Tenemos dos eslabones de una cadena, uno de los
cuales es dos veces mds largo que el otro. ;Habriamos
sido capaces de predecir el resultado? Bien, el lazo mas
largo de la cinta estd formado por las dos aristas de la
cinta de Mobius original y el lazo corto es la cinta Mdbius
mucho mds estrecha.

Otro divertido truco de matematicos consiste en atar jun-
tas a dos personas mediante dos trozos de cuerda (como
puede verse en la figura adjunta) y proponerles que tra-
ten de separarse sin desanudar ninguno de los nudos.

A

Q)

Es muy posible que los participantes acaben hechos un
verdadero lio, pero con suerte podré demostraros lo ficil
que resulta separarlos. Supongamos que las dos personas
que aparecen en la figura son Jordi y Nuria. Nuria debe
tomar su cuerda por la mitad y pasarla bajo el lazo de
cuerda que rodea la muneca derecha de Jordi, por la parte
inferior de la muneca y en la direccion que va del codo a
la mano. A continuacién, debe pasar un lazo de la cuer-
da sobre la mano de Jordi hacia la parte superior de la
mufeca. jAhora debe ser capaz de irse, separada por fin
de Jordi! Sus propias munecas estaran ain atadas pero ya
no estard unida al otro. Notese sin embargo, que si Nuria
hubiese intentado pasar su cuerda a través del lazo que
rodea la muneca izquierda de Jordi, terminaria con su
cuerda mds enredada con la de éste que antes.

De hecho,
hacer
matemadticas
estd
relacionado con
la formulacion
de preguntas.

621
- 126

495
+ 594

1089

Experimentos como los anteriores debe-
rfan plantear una pregunta importante:
«Qué sucede si...». De hecho, hacer
matematicas esta relacionado con la for-
mulacion de preguntas.

Ahora vayamos a por un truco numérico
que supongo que todos conocéis, pero
que siempre es fascinante para alguien
que lo ve por primera vez. Tomemos
cualquier nimero de tres digitos, abc, y
luego formemos otro nimero de tres
digitos cambiando el orden de los digi-
tos del primer nimero, cba. Restemos el
nimero menor del mayor para encontrar
la diferencia, que es otro nimero de tres
digitos, pgr. Sumemos pgr y rpq y el
resultado es siempre 1089. Bueno, no
siempre, ya que si al principio a = ¢, pgr
= 000 y el truco no funciona.

sPor qué funciona en la mayoria de los
casos? jProbadlo con otro ejemplo! La
solucion puede explicarse ficilmente a
través del dlgebra pero el siguiente
razonamiento nos proporciona una
nueva vision:

621 — 126 = 601 — 106 =

=(06x99+6+D-1AXx9D+1+6=
5 x99 = 495
En este paso el digito de las decenas es
siempre 9 y los dos digitos exteriores
suman 9, por tanto, el nimero que se
forme intercambiando la posicion de los
digitos tiene la misma propiedad y es
también un multiplo de 99. Si pensamos
veremos que la suma final siempre serd
11 X 99 = 1089.

Intentar extender este patrén a nimeros
de cuatro digitos no es tan facil ya que
existen distintos resultados posibles, sien-
do, curiosamente, 10890 uno de ellos.

Si tuviera que dar una definicion de
Matemadticas dirfa algo parecido a esto:

Las Matemdticas son el reconocimiento,
el andlisis y el uso de patrones.



Quizds ya conocéis mis «Cartas de Lec-
tura Mental,, pero dejadme mostraros
como funcionan. Pensad en un nimero
del 1 al 31. Las cinco cartas que tengo
aqui contienen estos numeros, pero
cada carta solo contiene la mitad de
ellos. Cuando os muestre una carta ten-
dréis que decir SI si contiene vuestro
nimero y «NO» si no lo contiene. Seré
capaz de deciros inmediatamente el
nimero que habéis pensado. ;Cémo
funciona? Aqui tenéis las cartas:

1 3 5 7
9 11 13 15
17 19 21 23
25 27 29 31

2 3 6 7
9 11 14 15
18 19 22 23
26 27 30 Sl

4 5 6 7
12 13 14 15
20 21 22 23
28 29 30 31

8 9 10 11
12 13 14 15
24 25 26 27
28 29 30 31

16 17 18 19
20 21 22 23
24 25 26 27
28 29 30 Sl

Imaginad que tenéis una balanza pero
solo 5 pesas de: 1, 2, 4, 8 y 16 kg.
Todos los pesos entre 1 kg y 31 kg pue-
den pesarse gracias a una unica combi-
nacion de estas pesas. Tomemos 29 kg
como ejemplo:

29kg=16kg + 8kg+4kg+1kg

ninguna otra combinacion de pesas dara
29 kg.

Cada una de mis cinco cartas corres-
ponde a una pesa, y los nimeros que
hay en ellas me dicen cuando debo usar
una pesa para una cantidad concreta.
Por ejemplo, para 29 kg encontraréis
que el 29 estd en la carta que empieza
por 16, en la que empieza por 8, en la
que empieza por 4, en la que empieza
por 1, pero no en la que empieza por 2.

856413
374938
143586
530227

+ 469772

2374936

Cuando vosotros decis «SI» a una carta, yo aflado ese peso.
Cuando decis NO», ignoro ese peso. Para decidir qué nime-
ros deben ir en cada carta solo se debe hacer una tabla
como la siguiente... y observad cuan interesante es el patrén
de marcas que os ayudarda a completarla ripidamente:

16 8 4 2 1
1 2]
2 %]
3 % %)
4 [
5 1) %)
6 [ %
7 2] % 2]
8 12
9 [ 2]
10 %) 15}
11 [ % %)
12 %) %)
13 1) [ [
14 [ [ [
15 [ [ [ 2]
16 o
17 %) %)

A continuacién vamos a ver un truco de sumas. Tomemos
dos numeros de 6 cifras. Parece justo que yo también
afiada uno. Ahora quiero que me deis otro numero de 6
cifras y yo también anadiré uno e inmediatamente os daré
el resultado de la suma de los cinco nimeros. ;Quiere
alguien comprobar mi suma? ;Cémo he podido hacer un
calculo tan rapido?

Ahora pensad en lo que conocia cuando escribi mi nime-
ro. Habia escrito dos de vuestros nimeros. Escribi el mio
fijindome en uno de vuestros nimeros y relacionandolo
con €l. Si os digo que el mio estd relacionado con vues-
tro primer nimero, ;podéis ver la conexion? Bien, para
formar mi nimero le resté a 9 cada uno de los digitos de
vuestro primer nimero; por lo tanto, 856413 + 143586 =
999999 = 1000000 — 1. De igual modo, escribi mi segun-
do numero restando 530227 de 999999, por lo que 530227
+ 469772 = 999999 = 1000000 — 1.

Con todo esto, cuatro de los cinco nimeros que deben
sumarse dan 2000000 — 2, por lo tanto la respuesta es 2
millones mas el nimero no utilizado menos 2. Las parejas
de ndmeros que se anaden para formar una secuencia de
nueves se llaman complementos a nueve, y pueden usar-
se ingeniosamente para realizar una resta.

Supongamos que quiero restar 38769 de 72134. Sustituyo
el segundo ndmero por su complemento a nueve y hago
una suma. Luego tacho el 1 que estd al principio de la res-
puesta y lo anado a la cifra de las unidades. El namero
resultante es la respuesta que se requeria. Para entender



el porqué, debéis ver que lo que he hecho es equivalente
a 72134 + (99999-38769) — 100000 + 1. Este método fun-
ciona para cualquier resta y se conoce como la resta a par-
tir de la realizacion de una suma complementaria.

72134 72134
-38769 > + 61230
(1)33364

o+ 1

33365

Ahora voy a contaros otro truco numérico. ;Me dard
alguien un nimero de seis cifras?

Voy a sumarlos por parejas pero solo anotaré la cifra de
las unidades, y lo haré linea a linea hasta obtener un solo
digito. Pero antes de empezar voy a predecir el nimero
que va a quedar al final. A partir del nimero que me
habéis dado espero terminar en el 9. Probémoslo de
nuevo con otro ndmero de seis cifras. ;Alguien quiere
darme un nimero? ;Cémo lo hago?

5 7 4 2 8 9
2 1 6 0 7
3 7 6 7
0 8 3
8 6
9

Bien, los dos numeros del centro no contribuyen para
nada en la obtencion del nimero final, por tanto, pode-
mos ignorarlos. Si los dos nimeros siguientes, a derecha
o izquierda respectivamente, son ambos impares o pares
también podemos ignorarlos y la respuesta final es la
suma de los dos nimeros exteriores. No obstante, si los
dos digitos son uno par y el otro impar, entonces debe-
mos sumarle 5 a los digitos exteriores para obtener la res-
puesta final.

a+tb  b+c  c+d d+e  e+f

a+f+5(b+e)+10(c+d)

Esto queda claro cuando analizamos el truco algebraica-
mente y aparece el modelo del tridngulo de Pascal mos-
trando cémo, de hecho, los digitos del centro se multipli-
can por 10 y los que estin a su lado por 5.

Los dos patrones numéricos bidimensio-
nales siguientes pueden analizarse de
muchas maneras. He tapado algunos
numeros y la tarea consiste en decidir

cuales son.

92

29
47
65
83

20
38
56
74

15 37 59 81 4 26 48 70
33 55 77 99 22 44 66 88
51 73 95 18 40 62 84 7
69 91 e 36 58 80 3 25
87 10 32 54 76 98 21 43
6 28 50 72 94 17 39 6l

24 46 68 90
42 64 86 9 31 53 75 97
60 82 5 27 49 71 93 16
o 1 23 45 67 89 12 34
96 19 41 63 85 8 30 52

Esta idea
la recogi
en Barcelona
en noviembre de
1995
cuando
estaba dando
una conferencia
en el Museo
de la Ciencia.

26 59 15 48 4 37 70
5 38 71 27 60 16 49
61 17 50 6 o 72 28
40 73 29 62 18 51 7
19 52 8 41 74 30 63
75 31 64 20 53 9 42
54 10 43 76 32 65 21
33 66 22 55 e 44 77
12 45 1 34 67 23 56
68 24 57 13 46 2 35
47 o 36 69 25 58 14

Esta idea la recogi en Barcelona en no-
viembre de 1995 cuando estaba dando
una conferencia en el Museo de la
Ciencia. Siempre que la he presentado
ante una audiencia, parece que encuen-
tran los nimeros que faltan de forma dis-
tinta. Tomemos, por ejemplo, el nimero
que esta en en la cuarta fila y la cuarta
columna. ;Descubristeis que se trata del
14? Si observiis las diferencias entre los
numeros, restando de izquierda a dere-
cha, veréis que siempre es 22, pero
luego, cualquier nimero que sobrepase
el 99 debe reducirse, restandole 99,
como si fuera una esfera de reloj con los
nimeros del 1 hasta el 99.



Si observamos los nimeros de arriba a
abajo en las columnas veremos que se
incrementan en 18, mientras que en las
diagonales, de izquierda a derecha, se
incrementan en 40. No obstante, el
patrén mas ficil se encuentra en las dia-
gonales superiores de izquierda a dere-
cha, donde los niimeros se incrementan
en 4. Asi fue como contrui el patrén y
también la forma mds rdpida de encon-
trar los nimeros que estin ocultos.

Q

a+ 18

a + 40

a+4

Vosotros mismos podéis construir un pa-
trén similar, empezando con el nimero 1
donde queriis y recorriendo la diagonal
NE. Cuando lleguéis al extremo se consi-
derard que es continua en el extremo
opuesto. El segundo patrén, que incluye
los nimeros del 1 al 77, se contruyo de
forma pareciada, pero aqui saltando cada
vez dos cuadros antes de sumar 8.

Voy a presentaros un juego muy Ssim-
ple. En primer lugar querria que dos de
vosotros salierais aqui delante a jugar.
iOs prometo que no serd dificill El
juego se llama, tres cartas total 18.

En mi mano tengo las cartas 2, 3, 4,
5,... hasta el 10 de diamantes. No se
necesitan las cartas para jugar, se puede
simplemente escribir los nimeros del 2
al 10 en un trozo de papel. Dos juga-
dores tomardan por turnos una de las
cartas. La primera persona que tenga
tres cartas que sumen 18 es la ganado-
ra. Coger un 10 o un 8 no es una buena
jugada, puesto que se deben tener tres
cartas que sumen 18, aunque es posible
haber cogido mds de tres cartas antes
de tener tres cuya suma sea 18.

Anotaré las cartas que escogéis para que poddis ver como
funciona el juego. Cuando lo realizo con audiencias britd-
nicas, los hombres tienden a escoger los nimeros mas
altos para empezar, mientras que las mujeres empiezan
con los nimeros mds bajos. Pero, jcuidles son los mejores
numeros, si es que los hay, para empezar el juego? ;}COmo
lo podemos descubrir?

Después de haber comprendido el juego estoy seguro de
que muchos de vosotros querréis probarlo. Me gustaria
hacerlo pero no tenemos demasiado tiempo y quiero com-
partir muchas mas ideas con vosotros. Para analizar este
juego parece claro que, en primer lugar, debéis buscar todas
las combinaciones de tres cartas que sumen 18. Los ninos
encuentran esto bastante dificil, ya que no tienen ninguna
estrategia para saber cudndo las han encontrado todas.

Mi estrategia es la siguiente: empiezo con el 10, el nime-
ro mas alto y busco cudl es el nimero mas alto que le
puedo anadir para sumar 18. Dado que el nimero mas
pequeno es 2, 6 debe ser el nimero mas alto. Después
reduzco 6 a 5 e incremento 2 en 3, y sigo teniendo un total
de 18. No puedo repetir este proceso, luego escojo el 9y
le sumo el nimero mas alto posible, que es 7. Luego pro-
cedo como antes, es decir, le resto 1 al segundo nimero y
le sumo 1 al tercero, hasta que no puedo mis. Después
hago lo mismo con el 8.

10+ 6+ 2
10+5+3
9+7+2
9+6+3
9+5+4
8+7+3
8+06+4

T+6+5

De este modo encuentro que solo hay 8 posibles combi-
naciones ganadoras. Si las analizamos con mas detalle ve-
remos que puede ser Util observar con qué frecuencia apa-
recen los nimeros del 2 al 10 en una combinacién gana-
dora. Los nimeros 2y 10 y también 4 y 8 s6lo aparecen en
dos de las ocho combinaciones ganadoras, pero el 6 apa-
rece en 4, es decir, en la mitad de combinaciones ganado-
ras. Por tanto, el jugador que escoja el nimero 6 controla
automaticamente la mitad de las posibilidades ganadoras.

Si esto no os resulta suficiente para ganar, fijaros en el
cuadrado mdgico de la izquierda.

Estoy seguro de que ya os habiais encontrado con los
cuadrados magicos anteriormente. Este contiene los



nueve nimeros del 2 al 10 y la suma de los tres nimeros
en cada fila, cada columna y cada diagonal es 18. Por lo
tanto, las combinaciones ganadoras del juego de cartas
corresponden a las filas, las columnas y las diagonales del
cuadrado. Cada vez que escogéis un nimero estdis utili-
zando una de las casillas del cuadrado y para ganar nece-
sitdis tener tres en raya. Por lo tanto, lo que estdis hacien-
do es jugar al tres en raya.

Si sabéis como fabricar cuadrados magicos 3 X 3 podéis
hacer tantos conjuntos de cartas como querdis para jugar
con vuestros alumnos. Si desedis, podéis poner fracciones
o nimeros negativos y hacer que el cuadrado, y por con-
siguiente el juego, sean tan dificiles como queriis.

Veamos lo sencillo que es construir un cuadrado magico
3 X 3. El secreto es saber que el total magico debe ser tres
veces el nimero que pongamos en el centro. Supongamos
que escribimos 8 en el centro, entonces el total magico
debe ser 24. A continuacién escojo otros dos nimeros y
los sitio en las dos esquinas superiores. Supongamos que
he elegido el 2 y el 9, entonces el resto del cuadrado debe
llenarse teniendo en cuenta que todas las lineas deben
sumar 24. Por tanto, ahora el juego se jugaria usando los
nameros 1, 2, 3, 7, 8,9, 13, 14 y 15 y el objetivo serfa con-
seguir tres cartas que sumaran 24.

2 9 2|13| 9
T=24

8 5 |15/ 8 |1

7 | 3 |14

Una propiedad interesante que comparten todos los cua-
drados magicos 3 X 3 es el hecho de que la suma de los
cuadrados de numeros que se hallan en las columnas
exteriores y los de las filas exteriores da el mismo resul-
tado. En el caso anterior, por ejemplo:

22+ 132+ 92 =4+ 169 + 81 = 254

T2+ 3%+ 142 =49 + 9 + 196 = 254

22+ 152+ 72 =4 + 225 + 49 = 278

92+ 12+ 14?2 =81 + 1 + 196 = 278
No puedo acabar esta parte sin mostraros una prueba del
hecho de que el total magico de un cuadrado 3 x 3 es tres

veces el nimero central. Si los nimeros del cuadrado son
a, b, c d, e, f, g byi vy el total magico es T.

b | c
d|e | f
g|h|i

Reconocer
patrones
semejantes
en situaciones
aparentemente
distintas
es una actividad
crucial
en matematicas.

Entonces, tomamos las sumas de la fila
central, y las dos diagonales:

ate+i=d+e+f=g+e+c=T
y hacemos la suma:
(a+d+@ +3e+ G+ f+0)=3T
T+ 3e+ T=3T,
por lo tanto, 3e = T.

Voy a mostraros ahora otros juegos, que
a primera vista parecen ser bastante dis-
tintos, pero que si los analizamos en
detalle veremos que tienen exactamente
la misma estructura subyacente. Para un
matemdtico son equivalentes al tres en
raya, siguen el mismo modelo, por lo
que se denominan isomorfos. Recono-
cer patrones semejantes en situaciones
aparentemente distintas es una actividad
crucial en matemadticas.

Disené el primero de estos juegos para
un Taller de Matematicas que se celebro

durante unas Navidades. Dos jugadores
tenian 9 cartas con palabras para escoger:

RUM SOCK BABY
HOLLY  XMAS CRIB
CANDLE TURKEYS HOME

Por turnos debian escoger cartas, de una
en una, con el objetivo de tener tres
palabras con una letra en comun. Por
ejemplo, RUM, XMAS y HOME todas tie-
nen una M. Este juego exige una mayor
concentracion que el juego numérico
basado en un cuadrado mdgico, aunque
escogi las palabras minuciosamente para
que formaran una cuadro de 3 X 3, en la
que las palabras de cada fila, columna y
diagonal tuvieran, tal y como muestro,
una letra en comun. Es importante que
ninguna de las letras comunes aparezca
en otras palabras, o que tres palabras
que no estén en una misma fila puedan
tener una letra en comun.

© &
M XMAS RUM HOME
Y BABY | TURKEYS | HOLLY
C CANDLE CRIB SOCKS
A R @)



Este juego es, como el anterior, isomor-
fo al tres en raya. Si se tienen las pala-
bras adecuadas, descubrir las ocho com-
binaciones de grupos de tres palabras
con una letra comun y luego ver qué
palabras son mds importantes es un
ejercicio interesante. Estoy convencido
de que podréis hacer vuestro propio

juego con palabras en espanol.

El siguiente juego tiene una apariencia
muy distinta. El mapa adjunto pretende
representar ocho ciudades que estin

entrelazadas por nueve autopistas.

Dos jugadores sobre el mismo mapa vy,

por turnos, usan colores para quedarse
con una de las autopistas. El primer
jugador que tiene tres autopistas que
conducen a una misma ciudad es el
que gana. Matemdticamente puede
considerarse como dual de los juegos
anteriores, s6lo que aqui buscamos tres
lineas que lleven a un punto en lugar
de tres puntos de una linea. Debemos
observar que hay tres autopistas que
llegan a cada una de las ciudades, que
corresponderian a tres nimeros o a tres
palabras en una linea dentro de un cua-
dro 3 x 3. La autopista central que cruza
cuatro de las ciudades 4, B, C'y D,
desempena el mismo papel que el
nimero central de un cuadrado 3 X 3
ya que utiliza en una sola jugada la
mitad de las ocho ciudades. Por otro
lado, una autopista que une sélo dos
ciudades corresponde a los nimeros
que estdn en el centro de los lados de
un cuadrado 3 X 3, ya que sélo estin
presentes en dos lineas.

Los cuadrados mdgicos me fascinan vy,
probablemente, han fascinado a otros
muchos antes que a mi. El primer cua-

Los cuadrados

16| 3 | 2 (13
10/ 11| 8
916 |7 12

4 (15141

drado magico que se conoce es un cuadrado magico 3 X 3

que contenia los nimeros del 1 al 9 y que se atribuye al
emperador chino Yu, que reiné alrededor del ano 2200
antes de Cristo. En 1514 Durero hizo un grabado, La Melan-
colia, que contiene un cuadrado migico 4 X 4 con los
ndameros del 1 al 16 distribuidos de tal modo que el ano de
su realizacion aparece en el centro de la fila inferior.

En total existen 830 cuadrados mdgicos 4 X 4 distintos que
contienen los nimeros del 1 al 16 y que fueron publica-
dos por primera vez por el francés Frénicle en 1693.
¢Como logré encontrarlos todos? A mi me costd tanto
encontrar el primero!

En primer lugar, podemos observar que el total magico
debe ser 34 ya que los numeros del 1 al 16 formaran cua-
tro filas que suman el mismo total. Por lo tanto:

T=Q+2+..+16)/4=34

Pero lo que me fascina es observar que conjuntos de cua-
tro nimeros de los cuadrados que no estan ni en las filas,
ni en las columnas ni en las diagonales también suman 34.
Tomemos el cuadrado de Durero que acabo de reproducir
y fijémonos en las posiciones de los siguientes conjuntos:

{16, 13, 4, 1} {16, 3, 5, 10}
{3, 8, 14, 9} {16, 2, 7, 9}
(5,9, 8, 12} {5, 3, 14, 12}

¢Existe algiin conjunto simétrico de cuatro nimeros que

magicos no sume 34? La cantidad de conjuntos que suman 34 es
. muy grande.
me fascinan
Una vez que hemos encontrado una solucion, ;como pode-
1y, probablemente, . ) o .
i mos encontrar otra a partir de ella? Si cambiamos el orden de
h anf ascinado las filas, se mantiene su total, pero el total de las diagonales
a otros muchos normalmente cambia. Lo mismo ocurre con las columnas. No
antes que obstante, hay algunas permutaciones de filas o columnas que
a mi mantienen el total de las diagonales y nos dan, por lo tanto,
' una nueva solucion. Las tres soluciones siguientes se han
encontrado intercambiando pares de filas o de columnas, o
ambas, partiendo del cuadrado magico de Durero.
5|10/11| 8 3 (16|13 | 2 10| 5 | 8 |11
16| 3 | 2 |13 10| 5 | 8 |11 3|16/13| 2
15|14 | 1 6 |9 (12|17 15|14 |1 |14
91 6|7 |12 15(4 | 1 |14 6 9|12 7




Este es un comienzo alentador, pero podemos hacer algo
mejor con otra de las 880 posibilidades que H.E. Dudeney
describié como «Diabdlicas», puesto que eran incluso
mucho mads magicas que las de Durero. Imaginemos el
cuadrado mdgico que muestro a continuaciéon como si
estuviera en un rodillo, de modo que la fila superior desa-
pareciera y volviera a aparecer por la parte inferior. Este
proceso puede repetirse tantas veces como sea necesario
hasta que la fila superior haya estado en cada una de las
cuatro posiciones. Del mismo modo, el cuadrado puede
enrollarse lateralmente y las columnas desaparecer por la
derecha y volver a aparecer por la izquierda. Estos movi-
mientos se pueden combinar para conseguir que el nime-
ro 1 esté en cualquiera de las 16 posiciones del cuadrado
y cada movimiento retiene la propiedad mdgica total. A
continuacion muestro algunas de las posibilidades:

1|14 2 |12 15/ 4|9 | 6
15|49 6 10, 5 (16| 3
10| 5 |16 3 8 11| 2 |13
8 11| 2 |13 1147 (12
4 9|6 |15 5|16 3 |10

16| 3 |10 11, 2 (13

11| 2 |13| 8 14| 7 12| 1

147 (12| 1 4 1 9|6 |15

Otro tipo de transformaciéon que siempre convierte un
cuadrado magico en otro también magico es la que en
este caso se representa mediante 7 — 17 — n

16 3 10| 5

13, 8 |11
7 (12| 1 |14
96 15| 4

Aplicado al cuadrado de Durero se genera el mismo cua-
drado, mientras que a partir del cuadrado diabdlico se
genera otro nuevo. No obstante, el problema sigue sien-
do: ¢como puedo encontrar un cuadrado para empezar

con el que pueda generar varias transformaciones?

1/2|3 4 11514 a
56\/7,8 12679
9 410/\1T™12 8 10115
1314|1516 13/ 3216

Mi método consiste en colocar los
nimeros del 1 al 16 en orden en un
cuadro 4 X 4 y después cambiar los
numeros centrales de las filas o colum-
nas de los lados por los diametralmente
opuestos. Este es, esencialmente, el cua-
drado magico de Durero, y quizas fue
asi como lo descubri6. Al intentar bus-
car otro punto de partida, me di cuenta
de que podia poner los nimeros del 1
al 16 en el cuadrado llenando primero
dos columnas y luego las dos restantes;
después se cambian los ndmeros que
estan entre los vértices por sus diame-
tralmente opuestos.

19210 | 19210 |1/[9]|10 2
3|4 1112 (3|11 412 (3 |11|12|4
(56 13|14 (5|13 6 |4 | (5/|13(14|6
7 (8 |15(16 | 7 |15/(8 (16 | 7 |15|16| 6
Y Y Y
115/ 8 (10 | 1|8 [15/10 | 1[16(15| 2
14| 4 1 1411 4 6 |1112] 5
12| 6 13 1213 413(14| 3
7 216 |72 9|16 ([ 7|10/9 |8

..un cuadrado
magico
de 4 X 4
que estd
en la fachada
de la Pasion
del Templo
de la Sagrada
Familia
de Gaudli.

Antes de finalizar este tema, me siento
en la obligacion de mostraros un cua-
drado magico de 4 X 4 que esta en la
fachada de la Pasion del Templo de la
Sagrada Familia de Gaudi. En él, los
ndmeros 10 y 14 aparecen dos veces
mientras que los nimeros 12 y 16 no
estan. Tiene un total magico de 33. En
este momento no tengo ninguna idea
acerca del significado de la disposicion
de los niimeros en el cuadrado. Sélo sé
que es magica. Por tanto, le estaré muy
agradecido a quien pueda darme algu-
na informacion.

11414 | 4
11|76 |9
8 |10|10| 5
13|23 |15




Otro de los temas que uso los sdbados
por la manana en unas clases para ninos
de 13 anos, cuyo objetivo es mejorar su
competencia en matemdticas, estd basado
en el andlisis y la resolucion de una gran
variedad de configuraciones magicas.
Para ilustrar las ideas en que se basa el
curso, quisiera contaros un problema
concreto, las estrategias para resolverlo y
algunas de las nuevas ideas que descubri.

Se deben poner los nimeros del 1 al 8
en los vértices de un cubo de tal modo
que la suma de los cuatro nimeros que
quedan en cada una de las seis caras dé
el mismo resultado.

Es evidente que se podria buscar una
solucién usando inteligentemente estra-
tegias de ensayo y error, pero es posi-
ble idear otras estrategias.
Supongamos que la suma de los cuatro
vértices de cada cara sea 7T, entonces:
67=31+2+3+...+8) =3x30
puesto que hay seis caras. Esto permite

obtener el valor de 7'= 18 que es una
informacion relevante.

Si se toman los nimeros que quedan en
dos caras contiguas. Como

a+b+x+y=x+y+c+d,

se tiene que: a + b =c + d.

Podemos decir que los pares de nime-
ros que estdn en aristas opuestas del
cubo suman siempre lo mismo.

b

La siguiente parte de mi estrategia, que habitualmente es
muy potente para solucionar problemas de este tipo, con-
site en considerar la posible distribucion de los nimeros
primos. En primer lugar, sabemos que el total de la cara es
par y necesitamos considerar s6lo cémo colocar cuatro
nimeros impares en los vértices para conseguir este total.
Solo hay tres formas de hacerlo, y a partir de nuestro ana-
lisis previo, no tardaremos mucho en encontrar todas las
soluciones.

oy

La primera distribucién posible con todos los nimeros
impares en una cara se debe rechazar ya que

1+3+5+7=16

y no 18. No obstante, en la segunda distribucién posible,
en la que los nlimeros pares se enparejan en aristas opues-
tas, es facil ver que las parejas han de ser (1, 7) y (3, 5) en
cierto orden ya que es la Unica manera de que su suma
fuera igual (1 +7 =3 + 5 = 8), que es una condicién nece-
saria. Esto hace que deban colocarse los cuatro ndmeros
pares en el otro par de aristas paralelas opuestas, ordena-
dos de tal modo que su suma sea 10. En la siguiente figu-
ra, a la izquierda, estdn las dos posibles soluciones:

7 5
4 6 2
8
] ]
3 7
1
5 6

La tercera posible distribucion de los nimeros impares,

(€,]

[oe]

en los vértices de un tetraedro regular, conduce a una ter-
cera solucion (cubo de la derecha en la figura anterior).

Una estrategia para generar nuevas soluciones a partir de
las existentes en una configuracion magica de este tipo
consiste en usar una transformacién del tipo n - N—n
en la que N sea el nimero siguiente al mayor de los
nuimeros utilizados. En este caso 7 — 9 — n es la trans-
formacién que se necesita, aunque, en este caso, No
genera ninguna solucion nueva.



Hoy mientras estaba sentado en mi despacho en el CRM
pensando en esta conferencia y mirando algunos de los
modelos en 3D que habia construido para mis conferen-
cias sobre geometria, tuve varias ideas con las que pude
visualizar una gran gama de problemas a partir del cubo,
y me gustaria contdroslas.

Imaginemos que estamos mirando un cubo a través de
una de sus caras y proyectamos lo que vemos en un
plano. Esto produce lo que se denomina un diagrama de
Schlegel, una red en 2D que topolégicamente tiene las
mismas caracteristicas que el cubo. Si mantenemos los
mismos ndmeros que tenfamos en los vértices del cubo en
los correspondientes nudos de la red tendremos una figu-
ra en la que los ndmeros que estan en la frontera de cada
region tendran la misma suma (18).

8 5

3 2

Pero al seguir reflexionando acerca de esta red se me ocu-
rrié pensar que podria reemplazar las lineas rectas por
seis circulos con la condiciéon de que los cuatro nimeros
que quedan en cada circulo sumaran lo mismo. Existen
muchas soluciones a este problema ya que en mi proyec-
cion inicial podia haber tomado cualquiera de las caras
del cubo como punto de partida.

Siguiendo en esa linea, mi siguiente modelo fue un octae-
dro regular situado dentro de un cubo. Imaginemos que
se ha formado al unir los puntos medios de las caras adya-

centes del cubo. Ahora traslademos los
nimeros desde los vértices del cubo
hasta las caras del octaedro. Esto nos da
el modelo dual del modelo del cubo,
pero ahora el problema consiste en
colocar los nimeros del 1 al 8 en las
caras del octaedro para que la suma de
los ndmeros de las cuatro caras alrede-
dor de cada vértice sea la misma. El
siguiente dibujo muestra una de las solu-
ciones:

Mi siguiente movimiento fue considerar
el diagrama de Schlegel del octaedro,
que me dio la figura de mds abajo. La
distribucion de los nimeros del 1 al 8
en las regiones de esta nueva red es tal
que los cuatro nimeros que hay alre-
dedor de cada vértice dan la misma
suma. Pero esto implica tener un nime-
ro (el 5 en el ejemplo) en la region
exterior del tridngulo. La pregunta que
me formulé fue ;como puedo encontrar
una solucion usando solo los nimeros
del 1 al 7 en las regiones interiores para
que la suma de los nimeros en las
regiones que se encuentren en un nudo
de la red sea constante?




Si los nimeros en las siete regiones son
a, b, c, ..., g, entonces queremos que:
a+b+e+rd=a+d+g
por lo tanto, b + e = g, y de igual modo,
d+e =c
fre-a

Con esta informacion encontramos una
solucién tGnica en la que 7' = 14.

\/
A R\

Vemos, pues, que a partir de estas ideas
nace un nuevo puzzle numérico.

Para finalizar, veamos cémo funciona
esta caja de trucos que llamo La
Fabrica de Cuerda de mi Mago. La idea
es que aparentemente fabrica cuatro
veces mas cuerda de la que engulle. La
cuerda entra dentro de la caja por un
extremo y sale por el otro lado cuatro
veces mds rapidamente.

Podria haber todo tipo de mecanismos dentro, como un
tambor y un engranaje, pero no hay nada de eso ya que
podria comprobarse que la caja es muy ligera. Hoy hice
esta caja después de visitar a la secretaria del Centre de
Recerca Matematica que me facilité, en unos segundos,
todo lo que necesitaba, papel, clips, cuerda, celo, tijeras y,
por supuesto, una caja.

¢Como funciona? Si levanto la tapa podréis ver que el
mecanismo bdsico es un sencillo sistema de poleas, para
cuya fabricacion usé simplemente un par de clips. Para ver
por qué la razén es 4 en este caso, imaginad una cuerda
P que se mueve 1 cm dentro de la caja. Para que esto
suceda, la «polea A» debe moverse 1 cm hacia la izquierda
y esto sOlo ocurre si la cuerda a su alrededor se desplaza
2 cm hacia la derecha gracias a la «polea B»; para ello, la
cuerda Q debe desplazarse 4 cm hacia la izquierda.

M~
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Brian Bolt
University of Exeter

Durante anos me han fascinado muchos aspectos de las

atematicas y espero que en el poco tiempo que he esta-
do con vosotros haya sido capaz de compartir algunas de
las cosas que han llamado mi atencion.
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Requeteoremas: reinventando
Teoremas en Geometria
con Cabri Il

José M. Pichel Cosme

En este trabajo se trata de
responder a las preguntas:
2Es posible desarrollar en la
ensefianza basica un espiritu
creativo de manera que un
alumno o alumna se
convierta en generador de
informacién vélida desde el
punto de vista de las
mateméticas? 3Podemos
desarrollar en el alumnado la
creatividad cientifica?

N ENFOQUE del aprendizaje en el que el alumno o alum-
na es un mero receptor de informacion, limita las posibili-
dades individuales y colectivas de contribuir al desarrollo
de las ciencias. sEs posible desarrollar en la ensenanza
bdsica un espiritu creativo de manera que un alumno o
alumna se convierta en generador de informacion vilida
desde el punto de vista de las matematicas? ;Podemos
desarrollar en el alumnado la creatividad cientifica?

Esta preocupacion por la creatividad no es extrana en mate-
maticos profesionales, como en el caso de Hadamard cuan-
do trata la naturaleza de la Invencion o el de Wiener sobre
la gestacion y el cultivo de las Ideas. Desde otros campos
cientificos, de la llamada ciencia dura, también se ocupan
del «extrano temar. Gerd Binnig es un fisico que en 1986
recibi6 el premio Nobel por sus trabajos sobre el microsco-
pio de efecto tinel. En su libro Desde la Nada reflexiona
sobre la creatividad en el hombre y la naturaleza. Dice:

. el mejor método para el aprendizaje es llegar a comprender
el material mediante el juego, porque «resulta divertido», es pla-
centero; por ofro lado resulta que «el misculo creativo» tiene que
ejercitarse. El pensamiento creativo debe aprenderse y practicar-
se. En mi caso resolvi esa deficiencia dedicandome durante mis
estudios a ofras actividades que nutrian mi aficién al juego.
Compuse mUsica, escribi versos y pinté cuadros. Hoy dia me
consta cuan valioso fue todo eso para mi —incluso para mi for-
macién cientifica-, ya que los mecanismos que conducen a la
creatividad en el arfe son exactamente los mismos que conducen
a la creatividad en la ciencia. El material es distinto, pero el
juego que se entabla con él es el mismo.

Un proceso educativo orientado al desarrollo de la creati-
vidad, necesariamente debe estar abierto a que se pro-
duzcan muchas «ddeas basura», para poder encontrar las
ddeas fértiles». Esta apertura a recibir de manera tolerante
ideas nuevas, debe ir seguido por procesos de anilisis
estrictos, que permitan depurar las propuestas creativas.
AuUn mas, la creatividad es un fenémeno colectivo; es raro



el tipo de personas eficaces al mismo tiempo produciendo
ideas y depurandolas, ambas cualidades se encuentran
mas facilmente en grupos. Y existen diferentes obstidculos
a la creatividad: el dogmatismo, la falta de libertad, el
dominio opresivo del conocimiento, el miedo y otras
barreras psiquicas.

Tal como dice Binnig, es imprescindible educar a la gente
en los procesos de investigacion para que la condicion «ser
humano» progrese, ya que en definitiva:

Creatividad es la capacidad de evolucionar, y sin evoluciéon no
habria vida ni tampoco humanidad.

La creatividad estd ligada al concepto de belleza; las sen-
saciones durante un proceso creativo tienen que ver con
la estética, tema no muy lejano a las Matematicas. Un libro
clasico habla del «placer estético de las matematicas».

Y viceversa: la belleza estd ligada a los procesos de crea-
tividad, ya sea la que desarrolla la propia Naturaleza o del
ser humano en los distintos campos cientifico, artistico o
técnico; estos procesos creativos son bdsicamente idénti-
cos sea cual sea el campo en el que operan.

Las increibles antenas de la hembra del Cerambiphidus
betullinus, las fractales formas de las hojas del helecho
Phegopteris vulgaris o las formas geométricas de la pirita
son modestos ejemplos de la creativa belleza de la
Naturaleza.

;Y la conducta estética del ser humano? Tan necesaria nos
es que en épocas de restriccion de libertades, en la pro-
funda Edad Media, siempre quedo a salvo de los estrictos
sistemas morales imperantes. Asi los artesanos de la
Alhambra realizan sus mosaicos usando todas las estructu-
ras geométricas posibles ante la imposibilidad de otro tipo
de representaciones; Escher se inspira en estas obras y ela-
bora sus teselas; los matematicos formulan la Teoria de
Grupos Cristalogrificos Planos; todo esto forma la Cultura
Comun de la sociedad y esta ligado a la creatividad gene-
ral, el desarrollo de diferentes lenguajes y la busqueda
apasionada de la belleza-verdad-conocimiento-compren-
sion y recreacion de nuestro entorno.

¢;La construccion de las matematicas es una tarea reservada
para unos pocos afortunados con altisima capacidad? Si la
respuesta es si, ser creativo en matemdticas, entonces, no
estaria al alcance de un alumno normal en proceso de for-
macion, salvo pequenas libertades en aspectos procedi-
mentales, estrategias y asi. Lo conceptual, la elaboracién de
conceptos, la investigacion de regularidades matematicas
originales, la formulacién de «pequenos teoremas» no seria
por tanto un objetivo de la formacion matematica. ;Seria
posible cambiar esta actitud frente a las matemadticas?

Esto no es asi en otras dreas, muy especialmente en las
Lenguas. Cuando el profesorado se plantea sus objetivos
de drea se tiene como referencia el trabajo y la produccién

Los alumnos y
alumnas pueden
reflexionar sobre

el numero, el
infinito, el cero,
inventar
categorias de
numeros, jugar a
la criptografia,
pueden inventar
operaciones,
estrategias, fabular
en geometria,
analizar en
estadistica,
inventar
problemas en
topologia, diseniar
Jfunciones,
analizar juegos,. ..

profesional, sin que la modestia de
recursos de los aprendices, alumnos y
alumnas jovenes, sea una traba para
experimentar con su creatividad. Los
alumnos y alumnas escriben poesia, sin
que sean poetas, fabulan una historia,
sin que sean novelistas, interpretan un
documento historico sin que sean histo-
riadores, dibujan, sin que sean pinto-
res... En Matematicas repiten procesos
consolidados sin mucho margen para la
alegria, salvo pequenas cositas. /Seria
posible que los alumnos y alumnas crea-
ran matematicas? Diversas propuestas
recogidas en materiales innovadores,
como el libro de Alsina sobre Matemiciti-
cas de la Forma, avanzan en este senti-
do, pero es necesario profundizar y am-
pliar este enfoque a la totalidad de la
educacién matematica.

La historia de las Matemadticas es una
fuente de propuestas en este sentido.
Escritos de Galileo, por ejemplo, apor-
tan una idea del trabajo matematico de
esa época. Por un lado los titubeos,
errores conceptuales, y aciertos ponen
al alcance de la comprension de los
alumnos el trabajo matematico, lo hu-
manizan, pero sobre todo permiten que
el alumnado sienta una cierta accesibili-
dad en la construccion de las matemati-
cas. Los alumnos y alumnas pueden
reflexionar sobre el nimero, el infinito,
el cero, inventar categorias de nimeros,
jugar a la criptografia, pueden inventar
operaciones, estrategias, fabular en geo-
metria, analizar en estadistica, inventar
problemas en topologia, disenar funcio-
nes, analizar juegos, «ecrear» en fin;
pero lo mas interesante es el andlisis de
regularidades matemadticas en situacio-
nes novedosas, en principio.

Veamos un ejemplo: algunas reflexiones
de Galileo sobre la continuidad usan,
digamos, métodos geométrico-dinami-
cos. Hace rodar hexdgonos. En esa y
posteriores épocas, y muy ligado al naci-
miento del cidlculo diferencial e integral,
estd el estudio de la cuadratura de la
cicloide. ;Cudl es la superficie que la
cicloide limita sobre la recta por la que
rueda sin deslizar una circunferencia de
radio 7?7 Como es sabido la respuesta es
32, es decir el triple del drea del circulo



que la genera. Para tener una idea sobre
la respuesta al problema, Galileo com-
paraba, mediante una balanza, el peso
de un circulo con el peso, recortado en
el mismo material que el circulo, del
area que abarcaba la cicloide. Tan hete-
rodoxo procedimiento no daba una res-
puesta matemadtica, pero hacia mas facil
saber por donde tirar. Las herramientas
informaticas hoy nos permiten una capa-
cidad de experimentacién que ni sonaria
el bueno de Galileo, y por anadidura
posibilita que cualquier alumno de
secundaria construya pequenos teore-
mas, encontrando regularidades que
detectaria experimentalmente.

Idea: hagamos rodar poligonos regula-
res (para trabajar con alumnos de ESO,
manipulativamente y con Cabri ll)

Triangulo equilatero

Trazamos un tridngulo y dibujamos las
tres posiciones por las que pasa cuando
rueda a lo largo de una recta. Para facili-
tar el ejercicio a los alumnos que tengan
mas dificultades de visualizacion espacial,
se podria recortar el tridngulo en papel o
cartulina. Senalando el vértice izquierdo
se sitian las tres posiciones por las que
pasa el vértice: inicial en la recta, media
por encima de la recta y final otra vez en
la recta. Trazado el triangulo resultante el
ejercicio ahora es demostrar que el area
es triple del area del tridngulo inicial. Con
Cabri se puede realizar el ejercicio pero
es suficientemente trivial como para que
cualquier alumno identifique la igualdad
del drea de los tres triangulos en que se
descompone, llamémosle, el trioide: el
area depende solo de la base y la altura,
no de la forma (figura 1).

Figura 1

Las herramientas
informaticas hoy
nos permiten una
capacidad de
experimentacion
que ni sonaria el
bueno de Galileo,

Cuadrado

Dibujamos un cuadrado, y seguimos el mismo procedi-
miento que antes. Al rodar el cuadrado pasa por cuatro
posiciones, y el vértice inferior izquierdo en la posicion
inicial, define un cuadrilatero, al unir las cuatro posiciones,
que llamaremos fetroide (figura 2).

El tetroide contiene dos cuadrados completos y dos
medios cuadrados, luego de nuevo:

AEFC = 3 ADCB

El drea del tetroide es triple de la del cuadrado.
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Figura 2
Pentagono

Seguimos el mismo procedimiento: dibujo del pentagono,
elaboracion del modelo en cartulina, trazado de las cinco
posiciones del poligono al rodar, definicion del poligono
pentoide, trazado del movimiento con Cabri. Hacemos el
analisis de la figura resultante (figura 3). (Si tenemos inte-
rés, podemos encontrar en ella la razén durea.)

El pentoide contiene un pentigono central y dos figuras
simétricas (pentdgonos también).

Obviamente los tridngulos AEA, y AED tienen la misma area
y por tanto la misma que el tridngulo FGH. Asi que el poli-
gono AFIA,A, tiene la misma drea que el poligono. Luego:

AAAAA = 3-AEDCB

El darea del pentoide es triple de la del pentdgono.




Hexagono

Construimos un hexagono en la forma habitual o bien usa-
mos una parrilla de triangulos equildteros, y hacemos
rodar la figura. Obtenemos un hexoide. Analizamos el drea
por simple descomposicion en tridngulos (figura 4).

El hexoide contiene 16 tridngulos equilateros y dos isos-
celes A\EA, y AE A,

Obviamente A ,EA, = AED.

Luego el hexoide tiene 18 tridngulos y el hexdgono 0.

El drea del hexoide es triple de la del hexdgono

Figura 4

Hasta aqui seria el tipo de actividades que un alumno
podria trabajar para comprobar la regularidad. A partir de
aqui serfa un ejercicio mds complejo que en todo caso se
podria abordar con Cabri II.

Tendriamos una oportunidad de hacer distinguir entre
comprobacién y demostracion. La demostracion no es el
objetivo de esta propuesta didictica, sino la Formulacion
de un pequeno teorema. Sigamos con el heptagono, el
octégono, ...

Heptagono

Construimos con Cabri II el beptoide
(figura 5). Pedimos el drea de ambas
figuras. De nuevo el drea del heptoide
triplica la del heptigono

Proponemos esta actividad para los
«mayores». De igual forma para el octoi-
de (figura 6).

Figura 5

jAdmirable regularidad! Descompon-
gamos las figuras, relacionemos de
manera abierta. ;Por qué la igualdad de
tales dreas? ;Por qué el alineamiento de
tales vértices. Y en el limite, la bella
Helena, la cicloide, ;no encierra en si
regularidad?
Hablemos de las justas matematicas de

misma un infinito de
los siglos xvi y xvmi, el nacimiento de
nuevas ciencias, el imperio del rigor...
Y ahora un poco de atrevimiento para
formular un pequeno teorema:
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Figura 6



Tratando de explicar de manera creativa algo parecido a
El &rea del n-poligono generado por un

oligono regular de n lados al pasar por . - .
E:s r?posicignes T sef)genefon de las JAEM-99 en Lugo, recordé un teorema cldsico: Si

al rodar, sin deslizar, sobre una recta, es por el interior de una circunferencia de radio R rueda
triple del érea del poligono regular que sin deslizar otra circunferencia de radio R/2, un punto
lo genera. P de la circunferencia interior describe un didmetro
POP’ (figura 7).

lo que en este escrito propongo, en una reciente reunion

Idea: 3Qué pasa si hacemos rodar poligonos regulares por el

interior de la circunferencia? 3En que condiciones estaran ali-
neadas las sucesivas posiciones de un vértice?

Probamos que pasa si tratamos con poligonos de un
numero impar de vértices y uno de ellos estd en el centro
de la circunferencia (figura 8).

Parece que, en efecto, al igual que con circunferencias, el
punto ocupa posiciones en el didmetro.

Probemos ahora con poligonos de un nimero par de vér-

tices, tal que el punto medio de un lado esté en el centro

de la circunferencia. Veamos con el cuadrado, exdgono, el

Figura 7 octégono.... (figura 9)
" Garkre o ems S meem g7
I N 1 I I 7 I Y B
= ] E

Figura 8

Figura 9



Nada, esto no va. ;Y si volvemos atrds, a las circunferen-
cias? Definamos los poligonos inscritos en una circunfe-
rencia, aunque no tangente interior, que pase por el cen-
tro de la mayor y tal que el los vértices de un lado del poli-
gono estén en la circunferencia mayor. Mejor una imagen
(figura 10).

Seguimos probando, veamos con el octégono (figura 11)

iBien! Ya estamos en condiciones de aventurar el
Requeteoremar

Si un poligono... las sucesivas posiciones de un vértice estan
sobre el diametro

Demostraciones aparte, hemos cumplido lo que pretendi-
amos, formular pequenos teoremas con visos de verosimi-
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Figura 10

José M. Pinchel
IES A Barcala
Cambre (A Corufia)

litud, y quizas del anilisis de la particion
del didmetro segtn el poligono, se nos
podria ocurrir. ..
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Concepciones de los alumnos
de secundaria sobre modelos
probabilisiticos en las secuencias
de resultados aleatorios
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ARTICULOS

Presentamos aqui una
investigacion sobre
concepciones aleatorias en
estudiantes de secundaria.
Las respuestas de 277
estudiantes de dos grupos,
con edades de 14y 17
afos, sirven para identificar
las propiedades asociadas a
secuencias aleatorias y
deterministas. En ellas
encontramos la capacidad
de los alumnos para
reconocer modelos
matemdaticos subyacentes en
las secuencias de los
resultados aleatorios y su
utilizacién en los juicios
sobre aleatoriedad. Por ellos
sugerimos al final algunas
implicaciones para la
ensefianza de la
probabilidad en estos niveles
iniciales.

N LA ACTUALIDAD, se estan desarrollando nuevos curricu-
los de ensenanza primaria y secundaria, tanto en Espana
como en otros paises desarrollados, que reflejan un cam-
bio en las creencias sobre como se debe ensenar la pro-
babilidad. Mientras que, hasta hace unos anos, la probabi-
lidad se ha incluido de forma limitada a partir de los 14-15
anos, enfatizando los métodos de cilculo combinatorio,
los curriculos actuales proponen adelantar la materia al
comienzo de la Educacion Secundaria Obligatoria e inclu-
so en algunos casos a la Ensenanza Primaria. Sugieren, asi-
mismo, utilizar actividades de ensenanza donde el estu-
diante primero haga predicciones sobre las posibilidades
de obtener diferentes resultados en experimentos aleato-
rios sencillos con recursos tales como ruletas, dados o
monedas, luego obtenga datos empiricos de estos experi-
mentos y finalmente compare las probabilidades experi-
mentales generadas con sus predicciones originales (MEC,
1992; NCTM, 1989).

Sin embargo, en sus investigaciones sobre razonamiento
probabilistico, Konold (1995) sugiere que la simple reali-
zacion de predicciones y su comparacion con los datos
obtenidos experimentalmente, no son suficientes para que
los estudiantes cambien sus concepciones, ya que los
datos raramente revelan con suficiente claridad todos los
resultados y propiedades matematicas que queremos mos-
trar a los alumnos, la atencion de los estudiantes es limi-
tada y la variabilidad de los datos normalmente se ignora.
Puesto que los estudiantes tienen con frecuencia ideas
incorrectas sobre la probabilidad y la aleatoriedad,
Garfield (1995) indica que la ensenanza efectiva de la pro-
babilidad debe apoyarse en el conocimiento previo sobre
estas concepciones de los estudiantes, ya que, cuando se
ensefa algo nuevo, los estudiantes construyen este nuevo
conocimiento conectando la nueva informacién con la que
ellos habian asumido previamente como correcta. El cono-



cimiento de las concepciones y formas de razonamiento
de los alumnos es, en consecuencia, un punto clave para
asegurar el éxito de las nuevas propuestas curriculares.

En este articulo presentamos los resultados de un estudio
de las concepciones de dos grupos de estudiantes (14 y 17
anos) sobre los modelos probabilisticos que aparecen en
las secuencias de resultados que se obtienen en un expe-
rimento aleatorio. El concepto de aleatoriedad ha recibido
poca atencién en el drea de didactica de la matematica,
aunque las investigaciones psicologicas, tanto con ninos
como con sujetos adultos muestran concepciones inco-
rrectas sobre este concepto y sesgos asociados en la toma
de decisiones en situaciones aleatorias. Asimismo, la alea-
toriedad presenta diversas interpretaciones, desde el punto
de vista filosofico (Batanero y Serrano, 1995), lo que sin
duda contribuye a la existencia de sesgos subjetivos en la
percepcion de la aleatoriedad.

Por ser el punto de partida de la teoria de probabilidades,
muchos profesores pueden pensar que la aleatoriedad es
un concepto simple. Sin embargo, cuando se analiza con
detalle, se puede mostrar la complejidad del concepto y la
multitud de modelos matematicos asociados al mismo. Un
punto importante en este andlisis es que en el concepto de
aleatoriedad podemos separar dos componentes: el pro-
ceso de generacion de los resultados aleatorios (experi-
mento aleatorio) y la secuencia de resultados obtenida
(secuencia de resultados aleatorios). Puesto que con los
ordenadores y calculadoras podemos obtener tablas de
nimeros «aleatorios» mediante algoritmos deterministas, la
aleatoriedad de una secuencia de resultados, debe anali-
zarse independientemente del proceso que la genera.

Desde el punto de vista del proceso, el experimento alea-
torio mas simple posible es aquél que sélo presenta dos
resultados posibles, es repetible en las mismas condicio-
nes y los resultados de pruebas sucesivas son indepen-
dientes. Este experimento tan simple, que sin embargo se
puede aplicar a un sinnimero de situaciones practicas
(lanzamiento de monedas, sexo de un recién nacido, éxito
en una prueba, etc.), da origen a una multitud de mode-
los probabilisticos, entre otros la distribucion binomial,
geométrica y el teorema de Bernoulli que afirma la con-
vergencia de las frecuencias relativas de los resultados
posibles a la probabilidad tedrica de los mismos (Serrano
y otros, 1991). Una dificultad prictica es decidir con segu-
ridad si se cumplen las condiciones tedricas, es decir, que
las pruebas sucesivas son realmente independientes y que
se realizan en las mismas condiciones.

Se han usado dos formas de definir y estudiar la aleatorie-
dad de una secuencia de resultados (Fine, 1973). La prime-
ra es debida a Von Mises y parte de la idea de que en una
secuencia aleatoria es imposible encontrar sus reglas o
patrones; por tanto, no podemos predecir sus resultados
para, por ejemplo, apostar sobre ellos y ganar en un juego

El concepto
de aleatoriedad
ha recibido
poca atencion
en el drea
de diddctica
de la matemditica,
aunque
las investigaciones
psicologicas,
tanto con ninos
como con sujetos
adultos muestran
concepciones
incorrectas sobre
este concepto
) Sesgos
asociados
en la toma
de decisiones
en situaciones
aleatorias.

de azar. Ello implica que la frecuencia
relativa de cada uno de los resultados se
conserva invariante en cualquiera de sus
subsucesiones. Esta idea se usa en los
test de aleatoriedad que tratan de estu-
diar la concordancia entre las frecuencias
observadas y esperadas de distintos
resultados en las tablas de nimeros alea-
torios. Sin embargo, puesto que en un
contraste estadistico siempre hay posibi-
lidades de error, es imposible estar com-
pletamente seguros de la aleatoriedad de
una sucesion particular. Simplemente
aceptamos la aleatoriedad de wuna
secuencia porque ha pasado con éxito
las pruebas disponibles.

Otro enfoque para definir la aleatorie-
dad de una sucesion, debido a Kolmo-
gorov, se basa en su complejidad com-
putacional, que es la dificultad de des-
cribirla o almacenarla en un ordenador,
mediante un cédigo que permita recu-
perarla posteriormente. En este enfo-
que, una secuencia serfa aleatoria si no
podemos codificarla en forma resumida,
es decir, la Ginica forma de codificarla es
listando todos sus elementos. El minimo
nimero de simbolos necesarios para
codificar una secuencia nos daria una
medida de su aleatoriedad, por lo que la
definicion establece una jerarquia en el
grado de aleatoriedad de diferentes
secuencias y la aleatoriedad perfecta
serfa un concepto teorico, aplicable solo
a secuencias de infinitos resultados.

Percepcion subjetiva
de la aleatoriedad

Estas dos definiciones muestran la con-
tradiccion fundamental subyacente en
las secuencias aleatorias que explica los
problemas psicolégicos asociados. Por
un lado, la aleatoriedad implica que
cualquier secuencia de resultados es
posible cada vez que realizamos el
experimento, pero por otro solo las
secuencias de resultados sin patrén apa-
rente se consideran verdaderamente
199D).
Muchos sesgos en la percepciéon de la

aleatorias (Hawkins y otros,

aleatoriedad provienen de la aceptacion



de una de estas dos propiedades y el
olvido de la complementaria.

La percepcion subjetiva de la aleatorie-
dad de los adultos ha sido investigada
extensamente por los psicélogos (por
ejemplo, Wagenaar, 1972; Falk, 1981,
Bar-Hillel, 1991) usando una variedad de
tareas que son clasificadas en un estado
reciente de la cuestion por Falk y
Konold (1997) en dos tipos principales.
El primer tipo (generacion de resultados
aleatorios) consiste en pedir a los sujetos
que escriban la secuencia de resultados
que esperarfan obtener al repetir un
nimero dado de veces un experimento
aleatorio, tal como lanzar una moneda.
El segundo tipo (tarea de reconocimien-
to) consiste en ofrecer a los sujetos una
serie de secuencias de resultados y
pedirle su opinién sobre cudles de ellas
fueron generadas aleatoriamente.

Como resultado de estas investigaciones
se han encontrado sesgos sistematicos,
como la falacia del jugador, por la que se
espera que cambie el tipo de suceso de
una racha larga en la que no ha apareci-
do dicho suceso. Las secuencias genera-
das por los sujetos tienen demasiadas
alternancias y rachas muy cortas, respec-
to a lo esperado tedricamente. En las
tareas de reconocimiento, se rechazan
las secuencias con rachas largas de un
mismo resultado. Ademds de varios
mecanismos psicologicos, como la repre-
sentatividad local (Kahneman vy otros,
1982) que podrian explicar estos sesgos,
Falk (1981), Falk y Konold (1997) creen
que la consistencia de los sujetos en las
diversas tareas sugiere la existencia de
concepciones erréneas subyacentes
sobre la aleatoriedad, aunque no las han
investigado explicitamente.

Investigaciones
sobre la percepcion de la
aleatoriedad por los ninos

Una cuestion de interés para el profesor
de matemdticas es si estos segos son
espontineos o se adquieren como con-
secuencia de un enfoque inadecuado en
la ensenanza de la probabilidad. La
investigacion de la percepcion de la ale-

La investigacion
de la percepcion
de la aleatoriedad
por los ninos
comenzo con
Piaget e Inhelder
(1974),
quienes creen
que la nocion
de aleatoriedad
precisa
del razonamiento
proporcional
'y combinatorio
Y la idea
de causalidad,
que se adquieren
durante
la adolescencia.

atoriedad por los ninos comenzé con Piaget e Inhelder
(1974), quienes creen que la nocién de aleatoriedad preci-
sa del razonamiento proporcional y combinatorio y la idea
de causalidad, que se adquieren durante la adolescencia.
Piaget e Inhelder creen que, una vez alcanzada esta etapa,
los sujetos perciben la ley de los grandes nimeros, que
explica a la vez la regularidad global y la variabilidad par-
ticular de cada experimento aleatorio. Sin embargo, esta
teorfa es discutida por Green (1983, 1989, 1991), cuyas
investigaciones con nifios entre 11 y 16 afios probaron que
los ninos eran muy exactos al reflejar la equiprobabilidad
de los distintos resultados en tareas de generacion de resul-
tados aleatorios. Sin embargo, la independencia de ensayos
no era captada por los nifos, que produjeron series con
rachas demasiado cortas de un mismo resultado, respecto
a lo que esperarfamos en un proceso aleatorio. La percep-
cion de la aleatoriedad no mejoraba con la edad y, aunque
los nifos basaban su decisién en consideraciones sobre el
patron de la secuencia, impredecibilidad de los resultados,
nimero de rachas y frecuencias de resultados, estas pro-
piedades no siempre se asociaron correctamente con la
aleatoriedad o el determinismo.

Descripcion de la investigacion

Los resultados que presentamos forman parte de un estu-
dio amplio sobre las concepciones de 277 alumnos de
secundaria sobre la aleatoriedad y la probabilidad.
Aproximadamente la mitad de los alumnos cursaban 1.° de
Bachillerato (72 = 147), con una edad de entre 14 y 15 anos
y no habian comenzado el estudio de la probabilidad. El
resto, cursaba el Curso de Orientacion Universitaria
(1 = 130) y habian estudiado probabilidad, con un enfoque
cldsico, en 1.° y 3.° curso de bachillerato, aproximadamen-
te 2 semanas en cada uno de los cursos, siendo su edad de
17-18 anos. Participaron cinco centros de la ciudad de
Melilla. Los datos se recogieron durante una de las horas
de clase de matemadticas, por medio de un cuestionario.

El fin de nuestra investigacion fue completar los trabajos
de Green y de Toohey (1995) y extenderlo a los alumnos
de 17-18 anos, ya que Shaughnessy (1996) sugiere el inte-
rés de evaluar como varian las concepciones de los alum-
nos sobre un mismo contenido con la edad y no hay
muchos datos disponibles sobre el intervalo de edad 14-
18. Las preguntas que nos planteamos son las siguientes:

¢Cudles son las caracteristicas de las secuencias y distribu-
ciones aleatorias generadas por los alumnos? ;Cudles de
ellas coinciden con las propiedades matemadticas? ;Varian
estas caracteristicas en los dos grupos de alumnos? ;Cudles
son los argumentos que los alumnos usan para considerar
una secuencia como aleatoria o no aleatoria? ;Cambian
con las variables de tarea de los items?



Los resultados que presentamos en este trabajo se refieren
a cinco items. En los cuatro primeros se evalda la capacidad
de los alumnos para discriminar modelos matemadticos en
las secuencias de resultados aleatorios. En el Gltimo item los
alumnos deben escribir una secuencia de acuerdo a cémo
piensen que seria si se hubiese obtenido mediante un pro-
cedimiento aleatorio. Nos hemos limitado al caso mas sim-
ple: un experimento aleatorio (lanzar una moneda) con
solo dos resultados posibles, que, ademads son equiproba-
bles. En Serrano, Batanero y Capizares (1999) analizamos
también la discriminacion de modelos aleatorios en el plano
por parte de estos mismos estudiantes y en Batanero y
Serrano (1999) resumimos el resultado obtenido en las ta-
reas de reconocimiento tanto de sucesiones, como de dis-
tribuciones aleatorias. En consecuencia, este trabajo com-
pleta los resultados expuestos en los dos anteriores.

Discriminacién de propiedades
en la secuencias aleatorias

En los cuatro primeros items de nuestro cuestionario se
pide al alumno su opinién sobre si una serie de secuencias
son o no producidas por un mecanismo aleatorio, asi como
las razones en las que basa su respuesta. A continuacién
reproducimos estas tareas, en las que hemos considerado
dos variables de tarea, que se refieren a la secuencia pre-
sentada: a) La proporcion de caras: en los items 1 a 3 esta
proporcién es muy cercana a la probabilidad tedrica
(P(H)=0,53 en el item 1, P(H) = 0,48 en los items 2 y 3,
mientras que en el item 4 la proporcion de caras solo es
igual a 0,30); b) La longitud de las rachas de un mismo
resultado, y, en consecuencia, la proporcion de alternan-
cias (cambio en el tipo de resultado, de cara a cruz o de
cruz a cara). Esta proporcion es el cociente entre el nime-
ro de alternancias y la longitud de la secuencia y es muy
cercano al valor teérico 0,5 en los items 1 (P(A4) = 0,54), 2
y 3 (P(A) = 0,51). Por el contrario, P(4) = 0,74 en el item 2,
que tiene demasiadas alternancias (rachas muy cortas) para
que la secuencia pueda ser considerada aleatoria.

Por tanto, desde el punto de vista normativo, consideraria-
mos que la respuesta correcta a los items 1y 3 es que el
nino jugaba correctamente, mientras que la respuestas
correcta en los items 2 y 4 es que el nifo hacia trampas.
Sin embargo, y puesto que en un contraste de aleatoriedad
siempre hay una probabilidad pequena de que la secuen-
cia no sea aleatoria, incluso cuando haya superado las
pruebas de aleatoriedad, nuestro interés no sélo se centra
en si las respuestas de los alumnos coinciden o no con la
respuesta normativa, sino en cudles son las propiedades de
las secuencias que asocian a la idea de aleatoriedad.

Enunciado: Se pidi6 a algunos ninos que lanzaran una
moneda 40 veces y anotaran los resultados obtenidos.
Algunos lo hicieron correctamente y otros hicieron tram-

En los cuatro
primeros items
de nuestro
cuestionario
se pide
al alumno
su opinion
sobre si una serie
de secuencias
SOM 0 No
producidas
por un mecanismo
aleatorio,
asi como
las razones
en las que basa
su respuesta.

pas. Indicaron C para la cara y + para la
cruz. Estos son sus resultados.

Maria:

+++C+CC+++C+CCCCC+CH+
C++C+CC++++C0CC+CC+CC

Daniel:

C+C++CC+C+CC++C++CCH+
+C+CC++C+C+C+C+C++C+

Martin:

C+++C++CCC+C+++++C+C
+CC+C++CCCC+++C++CCC

Diana:

C+++C++C+C+++C++++CC
+++C++C++C++++C+++C+

Item 1: 3Hizo Maria trampas? sPor qué?
fiem 2: 3Hizo Daniel trampas@ 3Por qué?
flem 3: gHizo Martin trampas? sPor qué?

ftem 4: sHizo Diana trampas? sPor qué?

En la tabla 1 presentamos las respuestas
de los alumnos. Podemos ver que la
mayoria considera las sucesiones aleato-
rias, excepto en la 4, que tiene una fre-
cuencia de 12 caras, bastante diferente
de la frecuencia tedrica esperada. En
total 54 alumnos de 14 anos y 30 de 17
consideran aleatoria la secuencia del
item 2, a pesar del sesgo que hemos
introducido en la longitud de las rachas.
Este resultado confirma la opinién de
Green (1991), de que para los alumnos

Sucesién Respuesta  Edad = 14  Edad = 17
1. Maria: P(H) = 0,53 Aleatoria 60 58
P(A) = 0,54 No aleatoria 34 27
No sabe 6 15
2.Daniel: P(H) = 0,48 Aleatoria 58 63
P(A) = 0,74 No aleatoria 37 23
No sabe 5 14
3. Martin: P(H) = 0,48 Aleatoria 53 56
PA) = 0,51 No aleatoria 42 29
No sabe 5 15
4. Diana: P(H) = 0,30 Aleatoria 36 37
P(A) = 0,51 No aleatoria 56 48
No sabe 8 15

Tabla 1. Porcentajes de respuestas a los items 1- 4



es mas dificil reconocer las propiedades
de las rachas que las propiedades de las
frecuencias. La semejanza de los por-
centajes de alumnos que consideran alea-
torios los items 1, 2 y 3 indica que para
ellos lo mds importante para decidir si
una secuencia es aleatoria es la similari-
dad entre las frecuencias de los dos
resultados posibles.

En todos los items, al realizar un con-
traste Chi-cuadrado de independencia
entre la respuesta y el grupo de estu-
diantes, obtuvimos diferencias significa-
tivas entre los grupos (el valor p fue
igual a 0,0011, 0,0045, 0,0028 y 0,0192
en los items 1 a 4), puesto que una pro-
porcion mayor de estudiantes de 17
anos considerd la secuencia aleatoria o
no dio respuesta, lo que también coin-
cide con los resultados de Green. Este
autor sugiere que los estudiantes mayo-
res son mds cautos en su respuesta por-
que aprecian mejor la variabilidad de
los resultados aleatorios.

Pedimos a los estudiantes justificar sus
respuestas. Los argumentos se clasifica-
ron segun el siguiente esquema, tomado
de Green, quien estudio los porcentajes
globales de los diferentes argumentos,
pero no la variacion en los diferentes
items debida a la edad.
a) La secuencia sigue un patron regu-
lar. Este argumento hace referencia
al orden de aparicion de las caras y
cruces en la secuencia y a la regu-
laridad del mismo:

No hizo trampas, porque hay una
secuencia bastante regular de caras y
cruces, que es lo mas probable que
ocurra.

Podria haber hecho trampas, porque
el resultado es muy uniforme; las caras
y las cruces casi se alternan.

b) Hay un patron irregular en la
secuencia. En este caso se percibe
la irregularidad del patron de la
sucesion. Una parte de los alum-
nos que dan el argumento a) o b)
muestran una concepcion de la
aleatoriedad correcta, percibiendo
la aleatoriedad como complejidad,
o ausencia de patron. Un ejemplo
es el siguiente:

En estos
resultados
se vislumbra,
a veces,
bien
el «enfoque
en el resultado
aislado»
descrito
por Konold
o creencias
en mecanismos
causales.
Sin embargo,
con nuestros
datos,
este punto
es dificil
de asegurar
Y seria necesaria
una investigacion
mds profunda
usando
entrevista
u otro tipo
de tareas.

9]

d

e)

2)

No hizo trampas, porque la secuencia no sigue ningln
orden.

Las frecuencias de los diferentes resultados son bas-
tante parecidas. Aqui los estudiantes se refieren a las
frecuencias, como en los casos siguientes:

Porque el nimero de caras y cruces estd muy balanceado.
La proporcién de caras y cruces es muy similar.

Los resultados se acercan al 50 %.

Las frecuencias de los distintos resultados son bastan-
tes diferentes. Es el contrario al argumento previo.
Tanto ¢) como d) los estudiantes basan su decision en
la comparacion de las frecuencias observadas y la dis-
tribucion de probabilidad tedrica, lo que indica que
los alumnos tienen una modelo matematico correcto
de dicha distribucién y han sido capaces de aplicar
intuitivamente un razonamiento similar al que se sigue
al realizar un contraste de hipdtesis. En los casos cita-
dos se observa una concepcion de la probabilidad fre-
cuencial subyacente, mientras que en otros, el alum-
no usa una concepcion clasica de la probabilidad:

La probabilidad de cara deberia ser igual que la de cruz.

Hay rachas largas. Aqui los estudiantes muestran con-
cepciones erroneas respecto a la idea de independen-
cia entre ensayos sucesivos:

Porque hay muchas cruces seguidas.

Se aprecia también aqui el uso de la heuristica de la
representatividad (Kahneman, Slovic y Tversly, 1982).

No hay rachas. Es el opuesto al argumento anterior, y
por tanto sugiere una concepcion correcta por parte
del alumno. Por ejemplo:

Hay muy pocas secuencias de caras.

Es impredecible; es aleatorio. Estos alumnos argumen-
taron la impredecibilidad del resultado, debido a la
naturaleza aleatoria del experimento:

jAsi es la suerte! Aunque lances correctamente la moneda,
puedes obtener estos resultados, porque es un juego.

Cuando lanzas una moneda no hay resultado seguro; la alea-
toriedad juega un papel muy importante.

En estos resultados se vislumbra, a veces, bien el «nfoque

en el resultado aislado» descrito por Konold o creencias en

mecanismos causales. Sin embargo, con nuestros datos,

este punto es dificil de asegurar y seria necesaria una

investigacion mas profunda usando entrevista u otro tipo

de tareas.

Como mostramos en la tabla 2, la mayor frecuencia apa-

rece en los argumentos basados en la impredecibilidad o
suerte, que no fueron obtenidos con mucha frecuencia por



Maria Daniel Martin Diana

Argumento 14 17 14 17 14 17 14 17
Patrén regular 6 3 44 18 7 4 10

Patrén irregular 13 5 9 1 18 10 8

Frecuencias/probabilidades iguales 4 12 5 23 0 10 3 2
Frecuencias diferentes 9 8 9 7 13 27
Rachas 21 13 4 5 24 18 22 16
No se puede predecir 35 88 31 29 32 28 31 28
No da argumento 12 26 7 20 10 23 13 20

Tabla 2. Porcentajes de argumentos en los items

Green (1991). También observamos variaciones en los dis-
tintos items: patron regular en Daniel, patron irregular en
Marfa y Martin; frecuencias iguales en Marfa, Martin y
Daniel, diferencia de frecuencias en Diana, rachas largas
en Marfa, Martin y Diana. Esto muestra la capacidad de los
estudiantes para discriminar las caracteristicas que hemos
hecho variar en las sucesiones.

En cada item realizamos un contraste Chi cuadrado de
independencia entre argumento y grupo de estudiante
obteniendo los siguientes valores significativos (p igual a
0,001; 0,002; 0,0001 y 0,02 en los items 1 a 4). Los alum-
nos mas jovenes se refieren mayormente al patrén de la
secuencia y las rachas, mientras que los de 17 anos usaron
mas a menudo argumentos frecuenciales.

Los argumentos también se diferencian segin la conside-
racion aleatoria o no de la sucesion (tabla 3). Los valores
p en el contraste Chi cuadrado de independencia entre
argumento y respuesta fueron todos menores a 0,001. El
principal argumento para apoyar la aleatoriedad fue la
impredecibilidad. El patrén irregular, rachas largas y no
coincidencia de las frecuencias de caras y cruces se aso-
ciaron con la no aleatoriedad.

1-4 segin edad

El patron
irregular,
rachas largas
Y no coincidencia
de las frecuencias
de caras
Y cruce
se asociaron con

la no aleatoriedad.

Maria Daniel Martin Diana

Argumento Real  Falso  Real Falso Real Falso Real Falso
Patrén regular 5 6 12 81 1 13 13 3
Patrén irregular 14 2 8 1 23 5 7 7
Frecuencias/probabilidades iguales10 6 19 6 7 2 5 1
Frecuencias diferentes 5 18 3 1 4 18 5 35
Rachas 2 53 4 6 4 54 4 33
No se puede predecir 52 12 43 5 48 5 51 18
No da argumento 12 3 11 0 13 3 15 3

Tabla 3. Clasificacién de los argumentos segin se considere
la secuencia aleatoria o no aleatoria

Generacion de secuencias
de resultados aleatorios

Nuestro cuestionario fue completado con
la siguiente tarea de generacion de una
secuencia aleatoria de caras y cruces.
Nuestro interés sobre el item es analizar
las caracteristicas que los alumnos asig-
nan a las secuencias aleatorias y estudiar
su variacion en los dos grupos de alum-
nos, asi como comparar los resultados en
las tareas de generacion con los obteni-
dos en las tareas de reconocimiento. Se
proporcioné al alumno una plantilla con
50 cuadros para completar, dindole las
siguientes instrucciones:

flem 5: Supén que estas lanzando una
moneda 50 veces, sin hacer trampas.
Escribe una secuencia de 50 lanzamientos
(sin lanzar realmente la moneda). Pon C o X
en cada cuadro (C quiere decir que obtienes
una cara y X que obtienes una cruz).

Una vez recogidos los datos, hicimos un
estudio estadistico de las caracteristicas
de las sucesiones generadas por los
escolares de esta muestra, que se des-
criben a continuacién, compariandolas
con los modelos matemdticos esperados
en una secuencia aleatoria. Si una de
estas propiedades aparece en las suce-
siones generadas por los estudiantes,
pensamos que dicha propiedad ha sido
identificada por el alumno a lo largo de
su experiencia con los juegos de azar y
la observacion de secuencias de resulta-
dos aleatorios. Las propiedades analiza-
das son las siguientes:

Nomero total de caras
que presentan las secuencias
escritas por los alumnos

Una propiedad importante desde el
punto de vista matematico en las suce-
siones de Bernoulli es la convergencia
empirica de las frecuencias a la proba-
bilidad tedrica, explicada mediante el
Teorema de Bernoulli. En la figura 1
presentamos el nimero de caras en las
secuencias producidas por los dos gru-
pos de alumnos (Grupo 1: 18 anos;
Grupo 2= 14 anos).
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Figura 1. Frecuencias del nimero de caras
en las secuencias producidas por los alumnos

En general, los alumnos han reflejado la
frecuencia relativa tedrica de caras y cru-
ces, ya que el nimero de caras se agru-
pa alrededor de 23 a 27 para la mayor
parte de alumnos y el valor teérico espe-
rado seria 25 caras. El valor medio del
nimero de caras en las secuencias pro-
ducidas por los alumnos (25,285 en el
primer grupo y 25,259 en el segundo) se
aproxima mucho al valor esperado. Sin
embargo, los alumnos no reflejan sufi-
cientemente la variabilidad aleatoria, ya
que la dispersion de la distribucion de
las secuencias producidas por los alum-
nos es menor que la tedrica. Puesto que
se trata de secuencias de 50 resultados,
se sigue una distribucion binomial #3(50,
0,5), cuya media es 25, varianza 125y
desviacion tipica 3,54. La desviacion tipi-
ca de la distribucion de las secuencias
producidas por los alumnos de 14 anos
es 2,99, menor que la esperada tedrica-
mente, aunque no tan pequena como en
la muestra piloto o en las investigaciones
de Green. Del mismo modo, la desvia-
cion tipica de la distribucién de las
secuencias producidas por los alumnos
de 18 anos es 3,023. No se observan
diferencias con la edad en la apreciacion
de esta variabilidad.

Consistencia entre

las dos mitades

También estudiamos el nimero de caras
en cada una de las dos partes de la

... los alumnos
han reflejado
la frecuencia
relativa teorica
de caras
)y cruces
[..]
sin embargo,
no reflejan
suficientemente
la variabilidad
aleatoria,
ya que
la dispersion
de la distribucion
de las secuencias
producidas
por los alumnos
es menor
que la teorica.

secuencia producida por los alumnos, para estudiar la
consistencia entre las dos mitades de la misma. Hemos
analizado la distribucién del nimero de caras en cada una
de las mitades de las secuencias, observando que estas
distribuciones son altamente consistentes, ya que los valo-
res medios y desviaciones tipicas fueron muy similares en
las dos partes de la secuencia producida. Se diria que el
alumno intenta reproducir localmente el comportamiento
global de la secuencia. Sin embargo, el coeficiente de
correlacion entre el nimero de caras en la primera y
segunda mitad de la secuencia ha sido » = -0,1147, lo que
indica que no hemos encontrado una asociaciéon entre
estas dos variables. El alumno intenta mantener una fre-
cuencia dada en el total de la secuencia, pero no hay una
relacién directa ni inversa entre el nimero caras de un
mismo alumno en los dos trozos de la secuencia.

La longitud de la racha mas larga

En las investigaciones de Green se vio que, en general, los
alumnos subestiman la longitud de las rachas de un mismo
resultado. Presentamos en la figura 2 la longitud de la
racha mds larga en las sucesiones producidas en nuestro
caso por los dos grupos de alumnos, a fin de compararlas
con los resultados obtenidos por Green.

Al estudiar la figura 2, vemos que los alumnos producen
rachas cortas. Aunque, con frecuencia maxima, los alum-
nos producen rachas de 4 6 5 elementos, un porcentaje
importante de alumnos no pasa de rachas de 2-3 sucesos,
mientras que, en la distribucion tedrica, la maxima proba-
bilidad es para la longitud de la racha mas larga es de 5 6
6 elementos. Aparecen también los sujetos que Green
denomina «alternantes» (11 casos) que alternan entre cara
y cruz en toda la secuencia, la mayor parte alumnos de 18
anos. Aparecen también los aeplicantes» que producen
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una sola racha o una racha muy larga de 24, 25 e incluso
50 resultados seguidos iguales. Todos estos datos parecen
apuntar a dificultades en la percepcion de la independen-
cia de los experimentos repetidos.

Para autores como Bar-Hillel y Wagenaar (1993) o
Shaughnessy (1992), la heuristica de la representatividad
podria explicar la alta tasa de alternancias en las tareas de
simulacion de secuencias aleatorias. La caracteristica de
equiprobabilidad de los dos resultados, junto con alguna
irregularidad en el orden de aparicion, se espera que apa-
rezcan no soélo a largo plazo, sino en segmentos cortos; la
insistencia por la «aleatoriedad» en pequenas sucesiones
acarrea la «no aleatoriedad» en sucesiones largas.

Numero de rachas

Una variable relacionada con la anterior es el nimero total
de rachas producidas en las secuencias de los alumnos.
que en nuestro caso fue, en general, alto. El valor espera-
do tedrico del ndmero de rachas es 25,5, mientras que en
nuestros alumnos obtenemos un valor medio superior de
30,015 y un porcentaje alto de alumnos que producen 35
o mas rachas. Hay también alumnos que producen una
Unica racha, o unas pocas, aunque, al igual que en la
investigacion de Green han sido muy escasos.

Todos estos resultados coinciden con los de Green, inclu-
so en el caso de nuestros alumnos de dieciocho anos. Por
ello confirman la hipdtesis de este autor de que las pro-
piedades que los alumnos atribuyen a las secuencias alea-
torias no cambian con la edad.

Implicaciones para la ensefianza
de la Estadisticia

En nuestro estudio hemos mostrado cémo los alumnos
son capaces de reconocer modelos matemdticos en las
secuencias de resultados aleatorios y los utilizan para rea-
lizar un juicio sobre la aleatoriedad de las mismas y en las
tareas de generacion de secuencias aleatorias, aunque, en
ocasiones las concepciones sobre la aleatoriedad no
correspondan a las que tratamos de ensenarles. Esto es
comprensible debido a las enormes dificultades psicologi-
cas y filosoficas ligadas a la idea de aleatoriedad y a la
complejidad de este concepto.

Sin embargo, es importante que, gradualmente los alum-
nos vayan adquiriendo una idea lo mds completa y
correcta posible de las caracteristicas de la aleatoriedad,
ya que este concepto tiene muchas aplicaciones en la
vida real, particularmente en las situaciones de muestreo
y en el diseno de experimento en dreas diversas.
Asimismo, las técnicas de simulacion, faciles de imple-
mentar con los ordenadores y que se aplican a la solucién

En nuestro estudio
hemos mostrado
como los alumnos
son capaces
de reconocer
modelos
matematicos
en las secuencias
de resultados
aleatorios
y los utilizan
para realizar
un juicio sobre
la aleatoriedad
de las mismas
Y en las tareas
de generacion
de secuencias
aleatorias,
aunque,
en ocasiones
las concepciones
sobre
la aleatoriedad
no correspondan
a las que tratamos
de ensenarles.

de muchos problemas en diferentes
profesiones y ciencias, se basan en la
idea de aleatoriedad.

Por otro lado, los disenios curriculares
sugieren que la ensenanza de la proba-
bilidad se base precisamente en la expe-
rimentaciéon con dispositivos como
dados, ruletas, monedas, etc., donde los
alumnos tendrin abundantes ocasiones
de recoger datos sobre secuencias de
resultados aleatorios. Estas actividades
deben, sin duda, reforzarse y aprove-
charlas para analizar las caracteristicas de
las mismas y ayudar al alumno a cons-
truir progresivamente unas intuiciones
correctas sobre la aleatoriedad. Estamos
de acuerdo con Hawkins y otros (1991),
cuando indican que se dedica, en gene-
ral, poco tiempo al andlisis de los expe-
rimentos aleatorios y al estudio de sus
caracteristicas y que ello puede ser el ori-
gen de muchas concepciones erréneas
en el campo de la probabilidad.

La experimentacion, registro y analisis
de las secuencias producidas con dispo-
sitivos diversos como monedas, dados,
ruletas, chinchetas, etc., puede servir
para integrar el estudio de la probabili-
dad con el de la estadistica. La intro-
ducciéon gradual de los conceptos y
notacién probabilistica servird para
explicar matematicamente las regulari-
dades observadas en los datos recogi-
dos. Esperamos que, a partir de estas
experiencias, los alumnos adquieran las
caracteristicas esenciales de los fenéme-
nos aleatorios y descubran progresiva-
mente los diferentes modelos probabi-
listicos implicitos en las secuencias de
resultados aleatorios.
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ARTICULOS

En la busqueda de lo importante
en el aula de Matematicas

José M.? Chamoso Sanchez

William B. Rawson

Se quiere explicar como se
concibe el desarrollo de una
ensefianza de Resolucién de
Problemas o de
Investigaciones en el aula de
Matemdticas. Para ello, se
presentan diversos extractos
de transcripciones de
estudiantes de 10-11 afios,
obtenidas en clase de
Matemanticas, cuando
estaban resolviendo
problemas. Con ellas se
descubre cémo trabajan de
forma similar a como lo hace
un matemético cuando se
enfrenta a un problema:
construyen, experimentan, se
apoyan, divergen,
preguntan, corrigen,
comprueban, explican,
dirigen, contestan, suponen,
generalizan,...

N LOS TEXTOS ESCOLARES surgen, hoy en dia, diferentes
términos como problema abierto, problema cerrado, pro-
blema, e incluso investigacion, situados en epigrafes como
«situaciones y problemas», «actividades», «curiosidades», «n-
vestigaciones», «piensa un pocor... Y aparecen diferentes
acepciones del significado de Resolucion de Problemas» e
dnvestigaciones».

Todos esos epigrafes diferentes nos plantean una cuestion
inicial. jPor qué son necesarios tan diversos términos? Es
posible que sea para llamar la atencion del joven lector.
Podria ser para hacer sutiles distinciones: por ejemplo, en
un nivel basico hay que distinguir entre la forma de clasi-
ficar un problema y las diversas maneras de resolverlo.
También se puede considerar la distincion usual entre
«Resolucién de Problemas» e dnvestigacion». Lo primero de
ello se refiere al hecho de intentar conseguir la solucion
de un determinado problema utilizando las estrategias y
técnicas que parezcan convenientes, o a través de una
labor investigadora. Y se suele llamar dnvestigacion» cuan-
do, ademas, se anima a ser curioso, a buscar estrategias
alternativas, a considerar qué sucederia si se cambian cier-
tas condiciones o a intentar generalizar el problema.

Sin embargo, en términos abiertos es acertado entender Reso-
lucién de Problemas como una actividad convergente donde los
estudiantes tienen que conseguir una solucién de un determinado
problema, mientras que Investigacién deberia ser visto como una
actividad més divergente. En una investigacién se anima a los
estudiantes a pensar en estrategias alternativas, a considerar qué
sucederia en una determinada linea de accién, o a ver si ciertos
cambios cambiarian los resultados (H.M.I., 1985: 42).

Es interesante esa distincion, aunque en ocasiones nos
damos cuenta de que durante la resolucion de un problema
realizamos una labor caracteristica de lo que se llama inves-
tigacion en el sentido anterior. Eso también ocurre con fre-
cuencia cuando experimentamos con estrategias alternativas.



Es decir, en la practica realmente estamos trabajando en una
actividad convergente. Parece que esas expresiones se utili-
zan para referirse a la idea de que los alumnos trabajen cre-
ando sus propias matemdticas, en contraposicion a la de tra-
bajar en cuestiones o ejercicios que consisten en la aplica-
cién automdtica de una destreza o algoritmo previamente
aprendido. Llamémoslo investigacion, por ejemplo.

Todo ello es importante, pero nos preguntamos: 4eso es 1o
importante?

Ejemplos de investigaciones
que se pueden proponer en un aula

En diversas fuentes y diferentes libros existen gran canti-
dad de ejemplos de actividades como las siguientes:

1. Las chinchetas. ;Cuantas chinchetas se necesitan para
fijar distintas hojas de papel sobre un tablero? Cada hoja
de papel es igual a las demds, y para quedar fija acor-
damos que necesita una chincheta en cada esquina.

OO

OO0

2. La diagonal de un rectangulo. ;Cuantas lineas corta la
diagonal de un rectingulo?

—

| —

3. Los colores de la bandera. Una bandera cuadrada esta
dividida en cuatro partes iguales. ;Cudntas banderas
diferentes se pueden representar de esta forma cuan-
do Gnicamente es posible utilizar dos colores distintos?

4. Los nmiimeros y las cuatro operaciones. ;Cuantos nime-
ros distintos se pueden formar con cuatro cuatros y las
operaciones +, —, X, :? ;Y con cualquier operacion?

5. Los cuadrados. ;Cudntas formas distintas se pueden
confeccionar con 3 cuadrados unidos al menos con
un lado?

6. Los sellos. Si tenemos muchas estampillas de 3 pts. y 5
pts., ¢sse pueden conseguir hacer todos los valores
hasta 50 pts.?

7. Los numeros de las casas. Se tienen los nimeros 2, 5

y 7. ¢Cuantos nimeros de casas se pueden conseguir
usando estos tres nimeros solamente una vez?

8. Las rutas. ;Cuantas rutas distintas hay de 4 a B?

JsCuantas
Sformas distintas
se pueden
confeccionar
con 3 cuadrados
unidos
al menos
con un lado?

Escoge
un numero
cualquiera:
si es par,
dividelo por dos;
si es impar,
sumale uno.
Repitelo
cuantas veces
puedas.
/Que ocurre?

9. Numeros pares e impares. Escoge
un ndmero cualquiera: si es par,
dividelo por dos; si es impar, sima-
le uno. Repitelo cuantas veces pue-
das. ;Qué ocurre?

10. La calculadora. Supongamos que
tienes una calculadora cuyos uni-
cos botones que funcionan son 4,
3, — X, =. ;Qué nuimeros se pueden
conseguir?

Estas, y otras muchas, se pueden
encontrar en diversos textos, y cada
profesor tiene su propia opinién y sus
preferencias sobre la eficacia de cada
una de ellas. Todas son importantes
pero, sin embargo, nos preguntamos:
seso es lo importante?

Diversas clasificaciones
de investigaciones

Se pueden considerar los ejemplos
anteriores y trabajarlos como investiga-
ciones. Estas se pueden clasificar de
diversas formas. Una de ellas podria ser
la de Burghes (1984), que distingue
cuatro tipos:

a) Investigaciones Eureka: se caracteri-
zan por necesitar una idea adecua-
da (feliz idea») para resolver el pro-
blema, sin la cual pocos progresos
utiles pueden hacerse. Ejemplo: el
cuadrado magico.

b) Investigaciones del tipo escaleras
mecdnicas: aquéllas que no depen-
den de una idea sino que permiten
lograr ciertos progresos a lo largo
de la investigacion. Ejemplo: la dia-
gonal de un rectangulo.

¢) Problemas de decision: obtenidos
originariamente de situaciones rea-
les en las cuales se deben efectuar
decisiones sin que exista evidencia
clara de cudles serfan las mds ade-
cuadas. Ejemplo: las rutas.

d)  Problemas reales: aquéllos que tie-
nen relacion directa con el ciudada-
no, pero que el contexto en que se
encuentran tiene poco que ver con
Matemadticas. Ejemplo: los sellos.



Otra posibilidad seria clasificarlas segin
el objetivo de las mismas (Rawson y
Chamoso, 1999):

a) para contactar con la vida diaria,
b) para introducir un concepto nuevo,

¢) para desarrollar y fortalecer con-
ceptos conocidos,

d) para desarrollar el razonamiento y
la explicacion.

También se podria hacer de forma simi-

lar a como lo hace Corbalin (1994)

cuando se refiere a juegos que, segin

¢él, pueden ser:

a) De conocimiento, aquéllos que
hacen referencia a uno o varios de
los tépicos habituales de los pro-
gramas de Matemadticas (cita ejem-
plos numéricos, de geometria y de
probabilidad).

b) De estrategia, en los que se trataria
de poner en marcha uno o varios
procedimientos tipicos de resolucion
de problemas o los modos habituales
de pensamiento matematico (como
el Nim o el Sol y Sombra).

Existen otras muchas posibilidades de
organizacion. Todas ellas son importan-
tes, pero nos preguntamos: ¢eso es lo
importante?

¢Qué es lo importante?

Gairin Sallan (1996), en su articulo Del
dicho al hecho... y basindose en su
experiencia, hace un gran esfuerzo por
explicar dos argumentaciones diferentes
de la demostracion de las estrategias de
resolucion de un ejemplo concreto: ini-
cialmente de forma «dicha», con la nece-
sidad de utilizar unos conocimientos
matematicos elevados, de la misma
forma que lo haria cualquier libro de
texto, vy
<hecha», con demostraciones que se
pueden esperar de un alumno trabajan-

posteriormente de forma

do de forma similar a como lo hacen los
matematicos. Pero quizds seria mas cer-
cano si pudiésemos descubrir cémo
funciona la mente de cada estudiante
cuando trabaja, en vez de como cree el

Nos referimos
a investigacion
como un viaje
con ideas
hasta donde
se pueda,
de forma libre,
con didlogo
y discusion entre
los estudiantes.

profesor que funciona dicha mente cuando desarrolla una
cierta actividad.

Nos referimos a investigacion como un viaje con ideas
hasta donde se pueda, de forma libre, con didlogo y dis-
cusion entre los estudiantes. Es importante elegirlas de
forma adecuada para utilizarlas en el momento concreto.
Aunque el insertar varias de ellas anteriormente ha sido
Unicamente con la pretension de su inclusion en el articu-
lo como elemento complementario y decorativo, ello no
ha sido 6bice para que la lista definitiva haya sido confec-
cionada después de arduas discusiones. Por ejemplo,
habia pensamientos divergentes acerca de la pertinencia
del problema de la calculadora, a pesar de considerarlo
muy interesante y de utilizarlo frecuentemente como ele-
mento de ensefianza en clase. Pero se record6 que en cier-
ta ocasion habfa tenido resultados interesantes con un
alumno: se trataba de un estudiante que no solia hacer los
deberes, pero ante el reto propuesto por el profesor de si
se podian construir con esos botones todos los nimeros
hasta el 100, no sélo llegd al dia siguiente con el proble-
ma resuelto, sino que se presenté con un delicioso folio
doble, escrito por los dos lados, en el que se comprobaba
que era posible hacerlo hasta el
Normalmente no le gustaba repetir actividades similares,

nimero 132.

pero en esta ocasion lo hizo gustoso porque €l tenia el
control del trabajo que efectuaba. Es decir, no solo llegd
con los deberes hechos, sino que llevo realizado mas de
lo que se le habia solicitado. Quizds en otras ocasiones se
habia utilizado como problema rutinario y no se habian
descubierto sus ventajas. Quizds no era tan importante el
problema en si, sino la forma de su utilizacion.

Otra investigacion que presenté opiniones encontradas
dignas de mencionar en relacion con su inclusion fue la de
los sellos. Su simplicidad parecia que no daba mas de si
que ser practicamente un ejercicio, aunque permitiese, por
ejemplo, generalizar cambiando los datos del enunciado.
Nuestra sorpresa fue grande al caer por casualidad en esos
momentos en nuestras manos el libro de Gardiner The Art
of Investigation (1989), escrito para lectores con un cierto
nivel de conocimientos en Matematicas y en el que, des-
pués de una seria introduccién en que trata de explicar qué
entiende por investigacion, se centra en dos casos concre-
tos para ejemplarizarlos de forma practica. Uno de ellos es
el mencionado de los sellos, al que dedica 50 densas pagi-
nas tratando de explotar las posibilidades del mismo
(tablas, multiplos y divisores, ecuaciones diofanticas, cons-
trucciones geométricas, areas...). Quizds no se habia pen-
sado suficientemente el problema y sus posibilidades.

Interesante es la de la diagonal del rectingulo. Se ha expe-
rimentado en el aula y ha servido para demostrar que no
se debe subestimar la capacidad de raciocinio de los estu-
diantes debido a su corta edad. Se ha hecho de la siguien-
te forma: se ha observado con video una clase de 20 per-



sonas de 10-11 anos trabajando en varios grupos. Se ha
presentado la misma investigacion a alumnos de Magisterio
y a profesores en activo, para que trabajen con ella y des-
cubran sus dificultades. Posteriormente se les ha puesto el
video. Se ha utilizado como estimulo el usar el mismo tépi-
co en diversos ambientes. Muchos docentes piensan que
realizar esas investigaciones suele ser demasiado dificil
para los alumnos de esos anos, y que nunca lo harian. Pero
pueden comprobar en el video que no es asi en realidad
pues, si se les permite, nunca se puede suponer lo que los
chicos son capaces de hacer. Lo que es cierto es que no se
llegard a saber la capacidad que puede alcanzar una per-
sona si no se le da la oportunidad de discutir alternativas,
si tnicamente preguntamos contenidos, si nos restringimos
a seguir las indicaciones de un libro de texto.

Se habia acordado que en la explicacién inicial del plan-
teamiento de la investigacion la profesora hablara poco,
hiciera preguntas muy breves y dejara el trabajo para los
estudiantes. Con posterioridad se les dejaba actuar, en
grupo, con dos profesores pendientes Unicamente de
comprobar si una pregunta adecuada en forma de suge-
rencia era necesaria en algin caso. Se observaron conver-
saciones en los grupos de alumnos como las que siguen:

Nifa A: Eso es porque es exactamente lo mismo.

Nifia B: Si t cortas este pedazo en dos partes y lo doblas por la
mitad, entonces...

Nifia C: No fe preocupes acerca de eso: si es mas ancho ocurre
exactamente lo mismo. Si es mds estrecho también.

Y conjeturan:

Nifia D: Se suman los lados de las cajas menos dos, eso es igual
al ndmero de cortes.

Después de esta hipdtesis alguien observa que hay un
caso especial que no la cumple, el 1 X 7. Por tanto, hay
que seguir hasta que se llega a soluciones parciales.

Es decir, se observa que aparecen muchas oraciones con-
dicionales, el método de investigacion de formular conje-
turas. Y son capaces de separar lo que necesitan de lo que
no necesitan. Esto, realizado por estudiantes de 10-11
anos, hace que parezca que realmente se esté trabajando
en forma de investigacion de la misma forma que lo haria
un investigador: observan primero, explican lo que obser-
van y conjeturan una formula general que comprueban
con posterioridad. ;No es eso lo que queremos?

Veamos otro caso. Se trata de construir puertas con pali-
llos o bloques. Una es posible hacerlo con 5, dos con 9,
tres con 13 y asi sucesivamente.

...se observa
que los estudiantes
resuelven:
Construyendo. ..
Experimentando. ..
Apoyando. ..
Divergiendo. ..
Preguntando. ..

Deduciendo. ..

Corrigiendo. ..

Se pregunta: jcudntas barras son necesa-
rias para construir 10 puertas? ;Y en gene-
ral? Se ha experimentado en clase y gra-
bado en video a dos alumnos. En la trans-
cripcion de la conversacion se ha podido
descubrir lo que los alumnos hacen:
construyen, experimentan, se apoyan,
divergen, preguntan, deducen, corrigen,
comprueban, explican, dirigen, contes-
tan, suponen, generalizan. Es decir, se
observa que los estudiantes resuelven:

e Construyendo, en lo que tiene que
ver con el desarrollo de la estructu-
ra, ya sea manipulativa o numérica-
mente: «..Si multiplicamos por 5,
serd igual 10 veces», «Pon a conti-
nuaciéon encima el capuchén del
boligrafo», «Comprueba el 4 de
nuevo. Quitamos 1, quitamos 2, 4
igual... pero solo quitas 1, no?
(mientras construye)»...

e Experimentando, intentando ver lo
que ocurre en algunos casos parti-
culares: «ntentemos para 17,
dntentémoslo con otron...

e Apoyando afirmaciones de lo que
se ha dicho, aunque no se sea ple-
namente consciente del procedi-
miento: «Si, por tanto tenemos que
ir bien ahora», De acuerdo, correc-
to. Y eso para el nimero que td
quieras...

e Divergiendo, discrepando, mostran-
do nuevos caminos que puedan
abrir nuevas posibilidades del pro-
blema: «Funcionard también para
los nimeros impares?...

e Preguntando, como parte funda-
mental del proceso de resolucion
del problema, en que los alumnos
examinan como se compone la
estructura: «Era 6 el siguiente?,
«Si... ¢y si aplicamos esto para 10%...

e Deduciendo (de una experiencia
particular los estudiantes utilizan el
lenguaje para expresar relaciones
que reconocen): «10 tiene que ser
41, porque si anadimos cuatro cada
vez no seria 42»...

e  Corrigiendo, lo que demuestra cier-
ta capacidad de razonamiento vy
que entienden una cierta parte del



problema: 45 no puede estar bien»,
Tiene que estar confundido enton-
ces. Quizds sea 8...

e Comprobando para verificar el
correcto desarrollo del razonamien-
to: «Vamos a comprobarlo, «Vamos
a comprobar 8 de nuevo. 4 igual a
17, 5 igual a 21»...

e Explicando, enlazando experiencias
pasadas y presentes con los razona-
mientos que se estin llevando a
cabo: «Acabamos de resolverlo para
4. Si consideramos eso anterior por
2, hace 18, quitamos 1, es 17. Por
tanto se cuenta por 2 y quitamos
1..», Serd 61 porque mira, afiadien-
do 41 igual a 62, pero recuerda, esto
es cuando estamos quitando 2»...

e Dirigiendo la accién de otras perso-
nas con el fin de instruir, demostrar
y formalizar la estrategia que se estd
utilizando: «..por tanto si quitas 2
ahi y 3 alli, ;qué quitarias para 6?
Probemos el 6», No, haz ...

e Contestando de forma critica y jus-
tificada las afirmaciones realizadas,
anadiendo otros puntos de vista:
«No puede ser 33, tiene que ser 32.
Tienes que quitar otra, jrecuerdas?,
No, haz 9. Deberia ser 37. Si 8 es
33 y anadimos 4, serd 37-...

e Suponiendo, formulando hipétesis y
conjeturas: «10 podria ser igual a 42
entonces», 73 deberia funcionar...

e Generalizando, estudiando qué
ocurriria en cualquier caso: «Por
tanto tenemos que averiguar qué
serfa para cualquier secuencia de
cualquier ndmeron...

En esas situaciones, ademas de lo ante-
rior se observan circunstancias intere-
santes dignas de mencionar:

a) Los estudiantes toman la iniciativa.
Se observa como son los alumnos
los que tienen el control. Por ejem-
plo, aparece una mala notacion
pero fue decidida por ellos. En el
problema de las diagonales no
parece correcto poner 2 X 3 = 3,
con el sentido de Jlargo «x
ancho = n.°de cortes de la diagonal

Comprobando. ..
Explicando. ..
Dirigiendo. ..
Contestando. ..
Suponiendo. ..

Generalizando. ..

b)

9]

d

e)

del rectangulo. Pero fue su eleccion. En otras circuns-
tancias se han observado representaciones parecidas:
en el de las puertas escribian 2=9. jQué dirfan los
padres si lo vieran! El sentido esta bien, pero sélo es
entendible si nos situamos en el contexto de su reso-
lucién. Lo aceptamos como una forma corta, comoda
y sencilla de expresarse sobre el papel. La ventaja de
permitir que los alumnos experimenten sus represen-
taciones da oportunidad al profesor de hablar con
ellos sobre su significado. Hay que explicarles que tie-
nen que pensar por qué escriben y quién va a leer lo
que escriben.

Resolucion de dudas. De la misma forma surgian
imprecisiones cuando la diagonal pasaba por un vér-
tice comin a cuatro cuadrados, ya que se podia
entender que se debia contar una o dos veces (es
decir, era punto comin de una linea vertical y otra
horizontal). Fue un buen momento que aprovecho el
profesor para animar un didlogo entre los estudiantes
para llegar a un tipo de acuerdo, en el que se hablo
de qué es una linea, qué se entiende por punto de
corte, concepto de tangencia... Finalmente decidieron
como considerarlo, y lo hicieron como quisieron (de
hecho un curso lo consideré como un dnico punto de
corte y otro como dos).

La importancia del profesor. En una ocasion en que se
estaba trabajando de forma similar, después de que el
profesor planteara la investigacion a dos alumnos, al
dejarles que lo resolvieran observaba cémo a los cinco
minutos estaban convencidos de que habian resuelto
el problema. Pero se mantuvo callado, paciente,
aguanto sin decir nada con gran valentia y obtuvo su
recompensa: los chicos, de forma conjunta pero solos,
sin que el profesor anadiera una sola palabra, retoma-
ron el problema hasta que obtuvieron la respuesta
correcta y una generalizacion de la que ambos estaban
convencidos (después de treinta minutos). Con poste-
rioridad se les vio mucho mds animados al hacer un
segundo problema. Esto también nos lleva a plantear
y meditar que, en muchas ocasiones, esta forma de tra-
bajar lleva mucho tiempo. Pero, aunque se emplee
mas tiempo del que se suele disponer en otros casos,
los estudiantes han trabajado hasta el Gltimo momento
y, lo que es mads importante, han resuelto el problema.

Errores de los alumnos en el proceso. La correccion del
profesor es la reaccion inmediata que surge en la
mente de éste, pero para los estudiantes puede ser
mas positivo abstenerse y comprobar si son capaces
de resolver las dificultades por si mismos, de forma
que descubran el camino que se puede seguir y la
solucion adecuada.

Utilizacion de material. Los estudiantes emplean ele-
mentos manipulativos para formarse una idea de la
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soluciéon y formalizarla, aunque todo depende de la
dificultad de encontrar ésta. Por ello parece impor-
tante proporcionar a los alumnos oportunidades de
utilizar instrumentos concretos que puedan ayudar a
familiarizarse con el problema y a buscar una solu-
cion, de manera que les ayude a establecer una rela-
cion entre el pensamiento y la accion. Ello también
puede servir para comprobar resultados parciales
obtenidos o la solucion final, lo que ayuda a conse-
guir pequenos €xitos.

La importancia de la distribucion de los recursos. Se
pudo observar en el caso mencionado en el apartado
¢ como el chico que tenia boligrafo y papel, que en
principio parecia ser el mds apocado y timido, era el
que iba tomando la iniciativa convirtiéndose en el
auténtico director. Eso se ha comprobado en otras
ocasiones al realizar experimentos en un aula, distri-
buida en diversos grupos de 4 o 5 personas trabajan-
do en la misma investigacion de forma paralela: a
cada miembro de algunos grupos se le dio un papel
con el problema, en otros se dejo un par de hojas
para todos los componentes y en otros casos unica-
mente una para todo el equipo. Pues fue precisa-
mente esa forma de reparto la que marcé la posterior
manera de trabajo de cada grupo, lo cual afecta pos-
teriormente a la calidad del didlogo y discusion de las
respuestas: los que tenfan una para cada miembro del
equipo trabajaron de forma casi exclusivamente indi-
vidual; cuando se les habia dado dos, se hicieron dos
subgrupos, y cuando habia una Unica para todo el
grupo el trabajo era realmente de un Unico equipo
conjunto.

Trabajo en grupo. Se veia una motivacion grande
durante la resolucion de un problema cuando expli-
caban el proceso a un companero. También es inte-
resante observar como cada grupo trabajaba en un
ambiente de respeto, con lo cual cada uno de sus
miembros desempenaba un papel significativo. En los
ejemplos anteriores se puede comprobar el alto nivel
de participacion y aportacion de ideas. El respeto
mutuo ayuda a expresar esas ideas en un ambiente
confortante y en una sociedad democratica. Esto es
esencial porque cada componente presenta peculiari-
dades distintas: uno prefiere informar, otro preguntar,
algunos son muy hdabiles en concretar los puntos
principales, otros prefieren bromear...

La importancia de la superacion de etapas.
Conseguir pequenos éxitos proporciona alegria y
confianza en la experiencia. Ademads, esas fases
superadas deben servir al profesor para que consi-
dere el grado de consecucion obtenida. Y celebrar
ante la clase la superacion de etapas puede aprove-
charlo para motivar a los alumnos: el pensamiento

En algunos
momentos
del dificil

camino diario
de la ensenianza
nos preguntamos
si los estudiantes
son capaces
de realizar
una cierta
actividad,

y organizarse
Yy pensar
para lograr
una respuesta
adecuada.

Y parece
muy claro:
lo hacen
siempre que
se les dé
oportunidad
de hacerlo.

se estimula cuando hay que expli-
car el proceso de llegar a una
solucion.

i) Poca expresion escrita. Los estu-
diantes normalmente no escriben
mucho, y lo que escriben no suele
expresar normalmente lo que han
pensado. No suele ser significativo.
Tampoco lo hacen ordenadamente.
Este es un aspecto de la ensenanza-
aprendizaje de las Matematicas
sobre el que se necesita mucha
informacion. Rawson  (1997),
Mitchell y Rawson (1998, 2000) han
estudiado distintas posibilidades
que utilizan los alumnos de

Primaria cuando escriben sobre

Matemadticas. De esos estudios

sobresalen las pocas ocasiones del

desarrollo normal del aula en los
que los profesores ayudan y dirigen

a sus alumnos en la destreza de

escribir el proceso de resolver pro-

blemas de distintas formas.

Todo ello surge de las oportunidades
que brotan del didlogo, de la interac-
cion de los estudiantes cuando se
comunican. Por ejemplo, en el caso de
las puertas, los estudiantes hicieron un
trabajo de generalizacion muy bueno,
pero fue porque estaban en situacion de
hacerlo. Y los alumnos no eran espe-
cialmente brillantes; eran de nivel
medio. En algunos momentos del dificil
camino diario de la ensenanza nos pre-
guntamos si los estudiantes son capaces
de realizar una cierta actividad, y orga-
nizarse y pensar para lograr una res-
puesta adecuada. Y parece muy claro:
lo hacen siempre que se les dé oportu-
nidad de hacerlo.

Pero, ¢qué es lo realmente
importante?

Existen diversas formas de entender el
significado de las Matematicas, asi como
diferentes puntos de vista de cémo se
pueden realizar los procesos de apren-
dizaje con relacion a ellas. Por ejemplo,
algunos consideran que tiene que haber



una solucién para cada problema. Para
ellos las Matemadticas consisten en
encontrar respuestas a los problemas, y
su ensefanza suele ir dirigida a conse-
guir resultados, es decir, a obtener la
respuesta correcta.

En contraposicion a la consideracion de
que el aprendizaje no es mas que ins-
truccion, otros tienen un punto de vista
de las Matematicas como algo de natu-
raleza creativa que requiere iniciativa,
imaginacion, reflexion y flexibilidad. Sin
embargo consideran la Resolucion de
Problemas como identificar la categoria
del problema, seleccionar la estrategia
adecuada y aplicarla. Es indudable que
se deben ensefnar y conocer estrategias,
pero hacerlo de esta forma convertiria
las Matematicas en algo similar a una
mera aplicacion de unas reglas de
manera mecanica.

Otra posibilidad es entender las Mate-
maticas como un proceso que enfatiza
la necesidad de entender, siguiendo los
procedimientos y destrezas de un inves-
tigador. En ese caso se deberian presen-
tar los problemas como algo que esti-
mule el trabajo de los estudiantes, asi
como una oportunidad para que los
resolutores puedan desarrollar un méto-
do de trabajo efectivo. De esa forma, las
actividades servirian como experiencias
que desarrollen estrategias, permitan
formular conjeturas y tabular los resulta-
dos, identifiquen los objetivos, animen a
la discusién y a conseguir acuerdos con-
juntos... Asi, Resolucion de Problemas
enfatiza la naturaleza interactiva de las
Matematicas y favorece que los alumnos
tomen decisiones para conseguir los
objetivos que se pretenden. Con ello
pasan de ser pasivos receptores del
conocimiento a estudiantes activos. Esto
hace que presenten una amplia diversi-
dad de respuestas. También pretenden
presentar situaciones que les permitan
generalizar de acuerdo con sus niveles
de desarrollo. Esta habilidad de genera-
lizacion supone un paso importante, ya
que ser capaz de adquirir una destreza
en determinadas condiciones es algo
bien distinto que mostrar diferentes des-
trezas en la misma situacion, o la misma

Otra posibilidad
es entender
las Matemadticas
como un proceso
que enfatiza
la necesidad
de entender,
siguiendo
los procedimientos
y destrezas de
un investigador.
En ese caso
se deberian
presentar
los problemas
como algo
que estimule
el trabajo
de los estudiantes,
asi como
una oportunidad
para que
los resolutores
puedan
desarrollar
un meétodo
de trabajo efectivo.

destreza en diferentes situaciones. Todo ello no elimina el
valor de dominar las destrezas del cdlculo, pero debe ser
con la finalidad de considerarlas como herramientas basi-
cas para la soluciéon de problemas.

Bruno D’Amore (1997) relata, en su articulo sLas imdgenes
mentales de los textos de las situaciones-problema influen-
cian su resolucion?, la reveladora frase que le dio un estu-
diante de diez anos ante un problema del que no enten-
dia exactamente el enunciado:

Lo importante no es comprender, sino resolver el problema.

Pero, realmente, ;qué es lo que pretendemos con la edu-
cacion? Recordar, comprender y ser capaz de utilizar
esos recuerdos, pero no situados en tres niveles diferen-
tes, sino presentes en cada situaciéon y en cualquier acti-
vidad humana.

No se debe confundir educacién con memorizacion por-
que, en realidad, saber con precisiéon que Felipe II fue Rey
de Espana, el nimero de anos que vivio, la extension de
sus dominios bajo su mandato y el nombre de sus hijos no
parece demasiado relevante. Eso se puede consultar en
cualquier libro que trate sobre el tema, pero una enciclo-
pedia con piernas no suele entenderse como una persona
bien preparada. Quizds sea mds importante conocer qué
tuvieron que ver esos hechos con el desarrollo de la
humanidad, en su momento y en lo relacionado con la
situacion actual. Aunque tampoco se puede caer en el
polo opuesto identificando la educacion como mero racio-
cinio. Segin Bruner (1962: 34):

Ensefar no es crear pequeias bibliotecas vivientes, sino més bien
que los estudiantes piensen por ellos mismos, mateméticamente,
a considerar cuestiones como lo hace un historiador, a tomar
parte en el proceso de construir el conocimiento. El conocimiento
es un proceso, no un resultado.

También se debe distinguir educacién de mecanizacion,
porque hacer hincapié en trabajar en una larga lista de
sumas puede ser una actividad matemdtica trivial. Esas
actividades necesariamente no hacen a los estudiantes
ser especialmente competentes cuando utilizan nimeros.
Quizds también seria interesante tener en cuenta cOmo
cada persona interpreta su significado. Veamos un ejem-
plo que puede mostrar esa distincion entre educacién y
mecanizacion. Se necesita imaginacion para convertir
una pdgina de sumas en una actividad que estimula la
accion de pensar. Para ello hay que mirar dicha pagina
con una visién nueva. Por ejemplo, un profesor inquieto
puede sugerir, en primer lugar, hacer las sumas que no
se pueden
Posteriormente se trata de inventar el relato de un pro-

realizar facilmente de forma mental.

blema donde la solucion:

e esté comprendida entre las respuestas de la primera y
la dltima suma de cada fila de sumas,



e esté entre la solucion mas grande y mas pequena de
cada fila,

e es mayor/menor que la solucién mas/menos grande
de cada fila de sumas,

e es mayor/menor que la mitad de las soluciones mayo-
res de cada fila...

Muchos alumnos y profesores comentan que lo que hacen
normalmente los estudiantes es preparar un examen, y €so
se suele hacer habitualmente «l dia antes». También se
habla de atender a la diversidad, ya que cada alumno debe
mantener su propio ritmo y conseguir sus resultados.
Luchar contra eso es mds facil si se intenta que los estu-
diantes piensen por si mismos. Con ello querrfamos
comentar y criticar el conocido proverbio chino:

Escucho y olvido, veo y recuerdo, hago y comprendo.

Segln nuestro criterio habria que incluir una palabra entre
hago y comprendo: reflexiono.

En los libros de texto de hace anos se utilizaban los nom-
bres mental, algoritmo y problema. Ahora las cosas han
cambiado, y parece que la sociedad actual demanda ense-
fnar a pensar en un contexto cada vez mds competitivo.
Pero en muchas facetas y situaciones de nuestra vida
actuamos de la primera forma que se nos ocurre, sin com-
prender y sin ni siquiera intentar comprender. Es decir, lo
que se hace es resolver problemas practicos de forma
inmediata, y posteriormente observar el éxito o fracaso de
dichas acciones. Sin embargo, cuando actuamos como
docentes lo hacemos de forma reflexiva, de manera que la
compresion de un problema precede a la actuacion ante
el mismo. Nos gustaria que los estudiantes siguiesen un
camino similar.

Se habla de unas Matematicas reflexivas, que los estudian-
tes tengan una actitud critica, pero ;qué significa eso?

Y eso, ¢como se hace?

Parecen adecuadas las investigaciones (o cualquier otra
denominacion), entendidas como una forma de trabajar
que intenta establecer un ambiente donde despierta el
pensamiento. Lo dificil es medir «uanto son de buenas».
Lo importante es utilizarlas como un medio y no como un
fin. Hasta que no se hagan no se sabe ni qué pueden ser
ni a qué pueden llegar. Se busca que los estudiantes cojan
confianza al enfrentarse a cualquier problema. Y a los
jovenes hay que animarles a investigar cuando estudian
Magisterio, cuando aprenden a ensenar. Segin Halmos,

(1991: 33):

Un profesor debe mostrar a sus alumnos cémo resolver problemas
-y resolver problemas es hacer investigacion, que puede y debe

...se deberia
presentar
a los estudiantes
la posibilidad
de aplicar
lo que conocen
en posibilidades
cambiantes
Y no familiares,
lo que permite
que sigan
sus propios
caminos
matemdricos
y desarrollen
sus propias
ideas.

hacerse en muchos niveles diferentes— y un
profesor debe ser capaz de reconocer en
sus alumnos la habilidad para investigar,
para poder animarles y darles consejos
adecuados.

En esta situacion, se deberia presentar a
los estudiantes la posibilidad de aplicar
lo que conocen en posibilidades cam-
biantes y no familiares, lo que permite
que sigan sus propios caminos matema-
ticos y desarrollen sus propias ideas.
Para ello la presentacion ocupa un lugar
importante, especialmente para favore-
cer el interés y la motivacién. E incluso
puede ser interesante un periodo de
preparacion. También seria favorable
que fuesen ficilmente entendibles y
abordables. Situar a los estudiantes en
grupos puede animar el trabajo coope-
rativo, pero eso no asegura que la dis-
cusion tenga lugar.

También hay que tener en cuenta que:

Sobre la mefodologia en base a la resolu-
cién de problemas deseariamos afiadir que
tan importante como la resolucién de pro-
blemas consideramos que es la «propues-
ta» de nuevos problemas, es decir, que los
alumnos lleven al aula problemas de la
vida real o imaginados, para los que hay
que buscar el planteamiento matemético. El
hecho de extractar el esquema matemético
de situaciones problemdticas, déndoles
forma tratable matematicamente de acuer-
do con modelos conocidos, es muy impor-
tante y debe ser estimulado. Es la mejor
forma de estimular la creatividad» (Santalé,

1992: 86-87).

Polya solia decir que si no se puede
resolver un problema se deberia elegir
una parte del mismo o buscar otro pro-
blema que parezca mas sencillo, que no
se sepa resolver, y entonces resolverlo.
Luego resolver problemas es buscar
problemas o, mejor, hallar el plantea-
miento correcto de los mismos. El
mismo principio se aplica en la ense-
nanza. Se comenta de Socrates, conside-
rado por muchos uno de los mejores
profesores de todos los tiempos, que
decia:

ino les cuentes cosas, preguntales! No les
resuelvas los problemas, plantéaselos. La
mejor manera de ensefiar no es dictar, sino
preguntar, identificar nuevas metas y justifi-
car los hechos.



Ya se ha explicado nuestro pensamien-
to de que no tiene sentido buscar el
método por excelencia, sino que es mas
conveniente elegir en cada momento el
adecuado, dependiendo de la actividad
que se pretende realizar y de las carac-
teristicas del grupo concreto de alum-
nos. No existen varitas magicas. Cual-
quier estrategia de trabajo puede tener
su importancia, pero en la actualidad se
sigue investigando por qué ciertas
metodologias consiguen mejores resul-
tados que otras, con la intencién de
continuar mejorando.

Si, si. Pero eso, ;como se hace?
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ARTICULOS

Matematicas electorales:
desproporcionalidad y alianzas

Andrés Nortes Checa

Las matemdticas electorales
son una fuente de
informacién valiosa en el
estudio de la
proporcionalidad/despropor-
cionalidad numérica. De ahi
que partiendo del caso de
las elecciones autonémicas
catalanas de 1999, en
donde un partido que
obtiene menos votos que
otro, sin embqrgo, tiene mds
escanos, nos introducimos en
la aplicacién del método
D’Hondt que regula el
proceso electoral en nuestro
pais, viendo los resultados
que se obtendrian de utilizar
un procedimiento
proporcional.
Debido a que en las
elecciones locales la mayoria
absoluta es dificil de
conseguir, esto nos sirve
para hacer una irrupcién en
las alianzas postelectorales y
deferminar algin indice de
poder.

AS MATEMATICAS en la vida cotidiana es un aspecto tra-
tado cada vez mds en nuestras aulas. Los alumnos han de
ver en los niveles de la ensenanza obligatoria las aplica-
ciones inmediatas que tienen las matematicas que ellos
estudian, sirviéndoles como elemento motivador a su
aprendizaje. Por otra parte, los docentes tenemos la obli-
gacion de ensenarl a nuestros alumnos todos aquellos
aspectos relacionados con el cada dia y que son motivo de
noticias diarias en los medios de comunicacion.

Cuando se aproxima una campana electoral son muchos los
periédicos que encargan a empresas especializadas sondeos
de opinion que publican con grandes titulares en sus pagi-
nas. Tras las elecciones, bien sean generales, autonémicas o
locales, también hay grandes titulares en los peridédicos men-
cionando los partidos con mayoria absoluta, relativa e inclu-
so de las posibles coaliciones que permiten que gobierne un
partido que no ha alcanzado la mayoria relativa o minoria
mayoritaria. Todo esto es motivo de interés para la ciudada-
nia en general y los alumnos que estudian la ensenanza obli-
gatoria tiene la necesidad, por una parte, y la obligacion, por
otra, de adquirir ese minimo de conocimientos que les pro-
porcione una alfabetizacion matemadtica.

En el caso de las matemadticas electorales que vamos a tra-
tar en sus aspectos iniciales, vamos a desmenuzar esos con-
ceptos que si bien son repetidos con cierta insistencia no
llegan a ser aprehendidos por la mayoria de los individuos.
¢Quién no ha oido hablar de la Ley D’Hondt o de las coa-
liciones politicas o de las circunscripciones o de las cuo-
tas de poder? Pero, ;sabemos exactamente su alcance y lo
que supone cada uno de esos términos?

En el aula se puede tratar este aspecto como aplicacion
de la «proporcionalidad/desproporcionalidad numérica vy,
seguin el nivel donde nos encontremos, podemos ajustar
su contenido.



Como punto de partida, podemos considerar las
Elecciones Catalanas de 1999. El periodico El Pais del 18
de octubre de 1999 encabezaba su primera pagina con el
siguiente titular: «Pujol gana en escanos y Maragall obtie-
ne mas votos». Como es posible esto?

Consultando los datos, éstos fueron los resultados en
nimero de votos y de escanos de estos dos partidos:

Partido  Barcelona Tarragona Girona Lleida TOTAL
CiU  833.168 (31) 116.974(8) 137.079 (9) 91.199 (8) 1.178.420 (56)
PSC  948.202 (36) 96.632 (6) 82.502 (5) 55.963 (5) 1.183.299 (52)
Tabla 1
De haber sido el reparto de escanos de forma proporcio-
nal, los resultados habrian sido los siguientes:
Partido  Barcelona Tarragona Girona Lleida TOTAL
CiU  35,14% (30) 41,30% (7)  48,55% (8)  48,10% (7) 100% (52)
PSC  39,99% (34) 34,11%(6) 29,22%(5) 29,51% (4) 100% (49)
Total 100% (85)  100% (18)  100% (17)  100% (15) 100% (135)
Tabla 2
Y si se hubiera considerado Catalufia como una sola cir-
cunscripcion. Los resultados habrian sido estos otros:
Partido Cataluiia En % N.° escafios
CiU 1.178.420 38,05% 51
PSC 1.183.299 38,21% 52
Total 3.097.122 100% 135 ..en provincias
Tabla 3 de pocos
habitantes
como Soria
o Huesca,
Desproporcionalidad de la ley D’Hondt el miimero
de votos
Sin embargo, nada de esto ultimo ha ocurrido porque en para obtener
nuestro pais la Ley Orgdnica de Régimen Electoral Ge- N
neral (LOREG) que regula el proceso electoral establece un escano
una desproporcionalidad. Para poder conocer el grado es muy inferior
de desproporcionalidad que genera un sistema electoral al de Madrid
y poder compararlo con cualquier otro es preciso acudir o Barcelona
a algin indicador para cuantificarlo. Todos los indicado-
res tienen en cuenta la diferencia que se establece entre
el porcentaje de votos y el porcentaje de escanos que
recibe cada candidatura, distinguiéndose unos de otros
en la forma en que se computan esas diferencias. La des-
proporcionalidad del sistema electoral espanol, segin
indican Onate y Ocana (1999), estd entre las mas eleva-

das si se compara con las que se regis-
tran en los sistemas electorales del
entorno, siendo superior a la registrada
en cualquier otro pais que utilice un
sistema de representacion proporcio-
nal, sistema tedricamente utilizado en
nuestro pafs.

En nuestro pais los escanos se distribu-
yen entre los partidos segtn el método
D’Hondt (o D’'Hont), participando sola-
mente aquellos que hayan superado el
3% de los votos vilidos emitidos en la
circunscripcion. A continuacion se
ordenan de mayor a menor en una
columna las cifras de votos obtenidos
por los partidos y se divide el nimero
de votos de cada uno entre 1, 2, 3, ...
hasta un nimero igual al de escanos
correspondientes a la circunscripcion,
atribuyéndose los escanos a las candi-
daturas que obtengan los cocientes
mayores en el cuadro.

Refiriéndonos al Congreso de Diputados
los 350 escanos se reparten entre 50 dis-
tritos que coinciden con la demarcacion
provincial atendiendo a un doble crite-
rio: a cada provincia corresponde un
numero inicial de dos escanos y el resto
de escanos se atribuye de forma pro-
porcional a cada poblacion (en el caso
de Ceuta y Melilla se atribuye un esca-
fo a cada circunscripcion). Por eso en
provincias de pocos habitantes como
Soria o0 Huesca, el nimero de votos para
obtener un escano es muy inferior al de
Madrid o Barcelona.

En las Elecciones Generales del 12 de
marzo de 2000, con una poblacion de
derecho de 39.852.651 habitantes y un
Censo de 33.969.640 votantes, los
resultados al Congreso de los Dipu-
tados arrojaron 183 diputados para el
PP, 125 para el PSOE, 15 para CiU, 8
para 1U, 7 para el PNV, 4 para Coali-
cion Canaria y 3 para el Bloque Nacio-
nalista Galego, mas 5 escafos para
otras cinco candidaturas. El porcentaje
de votos y los escanos que habrian
obtenido estos siete partidos, de ser el
reparto proporcional, sin aplicar la Ley
D’Hondyt, y considerando una sola cir-
cunscripcion, hubiera sido el que se
refleja en la tabla 4.



PP PSOE CiUu (] PNV @c BNG Total

Votos 10.321.178 7.918.752 970.421 1.263.043 353.953 248.261 306.268 22.814.467

% 44,52 34,16 4,19 5,45 1,53 1,07 1,32 100

D'Hont 183 125 15 8 7 4 8 350

Propor. 156 120 15 19 5 4 5 350

Tabla 4

De haber sido el reparto de escanos de electoral y el resto sea establecido de forma proporcional a
forma proporcional y con una circuns- la poblacion, hace que el tamano del distrito sea el ele-
cripcion Unica estas 7 candidaturas en mento que mayor consecuencia tiene en la desproporcio-
lugar de alcanzar entre todas ellas 345 ...hace que nalidad que genera la aplicacion de la Ley Orginica del
diputados habrian conseguido 324 el tamarnio Régimen Electoral General en nuestro pais.

diputados, dando de esta forma mas
representacion a los partidos minorita-
rios. La candidatura mds castigada por
el hecho del nimero de circunscripcio-
nes y la aplicacion de la Ley D’'Hondt
ha sido IU, mientras que el mas favore-
cido ha sido el PP ya que en estas cir-
cunstancias se habria quedado con 156
escanos, no alcanzando la mayoria
absoluta (176 diputados).

De aqui que una primera conclusion es
que la Ley D’Hondt favorece a los parti-
dos mas votados y desfavorece a los
partidos menos votados, y que el mayor
numero de circunscripciones favorece a
los partidos mds votados.

¢En qué medida es justa o injusta la des-
proporcionalidad existente? Pues debi-
do a que la desproporcionalidad de la
Ley D’Hondt favorece a los partidos
mayoritarios y desfavorece a los parti-
dos minoritarios, los electores se aco-
modan a este criterio y optan por los
partidos grandes bajo la hipdtesis del
«woto util. De esta forma los indices de
desproporcionalidad se reducen al
lograr menos apoyo de los electores los
partidos medianos y pequenos.

Como segundo aspecto significativo es
que, si bien favorece a los dos primeros
partidos el reparto de escanos segun la
LOREG, desfavorece a los situados en ter-
cero y cuarto lugar segin el nimero de
votos, tal como se deduce de la tabla 4.

Por dltimo, el que haya dos escanos fijos

para cada provincia o circunscripcion

el distrito
sea el elemento
que mayor
consecuencia
tiene en la
desproporcionalidad
que genera
la aplicacion

Aplicacion de la ley D’Hondt

Hemos elegido la circunscripcion de Murcia en las Elec-
ciones Generales al Congreso del 12 de marzo de 2000,
para aplicar La Ley D’Hondt. Estos son los datos aportados
por el Ministerio del Interior (2000)

Electores: 917.354
de la Ley Organica Votos Totales: 674516  73,53%
del Reglmen Votos en Blanco: 7.185 1,07%
Electoral General
~ Votos Nulos: 3.832 0,57%
en nuestro pdlS.
Abstencion: 242.838 24,67%
Votos Vilidos: 670.684
Votos a Candidaturas: 663.499
Partido Eleg. Votos %
PP 6 389.564 58,08
PSOE 3 217.179 32,38
U — 41.842 6,24
Tabla 5
La tabla de cocientes es la siguiente:
Partido 1 2 3 4 5 6 7 8 9
PP 389564 194782 129855 97391 77913 64927 55652 48696 43285
PSOE 217179 108590 72393 54295 43436 36197 31026 27147 24131
U 41842 20921 13947 10461 8368 6978 5977 5230 4649
Tabla 6



obtenida dividiendo el nimero de votos de cada partido
entre 1, 2, 3, ... y eligiendo los nueve cocientes mayores
(senalados en negrita).

De haber sido el reparto proporcional y excluyendo las
candidaturas que no alcanzan el 3%, el escrutinio habria
sido: 5 diputados para el PP, 3 para el PSOE y 1 para IU.

Elecciones autonémicas

La férmula D’'Hont se aplica también en las elecciones
autonomicas y locales. Para las autonémicas cada comu-
nidad establece el nimero de circunscripciones o distri-
tos en que se divide, asi como el tamano de la Asamblea
o numero de escanos. El nimero de distritos suele coin-
cidir con el nimero de provincias de cada comunidad:
Andalucia (8), Aragén (3), Cantabria (1), Galicia (4)...;
sin embargo, en otras como Asturias o Murcia, que son
uniprovinciales se subdividen en 3 y 5 circunscripciones,
respectivamente. Todas las comunidades auténomas,
excepto Asturias, Baleares, Canarias y Murcia, han esta-
blecido distritos coincidentes con las demarcaciones
provinciales utilizando para el reparto de escanos entre
los partidos la formula D’'Hondt. Ademas los sistemas
electorales repiten los elementos completados en la
LOREG, excepto en la clausula de exclusiéon que varia
entre el 3% y el 5% en el ambito del distrito o de la
comunidad auténoma.

Vamos a analizar el caso de la Comunidad de Murcia que estd
dividida en 5 distritos ya que los resultados habrian sido dis-
tintos de haberse considerado como circunscripcion dnica.
En las Elecciones a la Asamblea Regional de Murcia de 13
de junio de 1999 estos fueron los resultados generales,
facilitados por el INE:

911.054
616.397 67,66%

Electores:

Votos totales:

Abstencion:  294.657 32,34%
Votos en Blanco: 8.839 1,43%
Votos Nulos: 4.327 0,70%
Votos Vilidos:  612.070
Votos a Candidaturas:  603.231
Partido Eleg. Votos %
PP 26 323.446 52,84
PSOE 18 219.798 35,91
U 1 42.839 7,00
Otros — 17.148 2,8
Tabla 7

Vamos a analizar

el caso

de la Comunidad

de Murcia

que esta dividida

en 5 distritos, ya

que los resultados
habrian sido

distintos

de baberse
considerado

como

circunscripcion

unica.

Al ser cinco distritos, éstos han sido los
resultados en cada uno de ellos:

Partido Eleg. Votos %

PP 4 41.591 43,59
PSOE 8 41.485 43,48
U — 7.923 8,30
Oftros — 3.171 3,32

Tabla 8. Distrito 1: Lorca
(Votos Vélidos: 95.410)

Partido Eleg. Votos %

PP 6 68.782 54,58
PSOE 4 42.353 33,61
U — 7.601 6,03
Otros — 5.423 4,30

Tabla 9. Distrito 2: Cartagena
(Votos Vélidos: 126.014)

Partido Eleg. Votos %

PP 13 174.476 56,30
PSOE 7 103.039 33,25
U 1 19.915 6,43
Otros — 7.760 2,50

Tabla 10. Distrito 3: Murcia
(Votos Vélidos: 309.897)

Partido Eleg. Votos %

PP 2 24.892 46,90
PSOE 2 23.466 44,21
U — 3.728 7,02
Otros — 505 0,95

Tabla 11. Distrito 4: Noroeste
(Votos Vélidos: 53.078)

Partido Eleg. Votos %

PP 2 13.811 49,91
PSOE 1 9.349 33,79
U — 3.672 13,27
Otros — 289 1,04

Tabla 12. Distrito 5: Altiplano
(Votos Vélidos: 27.671)



Aplicada la férmula D’Hondt por distri-
tos, el nimero de votos necesarios para
obtener diputados ha sido el siguiente:

Partido  Distrito 1 Distrito 2 Distrito 3 Distrito 4~ Distrito 5
PP 10.398 11.464 13.421 12.446 6.906
PSOE 13.828 10.588 14.720 11.733 9.349
U — — 19.915 — —
Tabla 13

Si por el contrario se hubiera considera-

do la Comunidad Auténoma de Murcia

como un solo distrito, aplicando el

método D’Hondt habria resultado:
Partido  Elegidos  Votos/diputado Votos %
PP 25 12.938 323.446 52,84
PSOE 17 12.929 219.798 35,91
[V 8 14.280 42.839 7,00
Otros — — 17.148 2,80

Tabla 14
Este caso corrobora que los partidos
situados en tercer lugar por nimero de El poder,

votos salen desfavorecidos al aumentar
el nimero de distritos. En caso de dis-
trito Gnico IU habria obtenido tres esca-
nos, mientras que con los cinco distritos
actualmente establecidos por ley, sélo le
correspondié un escano. Mientras que
al PP y al PSOE cada escano lo obten-
drfa con algo mas de 12.900 votos, IU lo
hubiera obtenido con 14.280.

También es importante destacar la dife-
rencia entre votos necesarios para obte-
ner un escano. El PP en el distrito 5
necesita solo 6.906 votos, mientras que
1U en el distrito 3 necesitdé 19.915 votos,
casi el triple.

Elecciones locales

Las elecciones locales para elegir repre-
sentantes en los ayuntamientos de
nuestro pais se rigen también por la
LOREG. Una vez efectuada la votacion
y el escrutinio, la eleccion de conceja-

les se hace atendiendo a los mismos cri-

COMo vemos,
estd relacionado
con el numero
de formas que
una persona
o grupo politico
puede convertir
una derrota
en victoria
al unirse
a una coalicion
perdedora
para bacerla
ganadora.

terios que hemos descrito anteriormente. Sin embargo,
hay dos aspectos importantes que merecen ser destaca-
dos, por un lado, que sea cual sea el nimero de habitan-
tes de la localidad y de electores, el nimero de conceja-
les elegidos siempre lo es en nimero impar; y por otro,
que al ser los concejales representantes de muy variadas
candidaturas es dificil obtener mayorias absolutas y se
hace necesario, en muchos casos, las coaliciones o alian-
zas entre distintas fuerzas politicas.

Aqui es donde entra en juego un aspecto muy importante de
las Matematicas electorales, y es el tema de las coaliciones o
alianzas politicas para facilitar la gobernabilidad en aquellos
ayuntamientos en donde una candidatura no llega a obtener
mayoria absoluta.

Tres casos sencillos de la vida cotidiana, aportados por
Garfunkel (1999) nos van a introducir en el significado del
indice de poder.

e Caso 1. Una empresa pertenece a dos personas A y B,
la primera con el 60% de las acciones y la segunda
con el 40%. La mayoria se alcanza con el 51%, por lo
que el indice de poder de A es del 100% mientras que
el de B es del 0%

e Caso 2. Una empresa pertenece a tres personas A con
el 49%, B con el 48% y C con el 3%. Ninguno tiene la
mayorfa del 51%, pero que pueden conseguir si se
alian A con B, A con C o B con C. Por tanto, las tres
personas tienen el mismo indice de poder, el 33,3%

e Caso 3. Una empresa pertenece a cuatro personas A
con 26%, B con 26%, C con 26% y D con 22%. Aunque
el porcentaje de las acciones de D no difiere mucho
con el del resto, no puede alcanzar la mayoria si se
une con A con B o con C. Por el contrario, A con B,
A con Cy B con C si que obtienen mayoria, por tanto
el porcentaje de poder de A, By C es del 33,3%, mien-
tras que el de D es del 0%.

El poder, como vemos, esta relacionado con el nimero de
formas que una persona o grupo politico puede convertir
una derrota en victoria al unirse a una coalicién perdedo-
ra para hacerla ganadora.

La cuota necesaria para ganar en los casos anteriores es del
51% y, en general, se obtendrd de la siguiente manera:

Sea un sistema de votacién con pesos o ponderado
representado por lg: w(A), wB), w(O),..], en donde
g = El(wD+wB)+w(CO)+..)/2] + 1, es la cuota necesa-
ria para ganar y w(A4), w(B), w(C),... son los pesos para
los distintos grupos.

Para aplicar las alianzas a la vida politica y desarrollar
algiin caso, hemos recurrido a las elecciones locales de
1999 en la Comunidad Auténoma de Murcia (BOE de 27
de junio de 1999). Analizados los 45 municipios que la
componen, hemos seleccionado aquellos en donde era



posible establecer alianzas entre distintos grupos politicos.
Estos fueron los casos:

e Aguilas: PP (7), PSOE (4), IU (2), MIRA (6), UCAP (1),
PDIA (1)

e Alhama: PP (7), PSOE (6), U (2), PADE (2)

e Cieza: PP (10), PSOE (9), IU (2)

e Fortuna: PP (5), PSOE (4), TU (1), PADE (2), PDNI (3)
e Jumilla: PP (10), PSOE (9), IU (2)

e Mazarrén: PP (5), PSOE (4), IU (1), PIXM (7)

e Moratalla: PP (5), PSOE (6), IU (2)

e Puerto Lumbreras: PP (8), PSOE (8), IU (1)

e Torre Pacheco: PP (8), PSOE (5), TU (1), AITP (7)

e Torre Cotillas: PP (8), PSOE (7), IU (2)

e Totana: PP (10), PSOE (7), IU (4)

Si consideramos el caso de Cieza o de Jumilla [11: 10, 9,
2], las coaliciones ganadoras son PP-PSOE, PP-IU y PSOE-
IU ya que en las tres se alcanza la mayoria absoluta (11),
por lo que el indice de poder de cada partido es el
mismo, el 33,3%.

También podriamos haber obrado asi:

Coaliciones perdedoras: A B

BCAAC
C1y

Coalicién ganadora: AB AC  BA  BC

1

Pivote:

Figura 1

El nimero de veces que cada partido actia de pivote para
convertir una coalicién perdedora en ganadora es 2, de ahi
que el indice de poder sea el mismo para cada uno de los
tres partidos, es decir 1/3, o del 33,3%.

Este Indice de poder calculado se denomina de Banzhaf en
donde el poder de un grupo politico es proporcional al
nimero de combinaciones en que dicho partido es como-
din o pivote para convertir una coaliciéon perdedora en
ganadora. En este caso todas las coaliciones o partidos tienen
la misma ponderacion, independientemente de su tamano.
Otros casos como Moratalla [7: 5, 6, 2], Puerto Lumbreras
[9: 8, 8, 1], Torre Cotillas [9: 8, 7, 2] y Totana [11: 10, 7, 4]
corren la misma suerte que los anteriores. Cada partido
tiene el mismo indice de poder aunque la situacion de
Puerto Lumbreras parezca injusta ya que a un porcentaje
de escanos del 47,06% y a otro de 5,88% les corresponde
el mismo indice de poder, del 33,3%, puesto que el Indice
de Banzhaf no tiene en cuenta el tamano de cada partido.

Vamos a desarrollar ahora el caso de
Alhama. Para ello formamos todas las coa-
liciones perdedoras. Para convertirlas en
ganadoras necesitamos un pivote 0 como-
din (otro partido) que al cambiar su voto
cambie el resultado de la votacion. Se
tiene: [q: w(A), w(B), u(C), w(D)), es decir
[9: 7, 6, 2, 2] (figura 2).

El nimero de veces que cada grupo
politico hace de comodin es:

Grupo politico: A B C D
Pivote n.° veces: 6 2 2 2

de ahi que el Indice de poder sea: (6, 2,
2, 2), o en porcentaje (50; 16,67; 16,67;
16,67).

Se tendrd pues:

Este Indice
de poder calculado
se denomina
de Banzbhaf
en donde el poder
de un grupo
politico
es proporcional
al niimero de
combinaciones en
que dicho partido
es comodin
o pivote
para convertir
una coalicion
perdedora
en ganadora.

Partido  N® concejales % Concejales % Poder

PP 7 41,76 50

PSOE 6 35,29 16,67

U 2 11,76 16,67

PADE 2 11,76 16,67
Tabla 15

Aunque hemos analizado las coaliciones
o alianzas en el caso de las elecciones
locales, también es aplicable a las gene-
rales y autondémicas. Sin embargo es en
el caso de las locales donde mayor y
variada aplicacion tienen.

Un caso interesante que dejamos como
entretenimiento al lector de este articu-
lo es el cdlculo del Indice de poder en
el Ayuntamiento de Aguilas: PP(7),
PSOE (4), IU (2), MIRA (6), UCAP (1),
PDIA (1) con seis grupos politicos. En
este caso se tiene: [q: w(A), w(B), w(CO),
wD), wk), w(F)], es decir: [11: 7, 4, 2,
6, 1, 11 y en donde las coaliciones per-
dedoras son: A, B, C, D, E, F, AC, AE,
AF, BC, BD, BE, BF, CD, CE, CF, DE, DF,
EF, ACE, ACF, AEF, BCE, BCF, BEF, CDE,
CDF, CEF, DEF, BCEF y CDEF, obtenidas
viendo todas las posibles combinacio-
nes y senalando aquellas que no alcan-
zan los 11 votos que constituye la mayo-
ria absoluta.



Coaliciones perdedoras:

Pivote:

Coaliciones ganadoras: AB AC

A modo de conclusion

A la vista de nuestras reflexiones corro-
boramos la afirmacion de Nulart (2000),
que un andlisis global de los resultados
de las siete elecciones generales habi-
das en nuestro pais muestra una baja
proporcionalidad entre el nimero de
votos y el nimero total de escanos reci-
bidos por cada partido. Nosotros lo
hemos analizado en el caso de las
Elecciones Generales del 12 de marzo
de 2000 y en las autonémicas y locales
de 13 de junio de 1999 en la Comu-
nidad de Murcia. Pero ademas hemos
constatado la enorme desproporcionali-
dad existente en el coste de un diputa-
do en nimero de votos en distintas cir-
cunscripciones en el caso de la Comu-
nidad Auténoma de Murcia, que llega a
ser de hasta tres veces, y consultando
Ministerio del Interior (2000) vemos
que mientras que en Soria con 3 dipu-
tados, el PP con 31.883 y el 5847%
obtenia 2 diputados a un coste de
15.942 votos y el PSOE con 17.436 y el
31,98% obtenia 1 diputado, en Barce-
lona, el «coste» del nimero de votos por
diputado del PSC era de 75.800, el de
CiU de 74.840, el del PP de 112.847, el
de ERC de 131.114 y el de IPCV de
103.778.

La desproporcionalidad, por un lado
achacable al método D’Hondt,
también debido a la existencia de

pero

muchas circunscripciones pequenas,
hace que los dos partidos mas votados
de ambito nacional reciban mas de su
cuota proporcional, mientras que el ter-
cer partido de ambito nacional queda
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grandemente afectado en los escanos que recibe y los
demas partidos de ambito nacional, tienden a desaparecer.
De ser los repartos proporcionales y de circunscripcion
Unica ya hemos visto como quedaria modificada su estruc-
tura de nimero de escanos.

Por dltimo, las coaliciones politicas, en donde tan slo
hemos efectuado un eshozo con la aplicacién del Indice
de Banzhaf a las dltimas elecciones locales de la Comu-
nidad Auténoma de Murcia, ponen de manifiesto el enor-
me atractivo que tiene la aplicacion de la matemadtica coti-
diana en el desarrollo de los contenidos de la ensenanza
obligatoria.

La matematica electoral es una aplicaciéon para que los
alumnos reflexionen sobre la contextualizacion de los con-
tenidos de matemadticas en la ensenanza obligatoria y den
respuesta a situaciones como la que presentibamos al
principio de este trabajo ;como es posible que un partido
que globalmente tiene mas votos que otro, sin embargo
tenga menos diputados? La desproporcionalidad de
D’Hondt y las muchas circunscripciones electorales en
nuestro pais tienen la respuesta.
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ARTICULOS

Conjuntos convexos,
funciones convexas
y desigualdades clasicas

Antonio Alvarez Alvarez

En este articulo se presenta
una propuesta para
introducir el concepto de
funcién convexa de un modo
diferente al habitual,
complementario a éste, que
se apoya en la relacién entre
convexidad de funciones y
conjuntos convexos, y que no
requiere que la funcién sea
derivable. Ademds, permite
obtener, de forma sencilla y
unificada, las desigualdades
numéricas cldsicas a partir
de la convexidad de ciertas
funciones

A TEORIA DE FUNCIONES y conjuntos convexos incorpo-
ra elementos del andlisis, la geometria, el dlgebra, etc., y
tiene numerosas aplicaciones en programacion lineal, pro-
blemas clasicos de extremos, teoria de juegos... por lo que
es de interés especialmente en matematica aplicada.

Una de las ideas fundamentales de esta teoria es la cone-
xion natural que existe entre la nocion de funcién conve-
xa (que en el Bachillerato se estudia generalmente como
una nocion puramente analitical, y bajo el requisito mds o
menos explicito de derivabilidad) y la de conjunto conve-
xo (que suele aparecer asociada a la de poligono en el
estudio de la geometria plana que se hace en la ESO).
Utilizando esta conexion, es posible —como se muestra en
este articulo— introducir la convexidad de funciones de
una forma distinta, complementaria a la habitual, que per-
mite resaltar el cardcter geométrico de la convexidad.

En segundo lugar, veremos como las desigualdades cldsi-
cas —tan utiles en la resolucion de problemas, especial-
mente en los de Olimpiadas Matemdticas— pueden obte-
nerse de forma muy sencilla a partir de la convexidad de
funciones, entendida del modo al que aqui nos referimos.
Es mads, algunas de esas desigualdades (por ejemplo, la
que relaciona la media aritmética con la media cuadritica
de una coleccion finita de nimeros positivos) no son mas
que una traduccion del hecho de ser convexa una deter-
minada funcién elemental (en el ejemplo citado, la fun-
cion x?, en RY).

Solo se pretende con este articulo mostrar algunas ideas
que, tratadas adecuadamente, son susceptibles de ser
empleadas en el aula en la etapa de Bachillerato —también
en niveles superiores—; por ello la exposicion se limita al
ambito natural de trabajo en la Ensenanza Secundaria
(geometria plana, funciones reales de variable real),
renunciando a todo tipo de generalizaciones posibles.



Conjuntos convexos

Intuitivamente, un conjunto C convexo es aquél que con-
tiene el segmento que une dos puntos cualesquiera de C.

Una definicion formal, bien conocida, es:

Un subconjunto € de R? decimos que es convexo si para
cualesquiera x, y € C, y para todo nimero real A con
0<A<1 se tiene:

A-Ax)+Ay e C.

Conjunto no convexo

Conjunto convexo

Figura 1

Hagamos algunas observaciones sobre esta definicion:
e Nada cambia si a A exigimos 0”7 A7 1.
e La definicion puede reescribirse asi:

Ces convexo si ox + By € C para cualesquiera x, y € C,
y para todo 00> 0, >0, con ov + B = 1.

El empleo de herramientas informaticas puede ser muy util
para hacer ver a los alumnos como esta definicion res-
ponde a la nocién intuitiva.

Los alumnos no tendrdn problema en reconocer que rec-
tas, segmentos, poligonos regulares o circulos son conju-
tos convexos del plano. No obstante, es ficil probar que
la interseccién de una coleccion arbitraria de conjuntos
convexos es un conjunto convexo. Dos consecuencias
destacables de este resultado son:

a) El conjunto de las soluciones de cualquier sistema de
ecuaciones e inecuaciones lineales con dos (n) incog-
nitas es un convexo de RR?2 (R").

b) Tiene sentido definir la envoltura convexa de un sub-
conjunto cualquiera M de R? como la interseccion de
todas las partes convexas de R? que contienen a M.
Es, obviamente, el conjunto convexo mds pequeno
que contiene a M.

De a) se deduce que semiplanos, rectas, segmentos, tridn-
gulos, poligonos regulares, son conjuntos convexos del
plano. De b) se tiene, por ejemplo, que todo circulo es tam-

El empleo
de berramientas
informaticas
puede
ser muy titil
para hacer ver
a los alumnos
como
esta definicion
responde
a la nocion
intuitiva.

1 Durante la elaboracién de este
articulo he encontrado la defi-
nicién de funcién convexa que
aqui se analiza, primero en el
libro de texto Matemdticas I, de
COU, de J. R. Vizmanos y M.
Anzola, editado por SM, y, ya

das a las Ciencias Sociales 2,

del Equipo Arrixaca, editado
por Santillana.

al final, en Matemdticas aplica-

bién convexo por ser envoltura convexa
de la correspondiente circunferencia.

Funciones convecas

Podemos ya presentar la convexidad de
una funcién. Diremos que una funcion
es convexa cuando la region de los pun-
tos del plano que se encuentran en la
grifica de la funcién o por encima de
ella es un conjunto convexo.

O, con un mayor grado de formalismo:

Sea [ un intervalo. Sea f: I — R.
Llamamos epigrafo de [, y 1o denotamos
epi(f), al subconjunto de R

epi(H) = {(x, 2 x e I, fx) 7 2}

De una funcién f: I - R. decimos que
es convexa si epi(f) es un conjunto con-
vexo de R2 Y decimos que es concava
si —f es convexa.

Por tanto, de ciertas funciones sencillas,
cuyas grificas son bien conocidas (si
disponemos de calculadoras graficas,
esto sirve para todas), podemos decir
inmediatamente si son convexas O no.
Por ejemplo, fix) = ax + b es convexa y
concava.

Puede probarse como ejercicio que toda
funcién convexa y céncava es afin.

Las siguientes funciones son convexas
(y no concavas):

o flx)= |x| .

e flx)=x", con n par.

e fAx)=a“,con0<a<loa>1.
e flo) =-log (x), con a > 1.

Las siguientes funciones no son conve-

xas en su dominio (R), pero si lo son
en los intervalos que se citan:

e flx)=sen(x), enl=[2k— Dm, 2knl,
con k entero.

e flx) =x" (n impar), en I = [0,+e0).
El dominio de la funciéon flix) = 1/x no
es un intervalo, pero la restriccion de
esta funcion a R* es convexa.

Como se observa, la definicion de fun-
cion convexa que hemos utilizado es de
naturaleza geométrica y no recurre al



Figura 2. Dos funciones convexas:

x|, x? Figura 4. senx es convexa en [(2k-1)=, 2k#|, con k entero

x3 es convexa en [0, + ° ]

Figura 3. 2¢y —log,x son convexas Figura 5. 1/x es convexa en R*



concepto de derivada. De hecho, una funcién puede ser
convexa y no ser derivable en algin punto del intervalo
de definicion I, como le ocurre a la funcién valor absolu-

to en x = 0. Incluso, una funcién convexa puede no ser
continua en los extremos de 7. Es el caso de:

0, a<x<b

_I(j,x=aox=b

/()

Figura 6. Funcién convexa no continua

Puede probarse, eso si, que una funcion convexa definida
en [ es continua en todo punto de 7 que no sea extremo
de I (Aparicio y Payd, 1985).

Asi pues, el concepto de funcion convexa que se pro-
pone es una generalizacion del que se usa habitualmen-
te (que requiere la existencia de derivada) y, sin embar-
g0, no solo no pierde la posibilidad de ser interpretado
geométricamente, sino que su naturaleza geométrica es
manifiesta. Ademds, las nociones de conjunto convexo y
de funcion convexa aparecen, asi, relacionadas de forma
natural.

El siguiente teorema es una util caracterizacion de las fun-
ciones convexas, que algunos autores adoptan como defi-
nicion. Como puede apreciarse en la figura 7, tiene una
clara interpretacion geométrica, que puede servir para jus-
tificar el teorema si se desea obviar su demostracion, que,
no obstante, aqui se expone.

Teorema 1

Sea f: I > R, donde I es un intervalo. Entonces f es con-
vexa en [ siy solo si

A =k + 27 A =Vx) + M), 0 <A <1,
para todo x, y de L.

Demostracién

=) Sean x, y € [ arbitrarios. Obviamente, (x, flx)) e
(, f»)) pertenecen a epi(f), que es convexo. Por
tanto,

M
(1= Afix) + ty)|----

AT = Ax+ i) |
fix) |

(1 = M, ) + My, ) =
= (1 -x+ Ay, A = VX + M)

pertenece a epi(f), para todo A
comprendido entre 0 y 1, de donde
se tiene la propiedad de arriba.

&) Sean (x, 2), (y, D € epi(f). Entonces
L7z o7t

Asi se tiene que:

AA=Nx+ 1) 7 A =Wfix) +
+ M7 A =Nz+At, ¥ he O D).

Y entonces:
@A -Mx+2, A-DVz+A) =
= (1-M(x, 2) + My, D € epi(p),

para todo A con 0 < A < 1; es decir,
epi(f) es convexo.

...las nociones

de conjunto
convexo

y de funcion
convexa

aparecen, asi,

relacionadas
de forma
natural.

~ e

X (1= fx+ 1y

Figura 7

El teorema anterior sugiere hacer la
siguiente definicion:

Sea f: I - R, donde I es un intervalo.
Decimos que fes estrictamente conve-
Xa si:

RO =00 + ) < (1= VD) + M)

con 0 <A <1, para todo x, y de I, con
xTy.

Pero, como se ha dicho, esta forma de
presentar la convexidad de funciones es
complementaria de la usual: obviamen-
te no podemos prescindir del potente
criterio de la derivada segunda.
Volvamos a él en este punto:

Sea f: I > R una funcion dos veces
derivable en I. Entonces fes convexa si
y s6lo si f7(x) 2 0 para todo x de L.

La demostracion de esta propiedad, uti-



lizando el teorema 1, sobrepasa el nivel
de un curso de Bachillerato. Puede con-
sultarse la demostracion en Aparicio y
Payda (1985) o en Webster (1994). En
Rockafellar (1970) se encuentra una de-
mostracion distinta de un resultado algo
mas restrictivo (exige continuidad a la
derivada segunda).

De forma aniloga, puede demostrarse
que si f"(x) > 0 para todo x de 7, enton-
ces fes estrictamente convexa en I. Sin
embargo, el reciproco no es cierto. Por
ejemplo, la funcion flx) = x4 es estricta-
mente convexa y f7(0) = 0.

Estas dos propiedades habrin de justifi-
carse, por tanto, apelando a la intuicion
de los alumnos, como, por otra parte, es
lo habitual.

Convexidad
y desigualdades clasicas

Un aspecto muy interesante de la intro-
duccion a la convexidad que aqui se ha
propuesto es que permite mostrar de un
modo muy sencillo la intima relacién que
existe entre las desigualdades numéricas
clasicas y la convexidad de ciertas fun-
ciones elementales, relacion que suele
pasar desapercibida.

La pieza clave es el teorema 1, del que
se pueden deducir de forma sencilla y
unificada algunas de las desigualdades
clasicas; por ejemplo, las que relacionan
las distintas medias —que obtendremos
aqui-, y otras como la desigualdad de
Minkowski, la de Holder, etc.

El esquema que seguiremos para obte-
ner desigualdades es muy simple:
habiendo comprobado que una deter-
minada funcién es convexa, aplicare-
mos el teorema 1 y obtendremos la
desigualdad
saber si una funcién es convexa pode-

correspondiente. Para
mos recurrir, si N0 conocemos su gra-
fica, al criterio usual que caracteriza a
las funciones convexas dos veces deri-
vables.

Vamos a obtener ya las desigualdades
anunciadas:

Un aspecto
muy interesante
de la introduccion
a la convexidad
que aqui
se ha propuesto
es que permite
mostrar
de un modo
muy sencillo
la intima
relacion
que existe entre
las desigualdades
numericas
clasicas
y la convexidad
de ciertas
Jfunciones
elementales,
relacion
que suele pasar
desapercibida.

a)

b)

9]

d

La funcion —In: R* — R es estrictamente convexa. Es
decir, para todo x, y > 0 se verifica:

—In((1 = Vx + 2 7 (1 - V(lnx) + A-Iny), 0 <A < 1.
Y la igualdad solo es cierta si x = y.

Por ser In (estrictamente) creciente, esto equivale a:
X P 1=+ Ay, 0 <A< 1. (1]

Tenemos asi que la conocida desigualdad entre la
media geométrica y la media aritmética ponderadas
de dos nimeros positivos x e y equivale a la convexi-
dad de —Inx.

En particular, para A = 1/2:

Jay g 222 [2]

donde la desigualdad es estricta salvo que x = .
La funcion x? es (estrictamente) convexa. Esto es:
(1 -Mx+AM)*" A -Mx*+ 0% 0<A<1,

para todo x, y € R. Como es (estrictamente) crecien-
te en R™:

A=Mx+Ap” (1 -x*+WADH2 0< A<, [3]
para todo x, y > 0.

Es decir, la convexidad de x*> en R* se traduce en la
desigualdad entre las medias aritmética y cuadratica
ponderadas de dos nimeros positivos.

En particular, para A = 1/2:

X x + 7
L i 4]
2 2
donde sdlo se alcanza la igualdad si x = y.
Razonando del mismo modo, la convexidad de 1/x en
R* nos dice que la media armonica de dos nimeros
positivos es menor o igual que la media aritmética. No
obstante, aplicando [2] a 1/x y 1/y, podemos probar
algo mejor: que la media armonica es también menor
o igual que la geométrica:
1 1
£ =y (5]
111 1 11
_ + - _
2.0 v Voo

Al igual que antes, la igualdad es cierta si y solo si
x=y.

Llamemos h(x, ), gx, »), m(x,)) v g(x,)) a las
medias armoénica, geométrica y aritmética y cuadrati-

ca, respectivamente, de dos nimeros positivos x, .
Sean 0 < x ” y. Es inmediato comprobar que
x” blx, y), qlx, ) 7y

En resumen:



1 ‘ x+y xz+y2
£E———£F£, £E—£Ef . |——— £y [0]
TR 1 £ J 2 Y

1
2 y
esto es,
x” blx, 1 ” gxy)” mxy)” qxy) "y
Y todas las desigualdades son estrictas a menos que
xX=.

Extension al caso finito.
La desigualdad de Jensen

Hemos obtenido las desigualdades anteriores como apli-
cacion del teorema 1, que caracteriza a las funciones con-
vexas mediante una propiedad (desigualdad) en la que
intervienen sélo dos ntimeros x, y de un intervalo 7. Cabe
objetar que podrian haberse obtenido mas ficilmente por
otros medios. Por ejemplo, la desigualdad [2] es conse-
cuencia inmediata de ser (x — »)? 2 0. Sin embargo, como
vamos a ver, la desigualdad del teorema 1 equivale a su
extension al caso de una coleccion finita de ndmeros x|,
..., x, de I, por lo que casi con el mismo esfuerzo podria-
mos haber deducido directamente las correspondientes
extensiones de las desigualdades anteriores para un nime-
ro finito de nimeros positivos. (No lo hemos hecho asi
buscando una mayor simplicidad en la notacién y pen-
sando en su posible uso en el aula.)

Teorema 2 (Desigualdad de Jensen)

Sea fiI— R.Seanx,, .., x, € Iy sean o, ..., &, = 0,
tales que o, + ...+ 0o, = 1. Entonces f'es convexa en [ si
y solo si:
”
Sfox, + . +ox)” o flx) + o+ o flx).

non

La demostracion de este teorema es un buen ejemplo de
prueba por induccion, que podria ser empleado en el 2.°
curso de Bachillerato.

Utilizando la desigualdad de Jensen en lugar de la del teo-
rema 1, se obtienen las correspondientes extensiones de
todas las desigualdades anteriores.

Conclusidén

Como ya se ha dicho, la forma de introducir la convexi-
dad de funciones que se ha descrito no pretende sustituir
a la forma habitual; mas bien, se ha buscado aportar un
enfoque distinto, complementario, del que podriamos des-

...la forma
de introducir
la convexidad
de funciones
que se ha descrito
no pretende
sustituir
a la forma
habitual;
mas bien,
se ha buscado
aportar
un enfoque
distinto,
complementario. ..

Antonio Alvarez
IES José de Mora
Baza (Granada).

Sociedad Andaluza

de Educacién Matematica
«Thales»

tacar, resumiendo, varios aspectos inte-
resantes:

e Hace hincapié en la naturaleza geo-
métrica del concepto de funcion
convexa.

e Permite mostrar a los alumnos
como una misma idea o concepto
puede ser abordado desde perspec-
tivas diversas.

e Permite un acercamiento puramen-
te intuitivo o una exposicion mas
formalizada.

e Supone un ejemplo simple y ele-
gante de generalizacion de un
concepto.

e  Permite mostrar la estrecha relacion
que existe entre la convexidad y las
desigualdades numéricas, asi como
obtener de forma sencilla y unifica-
da las desigualdades cldsicas entre
medias.
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IDEAS
Y
RECURSOS

Experiencias didacticas
de matematicas con Internet

JesUs Angel Hernandez Isla

En el articulo se plantean dos
précticas con las siguientes
pautas: se comienza con una
noticia de prensa que genera
la bisqueda de informacién
en Infernet (proceso de
investigacién) para, a
continuacién, realizar un
estudio de los datos
obtenidos (proceso
cuantitativo) y,
posteriormente, analizar los
resultados (proceso
cualitativo). Se trata de
précticas inferdisciplinares,
ya que se realizan estudios
demogréficos (curriculo de
Geografia) y se analizan
parametros econémicos
(curriculo de Economia), en
las que deben utilizarse
como herramientas los
conocimientos matematicos y
la hoja de calculo Excel.
Estas dos précticas se han
desarrollado en el primer
curso del Bachillerato de
Ciencias Sociales y son una
muestra de las posibilidades
que tiene esta linea de
trabajo para aplicarlas en el
cuarto curso de ESO y en el
Bachillerato de Ciencias
Sociales.

AS PRACTICAS que a continuacién se desarrollan tienen

como objetivos fundamentales:

Usar técnicas elementales de matematicas en el anali-
sis de cualquier tipo de suceso de la vida cotidiana.
Buscar informacion en Internet que permita obtener,
observar, analizar, manipular y contrastar el suceso en
cuestion.

Utilizar la calculadora y la hoja de cilculo como herra-
mienta en el desarrollo matematico.

En el diseno de las practicas se han tenido en cuenta

varios factores:

1.

Debe resultar atractiva y motivadora: mediante noti-
cias de prensa local (proxima al alumnado) se propo-
ne una labor de investigacion. El uso de ordenadores
y de Internet resulta un elemento motivador en si
mismo, pero el proponer busqueda de informacion de
caracter demografico o econémico hace mas atractiva
la labor de investigacion.

Debe ser estética: la redaccion y presentacion juega,
aunque no lo parezca, un papel importante en el
desarrollo de la prictica; es conveniente recordar al
alumnado qué se debe hacer, dejar espacios para la
anotacion de datos, representacion de grificas y
obtencion de conclusiones.

Deben evitarse los problemas técnicos: la navegacion
por Internet y el manejo de la hoja de calculo pueden
enturbiar el desarrollo de la practica. Para ello es conve-
niente dedicar una clase previa en el caso de que los
alumnos no cursen la asignatura de Tecnologia de la
Informacion. Este criterio debe ser fundamental a la hora
de crear los grupos de trabajo en el aula de informatica.

Deben graduarse los niveles de resolucion de un pro-
blema: elaborar la practica de menor a mayor dificul-



tad permite que cada grupo, independientemente de
la destreza que tenga, obtenga conclusiones. Para ello
en el proceso de andlisis de la informacion, se esta-
blecen distintos niveles de resolucion:

Nivel 1: Estudio de graficas y tablas.

Nivel 2: Observacion de la pendiente de las grafi-
cas: relacion del crecimiento y decrecimiento mas
o0 menos «suave» en funciéon del porcentaje.
Nivel 3: Comprobacion numérica y mediante
graficos.
Nivel 4: Contrastar datos y analizar cémo se
obtienen.

Las herramientas empleadas en cada nivel son:
Niveles 1y 2: Web del INE.
Niveles 3 y 4: Calculadora y Hoja de Cilculo.

Otro aspecto que debe ser tratado es la evaluacion, para

ello se proponen las siguientes pautas:

e Cuaderno de aula: El profesor anota el desarrollo de
la practica en el aula de informdtica. Observa las defi-
ciencias que se producen en el desarrollo para una
posterior reformulacion de la prictica o una dinami-
zacion del grupo diferente a la inicial.

e Resolucion de la prdctica: En ella se observa el grado
de cumplimiento de los objetivos.

e Encuesta a los alumnos: En ella se debe valorar la apor-
tacion de la prictica y la consecucion de los objetivos.

En este articulo se desarrollan dos practicas, pero el lector

entenderd que se pueden disefar muchas mas sin mayor

problema: estudio del IPC, gasto medio trimestral de la
familia, estudios estadisticos relacionados con sanidad,
educacion, medio ambiente...

Practica 1. Analisis de poblacion

Introduccién

En la prensa local aparecio la informacion de la figura 1.

Parece légico pensar que un lugar para obtener vy
ampliar dicha informacién es el Instituto Nacional de
Estadistica (INE):
http://www.ine.es

La busqueda sobre poblacion se puede realizar desde dife-
rentes lugares de la web del INE.

D En la Base de Datos Tempus: Podemos encontrar en

Acceso por temas los siguientes temas o categorias:

e Territorio y medio ambiente.

...se pueden
disenar
muchas mas
[prdcticas]
sin mayor
problema:
estudio del IPC,
gasto medio
trimestral
de la familia,
estudios
estadisticos
relacionados
con sanidad,
educacion,

medio ambiente...

'L NORTE DE CASTILLA
Aiércoles, 23 de diciembre de 1998

Castillay Lebn,
la region en la
que mas baja
el nimero de
habitantes

Europa Press. MADRID

Castilla y Le6n ha sido la
comunidad donde se ha pro-
ducido un mayor descenso de
poblacién de los dltimos cin-
co afios, con una disminucién
del 1,5%, segdn el Anuario
Comercial de Espafia 1999
de La Caixa, presentado ayer
por el director del Servicio de
Estudios de la entidad, José
Maria Carrau.

Las comunidades que ex-
perimentaron un incremento
de poblacién de més del 4%
en los 1iltimos cinco afios fue-
ron Canarias, con un 7,5%,
Islas Baleares, con un 7,2% y
Murcia, 4,9% . Por contra, las
comunidades que registraron
una mayor disminucién fue-
ron Castilla y Le6n, 1,5%,
Asturias, 0,6%, el Pais Vas-
co,0,3% y Aragén, 0,1%.

Figura 1

e Poblacion.

e Sociedad.

e  [Economia.

e Agricultura.
e Industria.

e Servicios.

y dentro del tema de Poblacién los
siguientes apartados y divisiones:

e Censo y padron.

— Poblacion de becho y de

derecho.




Movimientos naturales de
poblacion.

Movimientos migratorios.

Empleo y paro.

Andlisis demogrdficos y de

poblacion.

— Proyecciones ) estimacio-
nes intercensales.

Detallaremos brevemente aquellas

divisiones que nos pueden ser Uti-

les en las actividades que posterior-

mente se propondrin:

l.a)

1.b)

Proyecciones y Estimaciones
Intercensales: Sobre las cifras del
censo de 1991 se ha realizado
una estimaciéon hasta el ano
2005. Se pueden representar
graficamente las estimaciones
por anos.

Poblacion de bhecho y de dere-
cho: Basada en Censos, Pa-
drones y rectificaciones anuales.
La poblacion de hecho estd
dada de 10 en 10 anos. La
poblacion de derecho es anual
desde 1985 hasta 1995.

Actividad 1

1)

Actividades

1.o) Movimientos naturales de poblacion: Se obtienen
resultados sobre Nacimientos, Matrimonios y

Defunciones anuales entre 1975 y 1996.
En Informacion Estadistica tenemos informacion sobre
distintos temas:
e Todos.
e Poblacion.
e Sociedad.
e Economia.
e Industria.
e Servicios.

En el tema de Poblacion se puede obtener distintos
apartados; los de interés para las actividades que

vamos a desarrollar son los siguientes:

II.a) Censo de Poblacion y Padron Municipal. Cifras
de Poblacion a 1/1/98: se obtiene la poblacion
por Municipios, Provincias, Capitales de Provin-

cia y Comunidades Auténomas con fecha 1/1/98.

II.b)Andlisis y Proyecciones Demogrdficas. Proyec-
ciones de la Poblacion de Espania calculadas a
partir del Censo de 1991: se realizan hipoétesis
sobre la evolucion de la mortalidad, natalidad y
migracion, realizando predicciones de pobla-

cion por Comunidades Auténomas y Provincias.

Vamos a contrastar los datos de la informacién aparecida en la prensa. Para ello buscaremos informacioén relativa a la poblacién de las Comunidades
Auténomas de Castilla y Ledn, Pais Vasco, Baleares y Canarias entre los afios 1994 y 1998.

Dentro de la base de datos Tempus en Proyecciones y estimaciones intercensales en la opcién Poblacién a 1 de julio por sexo y comunidad auténo-
ma de residencia [l.a]. Busca informacién sobre la prediccion de poblacién en las comunidades auténomas que queremos estudiar y represéntala

entre los afios 1989 y 2003. Imprime las 4 gréficas (opcién pagina horizontal).

Observa las graficas, zestan en consonancia los resultados con la noticia del periédico?

Haz un andlisis comparativo sobre las pendientes de las gréficas en su parte intermedia (1994-1998) de Castilla y Leén con el Pais Vasco por un

lado y de Baleares y Canarias por otro. Realiza un comentario sobre lo que observes:



Castilla y Leén-Pais Vasco Baleares-Canarias

Tarea 3

La informacién sobre la prediccién de poblacién de todas las comunidades auténomas y provincias puedes encontrarlas en Informacién Estadistica
tema de Poblacién y apartado de Andlisis y Proyecciones Demogréficas (Proyecciones de poblacién a 1 de julio) [Il.b]. Imprime los datos por
Comunidades.

En la hoja de célculo, rellena la tabla adjunta:

Sobre estimaciones

Castilla y Ledn Pais Vasco Baleares Canarias

Poblacion 1994
Poblacion 1998
Diferencia

indice de Variacién

Porcentaje crecimiento

Recuerda que:

e El indice de variacién se calcula:

Poblacién 1998

Y- = poblacién 1994

¢ El porcentaje de crecimiento se obtiene de restar 1 al indice de variacién (En formato de
Celda poner el nomero en porcentaie).

Tarea 4

Observa si los resultados que has obtenido coinciden con los del articulo del periédico. Comenta el resultado:

Tarea 5
Realiza el mismo estudio que en la tarea 3 pero con valores obtenidos de Censos y no de predicciones.

La informacioén relativa al afio 1994 puedes tomarla de Poblacién de hecho y de derecho [I.b], mientras que la informacién del censo de 1998 pue-
des tomarla de Censo de Poblacién y Padrén Municipal. Cifras de Poblacién a 1/1/98 [ll.q].

Sobre el Censo

Castilla y Ledn Pais Vasco Baleares Canarias

Poblacion 1994
Poblacion 1998
Diferencia

indice de Variacién

Porcentaje crecimiento




Tarea 6

Realiza un comentario sobre los resultados y saca conclusiones generales:

..
Actividad 2

Los datos relativos a Proyecciones y Estimaciones Intercensales son estimaciones; podemos plantearnos dos nuevas cuestiones:

i) El error relativo que se comete.

ii) La correlacién con los datos reales.

Tarea 7

Calcula el error relativo entre la poblacién de derecho y la estimada de Castilla y Leén entre los afios 1991 y 1995. Para ello rellena la siguiente
tabla en la hoja de célculo.

Castilla y Leén 1991 1992 1993 1994 1995

Poblacién de derecho
Poblacién estimada
Error absoluto

Error relativo

Recuerda que:
o El error absoluto es:
E.A. = | Valor exacto — Valor aproximado |
e El error relativo es:
E.R. = E.A. / Valor exacto

(En Formato de Celda poner el nimero en porcentaije).

Tarea 8

Representa en XY-Dispersién la nube de puntos Poblacién de derecho-Poblacion estimada y calcula el coeficiente de correlacion lineal (funcién =

= COEF.DE.CORREL(B2:F2; B3:F3)). Comenta el resultado.

Actividad 3

Una conclusién que hemos sacado de la Actividad 1 es la disparidad de situaciones que se dan en las distintas comunidades auténomas, es decir,
el comportamiento no es homogéneo. Veamos ahora si ocurre lo mismo entre las provincias de nuestra comunidad.

Tarea 9

Dentro de la base de datos Tempus en Proyecciones y estimaciones intercensales en la opcién Poblacién a 1 de julio por sexo y provincia de residencia [l.a].
Busca informacién sobre la prediccién de poblacién en las provincias de Ledn, Palencia, Valladolid, Salamanca y Segovia, entre los afios 1971 y 2005.

Imprime las 5 gréficas y estudia qué analogias y diferencias encuentras con la gréfica de nuestra comunidad. Escribe las conclusiones que obfengas:




Tarea 10

sLla coincidencia de tantas provincias hace pensar que la evolucién de la poblacién es homogénea o es porque han utilizado parémetros semejan-
tes en la estimacién de la poblacion?

Actividad 4

La estimacién de la poblacién se realiza tomando como base el Censo de 1991 y feniendo en cuenta la evolucién de los tres fenémenos demogra-
ficos: mortalidad, fecundidad y migracién. (Ver Metodologia del apartado [ll.b]).

Para el cilculo de los efectivos futuros de poblacién por sexo y edades a nivel nacional, autonémico y provincial, se ha empleado el método de componentes, que es
el utilizado en la practica totalidad de los paises del contexto occidental.

La aplicacion del método de componentes responde al siguiente esquema: partiendo de la poblacion residente en un cierto ambito geografico y en un instante dado,
se trata de obtener la correspondiente a fechas posteriores bajo ciertas hipétesis sobre la evolucion que van a experimentar los tres fenémenos demograficos, mortali-
dad, fecundidad y migracion, que determinan su crecimiento y estructura por edades.

...Los efectivos de poblacion, por sexo y edad, en cada uno de los ambitos geograficos considerados, deducidos de la explotacion exhaustiva del Censo de Poblacion
de 1991, constituyen la poblacion base o de partida, formulandose las hipétesis sobre la evolucién futura de la mortalidad, la fecundidad y la migracion resumidas en
la presente pagina. La exposicion detallada de la metodologia puede encontrarse en la publicacion mencionada en la presentacion, tanto para el total nacional, como

para las comunidades autéonomas y las provincias.

En esta actividad estudiaremos si las predicciones siguen un comportamiento «regular» a través de los afos. Estudiaremos el porcentaje de creci-
miento desde el afio 1994 hasta 1998 tomando como referencia el afio 1994 de las Comunidades Auténomas de la Actividad 1.

Tarea 1

En la hoja de cdlculo rellena la siguiente tabla:

Estimaciones™ Porcentaje de crecimiento

Afo Castilla-Ledn Pais Vasco Baleares Canarias Castilla-leén ~ Pais Vasco ~ Baleares Canarias

1994
1995
1996
1997
1998

* Usar la tabla de la farea 3

Recuerda que:

¢ El porcentaje de crecimiento en el afio t respecto al afio 1994 es:

Pr _1= Pt_Pl994

PC.de.1994.a.t. =
P99 P99

donde P, es la poblacién en el afio t. En Formato de Celda poner dicho nimero en porcentaje.

Tarea 12

Selecciona en la tabla las columnas de afios y porcentaje de crecimiento de las 4 comunidades (columnas A, F, G, H, I). Representa graficamente
dichos valores, eligiendo el tipo de gréfico de lineas. Imprime la gréfica.

Observa su comportamiento y saca conclusiones.




A la vista del resultado obtenido, haz una prediccién para el afio 1999.

Practica 2. Parametros
economicos

Introduccién

Es usual encontrar en la prensa referen-
cias a los conceptos de tasa de desem-
pleo o paro, poblaciéon activa, poblacion
ocupada, parada, etc. Todos ellos son
empleados por la EPA (Encuesta de
Poblacion Activa) y el INEM (Instituto
Nacional de Empleo).

Para buscar informacion sobre la EPA o
el INEM, podemos hacerlo en la WEB
del INE a través de:

D En la base de datos Tempus, en
Acceso por tema de Poblacion,
podemos encontrar el apartado de
Empleoy Paro. Dentro de este apar-
tado tenemos las secciones:

e Encuesta de poblacién activa.
e  Estadisticas de empleo del INEM.

e Relaciones laborales.

I.a) Encuesta de poblacion activa
(EPA): La realiza el INE y su
periodicidad es trimestral. La
muestra la componen 64.000
familias.

Analizaremos la EPA del 4.° trimestre de 1998.

Lb) Estadistica de Empleo del INEM: Datos registra-
dos por el citado organismo.

1D  En Informacion Estadistica en el tema de Poblacion,
aparece una referencia a la EPA. Si seleccionamos
Metodologia, podemos conocer en profundidad cémo
se hace la EPA, asi como los concepto de poblacion
activa, ocupados, parados, inactivos...

De igual manera se pueden obtener archivos en formato

Excel con toda la informacion por trimestre.

Conceptos

Haremos un breve resumen sobre los conceptos:

e Poblacion activa: Poblacion de 16 o mds afios que
estd trabajando o en expectativas de trabajar. No se
incluyen jubilados, amas de casa ni estudiantes. La
poblacién activa se divide en:

—  Ocupados: Personas que desempenan un trabajo
retribuido.

— Parados: La parte de poblacién activa que no
encuentra trabajo.

Tasa de actividad = Poblacion activa / Poblacion total
Tasa de Paro = Parados / Poblacion activa

La informacion puedes obtenerla en Metodologia sobre
la EPA:
http://www.ine.es/htdocs/daco/daco43/notaepa.htim

Actividades

Actividad 1

Tarea 1

Busca en la base de datos TEMPUS, informacién sobre la EPA de 3.y 4.° trimestre de 1998 para completar la siguiente tabla:



EPA 3.¢" Trimestre EPA 4.° Trimestre

Total Hombres ~ Mujeres Total Hombres Mujeres

Poblacién 16 afios o més
Activos

Ocupados

Parados

Inactivos

Servicio Militar o P.S.S.

Tarea 2

En la tabla adjunta, calcula la tasa de actividad y paro de la EPA del 4.° trimestre por sexos; determina también la variacién de los fotales sobre el
trimestre anterior: diferencia y porcentaje.

EPA 4.° Trimestre Variacién trimestre anterior

Total Hombres Mujeres Diferencia Porcentaje

Poblacién 16 afios o mas
Activos

Ocupados

Parados

Inactivos

Servicio Militar o P.S.S.
Tasa de actividad

Tasa de paro

Recuerda que
Diferencia = EPA 4.° — EPA 3.°

. EPA 4.°
Porcentaje = EPA3C T 1
Tarea 3

Dentro de Informacién estadistica en la parte relativa a la EPA [ll] puedes obtener un archivo (epa0498.xls) sobre la EPA del 4.° trimestre en forma-
to de la hoja de cdlculo Excel. Guarda el archivo en la carpeta de Mis documentos.

Comprueba que los datos que has calculado coinciden con los que aparecen en la primera hoja.

Tarea 4

En la 6.2 hoja del archivo anterior se tienen los datos de Ocupados, Parados, Tasa de actividad y de paro por sexos, provincias y comunidades
Auténomas, segin la estructura de la tabla adjunta.

Ambos sexos Varones Mujeres

Ocupado Parado Tasa actividad Tasa paro Ocupado Parado Tasa actividad Tasa paro Ocupada Parada Tasa actividad Tasa paro

Total
Autonomia

Provincia

Determina la provincia y la comunidad con mas tasa de paro, fotal y por sexos.




5Cudles son las que tienen menos?

Nota: Puedes realizar la bisqueda seleccionando la tabla entera y ordenando segin la columna que corresponda.

Ofra forma més gréfica, es representar en diagrama de barras las provincias en el eje Xy la tasa de paro que proceda en el eje Y.

Tarea 5

Utilizando la funcién COEF.DE.CORREL(«datos de la primera variable»; «datos de la segunda variable») determina si existe correlacién entre la tasa
de paro de mujeres y de hombres en todo el territorio. Comenta este hecho:

Actividad 2

Contrasta los resultados de la EPA con los datos registrados por el INEM.

Tarea 6

Busca en Movimientos laborales registrados en las oficinas de empleo del INEM, el paro registrado por sexos en diciembre de 1998 y determinar la
tasa de paro por sexos.

INEM-Diciembre de 1998
Total Hombres Mujeres
Poblacién activa
Parados
Tasa de paro
Tarea 7

Realiza un estudio comparativo de las tasas de paro de la EPA y del INEM. 3Qué observas?

Explica las razones por las cuales la tasa de paro de la EPA es superior a la del INEM.

Tarea 8

Reflexiona sobre el modo de «toma de datos» de la EPA y del INEM. ;Qué diferencias encuentras@

Jesis A. Hernandez
IES Jorge Guillén. Villalén de
Campos (Valladolid).
Sociedad Castellano-Leonesa
de Profesores de Matemdticas







l"h ﬁ 3 6 ¢Paradoja matematica?
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IDEAS
Y

RECURSOS

Lucia Puchalt Guillem

Tal vez sea una paradoja o
tal vez no, pero los alumnos
disfrutaron de la actividad
tanto por activa como por
pasiva. Aprendieron,
repasaron, bailaron y
cantaron matemdticas.
3Como que cantaron? 3Se
pueden cantar las
matemdticas? Pero, 3ESO de
cantar no se hace en la clase
de misica?, 3cé6mo que cantar
en matemdticas? no, no.
No es cantar en
matemdticas, es cantar las
matemdticas.

A ACTIVIDAD que voy a contar es una experiencia propia
que realizamos en el instituto. Voy a intentar describir
como empezo todo y cémo, sin apenas proponémerlo,
involucré a medio centro en la actividad.

Casi siempre resulta dificil plantear una actividad que
motive a los alumnos y los haga pensar, los haga trabajar
en grupo y, al mismo tiempo, les resulte atractiva la idea.
Y que, ademds, intervengan distintos departamentos
didacticos simultineamente.

Terminaba el primer trimestre y los alumnos estaban ya
mas pensando en el descanso de Navidad, que en la clase
de matemdticas. Casi todos estaban realizando la actividad
que les habia planteado, cuando vi a una alumna con unos
auriculares escuchando musica, tal fue mi indignacién que
automdticamente le requisé el radiocasete y le adverti que
cuando su madre viniera a por €l se lo devolveria.

Ese dia iba a ser pesado, ya que tras la jornada de las cla-
ses nos esperaba una interminable tarde de sesiones de eva-
luaciones, con la gran fortuna de tener que asistir a la pri-
mera y a la Gltima. Después de la primera sesion, subi al
departamento y arreglando mi estanteria aparecio el radio-
casete y pensé, mira que bien oiré musica mientras espero
a la siguiente evaluacién. Cuando empecé a escuchar la
musica que tenia grabada la casete, no pude mas que pen-
sar jcomo les puede gustar una musica tan dura y tan drida?
Y en ese mismo instante pensé: seguro que si las matema-
ticas se las explicisemos cantando las entenderian mejor.
No pude ni escuchar un minuto mds de la cancion, asi que
fui a tomarme un café. Alli coincidi con otros companeros
que estaban esperando a la proxima evaluacion igual que
yo. En la tertulia del café le comenté al profesor de Lengua:

-3Qué te parece si organizamos una Parodia Matematica?

-5Qué? —me respondié.



-Si, que adapten una cancién, utilizando la misica cambien la
letra, e incluyan un tema matematico.
—sCrees que se puede hacer?, debe ser muy dificil -me dijo.

-A mi se me ocurre utilizando la cancién Depende de Jarabe de
Palo, que podrian hacer algo muy sencillo como

«Depende, de qué depende
la prioridad de las operaciones
primero...»

Estando en esta conversacion aparecié el profesor de
Musica y le preguntamos si nos ayudaria. Y le parecioé una
idea estupenda. Ademads, que el tema se adaptaba perfec-
tamente a su programacion, ya que tenia previsto realizar
algunas adaptaciones musicales.

Yo, como jefe de mi drea propondria la actividad a mi
seminario y el de Lengua harfa lo mismo con el suyo (el
departamento de Musica, es unipersonal).

Y asi empez6 todo.

Nos pusimos manos a la obra y planificamos la actividad
para todos los 3.° de Educacion Secundaria (los grupos de
tercero tienen musica como asignatura obligada y en cuar-
to es optativa). Estaba finalizando el trimestre, y les comen-
tamos a los chavales que para la proxima evaluacion tenfan
que realizar una Parodia Matemdtica y que ibamos a eva-
luar el trabajo desde tres dreas, Matematicas, Lenguaje y
Musica. Les comentamos que podian realizar la actividad
tanto en grupo como individualmente y que el maximo de
componentes por grupo seria de cuatro alumnos.

En algunas clases la idea les resulté tan fascinante que sélo
con relacionar parodia con matemdticas empezaron a
improvisar y a cantar matematicas en la clase de matema-
ticas. Sin embargo hubo clases en las que les tuve que
tararear el Depende...» para que entendieran lo que les
estaba pidiendo.

Las canciones las entregaban a su profesor de matemati-
cas, escritas con la referencia de la cancion utilizada y
luego grababan la cancién en una cinta junto con la musi-
ca. Cuando se valoré el contenido matematico, el mismo
profesor se lo entregaba al departamento de Lengua, y
éste, una vez valorado su contenido, al de Musica.

Asi que el trabajo lo valoramos en la segunda evaluacion,
matemadticas y lengua, y en la tercera, lo valoré musica.

De todas las canciones de una clase, el profesor de musi-
ca junto con los alumnos, eligieron la cancion que mas les
gustaba, para representar al grupo y luego poder interpre-
tarlas en la fiesta de final de curso.

La parte de interpretar las canciones fue voluntaria, e
incluso el autor no tenfa por qué coincidir con alguno de
los intérpretes. Cada grupo tendria su representacion.

El profesor de musica estuvo trabajando aspectos propios
de su curriculo, y los alumnos al mismo tiempo estudia-
ron matemadticas en la clase de musica e hicieron musica

Las canciones
Sfueron
calificadas
de forma
distinta,

en cada drea. ..

en la clase de matematicas. Paradoja o
no, asi fue.

La creatividad de los alumnos hizo que
la actividad pudiera implicar a otras
areas como el drea de Plastica. Algunos
grupos presentaron una cardtula de la
cinta, que dicha drea pasé a valorar
(figuras 1y 2).

Asi pues, Sras y Srs empieza La Parodia
Matemadtica”. (A continuacion, leerdn, ya
que no pueden escuchar el trabajo que
realizaron los alumnos. Seria recomen-
dable que si pueden conseguir las can-
ciones de referencia, lean mientras
suena la mausica.)

Las canciones fueron calificadas de
forma distinta, en cada drea, de mane-
ra que las de mayor contenido mate-
matico, no coincidian con la mejor
adaptacion musical y viceversa. De las
de mas contenido matematico, quisiera
destacar:

Figura 1

Figura 2



Titulo: La ecuacién Matemética
Autor: Rafael Redondo Martinez
Curso: £SO 3C

Basada en la cancién «El tractor amarillo»

Pa pa pa pa pa, pa pa pa pa pa, pa pa pa pa pa, pa pa pa pa pa,
Me miraste con ojos de gacela cuando vistes mi ecuacién,

Me pusistes cara de asombrada cuando vistes aquello tan largo,
Sabes bien que soy muy listo y que sélo sé de matemdticas.
Cuando llegue el préximo domingo voy a traerlo para impresionarte.

Estribillo

Tengo una ecuacién muy larga que es lo que se lleva ahora,

Tengo una ecuacién muy larga que es la Gltima moda,

Hay que solucionar la ecuacién primero los paréntesis.

Que es la forma més rapida de solucionar una ecuacioén.

Pa pa pa pa pa, pa pa pa pa pa, pa pa pa pa pa, pa pa pa pa pa,
Después la multiplicacién o la divisién, con sus respectivas férmulas,
Se separa la x de los otros nimeros. Pero se cambian los signos,
Cuando cambian de lado,

Se despeja la x y se resuelve la ecuacion

Estribillo

Tengo una ecuacién muy larga que es lo que se lleva ahora,
Tengo una ecuacién muy larga que es la Gltima moda,

Hay que solucionar la ecuacién primero los paréntesis.

Que es la forma més répida de solucionar una ecuacién.

Titulo: Explica me como sumar monomios
Autoras: Davinia Cordero y Natalia Gémez
Curso: £SO 3A

Basada en la cancién de los Mojnos Escocidos «Chow-Chow»

M:i profe # sa inventao una nueva forma de sumar,
Que tiene un viaje de letras y nimeros para sumar
A esto se le llama monomio y solo, se puede sumar,
Cuando éste es semejante con la misma parte literal
Y yo le digo...

Estribillo
iExplica me como sumar monomios!
iExplica me! (bis 3)

Al nomero se le llama coeficiente, y la letra parte literal
To monomio tiene un grado que se le pone al final

Y mi profe # dice que le da mucha alegria

Cuando sale a la pisarra

Y la escuchamos tos los dias

Y yo le digo...

Estribillo

Cuando nosotros no lo entendemos,

## lo vuelve a explicar,

to las veces que hagan falta hasta poderlos sumar
Y cuando llega el verano y logramos aprobar,
Nuestra profe # dice que podemos descansar

Y yo le digo...

Estribillo

Titulo: Las fracciones
Autora: Ana Bonilla
Curso: £SO 3D

Basada en la cancién «Alla en el rancho grande»

All& en el instituto

Alla donde estudiaba

Habia una profesora

Que alegre me ensefiaba

Que alegre me ensefiaba

Te voy a ensefiar las fracciones,

Como me las ensefiaron en su dia,
Empezaremos por las sumas y seguiremos por las restas
Para sumar fracciones, se halla el denominador
Y seguidamente se hlla el numerador

All& donde yo estudiaba

All& donde yo iba

Habia una profesora

Que claramente me decia

Que claramente me decia

Por Gltimo se suman los numeradores

Pero una cosa queda muy clara,

Que el denominador se queda igual

Para restar se hace lo mismo
Pero cambiando el signo,
Porque en vez de sumarlos
Lo que haria seria restarlos

En esto consisten las sumas

Las sumas y las restas, si esto lo dominas
Ya estas preparada para complicarlo,

Lo podemos complicar

Poniendo paréntesis y quebrados

Pero esto no lo voy a explicar

Porque esta cancién ya ha terminado.



Titulo: Niumeros enteros
Autoras: Natalia Conde y Ana Belén Abad
Curso: £SO 3A

Basada en la cancién de Malu «Dime al oido»

Por si acaso me estuvieras escuchando
To que ahora has decidido aprender

Y de pronto ti veras que no es tan facil
Como tu piensas aaaaa...

Sélo espero que te dé buen resultado

En la resta y en la suma de enteros,

Ya que suele ser un poco exirafio

El que puedas resolverlo de esta manera

Y cuando tienen igual signo se deben sumar
Y a diario t0, debes ir estudiando

Cuantas veces he pensado cémo lo deberia poner
Y por fin lo resolvi y ahora todo es més fécil

Ya lo aprendi, las cosas buenas que me has ensefiado
Y mi deber haré, mi deber haré

Que sepas que se resta si no es el mismo signo, nifio
Yo no quiero olvidar

Las cosas buenas que me has ensefiado y mi deber haré Titulo: De Matemdticas
Autor: Pablo Alcala
Yo que nunca di importancia a la ensefianza, Curso: ESO 3A

Me daba miedo ponerme a estudiar,

Me estoy poniendo ya las pilas

Necesito aprobar este trimestre

Y tan fécil me parece ahora todo,

Y me costaba comprender las matematicas

Pero trataba de esforzarme y t0, para ayudarme me lo volvias a ensefiar Primero hay que elegir la incégnita,
Segundo se traduce el problema

Si puede ser al lenguaje matemdtico,
Y tercero, se resuelve la ecuacién

Y cuarto, se da el resultado

Y quinto, se comprueba

Basada en la cancién de Manolo Tena «Péjaros de barro»

Para poder hacer un problema, hay que seguir
Estos pequefios pasos, para poder realizarlo.

En fin queria que supieras que ya lo aprendi

Las cosas buenas que me has ensefiado

Y mi deber haré, mi deber haré

Que sepas que algo de esto te queda por aprender, nifio

Te ensefiaré la resta de enteros, Luego hay cuatro métodos

Uno es de Igualacion,

Que consiste en despejar,

la misma incégnita de las dos ecuaciones,
y luego se igualan los resultados,

Si me estas oyendo, dime que me estds oyendo

Que sepas que se resta si no es del mismo signo, nifio.
Yo no quiero olvidar,

Las cosas buenas que me has ensefiado y mi deber haré

Luego estd el de sustitucion,
consiste en despejar,

una de las dos incégnitas,

en una de las dos ecuaciones
y sustituir en la ofra ecuacion.

Estd el método de reduccién

Consiste en eliminar

Una de las dos incégnitas

Y para ello se multiplican las ecuaciones
Por un nimero distinto de cero y luego,
se suman o se restan

los resultados,

Y lvego,

estd el método grafico

que éste consiste en dibujar las gréficas
que representan las dos

ecuaciones y el punto

donde se cortan es la solucién del sistema.

Cuando sepas esto ya sabrds
resolver ecuaciones y sistemas



La cancion que a continuacion presen-
tamos fue una de las pocas que tanto el
de
Matemadticas valoraron positivamente;

profesor de Musica, como el
ademds fue una de las mds votadas y
represent6 a ESO 3A en el festival de fin

de curso.

Titulo: Las traducciones de ecuaciones

Autoras: Maria Gonzélez, Sara Romero, Tania Trapero, Maria Andrés

y Sandra Mufoz
Curso: ESO 3A

Basada en la cancién de Venga Boys «Boom, Boom, Bomm»

Oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh
Oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh,

Las mates no las soporto, las traducciones de
Ecuaciones, ya no puedo aguantar més voy a catear

Oh oh oh oh voy a catear

Oh oh oh oh ya no aguanto més
Oh oh oh oh voy a reventar

Oh oh oh oh

Bum, Bum, Bum, el doble de un nimero es igual a 2 por x es, 2 por x
Bum, Bum, Bum, el triple de un nimero es igual a 3 por x es, 3 por x

Oh oh oh oh voy a catear

Oh oh oh oh ya no aguanto més
Oh oh oh oh voy a reventar

Oh oh oh oh no me gusta estudiar
Oh oh oh oh al final me voy a ir

Oh oh oh oh

Bum, Bum, Bum, la mitad de un nimero es igual a x entre dos
Bum, Bum, Bum, el cuadrado de un nimero es igual a x elevado a dos
Bum, Bum, Bum, el cubo de un nimero es igual a x elevado a tres

Las mates son un rollo voy a explotar de tanto estudiar

Oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh
Oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh oh,

Bum, Bum, Bum, la diferencia de dos nimeros es igual a x menos y
Bum, Bum, Bum, la razén entre dos nimeros es igual a x partido y

Valoracion de la paroodia
matematica

Conseguimos unas 40 canciones, con
mds o menos contenido matematico,
entre todos los grupos. Algunos paro-
diaron la clase de matemadticas, como
clase, no los contenidos matemadticos y
otras consiguieron adaptar contenidos
matematicos a sus canciones.

La mayoria de los autores de las cancio-
nes, aprendieron el contenido matema-
tico que incluian en sus temas. Y el
resto tarareaba, a todas horas, las can-

Lucia Puchalt
IES Pere Boil
Manises (Valencia)
Societat d’Educacié
Matemadtica de la Comunitat
Valenciana
«AlKhwarizmi»

ciones mas pegadizas con su contenido matematico.

Ademas todo el centro asistié a la representacion de las

canciones y, pasivamente, se quedaron con la copla.

e El Departamento de Matematicas se coordiné con los
departamentos de Lengua Castellana, Musica, Pldstica
y Extraescolares.

e El Departamento de Lengua se encargd de valorar
tanto el estilo linglistico de las canciones, como los
errores ortograficos.

e El Departamento de Musica se encargd de que los alum-
nos oyeran las canciones que habian hecho sus com-
paneros y eligieron una que representara al curso.
Trabajo los aspectos propios de su curriculo con estas
canciones y asi repasaron en la tercera evaluacion con-
ceptos bdsicos de matemadticas vistos en la primera y
segunda evaluacion. También se encargd, con mi cola-
boracion, de los ensayos y de todos los problemas téc-
nicos de la grabacion de las canciones, pruebas, etc.

e Disenamos unos diplomas (figura 3) de mencién
honorifica para todos aquellos alumnos que colabora-
ron en la representacion de las canciones (ya que fue
totalmente voluntaria esta parte; incluso la coreografia
fue disenada por ellos mismos y supervisada por el
profesor de Musica).

e El Departamento de Plastica fue el Gltimo en colabo-
rar y por eso no dio tiempo a desarrollar su participa-
cién en la actividad pero si de empezar una coordi-
nacion interdisciplinar muy interesante, ya que a la
vista de los trabajos presentados por los alumnos pen-
samos que podian realizar las caratulas de sus cancio-
nes y al mismo tiempo trabajar la educacion para el
consumidor, un eje transversal.

e Ademis me gustaria proponer para el proximo curso, al
Departamento de Educacion Fisica su colaboracion y
pedirles que valorasen el trabajo de coreografia que han
de realizar los alumnos para realizar las actuaciones.

Se propuso la actividad de una manera improvisada y se
resolvieron los problemas segin se fueron presentando.

Pero, la experiencia ¢fue una Paradoja? Juzgue, usted
mismo.

Figura 3
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Se presenta un médulo para
Derive que permite ir més
alla del simple dibujo de la
grdfica de una funcién. Tan
sélo basta cargarlo y definir
en él la funcién F(x) sobre la
que se quiere aplicar, para
que las funciones que lo
integran proporcionen sus
elementos caracteristicos:
asintotas, méximos y
minimos, inflexiones, ...

L ORIGEN de este articulo estd en no haber preparado
debidamente una clase.
La historia es la siguiente. Habia terminado, en 2.°de
Ciencias Sociales, el tema «Trazado de Funciones» y reali-
zado algin ejercicio de aplicacion, asi que decidi hacer un
ejercicio completo en el que se trataran todos los aparta-
dos estudiados. Del libro de texto, en la seccion de ejerci-
cios propuestos seleccione:
Representar la funcion
_ X +x%-2
x*-2x- 4
Calculamos las asintotas, la derivada primera y después de
simplificarla obtuvimos:
_ xtoexd - 15x% - 4x- 6
ye= 3
(xz - 3x- 4)

El paso siguiente fue solucionar y’ = 0. Al tratar de anular

el numerador dije: «Ahora buscaremos por Ruffini las rai-
ces del numerador y cruzaremos los dedos para que sean
divisores del termino independiente». Comenzamos a pro-
bar los divisores de 6 sin éxito. En ese momento soné el
timbre que indicaba el final de la clase y me despedi
diciendo: «No hay que preocuparse, pues si las raices son
irracionales mi amigo Derive nos las encontrara».
Cuando fui a casa abri el programa y le suministré la fun-
cion. Calculé la derivada primera, por si hubiera habido
algin error en la simplificacion, comprobé que no habia
ocurrido y mande que resolviera la ecuacién y’ = 0. Como
sospechaba las raices eran irracionales; obteniendo:

[x= 795956, x = -1'85656, x = -0'0514983 + 0'63512 i,

x =-0'0514983 - 0’63512 i]

Al tener el programa abierto represente la funcion, pero
eche en falta los elementos caracteristicos como asintotas,



Estudio de funciones

#1: “APLICACION”
2
2-x/(x - 1)
#2: F(xX):= x-&
#3: VERTICALES(x) := SOLVE(F(xX) = ®, x)
#4: “Resolver mediante aproximado”
#5: VERTICALES(X) := [x = 1, X = -1, x = ©, X = -®]
F(x)
#6: ASINTOTAS(x) := IF(lim(F(x) = ®, IF(lim( =w), “no tiene Asinto
X—® X—© X
F(x) F(x)
as”,”La Asintota oblicua es”:y= lim(—-—)+x + lim(F(x) - (lim )
x—® x x—® X—® X
*x)), “la asintota es”.y = lim F(x))
X—0
#7: ASINTOTAS(x) := “La Asintota oblicua es”:y = x + 2
#8: FUNCIONES (x) :=
2 2
2-x/(x - 1) 2:x-(x + 1)
#9: FUNCIONES(xX) := “F’(x)” = & (1 - —)
2 2
(x -1
2
2-X/(X - 1) 5 4 3 2
4.8 (X #3+x +2°x -2'x + x - 1)
Fro(x)" =
2 4
(x - 1)
#10: CORTES(x) := [SOLVE(F(x) = 0, x)]
#11: CORTES(x) := [[x =0, x =1, x = -1 , x = ®, x = -»]]
#12: MAXIMOS(x) := [SOLVE(F'(x) = 0, x)]
#13: MAXIMOS(x) :=[[x = 1, x = -1, x = 2.89005, x = 0.346014, x = ®,
x = -©, x = -0.618033 + 0.786151-1, x = -0.618033 - 0.786151-1]]
#14: INFLEXIONES(x) := [SOLVE(F’’(x) = 0, x)]
#15: INFLEXIONES(x) := [[x = 1, x = -1, x = 0.648865, x = ®, x= -®]]
LATERALES (p) := [lim F(x), lim F(x)]
#16: XEp- XEp+
0 -
#17: VECTOR(LATERALES(p), p, [-1,1]) =
[
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maximos, minimos, inflexiones... estas ausencias fueron
las que me llevaron al deseo de tener un programa tal que,
conocida la funcién permitiese el calculo de los elementos
necesarios para el estudio e interpretacion de dicha fun-
cion, de forma que el trabajo de calculo solo se hiciera
una vez. Para definir las funciones que calculan los apar-
tados deseados tuve que utilizar algunas de las funciones
predefinidas en Derive, las funciones utilizadas han sido:

SOLVE ; LIM ; IF ; VECTOR ; INSERT_ELEMENT

Recordemos su sintaxis:

SOLWVE([Fix, y) = a, Glx,y) =b] ,[x, y]): resuelve el sistema
Flx,y) = a, G(x, y) = b, en las variables x e y.

SOLVE(F(x), x): resuelve la ecuacion F(x)=0, en la variable x.
LIM(F(x), x, a): calcula el limite de la funciéon F(x) cuando la
variable x tiende hacia a. El valor a puede ser mas o
menos infinito.

Si queremos calcular los limites laterales
cuando x tiende hacia a la sintaxis es:

LIM(F(x), x, a, 1) y LIM(F(x), x, a, =1), que cal-
culan el limite de F(x) cuando x tiende
hacia a, siendo x >a (derecha) y siendo
x < a (izquierda).

IF(«Condicién C», realizar A si se cumple la
condicién C, realizar B si no se cumple la con-
dicién C). Abreviadamente IF(C, A, B).

La funcién VECTOR puede generar un
vector 0 un vector cuyas componentes
sean vectores (una matriz).

VECTOR(Funcién o funciones en la variable n,

variable n, Valores que toma n)

VECTOR ([x, F(x)], x, [1, 2,5, 9]) genera la
matriz cuyas filas son: [1 ,F(1)], [2 ,F(2)],
[5 F3) . [9 FO1

Si queremos que la primera fila de una
matriz A no sea numérica y que tenga
por valores el encabezamiento de una
tabla, debemos insertar una primera fila
con dichos encabezamientos mediante
INSERT_ELEMENT.

INSERT_ELEMENT([fila a insertar], A, K), siendo
A el vector o matriz en la que vamos a
insertar la fila y K'la posicion en la que se
realizara la insercion. Como en la prime-
ra fila queremos que figure un texto y no
un cilculo debemos colocar entre comi-
llas cada elemento de la fila insertada.

Una forma de realizar el estudio es

mediante los siguientes pasos:

1.° Definir la funcién a estudiar

F(x) := «funcién objetivox»

2.° Célculo de las asintotas verticales
VERTICALES(x) := SOLVE(F(x] = oo, x]

Resuelve la ecuacion para la variable x.
En algunas funciones (principalmente
en las definidas a trozos) no efectia el
calculo correctamente.

3.° Asintotas horizontales y oblicuas

ASINTOTAS() = IF [ UM(F[X), x, o) = o,
IF(LIM(F(x)/x = s, x, <), «No tiene Asintotas»,
«La Asintota oblicua es» y = LIM(F(x)/x, x, )
* x + LUM(F(x) = LIM(F(x)/x, x, =) * x, X, =) ,
«La Asintota horizontal es» y = LIM( F(x), x, =))



En nuestro caso si el limite de F(x) es
infinito calcula A = limite de F(x)/x. Si
no es infinito calcula B = « a Asintota
horizontal es» y = Valor del Limite.

Cuando se cumple la condicién nos
conduce a otro IF en el que la condicion
es: si el limite de F(x)/x es infinito,
entonces A = o tiene Asintotas», si el
cociente no es infinito se cumplird
B = da Asintota oblicua es» y = mx + b

4.° La funcién, su derivada primera
y su segunda derivada

Las agrupamos en una matriz de 3 x 1.
Cada fila de la matriz debe ir entre cor-
chetes y el texto que queremos que
aparezca tiene que ir entrecomillado.

FUNCIONES(x) := [[«F(x}»=F(x]], [<F'(x)» =
= F'(x)], [<F"(x)»=F"(x]]]

Esta matriz permite trabajar con cada fila
independientemente.

5.° Puntos de corte. Posibles méximos,
minimos y puntos de inflexién

Resolvemos las ecuaciones F(x) =0,
F(x) =0, F’(x) = 0 . Para ello utilizare-
mos la funcion SOLVE entre corchetes ya
que de esta forma obtenemos las solu-
ciones como componentes de un vector.

CORTES(x) := [SOLVE(F(x) = 0, x]]
MAXIMOS(x] := [SOLVE(F(x] = O, x)]
INFLEXIONES(x) := [SOLVE(F“(x] = O, x)]

6.° Limites laterales

Si queremos calcular los limites laterales
en algunos puntos p,, p,, ps, ... que con-
sideremos interesantes (puntos de dis-
continuidad, asintotas verticales, ...).
Les agruparemos en un vector p.

LATERALES(p) := [LIM(F(x), x, p, -1),
LIM(F(x), x, p, 1) ]

VECTOR(LATERALES(p), p, [pl, Py P3 ---]) =

La ultima instruccion calcula los limites
laterales en los puntos p,, p,, ps,
mediante la funcion LATERALES(p). La varia-
ble de la funcién es py no x. El resultado
es una matriz de dos columnas e i filas,
siendo la primera columna el limite por la
izquierda en cada punto p, y la segunda
columna es el limite por la derecha.

Estudio de Funciones

#18:

#19:

#20:

#21:

#22:

TABLITA(x) :=

PUNTOS(x) := [-2, -1, -0.5, 0, 0.346014, 0.5, 0.648865, 1, 2,
2.89005, 3]
TABLA MINIMA(x) := INSERT_ELEMENT([“x”, "F(x)”, "Signo de F’(x)”,

“F'(x)"], VECTOR([x, F(x), SIGN(F’(x)), F'(x)], x, PUNTOS(x)),1)

By "F(x)” "Signo de F'(x)” "F'(x)"
-2 ~0.527194 1 0.849368
-1 ? ? ?
~0.5  -1.89683 1 12.224
0 0 1 1
0.346014 0.157642 +1 0
TABLA_MINIMA(X):=
0.5 0.131798 -1 ~0.322174
0.648864 0.0689785 -1 ~0.47852
1 ? ? ?
2, 7.58733, -1, -4.6367
2.89004  6.34347 +1 0
3 6.35099 1 0.132312
TABLITA(Xx) := VECTOR([xX, F(x)], x, PUNTOS(xX))
[ -2 -0.527194 |
-1 2
-0.5 ~1.89683
0 0

0.346014 0.157642

0.5 0.131798

0.648864 0.0689785

1 ?

2 7.58733
2.89004 6.34347

3 6.35099
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7.° Puntos de estudio y valoracién (méximos, inflexiones, ...)

Agrupamos todos los puntos en una funcién.

PUNTOS (x) := [puntos de estudio y valoracién separados por
comas)

8.° Tabla de valores de la funcién y su derivada

En cada punto de estudio podemos calcular F(x), el signo
de la primera derivada y el valor de F’(x). Una forma de
conseguirlo es mediante una matriz que llamaremos
TABLA_MINIMA. Esta matriz tendrd en la primera fila, como
encabezamiento: x, Fx), signo de F'(x) y F'(x) y en las
filas siguientes las tabulaciones de las funciones en los

puntos deseados.
TABLA_MINIMA (x) := INSERT_ELEMENT([«x», «F(x]», «Signo de

F'(x)», «F '(x)»], VECTOR([x, Fx), SIGN(F'(x)), F'(x)], x, PUN-
TOS(x)), 1)



TABLA_MINIMA, mediante el valor de F’'(x) y su signo a la
izquierda y derecha de un punto en el que se anula la deri-
vada, permite dilucidar si en ese punto existe maximo o
minimo. El estudio del signo a la izquierda y derecha de un
punto es fundamental, pues a veces al estudiar el signo en
las soluciones de F’(x) =0 no da signo cero, pues da un
valor pequeno a la derivada en el punto y por tanto tiene
signo positivo o negativo.

9.° Tabla de valores de la funcién

Si queremos representar un punto no es posible con
TABLA_MINIMA(x),
Necesitaremos una tabla en la que unicamente figuren la

pues tiene  cuatro  columnas.
variable x y el valor de F(x). Esto lo conseguimos median-

te la funcion TABLITA(x)
TABLITA (x) := VECTOR([x, F(x]], x, PUNTOS(x])

En nuestro caso la funcion es un vector de dos compo-
nentes [x, F(x)], la variable es x y los valores que tomara
serdan los puntos que hemos seleccionado para el estudio
y que figuran en PUNTOS(x).

10.°

Guardamos en la carpeta de Math de Derive el archivo
«Estudio de Funciones» (siendo su extension .mth). Cada
vez que queramos estudiar una funciéon llamaremos al
archivo, indicamos quien es F(x) , copiamos las funciones
de estudio y posteriormente bastara con llamarlas para
obtener los resultados.

Al aplicar el algoritmo anterior a diversas funciones he
notado que en las definidas a trozos al resolver la ecua-

-6

José de Francisco Estaire
IES Andrés Laguna
Segovia

cion: derivada primera = 0 , a veces no
se obtienen todas las soluciones, la
forma mas eficaz es resolver la primera
derivada de cada trozo y seleccionar los
puntos que estan en el intervalo de defi-
nicion. En estas funciones el cilculo de
las asintotas verticales suele dar algin
problema.

Apliquemos todo lo anterior al estudio
de la funcién (ver figuras):

2 (xz- 1)

y = xe
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Exposicion de curvas

y superficies: una experiencia

extraacadémica universitaria

Juan Nouinez Valdés, C. Aguilera, I. Fernandez,

M.J. Macias, A. Montano, S. Pérez, I. Rivero,
M.J. Romero, J.l. Sanchez y A.M. Serrato

En este artficulo se comenta
una experiencia
extraacadémica realizada
por un grupo de alumnos
universitarios de
Mateméticas, juntamente con
su profesor, en el marco de
la Semana de las
Mateméticas organizada por
la Facultad de Matematicas
de Sevilla para conmemorar
el Afio Mundial de las
Matemdticas (Afio 2000). La
citada experiencia consistio
en la realizacién y montaje
de una Exposicién de Curvas
y Superficies, cuyos objetivos
generales, desarrollo y
conclusiones finales
constituyen la base de este
trabajo.

ST COMO suele ser habitual encontrar articulos relativos a
experiencias extraacadémicas realizadas por alumnos de
Educacion Primaria o Secundaria en las paginas de revis-
tas especializadas en Educacion, Didactica o Metodologia,
no suele ser frecuente, por el contrario, encontrar estos
mismos trabajos cuando los sujetos son alumnos universi-
tarios, sobre todo en el caso de las disciplinas cientificas.
El presente articulo, que viene a paliar en algo la conside-
racion anterior, trata sobre una experiencia extraacadémi-
ca realizada, a instancias del profesor, por un grupo de 9
de sus alumnos universitarios del curso de la asignatura
Geometria III (Geometria Diferencial de Curvas y Su-
perficies) de la licenciatura de Matematicas, en la Facultad
de Matemdticas de la Universidad de Sevilla (ano acadé-
mico 1999-2000). Esta experiencia tuvo lugar dentro de los
actos programados durante la Semana de las Matematicas
(semana del 27 de marzo al 2 de abril de 2000) organiza-
da por la Facultad de Matemadticas de la Universidad de
Sevilla en conmemoracién del Ao Mundial de las Mate-
maticas (Ano 2000).

Lo que en principio fue un simple comentario por parte
del profesor a la totalidad de sus alumnos del citado grupo
en el sentido de que le gustaria que su clase de Geometria
participase como tal, de forma activa, en dicha Semana,
realizando una actividad inicialmente sin determinar, si
bien relacionada de alguna forma con el temario de la
asignatura, se convirtio posteriormente en el firme com-
promiso por parte de un grupo reducido de estos alumnos
de idear, planificar, organizar y, en definitiva, realizar una
Exposicion sobre Curvas y Superficies, que es la que
seguidamente se pasa a comentar.

El presente articulo se estructura en seis secciones. En la

primera, se sefalan los objetivos que nos marcamos al ini-
cio de la experiencia. En la segunda, tercera y cuarta sec-



ciones se tratan, respectivamente, las cuestiones referentes
a la preparacion y montaje, decoracion externa y conteni-
dos de la Exposicion. En la seccién quinta se comentan
algunas curiosidades y anécdotas surgidas al hilo de la
misma, dedicindose finalmente la sexta seccion al trata-
miento de la valoracion final y conclusiones extraidas por
nosotros mismos a la finalizacién de la misma.

Objetivos de la Exposicion

El principal objetivo que nos propusimos fue el de acer-
car la Geometria Diferencial de Curvas y Superficies a
companeros, profesores y demds visitantes interesados en
el tema y hacerlo, ademds, de una forma seria y rigurosa
aunque no exenta de un tratamiento algo mds informal y
¢por qué no decirlo? también lidico del tema.

Para ello, pensamos que la Exposicion no solamente debe-
rfa mostrar algunas de las curvas y superficies que habia-
mos estudiado en clase de Geometria e indicar sus princi-
pales propiedades, sino que al mismo tiempo deberia pre-
sentarlas ademds de una manera fisica y tangible, que per-
mitiese al visitante observarlas con el mayor detenimiento
posible, considerar en ellas todos los conocimientos teéri-
cos previamente estudiados y también, en gran parte de
los casos, poder manipularlas o incluso «rear» en el orde-
nador sus «propios» cuerpos geométricos. A tal fin, desed-
bamos que los visitantes no solo vieran sino que también
participaran de manera activa en la Exposicion.

Un segundo objetivo fue, cémo no, aprovechar el ano en
el que nos encontrdbamos, para aportar nuestro peque-
fo granito de arena, como parte integrante de la Facultad
de Matematicas, participando activamente en los actos de
la Semana de las Matematicas organizada por la misma,
ayudando a promocionar de esta forma el conocimiento
y el uso de las Matemadticas en todo el mundo, y a mos-
trar a la sociedad la presencia permanente de las
Matematicas en diferentes hdbitos de nuestra vida y resal-
tar su importancia en el desarrollo cientifico, tecnolégico
y cultural, tal como se recogia en los objetivos generales
del Ano Mundial de las Matemadticas, que celebrabamos
en ese ano 2000.

Un tercer objetivo fue el de calibrar si las actividades extra-
académicas universitarias (sobre todo en las areas cientifi-
cas), tan denostadas por lo general tanto por profesores
como por alumnos, deberian ser mds tenidas en cuenta
por ambos estamentos a fin de conseguir la tan ansiada
formacion integral, no sélo tedrica y de conocimientos, del
alumnado de estas licenciaturas.

Pasamos a continuacion a detallar la actividad realizada y
los logros obtenidos, que nos permitirin concluir si los
objetivos inicialmente propuestos se cumplieron o no.

...la Exposicion
no solamente
deberia mostrar
algunas
de las curvas
y superficies
que habiamos
estudiado
en clase de
Geomelria
e indicar
sus principales
propiedades,
sino que al mismo
tiempo deberia
presentarlas
ademas
de una manera
fisica y tangible,
que permitiese
al visitante
observarlas
con el mayor
detenimiento
posible. ..

Preparacion y montaje

Con respecto a la preparaciéon y monta-
je en si de la Exposicion, debemos
comentar que resulté mas complicado y
que nos llevé mds tiempo del que en
principio habiamos considerado.

Asi, nuestras primeras ideas sobre el con-
tenido fueron variando desde la primera
de nuestras reuniones hasta practicamen-
te el mismo momento de la inauguracion.
De hecho, todo lo que finalmente se
expuso fue fruto de intensos debates y
reuniones en los que se cambiaban, se
ampliaban e incluso se desechaban nu-
merosos proyectos inicialmente previstos
y que después, por diferentes razones, no
pudieron llevarse a cabo.

Por otra parte, el aula que nos habia
sido asignada por la Facultad, aunque
bastante amplia, estaba logicamente
ocupada por las correspondientes mesas
y sillas, que necesariamente tuvimos que
redistribuir, para facilitar el paso libre y
sin obstaculos de los visitantes. Ademas,
habia que colocar los carteles informati-
vos, figuras, dibujos, cuerpos geométri-
cos, etc., de forma que todos ellos estu-
viesen bien a la vista y que no se estor-
basen unos a otros. Al respecto, cabe
mencionar la gran dificultad que nos
supuso el traslado hasta el aula de una
preciosa y extensa coleccion de cuerpos
geométricos propiedad de la Facultad
(donada por un familiar de un profesor
de la misma hace ya bastante tiempo)
que se guardaban en unos estantes
cerrados, construidos
para ello, que fue necesario trasladar tal
cual, desde su lugar habitual, la Sala de

expresamente

Juntas de la Facultad, hasta el aula, entre
cuatro o cinco de nosotros, con el mayor
cuidado para evitar posibles golpes o
deterioros entre ellos. También fue rela-
tivamente complicado el traslado y pos-
terior montaje en el aula de dos ordena-
dores gentilmente prestados por miem-
bros de la Facultad, que hubo de reali-
zarse con el maximo cuidado.

Ademas, el tiempo de que dispusimos
para ello fue mds bien escaso, habida
cuenta que la mayor parte de la tarea
anterior hubo de hacerse durante las



primeras horas de la manana del lunes
de esa misma semana, dado que hasta
la dltima hora lectiva de la tarde del
viernes anterior hubo clases en el aula
asignada y durante el fin de semana no
pudimos acceder a ella.

Decoraciéon externa

En un principio, la Exposicion estaba
reducida sélo y exclusivamente al aula
destinada para ella, situada en la segun-
da planta de la Facultad. Por ello, decidi-
mos ampliar algo el espacio y se nos
ocurrié decorar la Facultad con algunas
figuras geométricas gigantes, que fuesen
«abriendo boca» a los visitantes. Asi, pen-
samos en distribuir a lo largo del camino
que llevaba al aula una serie de elemen-
tos geométricos que pudieran ser apre-
ciados a simple vista a medida que el
visitante se fuese acercando y que, por
otra parte, constituyesen por si mismos
parte del material que se deseaba expo-
ner. Estos elementos fueron confecciona-
dos manualmente por nosotros mismos,
con materiales habituales en nuestro
quehacer cotidiano, como papel de alu-
minio, cables, latas de refrescos vacias,
periddicos, alambres, etc. Ciertamente,
atraidos por estas figuras gigantes, fueron
muchos los que se decidieron a visitar la
Exposicion, saliendo muy complacidos
finalmente de la misma.

Las dos primeras figuras en aparecer a la
vista del visitante, una vez dentro de la
Facultad eran una espiral logaritmica (Do
Carmo, 1976: 23) y una banda de Mobius
(Do Carmo, 1976: 118). La primera, reali-
zada con cables y chinchetas se situé al
lado del cartel anunciador de la
Exposicion y la segunda, construida con
periédicos y cartulina, que permitian
mostrar la no orientabilidad de esta
superficie (Do Carmo, 1976), se colgd del
techo de la entrada de la Facultad, por
cierto con grave riesgo de algunos de los
que lo hicieron, por motivos de un ino-
portuno Vvértigo, no convenientemente
superado en esos momentos.

También en la entrada de la Facultad se
coloc6 una enorme catenaria (Do

Las dos primeras
Sfiguras
en aparecer
a la vista
del visitante,
una vez dentro
de la Facultad
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una espiral
logaritmica
y una banda
de Mobius. ..

...se coloco
una enorme
catenaria
de 30 metros
de longitud,
confeccionada
con papel
de aluminio. ..

Carmo, 1976: 37), de 30 metros de longitud, confeccionada
con papel de aluminio (evidentemente, hubo de darsele
una cierta <anchura» por razones obvias de confeccion). Se
colgé entre dos de los puentes de la Facultad, estirindose
en primer lugar el rollo de papel y descolgandolo después
muy poco a poco, quedando finalmente una figura muy
bonita tanto por su tamaio como por su color.

Al final de una de las escaleras que conduce a la primera
planta de la Facultad se colocé un cilindro (Do Carmo,
1976: 77) de aproximadamente metro y medio de altura,
realizado con 266 latas de refrescos vacias (14 columnas de
19 latas cada una), que nos habian sido graciosamente
donadas por personas de la Facultad que las habian ido
depositando en una gran caja que a tal fin habfamos colo-
cado nosotros en el vestibulo de entrada, por cierto, bajo
un enorme cartel indicador en el que les pediamos que nos
«diesen la lata». Para ensamblarlas y unirlas fueron necesa-
rios 6 metros de cable, dos cartones circulares grandes, que
constituian las bases, un perchero adosado a uno de ellos,
que mantenia la figura en pie y, sobre todo, muchisima
paciencia y un poco de habilidad para darle la forma ade-
cuada, habida cuenta de que en la geometria actual, el
«ilindro abombado» atin no tiene la categoria de superficie
regular. Al lado de este cilindro, al igual que en la prictica
totalidad de figuras presentadas, aparecia un cartel expli-
cativo de la figura en si y de sus principales propiedades.

Seguidamente, a la entrada del aula, en la segunda planta,
se colgaron unas hélices de alambres de distintos colores
(Do Carmo, 1976: 17), que habian sido confeccionadas
haciéndolas girar alrededor de la pata de una mesa. Por



cierto que estas hélices, aparte de actuar como tales en la
Exposicion, sirvieron de improvisados, pero no menos
divertidisimos, columpios a los personajes de menor edad
de los colegios que nos visitaron, lo cual, con toda sinceri-
dad, nosotros nunca hubiéramos podido llegar a imaginar.

De esta manera, y bajo la mirada virtual de todas estas
figuras, el visitante llegaba finalmente, siguiendo los car-
teles indicativos, a la puerta de entrada del aula que ence-
rraba la Exposicion. En ese lugar fue donde se colocé la
altima de las figuras gigantes: un toro (Do Carmo, 1976:
73) colgado del techo por una cuerda (o mejor, su repre-
sentacion en forma de neumadtico de coche) que también,
como le ocurri6 al cilindro, acabé un poco abollado por
culpa de los ninos que visitaban la Exposicion (ya se
sabe, el juego del toro»).

Contenidos
El contenido de la Exposicion ha estado centrado en dos
aspectos bdsicos:

1. Exposicion de Curvas y Superficies, mediante mode-
los reales, posters, carteles, etc.

2. Generacion de curvas y superficies mediante progra-
mas de ordenador.

Y otros dos aspectos complementarios:

3. Historia de las Matemadticas, mediante posters, pane-
les, carteles, etc.

4. Mujeres matemdticas, mediante fotografias y paneles.

...algunas
superficies
estaban
hechas de hierro
y se apoyaban
en peanas
de madera,
lo que permitia
bacerlas girar
manualmente
y apreciar,
de esta forma,
su volumen
Y sus principales
propiedades. ..

Referente al primer aspecto basico, algu-
nas superficies estaban hechas de hierro y
se apoyaban en peanas de madera, lo que
permitia hacerlas girar manualmente y
apreciar de esta forma su volumen y sus
principales propiedades, tal como ocurria
con los casos de la superficie esférica,
cilindro, cono, paraboloides, hiperboloide
de una hoja y de dos, etc. (Do Carmo,
1976). Como ejemplo de lo que decimos,
el hiperboloide de una hoja estaba hecho
con hilos de colores, lo que permitia
observar su propiedad de ser una superfi-
cie doblemente reglada, al aparecer de
forma claramente visible las dos familias
de rectas diferentes que la constituyen.

Aparte las superficies anteriormente
citadas, que pueden considerarse como
las mas conocidas, también se encontra-
ban en la Exposicion otras menos fre-
cuentes, hechas algunas de ellas en car-
tulinas de diferentes colores, mediante
técnicas manuales, que también provo-
caron un gran interés entre los asisten-
tes por conocer sus propiedades, la
mayor parte de las cuales eran expues-
tas al visitante por los propios alumnos
encargados de la Exposicion. Entre ellas
podemos citar la bipirdmide triangular
elongada, el tetraedro truncado, el cubo
truncado y la seudoesfera.



Aparte de lo anterior, y tal como ya se
ha comentado, contdbamos en la Expo-
sicion con una gran cantidad de cuerpos
poliédricos, entre ellos los cinco sélidos
de Platon (poliedros regulares) y nume-
rosisimos poliedros irregulares, algunos
de ellos estrellados, que forman parte
de la coleccion donada a la Facultad de
Matemadticas, de la que antes se ha
hablado. Por evidentes razones de segu-
ridad, estos ultimos cuerpos geométri-
cos permanecian guardados en sus
estantes cerrados y unicamente podian
observarse, pero no manipularse.

Con respecto al segundo aspecto basico
de la Exposicion, tal como se ha comen-
tado ya anteriormente, nuestro objetivo
es que las visitas no se conformasen sélo
con mirar, sino que participasen de
manera activa en la Exposicion. Para ello
se contaba con dos ordenadores y pro-
gramas adecuados de simulacion y repre-
sentacion de curvas y superficies (Mathe-
matica, Maple V'y Poly) que permitian la
vision tridimensional de los solidos de
Platon, solidos de Arquimedes, solidos de
Catalan, etc., asi como también su mani-
pulacion mediante movimientos rigidos y
la vision de su desarrollo en planta
(véase, por ejemplo, Cordero y otros,
1995) y el programa Poly, fabricado por
Pedagogery Software.

Los dos aspectos complementarios se
incluyeron en la Exposicion a peticion
de algunos de sus organizadores.
Ambos estaban muy relacionados y, en
particular, el tema de los grandes acon-
tecimientos matematicos, ordenados
cronolégicamente, tuvo una gran acep-
tacion, sobre todo por parte del alum-
nado de la Facultad. Aunque éste es
otro tema, que no es oportuno aqui y
ahora considerar, la Historia de las Ma-
temdaticas no es una disciplina que se
imparta en nuestra Facultad y en nues-
tra opinion si deberia serlo. La gran
aceptacion antes indicada asi como el
hecho de que a lo largo del curso se
impartan varios seminarios y cursos de
forma voluntaria sobre el tema asi tam-
bién lo atestiguan.

Del tema de las Mujeres Matematicas se
encargo personalmente una de las orga-
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nizadoras de la Exposicion. Utilizando una serie de foto-
grafias y las correspondientes biografias, dio a conocer a
los visitantes la extraordinaria labor que realizaron desde
el punto de vista matemadtico, determinadas mujeres que
iban desde Hipatia de Alejandria, nacida cerca del ano 370
d.C. y considerada «primera mujer matematica» de la
Antigiiedad (aunque obviamente el término «matematico»
resultase algo ambiguo por aquellos tiempos) hasta Grace
Murray Hooper, matematica y fisica, nacida a principios de
siglo, nombrada «Distinguished fellow of the British
Computer Society» y primera y Unica mujer almirante en la
U.S. Navy. Entre ellas, y cronologicamente, Emilie de
Breteuil (marquesa du Chatelet), Marfa Gaetana Agnesi,
Caroline Hershel, Mary Fairfax, Ada Augusta Lovelace,
Sonya Corvin-Krukovsky (esposa, luego viuda de Vladimir
Kovalevsky), Sophie Germain y Emmy Noether, conside-
rada por el gran Albert Einstein como a mas grande, sig-
nificativa y creativa Genio matematico producida en la his-
toria del desarrollo educativo de las mujeres».

Curiosidades y anécdotas

Hay que entender que en una semana y expuestos a
todo tipo de visitantes en general, profesores y alumnos
de la Facultad, profesores y alumnos de otras facultades,
especialmente de las situadas en el campus, profesores
y alumnos de institutos y colegios, acompanantes, etc.,
nos han ocurrido bastantes curiosidades y anécdotas,
cuya mencion global seria muy extensa. Por razones
obvias de espacio, nos limitamos a continuacion a
comentar las dos o tres que creemos mds interesantes,
por las consecuencias y aplicaciones posteriores que
pudieran originar.

Asi, una de las primeras curiosidades que nos ocurri6 fue
cuando un visitante de la Exposicion, alumno creemos de
la Facultad, pregunt6 a los organizadores que estaban en
aquel momento en labores de «guias» de la Exposicion si
sabian qué se obtenia al cortar la Banda de Mobius longi-
tudinalmente por su mitad. Estos contestaron, quizas sin
meditarlo mucho, que se obtendrian dos bandas de
Mobius. El visitante no solo se limité a responderles nega-
tivamente, sino que pasé directamente a la accion para
hacerles ver, construyendo €l mismo una banda con una
tira de papel que traja preparada y cortindola con unas
tijeras que también traia, que lo que se obtenia era otra
banda de Mobius con dos rizos. Ya no pregunté nada mds,
sino que volvié a cortar de igual forma esta nueva banda
para hacerles ver a los organizadores que lo que se obte-
nia ahora eran dos bandas de Mobius con dos rizos cada
una, enlazadas.

Esta primera curiosidad hizo que posteriormente estudid-
semos este tipo de hechos con mayor detenimiento,



encontrando que esta propiedad no sélo es caracteristica
de la Banda de Mobius, sino que se verifica en general en
todas aquellas bandas generadas mediante vueltas o rizos.
Asi, dada una banda con 7 medios rizos, con 7z impar, al
cortarla longitudinalmente por su mitad quedard una
nueva banda con 27 + 2 medios rizos, mientras que si la
banda tiene 2k medios rizos, al cortarla longitudinalmente
por su mitad quedaran 2 bandas con 2k medios rizos cada
una, enlazadas k veces (Gardner, 1984).

Al respecto, se nos ocurre citar aqui una poesia (en su ver-
sion original en inglés), que aparte explicarnos clara y
concisamente el hecho anterior, nos relaciona de alguna
forma la banda de Mobius con la no menos conocida bote-
lla de Klein:

A mathematician confined

that a Mobius band is one-side,

and you will get quite a laugh

if you cut one in half.

For it stays in one piece when divided.

A mathematician named Klein
thought the Mobius band was divine
Said he: if you glue

the edges of two,

you will get a weird bottle like mine.

Otra de las anécdotas nos sucedié cuando una chica que
visitaba la Exposicion comenté que se habia llegado por-
que habia visto el cartel anunciador y se habia preguntado
como de un tema tan abstracto (seguin ella) como las cur-
vas y superficies se podia montar una Exposicion. Cuando
acabd su visita, nos dijo que se habia dado cuenta de su
error y que se habia sorprendido muchisimo de que algo

...una poesia
[quel
nos relaciona
de alguna forma
la banda
de Mobius
con la no menos
conocida
botella
de Klein. ..

que para ella era tan obtuso, como la
Geometria, estuviese tan presente en la
vida cotidiana. De hecho, se podria
decir que esa chica fue una de las per-
sonas que mds se interesé por cOmo se
habian construido las figuras expuestas y
por las dificultades aparecidas en su
construccion.

Al hilo de lo comentado anteriormente,
decir que como nosotros mismos tuvi-
mos que «construir- algunas curvas y
superficies para exponer, tuvimos que
rechazar la realizacion de algunas de
ellas, que aunque teniamos muy clara
su idea intuitiva, iban a ser muy dificiles
de obtener. Asi, en particular, tuvimos
que desechar la construccion de un
cono gigante (nuestra idea era que
acompanase al cilindro gigante, que si
fue construido), por no disponer de una
idea concreta de cémo hacerlo, asi
como por no saber tampoco de qué
medios y recursos nos ibamos a valer
para hacerlo. Decir también como anéc-
dota, que una vez ya transcurridos dos
dias de la Exposicion, dos de nosotros
tuvimos claro cémo haberlo hecho y
con qué, pero, desgraciadamente, ya era
tarde. Todo ello hizo que la muy exten-
sa lista inicial de curvas y superficies
que desedbamos exponer quedara algo



mas reducida, por lo que tuvimos que
buscar otras mas sencillas de construir
en libros especializados, Internet, y tam-
bién pedir la colaboracién de otros pro-
fesores de la Facultad que nos facilita-
ron modelos propiedad de sus departa-
mentos (a todos los cuales, por cierto,
aprovechamos para agradecerles desde
aqui, muy sinceramente, la colaboracion
que nos prestaron, cosa que ya hicimos,
personificindolos simbdlicamente, en la
Ilma. Sra. Decana de la Facultad). Eso
hizo que pudiéramos construir curvas
no tan usuales para el publico en gene-
ral, como la clotoide y la curva de
Agnesi y superficies poliédrica no usua-
les, como las truncadas o la bipirdmide
cuadrangular. Por cierto que también
deseamos personalizar en la Decana
nuestro agradecimiento al resto de per-
sonas de la Facultad: conserjes, limpia-
doras, personal de copisteria, Biblioteca,
Aula de Informdtica y companeros del
Aula de Cultura de la Facultad (estos
altimos nos cedieron amablemente
parte de su espacio para almacenar el
material), sin cuya ayuda hubiésemos
encontrado muchas mds dificultades
para llevar a buen puerto nuestras
intenciones.

Ademas, referente a lo anterior, debemos
decir que uno de los puntos que nos
resultaron mds dificiles y divertidos a la
vez fue la busqueda de los materiales
adecuados que ibamos a emplear en la
construccion de las curvas y superficies
que desedbamos. Para algunas de ellas,
como las gigantes ya citadas (catenaria,
cilindro y banda de Mobius), asi como
para algunos poliedros usuales, las pro-
puestas fueron multiples: carton, tela,
papel, latas de refrescos vacias, alambre e
incluso se propuso dricotar» alguna de
ellas. Sin embargo, superficies como la
silla de montar (Do Carmo, 1976: 165) o
el toro o el elipsoide (Do Carmo, 1976: 73)
nos pusieron en un apuro, por lo dificil
que seria encontrar un material con el
que construirlos, aunque estén tan pre-
sentes en la vida real en forma de donuts,
ruedas, etc. Eso nos hizo ver la intima
relacion existente entre la Geometria y la
propia vida real, tan alejada de los textos
cientificos actuales de las asignaturas.

La visita
de los alumnos
de primaria
)y secundaria,
por el contrario,
10os Sirvio
a su vez
para
darnos cuenta
de la dificultad
de explicar
determinados
conceptos
matemadaticos
a un nivel
sensiblemente
inferior al que
habitualmente
solemos
emplear.

Valoracién final
y conclusiones

Nunca imaginamos que lo que en principio fue sélo fue
un pequeno proyecto, llegase a producir tanto interés,
como corrobora el nimero de visitas recibidas. El recuen-
to final superé con creces todas nuestras expectativas mas
optimistas. Mds de 260 personas a nivel individual, la
mayorfa de ellos alumnos de la licenciatura, si bien es
importante constatar la presencia de bastantes profesores
de la Facultad (conocemos estos datos porque al final del
recorrido se registraban las visitas en unos folios prepara-
dos al efecto) y numerosos grupos de entre 40 y 50 alum-
nos de los colegios e institutos y centros de primaria y
secundaria de Sevilla, capital y provincia, que acudian al
Salon de Juegos Matematicos (otra de las actividades de la
Semana de las Matematicas), y aprovechaban para visitar
también la Exposicion, dan fe del éxito incuestionable de
la misma. Esta gran afluencia de puiblico hizo que se tuvie-
se que ampliar algunos dias el horario inicialmente esta-
blecido, que era de 10 a 12 de la manana y de 17 a 19
horas por las tardes, de lunes a viernes.

Esta heterogeneidad de los visitantes, en cuanto a su nivel
de conocimientos, también fue para nosotros motivo de
comentario. Nuestros companeros y profesores tendian a
hacer gala de sus conocimientos, acompanando nuestras
explicaciones con sus particulares «aclaraciones». Por
supuesto, esto, lejos de resultar negativo, sirvid para un
enriquecimiento general de unos y de otros. La visita de los
alumnos de primaria ysSecundaria, por el contrario, nos sir-
vi6 a su vez para darnos cuenta de la dificultad de explicar
determinados conceptos matemdticos a un nivel sensible-
mente inferior al que habitualmente solemos emplear. En
este caso, la posibilidad de relacionar las curvas y superfi-
cies con objetos de la vida real (tal como ya se ha indicado
anteriormente), nos ha sido de un valor incalculable para
salir adelante en nuestras explicaciones y para conseguir, no
solo que ellos nos entendieran, sino incluso que ellos mis-
mos nos sorprendiesen a nosotros con sus ajustados y por
lo general, correctos comentarios y apreciaciones.

Otro de los logros obtenidos ha sido a nuestro entender,
haber conseguido abrirnos un pequeno hueco entre los
actos oficiales de la Semana de las Matematicas, organiza-
dos por la Facultad para la celebracion del Ao Mundial
de las Matemadticas, en nuestra calidad mayoritaria de
alumnos de la misma (excepto, 16gicamente, el profesor
firmante). Esta Exposicion, junto con una «gymkhana»
también organizada por nosotros, han sido los dos tnicos
actos organizados practicamente por alumnos, si bien
debemos hacer constar una presencia numerosa de ellos
colaborando en la realizacion de otro tipo de actos. De
hecho, recibimos muchas felicitaciones del profesorado
asistente a la Exposicion, sorprendiéndose en algunos



casos de que hubiesen sido mayoritariamente alumnos y
ademads universitarios, los organizadores de la misma.

Otra de las conclusiones a las que llegamos es constatar la
variedad existente de distintas formas de entender la
Geometria por personas de diferentes edades y conoci-
mientos en Matemdticas. En particular, si a un alumno de
tercer curso de la licenciatura se le pregunta qué es un elip-
soide, probablemente nos contestard que es la superficie
de revolucion generada por una elipse al girar alrededor de
una recta contenida en su plano. Un alumno de primaria,
obviamente, no va a entender esto pero si se le dice que
un elipsoide es (salvando las distancias) un balén de rugby,
probablemente no tenga problemas en entender el con-
cepto. Y lo mismo ocurre con la superficie esférica y el
balén de fatbol o con el cono y el capirote de nazareno.
De ahi que como ya se ha indicado, los alumnos visitantes
de estas edades mostrasen mayor interés y entusiasmo en
las figuras geométricas aepresentadas mediante objetos
cotidianos, tales como el cilindro de latas, las hélices de
alambre o el neumatico de coche que en esas mismas figu-
ras representadas como tales. También tuvieron mucho
éxito, esta vez para todo tipo de edades y conocimientos,
los programas de ordenador utilizados, que mostraban las
figuras desde diferentes perspectivas, las desarrollaban en
el plano o las cambiaban de color, entre otras acciones,
todo lo cual era muy divertido y sobre todo didactico.

Como «propuestas de mejora» para una futura repeticion

de esta actividad, aparte por supuesto de pensar en

aumentar el contenido de figuras presentadas y de nuevos
programas informaticos que permitan una mejor visualiza-

cién y manipulacién de las mismas, nos atreveriamos a

sugerir las siguientes:

1. Incrementar el grado de participacion activa de los
visitantes. Para ello podria disponerse de «materiales
de construccion»: papel, cartulina, pegamento, plasti-
cos, cables, etc. y animar a los visitantes a fabricar sus
propias figuras.

2. En la linea anterior, instalar un taller de «papiroflexia»
con las pertinentes instrucciones de utilizacion.

3. Mostrar en grandes paneles o posters la identificacion
entre estas figuras y determinados objetos de la vida
real, tal como ya se ha hecho, si bien de palabra, en
esta ocasion. En este sentido, un ejercicio interesante
que realizamos los dos ultimos dias fue el de mostrar
las figuras expuestas una a una y pedirle al visitante
que nos dijese «a qué se parecian». Es sorprendente la
constatacion de los «parecidos» que resultan.

4. La posibilidad de acompanar la Exposicion con una
musica de fondo adecuada, asi como entregar un
pequeno folleto al visitante en el que se explique el
contenido de la Exposicion también creemos que con-
tribuirfa grandemente a mejorarla en todos los aspectos.

...este tipo
de actividades
extraacadeémicas
siempre resultan
beneficiosas
para el alumno
que las realiza,
tanto
para ampliar
conocimientos
y ver
la materia
de clase
desde otro
punto de vista,
como
a nivel personal. ..

Juan Nuiez
Departamento de Geometria
y Topologia
Facultad de Mateméticas
Universidad de Sevilla.
Sociedad Andaluza
de Educacién Matematica
«Tholes»
Carmen M.° Aguilera
M.° Inés Fernandez
Maria José Macias
Ana C. Montaio
Salvador Pérez
Inmaculada Rivero
Maria José Romero
José I. Sanchez
Ana Maria Serrato

Pensamos, finalmente, que este tipo de
actividades extraacadémicas siempre
resultan beneficiosas para el alumno
que las realiza, tanto para ampliar
conocimientos y ver la materia de clase
desde otro punto de vista, como a nivel
personal, ya que ayudan a tener una
mejor relacion con los companeros de
clase y entre estos y el profesor. Somos
conscientes de que este tipo de activi-
dades son mucho mas frecuentes en
ensefanza no universitaria y que bri-
llan pricticamente por su ausencia en
la Universidad y también pensamos
que este hecho se debe tanto a los pro-
pios alumnos, que alegan una supues-
ta falta de tiempo o desinterés por todo
lo que no sea preparar los exdmenes,
como del profesorado, que mayorita-
riamente, creemos, no se preocupa de
fomentarlas y de colaborar en ellas,
pero sin embargo, la realidad demues-
tra que siempre resultan positivas y
que deberian tenerse en cuenta para
conseguir la formacion integral del
alumno universitario que se pretende y
por ello las defendemos. De hecho,
estamos totalmente convencidos de
que esta actividad que nosotros hemos
llevado a cabo nos va a servir en un
futuro a los que de nosotros nos dedi-
quemos a la ensenanza, como una pri-
mera aproximacién de cémo ven nues-
tros alumnos de primaria y secundaria
la Geometria en particular y las Mate-
maticas en general, y de cémo organi-
zar para ellos actividades de este tipo o
similares, que de una forma interactiva
y prdctica, permitan visualizar, tocar,
manipular y, en una palabra, <hacer
Matematicas.
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MISCELANEA

Acerca del Libro de arena
de Jorge Luis Borges

Miquel Alberti Palmer

Muchas veces en clase he
trazado de extremo a
extremo de la pizarra una
linea blanca a la que he
puesto por nombre R. Este
gesto invita a pensar que R,
el conjunto de los nimeros
reales, se parece mucho a
una fila india de puntos muy
apretados. Pero los
matemdticos sabemos que no
es asi, pues hay infinitos de
diversa indole.

El infinito del Libro de arena
borgiano es numerable, el
infinito real no. El continuo
real no es ni debe
imaginarse como una hilera
muy tupida de puntos
suspensivos, sino mds bien
como... ya se verd.

1 Esta cita y todas las que siguen
proceden de BORGES, J.L.
(1996): El libro de arena,
Alianza Editorial, Madrid.

N EL LIBRO DE ARENA podemos ver cémo el conoci-
miento de algunos de los conceptos que se estudian en las
Matematicas no son exclusivos de los matematicos y que
pueden ser expuestos y explicados por autores de otros
campos. Considero este relato un excelente ejemplo no
del concepto de infinito, sino de su casi indomable cardc-
ter y un magnifico contraste con el punto de vista (;mas
riguroso?) que de €l podemos dar los matemadticos.

En la primera parte, como indica su titulo, comento el
texto de Borges. Bajo una optica no del todo matemadtica
quiero mostrar qué conjunto de nimeros se amolda al
libro borgiano de acuerdo con las referencias explicitas
que nos brinda el relato. En la segunda parte me he toma-
do la libertad (con la Gnica intencion de mostrar un ejem-
plo entretenido) de readaptar el cuento de Borges (caso
discreto) al caso continuo. En ella incluyo la que quizd sea
la manera mas apropiada de imaginarse la recta real.

Comentario al Libro de arena

La linea consta de un ndmero infinito de puntos; el plano, de un
nomero infinito de lineas; el volumen, de un nimero infinito de
planos; el hipervolumen, de un ndmero infinito de volomenes..."

Nada mds empezar su relato Borges quiere convencernos de
que éste merece el crédito que le otorgara. Para ello se vale
de la exposicion del leitmotiv geométrico con el que se cons-
truyen los espacios multidimensionales, o sea, una verdad
matemadtica. Con ella Borges ubica al lector en un ambito
cuyo caracter formal resulta dificil de refutar y pretende asig-
nar a su cuento un valor de verdad muy superior al de otros
relatos de tipo fantdstico, cosa que después subraya minimi-
zando el grado de veracidad atribuible a éstos diciendo que
tal pretension es inherente a todo relato de este tipo:



Afirmar que es veridico es ahora una convencién de todo relato
fantéstico;

Y se reafirma en ello por dos veces. Al repitir el mismo
calificativo (veridico) en lugar de una expresion mas sim-
ple (do es») y al escribir en cursiva el verbo de su réplica
(hecho que por otra parte invita a interrogarse por el sig-
nificado del mismo):

el mio, sin embargo, es veridico.

A partir de aqui, lo cotidiano del acontecimiento (un ven-
dedor visita al narrador con la intenciéon de venderle un
libro) y lo corriente del lugar donde se desarrolla la esce-
na (en casa) también contribuiran a la veracidad del cuen-
to porque un acontecimiento asi lo hemos vivido muchos.

Borges habla de un libro que tiene una infinidad de pagi-
nas, concepto este que ya fue introducido en la obertura
y que constituye la esencia de la historia:

El nimero de péginas de este libro es exactamente infinito.

Ahora bien, ;de qué tipo es este infinito? ;Se trata de un
infinito numerable como el de N, Z o @7 ;O tal vez pien-
sa mas en un infinito no numerable como el de R?

En el argumento geométrico que inicia el relato se dan
cita los dos conceptos que otorgan al infinito su caricter.
Por un lado, infinito es sindnimo de cantidad ilimitada, un
cardinal mayor que cualquier cardinal finito por enorme
que éste sea; y por otro, es sinonimo de potencialidad ili-
mitada porque partiendo de un objeto primigenio tene-
mos la posibilidad de generar tantos como queramos con
la aplicacion reiterada de una operaciéon. En este sentido
es la ilimitada posibilidad de reiteracion la que da al infi-
nito su talante. Tras los tres puntos suspensivos que
siguen la exposicion iterativa del comienzo no se alber-
gan Unicamente los sucesivos espacios multidimensiona-
les, sino también el argumento mismo que permite su
construccion:

de un nimero infinito de volimenes... (sic)

Un lector matematico seguramente tendrd la impresion de
haberse topado antes, y muy a menudo, con algin obje-
to semejante al que protagoniza la historia. Los seres fun-
damentales de las Matemdticas son los conjuntos de
numeros. Es precisamente al estudiar uno de estos con-
juntos (N, el conjunto de los nimeros naturales) donde
el matemdtico se enfrenta por vez primera con la idea de
un cardinal infinito.

Los nimeros naturales (N) no son infinitos porque no se
acaban nunca, sino porque el procedimiento que permite
construirlos y que consiste en sumar una unidad al dltimo
natural construido se puede aplicar de nuevo para gene-
rar otro, y otro, y otro...: 1, 1+1 = 2, 2+1 = 3, 3+1 = 4, ...

Un lector
matemdatico
seguramente

tendrd
la impresion
de haberse topado
antes,

Y muy a menudo,
con algun objeto
semejante al
que protagoniza
la bistoria.

Lo que
me interesa
es ver
qué conjunto
numerico
se ajusta
al efjemplar
borgiano.

Las paginas del libro llevan una nume-
racion desordenada, arbitraria:

Me llamé la atencién que la pagina par lle-
vara el nimero (digamos) 40.514 y la
impar, la siguiente, 999. La volvi, el dorso
estaba numerado con ocho cifras.

No sé por qué estan numeradas de ese
modo arbitrario. Acaso para dar a enten-
der que los términos de una serie infinita
admiten cualquier nimero.

y ese desorden las hace comparables a
la arena de un desierto:

Me dijo que su libro se llamaba el Libro de
Arena, porque ni el libro ni la arena tienen
ni principio ni fin.

Al contar un desierto nosotros determi-
namos el principio cogiendo un grano
de arena (al que llamaremos uno, el pri-
mero) de la ingente polvareda. ;Y el fin?
Bueno, el final,... ;Acaso lo hay? Si nos
imaginamos el espacio infinito, ;dénde
estoy? ;En qué punto del espacio me
hallo? ;En medio? ;Muy cerca de la ori-
lla? No, cerca de la orilla no puedo estar
porque si el espacio es infinito carece
de ella. O sea:

Si el espacio es infinito estamos en cual-
quier puntfo del espacio. Si el tiempo es infi-
nito estamos en cualquier punto del tiempo.

Esta ambigiiedad induce el desorden
con el que se han numerado las paginas
del libro. Pero hay mas. Lo que me inte-
resa es ver qué conjunto numérico se
ajusta al ejemplar borgiano. El compra-
dor aprecia en €l una propiedad sor-
prendente:

Me pidié que buscara la primera hoja.
Todo fue indtil: siempre se interponian
varias hojas entre la portada y la mano.
Era como si brotaran del libro.

Hojeando el libro uno no puede dar
nunca con la primera pagina, o el primer
folio. Esto no sucederia si las paginas del
volumen se correspondieran con los
nimeros naturales porque aunque infi-
nitas siempre habria una que seria la pri-
mera y otra que seria la Ultima. Si toma-
mos un intervalo de nimeros naturales
[m, nl, donde m representa la portada
del libro y 7 la contraportada, la prime-
ra hoja serd m+1 y la dltima, 7-1.



En cambio en @, el conjunto de los
nimeros racionales, si que se da esa
extrana imposibilidad. En @ no se
puede elegir el primer elemento de un
intervalo abierto de nlimeros racionales.
Si suponemos que x es el primer nime-
ro racional del intervalo abierto (0, 1)
nos encontramos con la sorpresa de que
X/2 es otro nimero racional que le pre-
cede. Sucede pues igual que en el libro.
Si sus hojas estan numeradas con nime-
ros racionales y [p, gl es el intervalo que
las representa (p es la portada y ¢q la
contraportada) resulta que siempre se
interpone alguna hoja entre p y cual-
quier p+r por pequeno que sea r. De
hecho, no sélo una, sino infinitas:

DHI/2, /4, pri/8, ..., pri/27, .

Los nimeros reales también poseen esta
propiedad, pero si Borges hubiera que-
rido expresar con mis claridad que las
paginas se correspondian con ellos qui-
zas hubiera dado alguna indicacion mas
explicita, como por ejemplo decir que
alguna de las paginas del libro portaba
la cifra #, e, o gd_ . Lo cierto es que no
da pie a pensar en eso ya que todos los
nimeros explicitamente mencionados
en el texto son naturales.

El rasgo diferencial entre los cardinales
de R y de @ es la numerabilidad. R no
es numerable; @, si. Que un conjunto
sea numerable quiere decir que sus ele-
mentos, pese a ser una infinidad, se
pueden contar igual que contariamos
los de un conjunto finito: 1, 2, 3, 4, 5, ...
Y contar significa establecer una corres-
pondencia 1-1 entre N y los elementos
del conjunto en cuestion. Puesto que @
es numerable, ademds de compartir el
mismo cardinal infinito, comparte con
N el cardcter de su infinidad, una infi-
nidad contable. El infinito de R es de
otro tipo porque no se puede contar.

¢Sera que las paginas del libro obedecen
entonces a un talante de tipo real? Tam-
poco. En tal caso el libro no se podria ni
abrir porque abrirlo significaria cortarlo:
los reales forman el llamado continuo,
no hay resquicios entre sus puntos.

@ es el conjunto que se ajusta al Libro
de arena.

@

es el conjunto
que se ajusta
al
Libro de arena.

Borges
El librg de arepa

La infinidad es también responsable de transmutar un
hecho corriente y banal, como hojear un libro y fijarnos
por un instante en una de sus paginas, en todo un acon-
tecimiento debido a la nula probabilidad de dar con la
misma pagina al abrirlo de nuevo:

Fue entonces que el desconocido me dijo:
—Mirela bien. Ya no la verd nunca més.
Habia una amenaza en la afirmacién, pero no en la voz.

Me fijé en el lugar y cerré el volumen. Inmediatamente lo abri. En
vano busqué la figura del ancla, hoja tras hoja.

La primera idea que nos pasa por la cabeza al querer
demostrar que los elementos de un conjunto tienen una
determinada propiedad es observar si todos, mirdndolos
uno por uno, la poseen. Trabajo razonablemente aplicable
a los conjuntos finitos de cardinal pequeno, pero del todo
absurdo en el caso de un conjunto infinito:

Comprobé que las pequefas ilustraciones distaban dos mil pagi-
nas una de ofra. Las fui anotando en una libreta alfabética, que
no tardé en llenar. Nunca se repitieron.

Enseguida uno se da cuenta de lo inapropiado del proce-
so. No tiene fin porque de algo que no sucede en veinte
mil casos no podemos inferir que nunca se repetira. Si un
conjunto es infinito y conocemos la ley generadora de sus
elementos o la propiedad que los caracteriza es esta ley o
propiedad la que hemos de atacar en nuestra demostra-
cion. N es un conjunto generado por una ley inductiva y
es mediante demostraciones por inducciéon como se con-
siguen muy buenos resultados.

El nuevo dueno, convencido del prodigio, se ve obligado
a aceptar la existencia de un objeto que minutos antes
hubiera tildado de imposible. La insdlita y palpable realidad



del libro transmuta en irreal el universo a su alrededor,
todo lo que hasta este momento €l habia tomado incons-
cientemente por realidad comun. Realidad e irrealidad
permutadas:

De nada me sirvi6 considerar que no menos monstruoso era yo,
que lo percibia con ojos y lo palpaba con diez dedos con ufias.
Senti que era un objeto de pesadilla, una cosa obscena que
corrompia la realidad.

En la vida que llamamos real a menudo nos cuesta creer
cosas y hechos que vemos, sentimos o padecemos.
Entonces expresamos nuestra incredulidad diciendo que
las cosas no pueden ser asi, rechazamos la subita realidad:

—Esto no puede ser.

—No puede ser, pero es.

Nos cuesta aceptarla. Y mads si somos conscientes de la
ambigliedad del término existencia: cuando los matemati-
cos dicen que algo existe no lo hacen en el mismo senti-
do que un filésofo o un bidlogo, aunque los objetos del
primero no sean tan tangibles y palpables como los del
segundo?. La existencia matemadtica es potencial como la
de los nimeros y el libro de arena constituye un buen
ejemplo de ello: s;qué me resulta mas dificil como mate-
mdtico, aceptar la existencia de semejante libro o la de un
punto fijo para toda aplicacion continua del intervalo [0, 1]
en si mismo?

Aceptar la nueva realidad supone para el comprador del
relato un esfuerzo, una especie de acto de fe, al que no
estd acostumbrado. Un acto que nadie dudaria en calificar
como propio de los campos menos rigurosos de la cultu-
ra, impropio de una persona valedora de un juicio sano y
objetivo. Pero tengamos presente que a pesar del prestigio
del reino del rigor y de la objetividad del que disfrutan,
también en el mundo matematico se hacen actos de fe.
Sirva como ejemplo el axioma de eleccion. Si lo aceptas
puedes seguir adelante y hacer grandes Matematicas; de lo
contrario, gran parte de las Matemdticas desaparecen o
deberian ser revisadas y puedes pasar a engrosar las listas
del paro.

Siento un poco de alivio, pero no quiero ni pasar por la calle
México.

El cabello de plata

Me dijo que su libro se llamaba el Libro de Arena porque ni el
libro ni la arena tienen ni principio ni fin. (J. L. Borges)

La linea consta de un nimero infinito de puntos; el plano,
de un nuimero infinito de lineas; el volumen de un nime-
ro infinito de planos; el hipervolumen, de un nimero infi-
nito de volimenes... Si antes al menos lo creifa asi, ahora

En la vida
que llamamos real
a menudo
nos cuesta creer
cosas ) hechos
que vemos,
sentinmos
o padecemos.
Entonces
expresamos
nuestra
incredulidad
diciendo
que las cosas
no pueden
ser asi,
rechazamos
la stibita
realidad. ..

2 3Deberia decir tal vez: mas
irreales que los del segundo?

lo dudo. Pero no es ésta la mejor mane-
ra de iniciar mi relato. Asegurar que es
veridico seria caer en la tradicion de
cualquier relato fantdstico; el mio, sin
embargo, lo es.

Yo no vivo solo, pero lo estaba cuando
una tarde, hace unos meses, soné el tim-
bre de casa. Abri y entr6 un desconoci-
do. Era un hombire alto, de rasgos impre-
cisos. No soy miope, por tanto no fue
culpa de la miopia que yo los viera asi.
Todo su aspecto era de pobreza decente.
Iba de gris y trafa una valija gris en la
mano. Enseguida senti que era extranje-
ro. Al principio lo crei joven; después
adverti que me habia enganado su pelo
aviejado, como rubio. En el curso de
nuestra conversacion, que no duraria
una hora, supe que procedia de las Orca-
das. Mientras habldbamos no podia qui-
tarme de la cabeza la idea de que ya nos
habfamos visto antes en algtn otro lugar.

Le senalé el sofa. El hombre tardé un
rato en hablar. Exhalaba melancolia,
como yo ahora.

—Ya no vendo biblias —me djjo.

No sin pedanteria le contesté:

—En esta casa no hallard ninguna, asi
que como puede ver ha venido al lugar
apropiado.

Al cabo de un silencio me contesto.

—No vendo biblias, pero puedo mos-
trarle algo que tal vez le interese. Lo
adquiri en los confines de Amritsar.

—En Amritsar? Hace algunos anos estu-
ve alli. Quizds fue ese el lugar donde le
vi por primera vez.

—No sé. Para serle sincero también
usted me recuerda a alguien, aunque a
alguien mads viejo, cosa extrana y del
todo imposible. Pero no me haga caso,
tal vez rememore en usted a un antiguo
cliente. De un tiempo a esta parte soy
incapaz de afinar bien mis recuerdos.

Abri6 la valija y la dejé sobre la mesa.
Era un estuche largo y delgado, forrado
de cuero y tela. Sin duda habia pasado
por muchas manos.

—Se trata de un taco de billar o de un
florete? Mucho me temo que tiene que



ser dificil encontrar algo asi en la ciudad
de la que me habla —le dije.

Lo abri. En efecto se trataba del estuche
de un taco, pero no era un bastén lo
que se alojaba en el surco de terciope-
lo. Un hilo brillante y rectilineo colma-
ba toda su longitud. Pensé que al coger-
lo conservaria la tensién, pero cuando
lo pellizqué para sacarlo del hueco me
sorprendieron su docilidad, casi liquida,
y su extrema finura que lo hacia apenas
visible. Colgado de mi indice gravito
lacio como lo harfa una cadena de
incontables y diminutos eslabones, pero
al recorrerlo de punta a punta las yemas
de mis dedos no percibieron en €l nin-
guin enlace. Nunca habria podido imagi-
nar que algo tan liviano y sutil pudiera
comportarse asi. Me preguntaba qué
podia ser. Para decir alguna cosa a
punto estuve de manifestar que era una
cuerda de guitarra, pero en el ultimo
instante me acordé de su origen y me
corregi:

—Una cuerda de sitar?

—Podria decirse asi.

—Bueno, si no lo es no sé qué otra cosa
puede ser.

—~Un cabello. Fijese en el material.

Me acerqué el hilo hasta que los ojos
desenfocaron la mirada. Era tan poco
tangible que no podia decidir si era de
crin, de tripa o de acero. Perplejo, se lo
pregunté:

—Lo llaman el cabello de plata aunque
nadie sepa con exactitud si lo es.

—Tal vez mirandolo por un microsco-
pio.

Sonrié y bajé la mirada como quien ha
de repetir una historia por enésima vez:
—Ya lo examinaron en Delhi.

—Y qué vieron?

—Lo mismo. Se supone que las lentes
tenfan que aumentar su grosor mas el
cabello permaneci6 igual.

¢Me estaba tomando el pelo? En cual-
quier caso conviene andarse con ojo con
todo lo procedente del subcontinente.

—:Me permite afinarlo?

Un hilo
brillante
y rectilineo
colmaba
toda
su longitud.

—1Lo llaman
el cabello
de plata

aunque nadie

sepa

con exactitud

si lo es.

Me respondié con un gesto y una sonrisa burlona que en
aquel momento no supe interpretar.

Sustitui la prima de mi guitarra por aquel cabello nunca
visto y giré la clavija para afinarlo. De reojo le veia que me
observaba y tuve la impresion de que yo no era el prime-
ro en vivir aquella escena. Su cara reflejaba la paciencia y
resignacion propias del conocedor del desenlace. Cuando
me parecié que la cuerda estaba un poco mas tirante me
decidi a pulsarla. La nota que emitié fue grave, linguida,
un lamento claro y limpio. Fue entonces que el descono-
cido me dijo:

—Escuchela bien. Ya no la oird nunca mas.

Habia una amenaza en la afirmacion, pero no en la voz.

Al pulsarla de nuevo soné mas grave aun, efecto habitual
en las cuerdas nuevas o en desuso. Tenia que afinarla
enseguida si no queria olvidarme de la primera. Fue en
balde. Cuanto mds crefa que me aproximaba al sonido
anterior notaba o bien que el color no era el mismo o bien
que no habia acertado con precision suficiente el grado de
tension. El error cometido era muy pequeno, menor que
un octavo de tono, pero a pesar de oirlo me resultaba del
todo imposible corregirlo. Entre tanto, el sonido primige-
nio empezaba a evaporarse de mi mente. Enfadado, giré y
giré la clavija sin parar. S6lo me detuve minutos después,
cuando un nido enorme se habia formado en el clavijero.
Mientras tanto la cuerda apenas mostraba signos de haber-
se tensado. Para ocultar mi desconcierto, le dije:

;Se trata de una cuerda magica?

—No, simplemente es asi. Por mucho que la estire no
logrard romperla.

—Y si la corto?

—No importa. Entonces cada pieza heredard la misma vir-
tud. Puede hacer seis cuerdas de este cabello para vestir
su guitarra. jQué digo seis, tantas como quieral. Aunque lo
corte en pelillos de un milimetro estos poseeran la infini-
ta elasticidad del cabello entero.

Luego bajo el tono de voz como para confiarme un secreto:

—Lo adquiri en un pueblo de las montanas, a cambio de
unas rupias y de la dltima de mis biblias, la de Wiclif en
letra gotica. Su poseedor no sabia tocar. Supongo que en
el cabello vio una reliquia. Me conté que pertenecio a un
gurt sij que habia alcanzado la iluminacién. Lo llamaba el
cabello de plata, porque los sijs llaman the silver cord a la
conexion mas delicada y sutil que une el cuerpo fisico con
los planos superiores del espiritu. S6lo cuando morimos se
rompe. Por lo tanto su vida es tan breve o larga como la
de nuestro cuerpo. Algunos maestros indios son capaces
de abandonar temporalmente su cuerpo y adoptar otros
estados de consciencia. Es el cordon de plata el que los
mantiene ligados al mundo, gracias a €l pueden ir y venir
una y otra vez sin que importe la distancia a la que se



halle el plano espiritual que visitan porque el hilo puede
estirarse a voluntad y sin limite.

—Esto no puede ser.

—No puede ser, pero es. Si quiere puede quedarse aqui
sentado en su sofd con un extremo del cabello entre los
dedos. Yo me iré con el otro extremo hasta donde quiera.
Podria dar la vuelta al planeta y encontrarme de nuevo
aqui con usted sin que el cabello apenas hubiera aumen-
tado su tension.

—Usted es religioso, sin duda.

—Si, soy presbiteriano. Mi conciencia estd clara. Estoy
seguro de no haber estafado al nativo cuando le di la pala-
bra del senor a trueque de su pelo diabdlico.

Le aseguré que no tenia nada que decir al respecto y le pre-
gunté si estaba de paso por estas tierras. Me respondié que
en unos dias pensaba volver a su patria. Fue entonces cuan-
do supe que era escocés, de las islas Orcadas. Le confesé
que a Escocia yo ni la conocia ni le tenia especial estima.
Mientras hablibamos mis dedos seguian explorando vy
jugando con el cabello eldstico. Con falsa indiferencia le
pregunté:

—Usted se propone ofrecer este curioso ejemplar a un
museo?

—No. Se lo ofrezco a usted —replico, y fijo una suma ele-
vada.

—Por qué a mf?

—La naturaleza del objeto asi lo requiere: usted es musi-
co y matematico. Por eso he venido.

—No serd usted de los que opinan que ambas disciplinas
estan estrechamente ligadas, verdad?

—Perdone que le corrija. Yo dirfa intimamente ligadas.
—Tanto da. Yo no lo creo asi.

—Entonces vive usted, perdoneme el atrevimiento, en un
absurdo.

—Posiblemente, pero ello me concede el privilegio de
opinar con lo que se llamaba antes conocimiento de
causa. Reconozco que las bases de la musica se cimientan
en un tipo de estructura susceptible de ser estudiado
desde un punto de vista abstracto o matemdtico. No es
nada del otro mundo pues ocurre con la mayoria de las
cosas. Incluso admito que partiendo de estas bases estruc-
turales pueden componerse obras maestras. Pero al hacer-
lo asi el compositor trabaja los sonidos como un herrero
en su fragua, como un cientifico en su laboratorio y no me
negard que es otra la esencia de la musica.

—Acaba de explicarse a si mismo el motivo de mi visita.

Le contesté, con toda sinceridad, que agradecia su consi-
deracion, pero que la cantidad exigida era inaccesible para

JEra posible
que aquel
cabello
casi imperceptible
Jfuera un pedazo
de recta real?
/JQuién habia
bautizado
como reales
los numeros
menos tangibles?
JQuizds
Sfue alguien
que conocia
la existencia
de objetos
como el que
Yo acababa
de obtener?

mi y me quedé pensando. En pocos
minutos habia urdido mi plan.

—Le propongo un canje —le dije—. Usted
obtuvo ese ejemplar por unas rupias y
por su ultima biblia; yo le ofrezco el
monto de mi sueldo, que acabo de
cobrar, y dos libros: la Astronomia de
José Comas Sola del ano 57, el libro que
me incit6 a iniciarme en el estudio de la
matemadtica, y el Liber Embadorum de
Abraham bar Hiyya Ha-Nasi, la primera
algebra escrita en Europa por el mate-
mdtico y astronomo barcelonés del siglo
XI. No puedo ofrecerle ejemplares mas
apreciados.

—El mejor regalo es el que mids nos
duele hacer -murmuro.

Fui a buscarle el dinero y los libros.

—Trato hecho, pero gudrdese el dinero
—me dijo.

Me asombrd que no regateara y que se
arrepintiera de haberme pedido dinero.
Mas tarde comprendi que habia entrado
en casa con el animo de desprenderse
del cabello.

Charlamos de la India, del encanto de
Oriente y de los cambios econémicos y
sociales que alli se avecinan. Era ya de
noche cuando se marché. No lo he
vuelto a ver ni sé su nombre, pero estoy
seguro de haberlo visto o leido antes en
algin lugar. Al despedirse tuve la certe-
za de que ¢l también lo sabia.

Me acosté y no pude pegar ojo. A las
tres o las cuatro de la madrugada
encendi la luz y examiné otra vez el
cabello. Habia en €l algo que me resul-
taba conocido, familiar. Estuve dandole
vueltas al coco durante un buen rato
hasta que al fin cayo: el continuo. Un
escalofrio me subi6 por el espinazo. ;Era
posible que aquel cabello casi imper-
ceptible fuera un pedazo de recta real?
¢Quién habia bautizado como reales los
nimeros menos tangibles? ;Quizds fue
alguien que conocia la existencia de
objetos como el que yo acababa de
obtener? Sin duda sonaba. Tenia que
estar sonando. Me mordi el labio inferior
hasta sangrar. Me acordé de EI Libro de
Arena. ;Quién sabe si Borges mintio y ni
el vendedor ni el libro existieron nunca



fuera de su imaginacion? Igual que los
objetos matemdticos siempre habian
existido en las mentes de sus pensado-
res. Pienso, luego existo, dijo el filésofo.
Y lo que pienso, stambién existe? Si es
cierto, entonces puedo ser un pensa-
miento y existir en la mente de alguien.
¢Como distinguirme de ese otro yo pen-
sado? Circulos ruinosos que encierran y
cobijan la locura. ;Seguro que no estaba
sonando? ;Estaba convencido de que la
sangre que manaba de mi labio no era
sonada? Pero alguien me habia visitado
y vendido el cabello. De esto no cabia
duda porque poseia una prueba por
muy extrana que fuera. Al fin y al cabo
no deberia sorprenderme de ver cosas
como aquella acostumbrado como esta-
ba a convivir a diario con espacios de
Banach, grupos de Lie, geometrias de
Lobacheuvsky, conjuntos de Mandelbrot y
otros monstruos. Al revés, deberia estar
contento de toparme al fin con un ejem-
plar vivo de aquellas abstracciones. Pasé
en vela el resto de la noche, pensando:

Se acostumbra a representar R como
una recta, un segmento para ser preci-
sos, de puntos que se suponen infimos y
bien enganchados los unos con los otros,
Sin resquicios:

R

JEs ésta una imagen adecuada de R? Al
mirar este segmento, jde qué manera
pensamos en él? Cuando vemos un seg-
mento nos lo imaginamos como una
bilera de puntos bien dispuestos. Tan
minusculos y pegados que si hacemos
una ampliacion de algin trozo de
dicho segmento tendremos exactamente
la misma vision:

R

[0, 1]

/De verdad podemos imaginar que por
grande que sea la ampliacion el seg-
mento no cambiard de aspecto? Para
dibujar segmentos el ldpiz, boligrafo,

Y lo que pienso,
Jtambien existe?
Si es cierto,
entonces
puedo ser
un pensamiento
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en la mente
de alguien.
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vivo
de aquellas
abstracciones.

tiza, pincel, lo que sea, recorre una longitud de un extre-
mo al otro de la hoja, mesa, pizarra o cualquier superficie.
Al trazar el segmento la punta del instrumento pasa por
muchos puntos de los infinitos que también forman el drea
donde se escribe, y los seniala de manera ordenada, uno
tras otro. Si hemos de ser sinceros hemos de reconocer que
representando R de esta manera nos hacemos la idea de
que jdibujamos N de forma que no quede ningtin espacio
entre los niimeros que lo forman! Prueba de esto es la sor-
presa que tenemos al efectuar las ampliaciones menciona-
das. Si hago un grdfico de N, por muy juntos que coloque
sus puntos, al ampliar una parte, ésta mostrard espacios
entre ellos:
| | |

1 10 100 N

[1, 100]

No asi en R. Una imagen mds apropiada para él seria la
de una cinta eldstica. Un eldstico puede aumentar o dis-
minuwir su longitud sin perder ni adquirir punto alguno.
Atin asi el eldstico Real es un poco especial: puede estirar-
se a voluntad hasta el infinito sin perder grosor (porque no
lo tiene) ni romperse. Dificil imagindrselo, pero fdacil de
probar porque mediante la funcion

fi1D A R

_ X
x i f(x)—l_x2

el intervalo (-1,1), un pedacito del continuo, se estira
indefinidamente:

Figura 1



Cualquier parte de N posee un primer elemento, entre dos
nuimeros naturales consecutivos (he aqui el quid de la
cuestion) no hay otro. Asi el niimero natural mds pequeno
del intervalo (1, 100), el menor de todos ellos es el 2. No
ocurre lo mismo ni tan siquiera con los racionales. ;Cudl
es el menor nmiimero racional del intervalo (0, 1)? No lo
podemos ni nombrar porque si le llamamos A resulta que
A/2 aiin es un racional mads pequernio: tenemos una con-
tradiccion que proviene de suponer su existencia.
Pensemos en una cinta eldstica sostenida entre dos puntos:
tampoco tiene primer elemento dado que siempre puede
estirarse un poquito mds y aquel que antes parecia ser el
primero se ba alejado abora del extremo. Por desgracia las
cintas eldasticas llegan a romperse si se las tensa demasia-
do, en cambio R, como el cabello de plata, no. En el grd-
fico anterior se ve de hecho como mediante la funcion [ se
ha deformado el segmento-intervalo (-1, 1) bhasta transfor-
marse en la curva.

Otra dificultad a la hora de visualizar los conjuntos de
niimeros como R, R? IR3, elc. es que éstos representan la
esencia espacial en el mundo de las matemdticas y estamos
acostumbrados a ver el espacio siempre colmado de mate-
ria. Al pensar en un cubo muy probablemente nos haremos
la idea de una caja vacia, de paredes finisimas y transpa-
rentes, jpero estd realmente vacia?, ;no contiene nada?, jni
aire siquiera? Todo lo que vemos en el mundo es visible por
la materia que contiene, es ésta la que le da forma. Como
visualizacion del espacio serviria un cubo cuya ilimitada
docilidad le permitiera ser deformado en cualquier direc-
cion, como el segmento que representaba R, y bueco por
completo, lleno de nada: una bolsa que cuando se vacia
no ocupa lugar alguno, pero en la que cabe todo el
Universo gracias a su ilimitada elasticidad.

...y después
el recelo de
que el cabello
no fuera
infinitamente
eldastico.

Miquel Alberti
IES Pau Vila
Sabadell (Barcelona)

No hemos de imaginarnos R como una
hilera tupida de puntos suspensivos. No
lo es.

No mostré a nadie mi tesoro. Al goce de
poseerlo se agrego el temor de que lo
robaran, y después el recelo de que el
cabello no fuera infinitamente elastico.
De noche, durante los breves intervalos
que me concedia el insomnio, sonaba
con él. Sonaba que ataba un extremo a
una pata de la mesa del comedor, salia
de casa con el otro en la mano y corria
calle abajo hasta quedar sin resuello. El
cabello no mostraba indicios de tension.
¢Era que se habia desatado del otro
lado? Volvia atrds y habiendo compro-
bado que no era el caso me despertaba
empapado de sudor.

No queria ser la victima de mis inquie-
tudes ni sentirme ligado a aquella cuer-
da de afinaciéon imposible. Recordé
haber leido que el mejor sitio para ocul-
tar una hoja es un bosque. Aproveché
uno de los lapsos de insomnio para per-
derlo en la frondosa cabellera de mi
amada. No encendi la luz ni traté de
escudrinar entre las sombras qué jirones
lo habian alojado. Por la manana coin-
cidimos en el bano. Ella se quejo:
—iVaya! Me ha salido otra cana.

Sin mirarla, le dije:

—Ya lo sé. Es preciosa.
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ENTREVISTA

Ricardo Luengo: Secretario
del Servicio de Publicaciones

Emilio Palacian

H ACE, aproximadamente, un ano la Federacion Espanola de

La FESPM ha creado su
Servicio de Publicaciones y
ha designado a Ricardo
Luengo responsable del
mismo.

En esta entrevista Ricardo
Luengo habla sobre este
importante proyecto de la
Federacién, desgranando sus
ideas sobre las maltiples
facetas y detalles de su
nuevo cometido.

Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) cred su
Servicio de Publicaciones y designé, después de una con-
vocatoria publica entre sus socios, a Ricardo Luengo Gon-
zalez como responsable del mismo.

Ricardo Luengo es Doctor en Matemadticas y Catedratico de
Escuela Universitaria del drea de Diddctica de la Mate-
matica de la Universidad de Extremadura, en cuyo ICE ha
sido Jefe de Division de Investigacion y responsable de
Publicaciones, asi como Director de la Escuela de Magis-
terio de Badajoz.

Posee una amplia experiencia docente tanto en la Ensenan-
za Media, como en la Universidad y ha impartido un gran
nimero de cursos de formacion para el profesorado y ha
participado en mas de sesenta congresos y jornadas nacio-
nales e internacionales presentando ponencias y comuni-

Ricardo Luengo



caciones y pronunciando en algunos de ellos conferencias
plenarias.

El campo editorial no le es ajeno, pues ademas de haber
sido, como ya he senalado, responsable de las Publica-
ciones del ICE de Extremadura y de haber escrito €l mismo
mids de una docena de libros y de medio centenar de arti-
culos ha sido miembro fundador y director de la Revista
de Investigacion y Docencia Campo Abierto y pertenece a
varios comités de redaccion de revistas de educacion de
ambito nacional.

Es presidente de la Sociedad Extremena de Educacion
Matemadtica «Ventura Reyes Prosper» desde su fundacion en
1990 y en los ultimos anos, vicepresidente y presidente,
sucesivamente, de la Federacion Espanola de Sociedades
de Profesores de Matematicas.

Estas son algunas pinceladas del perfil profesional de
Ricardo Luengo que en modo alguno pretenden ser, ni
siquiera, una sintesis de su curriculum que, con ser muy
importante, queda oscurecido por sus caracteristicas per-
sonales. Ricardo es una persona comprometida con sus
ideas y coherente con ellas, tenaz, trabajador, dialogante
en extremo, nada dogmatico, con un gran sentido del
companerismo y de la amistad, dispuesto a colaborar con
quien sea... en definitiva, como dicen ahora nuestros
alumnos, es «una persona legal».

Pues con él vamos a hablar del Servicio de Publicaciones
de la Federacion que ha comenzado a andar. Esta conver-
sacion estd hecha de forma poco ortodoxa, en parte a tra-
vés del correo electrénico y en parte en el transcurso de
los descansos que tuvimos en la Gltima Junta de Gobierno
de la Federacion.

—Una primera pregunita previa y personal, jpor qué te has
metido en este tinglado» del Servicio de Publicaciones?

—Porque creo que es necesario que exista este servicio,
que por otra parte tienen algunas sociedades. Yo tenia
experiencia como coordinador de las publicaciones del
ICE de mi Universidad y dejaba el cargo de Presidente de
FESPM, por lo que quedaba mads libre y algunos compa-
fleros me animaron a presentarme al concurso convocado
por FESPM en SUMA, presenté mi proyecto y la Junta de
Gobierno de FESPM lo aprobé y me otorgd su confianza.

—En la actualidad, y a diferencia de tiempos pasados,
existen iniciativas privadas que editan un nimero apre-
ciable de titulos dedicados a las matemdticas, a su ense-
nanza, a su divulgacion, etc. Estoy pensando, por ejemplo,
en Sintesis, Proyecto Sur, Nivola, Rubes, Grao, jain bhay
espacio para que la Federacion se lance a publicar?

—Es cierto que existen iniciativas privadas que editan
libros de matematicas, divulgacién y ensenanza de las
matemadticas, pero existen libros que nunca podrian ser
editados por la iniciativa privada, porque interesan a un

La matemdtica
forma parte
tambien
de la cultura,
como la bistoria
o el arte
y otras malterias.

...tenemos todos
el deber
de contribuir
a que no se pierda
nuestro
patrimonio
matemdtico.

reducido nimero de personas y no es
rentable su edicion. Y, sin embargo, son
libros muy interesantes para los profe-
sores y para la contribucion de la mate-
mdtica a la cultura. La matemadtica forma
parte también de la cultura, como la his-
toria o el arte y otras materias. Si la ini-
ciativa privada no lo puede hacer ten-
dran que hacerlo las instituciones puabli-
cas y los colectivos directamente intere-
sados en que estos documentos sean
editados; de lo contrario se perderan vy,
en mi opinion, tenemos todos el deber
de contribuir a que no se pierda nuestro
patrimonio matematico. Es grande el
hueco que deja la iniciativa privada y es
grande también la tarea que tenemos
por delante.

Lo ideal serfa, y de hecho se estd
haciendo en la medida de lo posible,
aunar los esfuerzos de la iniciativa pri-
vada y la publica. En el proyecto de la
FESPM esta contemplada esta colabora-
cién entre nuestro servicio y la iniciativa
privada y, de hecho, estamos conver-
sando con editoriales comerciales con el
fin de que esta colaboracion se materia-
lice en realizaciones concretas.

—/Cudl es la filosofia general del
Servicio de Publicaciones de la Federa-
cion?, jcudles son sus objetivos?

—El Proyecto de SP sintoniza en su filo-
soffa general, en sus fines y objetivos
con lo que marcan los estatutos de la
FESPM. La elaboracién del Proyecto se
hizo después de la reforma de estatutos
y estd por tanto totalmente adaptado a
los mismos.

De acuerdo con los fines de FESPM, el
SP tiene una doble tarea: por una parte,
la de publicar los documentos (en cual-
quier formato, no soélo libros) que por
su calidad y utilidad para los profesores
merezcan no perderse y pasar a formar
parte de nuestro patrimonio cultural
matematico, poniendo esta documenta-
cién a disposicion de nuestros asocia-
dos y de los profesores en general.

Por otro lado, no olvidemos que FESPM
agrupa sociedades. Algunas tienen su
servicio de publicaciones propio y estan
haciendo desde €l una gran labor, pero



otras no disponen de este servicio (y
por su tamano y circunstancias no es
previsible que lo puedan tener) por lo
que no poseen un cauce para canalizar
sus iniciativas. Ese cauce lo pueden
encontrar en el SP de la FESPM. Ademas
es conveniente no duplicar esfuerzos (y
también sumarlos) para abordar otros
proyectos, por lo que en el Consejo
Editorial estin los responsables de los
SP de las sociedades para lograr esa
labor de coordinacion.

—/Qué tipos de libros se van a editar?
shay colecciones previstas?

—En cuanto a qué publicaciones se van
a editar, quiero hacer la puntualizacion
de que no sélo se contempla editar
libros. Sin desdenar la publicacién en
papel, debemos estar abiertos a otros
soportes de futuro (video, CDROM,
DVD, publicacion directa en Internet,
etc.), lo cual ya se esta haciendo por
parte de las sociedades (recordemos las
actas de las JAEM de Lugo en CD-ROM,
entre otros casos).

Una primera {uente» de publicaciones
es la documentacion y conclusiones que
generan las actividades propias de la
Federacion (Olimpiadas Nacionales,
Debates, Seminarios, Documentos de
toma de posicion de FESPM frente a
problemas generales del Estado relati-
vos a la Ensenanza de las Matematicas,
Guias de Exposiciones de la Federacion
etc.). En este sentido, tenemos una asig-
natura pendiente como es la publica-
cion de las actas de las JAEM de
Castellon, hueco que vamos a llenar
para completar toda la coleccion de las
JAEM, porque creemos forma parte del
patrimonio de la FESPM.

Serfa interesante también editar publica-
ciones dirigidas a la formacién del
profesorado en Educacion Matemdtica.
(libros y documentos relativos a temas
tanto de actualizaciéon en Matematica,
como de Didactica de las Matematicas).

Podriamos editar asimismo publicacio-
nes de autores extranjeros traducidos al
castellano, que se consideren de mucha
importancia en el ambito de la Educa-
cién Matematica, y que traten de paliar
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la dificultad que tiene la mayoria de los profesores espa-
noles para leer las obras originales en otros idiomas dis-
tintos al castellano.

También podrian publicarse materiales curriculares y uni-
dades didacticas generadas por los propios profesores de
aula, con la calidad adecuada, quiza mediante la resolucion
de concursos convocados al efecto por la propia FESPM.

En todo caso, deberiamos hacer publicaciones dirigidas
al publico en general, dirigidas hacia la popularizacion
de las Matemdticas, que ayudaran a los profesores a rea-
lizar esta tarea.

Recoger nuestro patrimonio histérico-cultural matematico
debe ser otra de nuestras preocupaciones y publicar obras
inéditas de autores matemadticos espanoles, reediciones de
las ya publicadas, u obras de otros autores que versen
sobre nuestros matematicos.

La investigacion que se esta produciendo hoy en dia en el
campo matemdtico y en el de la Diddctica de la Mate-
matica debe proyectarse sobre la practica docente, los
avances que se produzcan deben llegar al aula, por ello
serfa interesante publicar (quizd en colaboraciéon con
departamentos, ICE, SEIEM, etc.) investigaciones o resu-
menes de investigaciones que sean de aplicacion directa a
la docencia o que den ideas potentes que puedan ser lle-
vadas al aula.

Quiza fuera bueno publicar un Handbook anual que reco-
giera un conjunto de los mejores trabajos generados
durante ese ano en Educaciéon Matematica, dando entrada
a trabajos de profesores extranjeros de prestigio, pero con
al menos un 60% de trabajos de autores espanoles.

Por supuesto, debemos hacernos eco de los eventos oca-
sionales importantes y hacer la contribuciéon de FESPM a
ellos. Por ejemplo, publicaciones relativas a la conmemo-
racion del ano 2000 como ano internacional de las Mate-
maticas, La Educacion Matemadtica en el siglo XX, La Edu-
cacién Matematica ante el cambio de milenio, prospectiva
de la Educacion Matematica para la década del 2000, para
el siglo XXI, etc.

En todo caso hay que estar abierto a las futuras demandas
y necesidades sentidas por el profesorado, que podrin ser
colmadas mediante las correspondientes publicaciones

—Una de las tareas dificiles de un editor consiste en la
eleccion de titulos, jcomo se van a seleccionar? Me figuro,
bueno lo sé, que hay un comité de redaccion, jquién lo
Sforma y como funciona?

—Efectivamente, creo que esa es una labor dificil y de

mucha responsabilidad. Afortunadamente no recae sélo
sobre una persona.

Tengo que explicar primeramente que el SP no es un
«organismo auténomor, es un servicio de la FESPM, su res-
ponsable es un «ecretario de publicaciones» vocal de la



Comision Ejecutiva y ello implica que la primera depen-
dencia es justamente de dicha Comision Ejecutiva y en
tltima instancia de la Junta de Gobierno de la Federacion.

La Junta de Gobierno aprueba las lineas y criterios gene-
rales de publicacion y el proyecto de presupuesto anual.
Todo ello constituye un marco de actuacion dentro del
cual nos debemos mover. Ademas las publicaciones con-
cretas seran aprobadas por la Comision Ejecutiva, atenién-
dose a las lineas y criterios generales establecidos por la
Junta de Gobierno y a propuesta del vocal secretario de
Publicaciones.

No obstante, y en similitud con la revista SUMA, se cuen-
ta con un Consejo Asesor Editorial. En €l estan integrados
un representante de cada servicio de publicaciones exis-
tente en las sociedades federadas, un representante de
SUMA, el vocal de prensa y el vocal de Actividades y dos
miembros designados por la Junta de Gobierno de la
FESPM. Sus funciones son de la mayor importancia porque
prepara las propuestas concretas que yo hago, como vocal
de publicaciones, a la Comision Ejecutiva y a la Junta de
Gobierno y hace los informes claves a la hora de la toma
de decisiones por los 6rganos de Gobierno de la FESPM.

—S8i un socio de la Federacion dispone, por ejemplo, de
unos buenos materiales de clase, o ha llevado a cabo una
investigacion que piensa que puede ser interesante para
otros colegas, o ha escrito una buena divulgacion sobre
cualquier tema, en definitiva, si alguien quiere publicar
algo en la Federacion, ;qué pasos debe seguiir?

—La Junta de Gobierno de FESPM (en su sesion de 3 de
febrero de 2001) ha aprobado un procedimiento para la
propuesta de publicaciones por parte tanto de las socie-
dades, como de cualquier asociado, a FESPM. La propues-
ta puede hacerse tanto por una persona fisica como por
una sociedad federada. En todos los casos deben dirigirla
al SP que recepciona la propuesta y la envia al Consejo
Asesor. El Consejo Asesor realiza el preceptivo informe y
la Comision Ejecutiva de FESPEM decide sobre la viabili-
dad o no de la edicién. Es conveniente que los propo-
nentes nos hagan llegar todos los datos y condiciones que
estimen oportunos, aunque si fuera necesario se le solici-
tarfan los datos adicionales pertinentes y se mantendrian
los contacto necesarios para ultimar las condiciones de
edicion.

El plazo quedd abierto desde el momento de su aproba-
cioén el pasado dia 3 de febrero por lo que ya se pueden
hacer propuestas de publicacion.

—Hay sociedades federadas que ya disponen de un servi-
cio de publicaciones, ;jqué tipo de relaciones van a existir
entre los servicios de las sociedades y el de la Federacion?

—ILas sociedades con servicio de publicaciones estin
haciendo una gran labor y estamos en contacto con sus
responsables. En fecha proxima vamos a tener un Consejo
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de Publicaciones y alli estarin represen-
tados estos servicios. Creo que las rela-
ciones seran excelentes porque vamos a
partir del respeto a su autonomia y a la
labor que estin haciendo, y esa labor
debe ser potenciada y coordinada. Hay
que tener en cuenta que no son la «com-
petencia», sino parte de nosotros mis-
mos y cualquier éxito editorial que ten-
gan es mérito suyo pero es un prestigio
para toda la Federacion. Por eso pensa-
mos que el SP de FESPM puede ser
bueno para todas las sociedades, para
las que tienen servicio de publicaciones
porque seran potenciadas y para las que
no tienen este servicio porque tendrian
un cauce para la coedicion con el SP de
FESPM. En resumen, debemos conside-
rar que da prestigio y debe ser un orgu-
llo para una sociedad federada que en
sus publicaciones figure el respaldo y el
logotipo de la Federacion.

—Un Servicio de Publicaciones, aunque
sea modesto, es evidente que no lo puede
llevar una unica persona, jquién te
ayuda en ello? ;Con qué infraestructura
inicial contdis?

—Se contempla en el proyecto una
Secretarfa, que esta integrada actual-
mente por un tesorero, un asesor técni-
co y otra persona que se ocupa de las
tareas administrativas, de gestion, man-
tenimiento de stock, envios etc. El pro-
blema es que somos todos socios que
trabajamos cada uno en su dmbito, muy
ocupados y que trabajamos en estos
temas «por amor al arte» por lo que cada
uno hace lo que buenamente quiere y
puede. Si el servicio cobra importancia
y movimiento, vamos a necesitar
alguien con mucha dedicacion y encon-
trar esto no es facil. De momento esta-
mos cubriendo los objetivos porque nos
basamos en la infraestructura y en la
estructura y potencial humano de la
Sociedad Extremena de Educacion Ma-
tematica. Sin este apoyo no seria viable
el servicio. Por eso me parece bien que
el Servicio no sea «autébnomo» y que
detrds de él haya el apoyo de una socie-
dad federada, que ahora coincide ser la
Extremena, pero que en otra ocasion
serd cualquiera otra.



—Tu primer <bijor en el Servicio de
Publicaciones ha sido un facsimil de
Vera, Los historiadores de la matematica
espanola, gue, por cierto, ha quedado
precioso. Sé que tienes una cierta «wene-
racion» por lu paisano Vera; en un
momento en el que se esta reivindican-
do, con toda justicia, algunos matemditi-
cos espaiioles, como Rey Pastor o Puig
Adam, jqué papel ha tenido Vera en la
matemdtica esparola?

—En realidad la publicacion de Fran-
cisco Vera ha sido fruto de la estrecha
labor que hemos mantenido el profesor
José M. Cobos y yo. El es un gran espe-
cialista en Vera (y ya ha publicado varios
libros suyos, me estoy acordando por
ejemplo de Evolucion del pensamiento
cientifico editada por la Editora Regional
de Extremadura y otros) y ha coincidido
su interés por este autor con nuestro
proyecto de iniciar una coleccion titula-
da «Recuperacion del patrimonio mate-
matico espanol». Esta coleccion va en la
linea que apuntabas de reivindicar, tam-
bién yo creo que con toda justicia, la
labor de los matemdticos espanoles;
pero no sélo los mas conocidos nacional
o internacionalmente (como los que has
citado), sino ademads los que tenemos en
cada region y de los que estamos tam-
bién orgullosos, como es el caso de
Vera, Reyes Prosper, o Roso de Luna en
Extremadura, como los hay sin duda en
el resto de las regiones espanolas.

En cuanto a la pregunta que me formu-
las con respecto al papel de Vera en la
matemadtica espanola, voces mucho mas
autorizadas que la mifa consideran a
Vera como uno de los mas grandes his-
toriadores de la Ciencia que ha habido
en Espana. Su obra es ingente, pues
Vera public6 mas de 35 obras sobre
Matematicas, Historia de la Ciencia y Fi-
losofia Cientifica. Fue un defensor acé-
rrimo de los valores cientificos hispani-
cos. Era un hombre polifacético (mate-
matico, periodista, funcionario del Tri-
bunal de Cuentas, fil6sofo y fundamen-
talmente historiador de las ideas cienti-
ficas), que se vio, como muchos otros
espanoles, perseguido por sus ideas.
Fue republicano, masén y tedsofo (por
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influencia de Mario Roso de Luna) y sobre todo profun-
damente liberal; aunque anticlerical, era tolerante y anti-
dogmatico. Fue condenado a muerte, por aquellos mismos
que preconizaban la reconciliacién, entre otras causas, por
el crimen de haber escrito el codigo criptogrifico del ejer-
cito leal a la Republica. La caida de la Republica hace que,
como muchos otros, Vera salga al exilio, pero... no voy a
contar aqui su vida, los interesados pueden encontrar un
resumen de su vida y obra en el prélogo del libro.

—En relacion con la pregunta anterior, y para ahorrarnos
una recension en SUMA, jpodrias hacer un breve comen-
tario sobre Los historiadores de la matemdtica espanola?

—La obra, Los historiadores de la matemdltica esparola,
que se ha editado en facsimil estd publicada originalmente
en 1935 y se trata de una conferencia que da Vera en el
Ateneo madrileno el 15 de febrero de 1935. Vera que ya
habia publicado, en 1933, sus cuatro volimenes de Histo-
ria de la Matemdtica en Espana, hace un recorrido por las
aportaciones que los historiadores de la Matematica han
hecho a esta ciencia. No quisiera comentar mas sobre el
libro sino animar a todos a que disfruten con su lectura.

—Piensas que en el futuro se podrian publicar otros facsi-
miles de Vera, como los cuatro voltimenes de La historia de
la Matematica en Espana, o las breves historias de la Mate-
madtica o la Geometria, que en su dia publicé Losada y que
hoy son libros dificiles de encontrar, incluso en las librerias
de viejo.

—Seria interesante hacerlo, tenemos acceso a los origina-

les e incluso a material inédito. Pero el SP es un servicio
de la Federacion y no sélo de la Sociedad Extremena de



Educacion Matematica y no seria adecuado dedicar los
pocos recursos existentes sélo a autores extremenos. Hay
también otros autores oriundos de otras regiones espano-
las cuya obra también debemos rescatar. Hemos empeza-
do por Vera, ahora seguirin otros autores, pero no hay
que descartar la posibilidad de volver en otra ocasién a
editar una de sus obras.

—Es obvio que un libro es un vehiculo para expresar unas
ideas, del tipo que sean, y por ello es esencial el contenido
del mismo. Pero a los amantes del libro, entre los que creo
encontrarme ) pienso que ti también, los libros nos gustan
también como objetos: el disenio, la maquetacion, el tipo de
papel, la encuadernacion, el tipo de letra, la correccion
tipogrdfica, sintdctica y hasta ortogrdfica son importantes.
Hoy dia se editan libros preciosos, en matemdticas basta
pensar en los de Nivola, y otros desastrosos, que se caen de
las manos (evidentemente, no vamos a citar ejemplos).
JQué piensas de este aspecto formal de los libros?, jqué
importancia va a tener en los que edite el Servicio de
Publicaciones?

—Por supuesto pienso que lo primero es el contenido de
un libro, sin ello no habria libro. Sin embargo, ocurre
como con la pintura: un buen lienzo gana muchisimo si
tiene un buen marco que lo realce. De la misma manera
pienso que influyen mucho los factores que has citado. Yo
también me encuentro entre los amantes de los libros y
por eso hemos dedicado mucha atencion y muchas horas
a la edicion de los dos libros editados por el SP hasta el
momento: El libro de Vera y el libro coeditado con la
Sociedad Extremena Instrumentos y Unidades de Medida
tradicionales en Extremadura.

Tanto en uno como en otro la edicion se ha cuidado al
maximo. En este ultimo, el libro presenta un formato ori-
ginal, escrito a dos columnas (es una edicion bilinglie cas-
tellano-portugués) con inclusion de unas 100 fotografias
de gran calidad y a todo color y un papel de bastante cali-
dad. En el caso del libro de Vera, hemos cuidado mucho
el diseno en el que se han tenido que conjugar los ele-
mentos que van a ser comunes y que identifican la colec-
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cion con el logotipo de FESPM y con el
tipo de edicion (fascimilar) que debe
contener, también en portada, elemen-
tos procedentes de la edicién original.
Con todo se ha logrado un conjunto
armonico, sobrio pero elegante. El
papel es de suficiente gramaje y las
pdginas superan ampliamente en lim-
pieza a la edicion original, gracias a los
adelantos técnicos de los que dispone-
mos hoy en dia. Pero todo esto no
hubiera sido posible sin la sensibilidad y
la profesionalidad del personal de
Tecnigraf, que no ha regateado esfuer-
zos, medios, ni tiempo hasta que la obra
quedo a gusto de todos.

Pero creo que ha merecido la pena, y
vamos a seguir asi; estamos recibiendo
muchas felicitaciones por la edicion y
creo que hemos empezado a caminar,
pero queda mucho camino por delante.

—FEl libro de Vera, al ser el primero edi-
tado por el Servicio de Publicaciones, ha
sido enviado de forma gratuita a todos
los socios de la Federacion. Pero, parece
claro que con el presupuesto que tiene la
Federacion esto no va a ser posible con
los siguientes libros que se publiquen.
JCudl va a ser el procedimiento de
Sfinanciacion del Servicio?

—Considero que el SP es UN SERVICIO
y no una editorial comercial, por lo
tanto deben de primar los criterios de
utilidad, calidad y contribuciéon a la
creacion de patrimonio antes que los
fines econémicos. Esto no quiere decir
que alguna publicacién concreta pueda
ser rentable, algunas sociedades fede-
radas tienen publicaciones que produ-
cen beneficios econémicos, pero no es
la ténica general, ni lo que a mi juicio
debe de primar en nuestro Servicio.
¢Quiere lo anterior decir que debe ser
un Servicio que cueste muy caro a la
FESPM? Creo que no, se debe de bus-
car que la publicacién se autofinancie,
y esto es posible asocidndose a otra
entidad (como las coediciones) y
pidiendo por el documento a nuestros
socios el precio estricto de coste (y en
algunos casos menos si se consigue
una subvenciéon mediante el convenio
con las otras entidades). Y hay entida-



des publicas y privadas dispuestas a
ello (Consejerias Autonoémicas, Univer-
sidades, Cajas de Ahorro mediante su
obra social, etc.). En principio, las
puertas a las que hemos llamado se
han abierto. La edicién del libro de
Vera se financia en un 50% gracias a la
sensibilidad hacia la recuperacion del
patrimonio que tiene el Consejo Social
de la Universidad de Extremadura.

En resumen, y respondiendo a la pre-
gunta que se me formula, hay que ir a
una financiaciéon multiple con aportacio-
nes por patrocinio de entidades publi-
cas o privadas, convenios de coedicion,
derechos de publicidad y, naturalmente
también, por financiacién a través de los
recursos propios de FESPM. No se des-
carta la venta de las propias publicacio-
nes, para nuestros socios a precio de
coste y para los no socios con unos pre-
cios muy moderados tendentes a la
recuperacion de la inversion y no a la
generacion de beneficios.

—Excepto en el caso de las editoriales
potentes, el mayor problema que tiene el
mundo editorial es el de la distribucion y
comercializacion, como tii bien sabes, ya
que has sido responsable de las publica-
ciones del ICE de Extremadura. Los alma-
cenes de editoriales institucionales o
semiinstitucionales estan abarrotados de
libros, en muchos casos miuy interesantes,
debido a este problema de distribucion.
sComo lo va a afrontar tu equipo?

—Efectivamente ese es el mayor proble-
ma de las editoriales comerciales y para
nosotros es también un problema serio
que hay que considerar. Sin embargo,
tenemos una circunstancia que juega a
nuestro favor y es que la Federacion tra-
baja fundamentalmente para un publico
muy concreto e integrado en una estruc-
tura (la de la propia FESPM vy sus socie-
dades) y la noticia de una edicion
puede llegar con seguridad a toda la
poblacién-objetivo (el conjunto de los
aproximadamente 5.500 asociados en
Espana). Los canales de publicidad para
llegar a esta poblacion son la revista
SUMA (que reciben todos los socios) y
la inclusiéon en la web de FESPM que
conocen también nuestros socios. En
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todo caso el alcance de la web es mucho mayor (se supo-
ne que mundial) y por ello hemos decidido comenzar por
ahi y el Consejo Editorial analizara la marcha del proceso
y pasado un tiempo prudencial se podrin establecer las
correcciones oportunas. En cuanto al stock no nos produ-
ce todavia agobio, dado que estamos comenzando, pero
es evidente que habrd que plantedrselo. En todo caso,
vamos a tratar de ajustar el nimero de ejemplares a la
demanda; en nuestro caso lo tenemos mas facil que una
editora comercial por estar la poblacién-objetivo muy defi-
nida y localizada.

—/Como piensas que aceptarian los socios de las distintas
sociedades un aumento de la cuota anual que pagan, por
ejemplo mil o mil quinientas pesetas mds, y que esa canti-
dad fuese destinada al Servicio de Publicaciones de la
Federacion con la contrapartida de recibir cada ano, de
Jforma gratuita, dos o tres libros de los que se publicasen?
/INo se solucionarian de esta forma dos cuestiones a la vez:
la financiacion y la distribucion?

—Debo decir, que esta cuestion escapa a mis competen-
cias y a las del Servicio. Serfa una opcion, desde luego,
pero no la creo necesaria por el momento. Se ha plantea-
do en la Junta de Gobierno de FESPM, creo recordar, pero
se vieron algunos inconvenientes: hay socios que perte-
necen simultineamente a dos o mas sociedades, conve-
nios de reciprocidad con otras etc. y se plantearfan pro-
blemas de doble recepcion de los libros, doble aumento
de cuotas y algunos otros problemas. Como responsable
del SP para mi seria lo mas comodo, pero como Presidente
de una sociedad federada y como miembro de la Junta de
Gobierno de FESPM tengo que decirte que no seria facil,
al menos por el momento adoptar esta decision.

—Cambiemos de tema, debido a tu gran experiencia en el
campo de la educacion y a que conoces perfectamente el
Sfuncionamiento de las sociedades y de la Federacion, ya
que llevas bastantes arios de presidente de la Sociedad
Extremena y has sido vicepresidente y presidente de la
Federacion, para terminar esta entrevista desearia hacerte
una pregunta: jcomo ves el presente y, sobre todo, el futu-
ro de la Federacion?

—La Federacion ha cambiado mucho en los dltimos anos.
Ha cambiado su estructura y organizacion interna; ha habi-
do un periodo de transicion en el que los estatutos exis-
tentes no servian ya de marco para nuestro funcionamien-
to, debido sobre todo a la inclusion de nuevas sociedades
y a las circunstancias que atraviesa la educacion en nues-
tro pais. Actualmente considero que ese periodo de adap-
tacion ha terminado, tenemos unos nuevos estatutos acep-
tados por todos y una nueva estructura que esta funcio-
nando bien, en mi opinion.

La introduccion en la sociedad espanola y en el sistema
educativo de las nuevas tecnologias y de Internet ha faci-



litado mucho la comunicaciéon y eso posibilita llegar a
nuestros socios y organizar mas y mejor las actividades.

Vosotros habéis conseguido editar con calidad y regulari-
dad la revista SUMA ya desde hace anos y en el ano 2000
hemos colgado en la red la web de la Federacion. Hemos
tenido anos muy intensos y emblematicos en los que la
Federacion y sus sociedades <han dado la talla» (estoy
recordando ICME en 1996 y recientemente el ano 2000,
ano mundial de las matemadticas) pero, sobre todo, hemos
mantenido también con regularidad nuestras actividades
tradicionales como son los Seminarios, las JAEM vy las
Olimpiadas Matematicas. Y todo ello a pesar de tener una
subvencion cada ano reducida a la mitad de nuestro pro-
pio Ministerio (el Gltimo ano la subvencion era de la ridi-
cula cantidad de 500.000 pts, mientras que a otros colecti-
vos privados se les multiplicaba por diez y por mas las
subvenciones recibidas de gobiernos anteriores).

Yo soy optimista ante el futuro de FESPM. Tenemos un
colectivo de asociados muy numeroso y de gente muy
interesada (un gran capital humano), una estructura que
funciona, canales de comunicacion eficaces, un conjunto
de actividades consolidadas y representacion nacional e

internacional (con proyeccién en Europa y en Iberoamé-
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rica). Hemos conseguido también un
prestigio y una consideracién por parte
de colectivos como las facultades de
RMSE,
Investigacion, etc. Y, sobre todo, una

Matematicas, Sociedades de
actitud de respeto mutuo y de colabora-
cion. Y tenemos por delante los retos
que nos plantea este nuevo siglo y mile-
nio. Por ultimo, tenemos también la
miopia de un ministerio que no nos
considera para nada, no se da cuenta de
que representamos a un colectivo de
unos 5500 profesores distribuido por
todo el pais y la potencia y la fuerza que
esto significa. Y yo espero que en el
futuro nos miren con otros 0jos o bien
que sean otros ojos los que nos miren.
—Muchas Ricardo. Desde
SUMA te deseamos que este proyecto del

gracias,

Servicio de Publicaciones que has
expuesto se haga realidad. Estamos ple-
namente convencidos de que asi serd, lo
que fortalecera en buena medida a
nuestra Federacion.

Pagina Web X JAEM

www.unizar.es/ice/jaem




Isoperimetros:

ulhﬂ 3 6 Ficha didactica en geometria.

Métodos trigonométricos

febrero 2001, pp. 101-106

Grupo Construir las Matematicas*

N LA ENTREGA del n.° 35 nos preguntdbamos si la evolucion historica
del problema nos podria servir de guia para planificar una actuacién en
clase, siguiendo el modelo Van Hiele. ;Como describir este modelo en
pocas lineas?

1. Se basa en la idea de que cada persona tiene un nivel de pensa-
miento y conocimientos frente a cualquier actividad matematica,

independientemente de su edad y su desarrollo evolutivo.

2. Cada nivel supone una forma de comprension, un modo de pensa-
miento particular, de manera que una persona solo puede razonar
sobre conceptos matemadticos adecuados a su nivel de pensamiento
en cada momento.

3. Se distinguen cinco niveles de pensamiento:
Nivel 0, predescriptivo, basico o visual.
Nivel 1, de reconocimiento visual, descriptivo.
Nivel 2, de analisis, tedrico.
Nivel 3, de clasificacion, de relacion.
Nivel 4, de deduccion formal.

4. El proceso de la ensenanza debe orientarse a facilitar el progreso de
una persona que esté en el nivel 7 al n + 1, para ello la planifica-
cion debe estar adecuada a su nivel de razonamiento.

5. ¢Coémo se puede determinar el nivel de cada cual frente a una misma
tarea?

Aqui surgen las fases de actuacion en el aula:

1. Consulta o diagnostico, para determinar el nivel de pensamien-

IALLE R to. El uso de materiales manipulativos es recomendable en esta
fase, puesto que ayudan a los estudiantes a explicitar conoci-

DE mientos que de otro modo dificilmente pondrian de manifiesto.

* Los componentes del Grupo Construir las Matemdticas son Rafael Pérez, Isabel
Berenguer, Luis Berenguer, Belén Cobo, M. Dolores Daza, Francisco

Fernandez, Miguel Pasadas y Ana M.@ Paya.




2. Orientacion dirigida. Actividades muy estructura-
das, encaminadas a conducir a los estudiantes a
la construccion de nuevos conocimientos (conte-
nidos minimos) a partir del nivel en el que se
encuentran. El trabajo en grupo puede facilitar el
avance en esta fase.

3. Explicitacion , para comunicar los resultados del
trabajo. Esto requiere una reflexion individual
sobre lo que se sabia y lo que se ha aprendido y
la organizacion de todos los resultados obtenidos.

4. Orientacion libre. Es el momento de la atencion
a la diversidad, de actividades menos estructura-
das y mds abiertas.

5. Integracion. Organizacion y presentacion formal de
los nuevos aprendizajes, por parte del profesorado.

Actividades y objetivos

El objetivo de la actividad que se propone es la introduc-
cion del método trigonométrico para resolver problemas.

A lo largo de la ESO, también pueden sacarse a colacion,
ademas del entrenamiento en heuristicos, el método de los
lugares geométricos, el de las transformaciones y el de las
coordenadas.

La actividad que vamos a presentar aqui se encuentra entre
los niveles de pensamiento 2 y 3 descritos arriba y esta
pensada para 3.° o 4.° de ESO.

Observaciones:

1. Tal y como pondremos de manifiesto en la octava
entrega, este problema puede tener una primera apro-
ximacion en el primer ciclo de la ESO de la mano de
la funcién cuadratica.

2. Con esta entrega, la quinta y la referida antes, preten-
demos mostrar como se puede abordar un mismo pro-
blema desde los diferentes bloque de contenidos del
curriculo de Matematicas, asi como el cardcter ciclico
del aprendizaje, al presentarse a lo largo de toda la ESO.

3. Para colegas «nerviosos(as)» (si, aquellos(as) que ya han
echado mano del cilculo de derivadas) estd prevista la
novena entrega, propia de un curso de Bachillerato.

El problema

Dispones de un listén de madera de 3 m de longitud para enmar-
car un cuadro. 3Cudl es la lamina de mayor superficie que pue-
des enmarcar?

Diagnéstico
Se pregunta a la clase:

5Qué significa la palabra perimetro?

Se pretende, ademds de comprobar las ideas previas de
cada alumno o alumna, la utilizacion correcta del lengua-
je que vamos a usar en esta actividad.

Sobre un geoplano ortométrico y uno isométrico y una cuerda de
longitud dada, formar, al menos, tres poligonales cerradas con
area diferente.

Trasladar los resultados sobre papeles pautados y anotar, para
cada dibujo, las medidas de los lados, suponiendo que la «cuer-
da» tuviese 3 metros de longitud.

5Qué tienen en comin todas las figuras?

Respuesta prevista:

Igual perimetro = iso-perimétricas. Comentar la etimologia
de este término y buscar analogias con otros términos que
incluyan el prefijo iso.

5Cudl es el perimetro de un rectangulo?

Si conoces el valor de un lado, spuedes deducir el del otro?

Mediante estas actividades se deben detectar los niveles de
pensamiento del grupo para ajustar el punto de partida del
trabajo y tratar de unificar el lenguaje.

Comentario:

1. Observar si funciona el principio de conservacion de
la cantidad y no la forma.

2. Observar si se detectan variaciones entre las areas de
las figuras.

Actuacion (tratamiento de la diversidad):

Si alguien de la clase esta en la situacion 1, entonces e/
problema estd lejos de sus posibilidades y habra que pro-
poner actividades adecuadas para que supere ese nivel. En
este punto se pueden formar grupos de trabajo de inte-
gracion, formados por personas de los dos niveles, tenien-
do en cuenta que conviene que haya mas del nivel 1 que
del 2 en cada grupo.

Si se estd en situacion 2, seguir avanzando en la propues-
ta que se presenta.

1¢ Orientacién dirigida
Organizar la clase en grupos de 4 personas.

Para el paralelogramo, que es un caso mas sencillo, vamos a
analizar diferentes posibilidades de construccion del marco y cal-
cular la superficie de la lamina que admite en los distintos casos.

El liston de que disponemos mide 3 m, luego todas las laminas
deben tener el mismo perimetro y se verifica que: 2-lado mayor
+ 2-lado menor = 3. Para simplificar, vamos a llamar L a la lon-
gitud del lado mayor de rectangulo y I a la del lado menor y asi
podemos decir que 2L + 2/ = 3.

Haremos una indagacién sistemética y para ello, cada grupo va
a dar cuatro valores a Ly a rellenar la siguiente tabla en la que
aparecen léminas de distintas dimensiones.



Lado mayor, L

Lado menor, |

Area, L x |

Observacion:

Es aconsejable trabajar con calculadoras, para evitar que se
«pierda» el problema que nos interesa entre cdlculos engo-
rosos. El objetivo ahora no es el entrenamiento en calculo.

Entre todos los recténgulos posibles, parece intuirse que el cua-
drado es el que tiene mayor drea, pero, 3cémo validar esta hipé-
tesis? El ejemplo no demuestra, hay que generalizar.

Si la lémina es cuadrada, el lado serd la cuarta parte de este
perimetro. Podemos expresar las areas de cualquier recténgulo
y del cuadrado en funcién de Ly |, e intentar averiguar cuél de
ellas es mayor.

El drea del cuadrado es igual a lado x lado, luego, seré:

Lo’ et
‘ 4 - 2"

y la de cualquier rectangulo serd Lx I. 3Cuél de las dos seré mayor?

.2
L+ .
Debes comparar - con Lx 1, olo que es lo mismo

con YL , que no son ofra cosa que la media aritmética y la
media geométrica de Ly |, respectivamente, que en cada caso
son nimeros construibles con regla y compés.

5Cudl de las siguientes desigualdades es cierta:
Estos resultados, como desigualdades algebraicas, se
verdn en la quinta entrega.

1.2 Explicitaciéon

Cada grupo redactard un informe organizando todo el tra-
bajo realizado, en el que se explique claramente los resul-
tados obtenidos. Dicho informe serd expuesto por un
miembro del grupo a la clase.

En este momento volvemos a la orientacion dirigida para
avanzar un poco mds en el problema. Para hacer la com-
paracion anterior se puede utilizar una estrategia: Hacer
una representacion grafica. Organizamos la siguiente acti-
vidad en torno a esta idea.

2.2 Orientacién dirigida

1. Haz una circunferencia de diémetro cualquiera (represéntalo
con la letra d de digmetro).

2. Dibuja un triGngulo rectang ulo cuya hipotenusa sea d.

3. Traza la altura del trigngulo sobre d (la representaremos con
la letra t, de altura)

4. La hipotenusa queda dividida en dos trozos de longitudes des-
conocidas, represéntalas con las letras L e /.

Como L+ /=4, l; serd igual al radio. Observa que t es

menor o igual que el radio, zcudnto vale?

En la figura, el segmento CT representa geométricamente

a la media geométrica de los segmentos Ly 1: o

La media aritmética de estos segmentos, l: . viene repre-
sentada geométricamente por cualquiera dé los radios de la
circunferencia en la que esta inscrito el tridngulo ABC; en
particular, el paralelo al segmento CT.

3Cudl de las dos medias es mayor? 3Cudando serén iguales?

La igualdad se da cuando L = I. Es decir cuando el rec-
tangulo es un cuadrado. En este caso, el cuadrado tiene
de lado 3/4 m, y su drea serd de 9/16 m? (0.56 m?).

29 Explicitacion

Idem a Explicitacion 1.

Orientacion libre

Resultado

Entre los cuadrilateros con igual perimetro, el cuadrado es el que
tiene drea méxima.

Un tridngulo en el uno de sus lados sea el didmetro de
una circunferencia y el vértice exterior a ese lado sea un
punto cualquiera de la circunferencia, es rectingulo y el
didmetro es la hipotenusa. Utilizando este resultado, sabe-
mos que el tridngulo ABC de la figura es un tridngulo rec-
taingulo, de modo que los dngulos o + 8 = 90°.

Los tridngulos ATC 'y BTC son también rectingulos, luego
se verifica que a + 7, = 90°y B + 7, = 90°, de donde,
7, =90° -y 7y, =90° - B.



Como a + =90, se tiene que: ot =90 - By B =90 - o
Por tanto, a = ¥,y B = ¥,, y los dos tridngulos ATC'y BTC
son semejantes.
Por tratarse de tridngulos semejantes, los lados homologos
serdan proporcionales. Entonces:

Cr _ 1B

AT~ CT
de donde CT* = AT'TB, o bien CT = VAT 7B . Dicho de
otra manera, la altura de un tridngulo rectingulo sobre la
hipotenusa es media proporcional, o media geométrica,
entre los segmentos en que ésta queda dividida.

Sobre el tridngulo anterior, también se verifica la igualdad:

AT _ AC
AC 4B
Dicho de otra manera, en un tridngulo rectingulo uno de
los catetos es media proporcional entre la hipotenusa y su
proyeccion sobre €sta.

Integracion

Teorema de la altura

La altura, relativa a la hipotenusa de un trigngulo recténgulo, es
media proporcional entre los segmentos en que divide a esta.

C

! CT_T8
! ATTCT
|

T B

Teorema del cateto

Cualquiera de los catetos de un triangulo rectangulo es media pro-
porcional enfre la hipotenusa y la proyeccion de éste sobre ella.

C
AT _AC
AC AB

AT _CB

T B CB AB

¢Qué ocurrird si la lamina tiene forma de tridngulo equi-
latero, de pentdgono regular, o de cualquier otro poligo-
no regular? ;Cudl de ellas tendra 4drea maxima, mante-
niendo igual el perimetro?

3¢ Orientacion dirigida
Dibujar, a escala, un trigngulo de 3 m de perimetro. Completar el

dibujo con ofro triangulo igual, hasta obtener un paralelogramo.

Se puede convertir este paralelogramo en un rectangulo, trasla-
dando la mitad de uno de los trigngulos al otro extremo del con-
junto, como muestra la figura:

El rectingulo tiene 1 m de base. Utilizando el teorema de
Pitagoras, y puesto que el tridngulo trasladado es rectan-
gulo, se puede calcular la altura, ¢, del rectingulo:

~ 2 o 2
El” El” 3
1?=A7 +t% luego t2=12- A= ,yt=[>=0,87m
& 8 YT
El area del rectingulo es el producto de la base por la
altura; es decir, 1:0,87 = 0,87 m?. El area del tridngulo ini-
cial serd la mitad de la del rectangulo, es decir 0.435 m?.

3¢ Explicitacion
Idem a Explicitacién 1.

Resultado

En general, para calcular el érea de un tridngulo cualquiera,
podemos convertirlo en un paralelogramo uniendo dos iguales,
y éste en un recténgulo de igual drea multiplicando las medidas
de dos de sus lados diferentes. Si a una la llamamos base y a la
ofra altura, queda el drea del rectdgulo como el producto de la
base por la altura.

De este modo, el drea de un tridngulo cualquiera serd la mitad
de la base por la altura.

Se compara el drea del tridngulo equilatero con la del cua-
drado, la de éste es mayor.

Vamos a seguir calculando areas de otros poligonos regu-
lares, ;como hacerlo? Se puede utilizar una técnica llama-
da de la triangulacion. Se organiza la siguiente orienta-
cion dirigida con esta idea.

4° Orientacion dirigida

Dibujar un hexdgono regular y buscar su centro. Unirlo con los
seis vértices del hexagono. ;Cudntos triGngulos se obtienen?
3Son iguales? Si se conoce el drea de uno de ellos, 3se puede
caleular el drea del hexdgono? 3Cémo?

Una altura de cualquiera de estos tridngulos es la apote-
ma del hexdgono y la base correspondiente, el lado. El

area del tridngulo sera:
Area del tridngulo = (lado X apotema)/2
Area del hexdgono = 6 x Area del tridngulo =
= 6:(lado X apotema)/2

El perimetro del hexdgono es la suma de los seis lados,

con lo que la férmula anterior quedaria:

Area del hexagono = (perimetro X apotema)/2



¢Como se calcularia el drea de un octégono regular? ;Y la
de cualquier otro poligono regular?

4° Explicitacion
Idem a Explicitacion 1.

¢Qué sucederd con el pentigono regular de 3 m de peri-
metro?

5°¢ Orientacion dirigida

Observa que para calcular el drea de cualquier poligono, se puede
descomponer éste en trigngulos y sumar las éreas de todos ellos.

Dibuja un pentdgono regular de 3 m de perimetro. Busca su cen-
tro y tnelo con los cinco vértices. Obtienes cinco tridngulos isés-
celes iguales, cuya base mide 3/5 m. Calcula su drea.

<«Como saber el valor de r?

Aparece un nuevo problema: calcular el area de un trian-
gulo del que sélo conocemos un lado.

Una aplicacion de la trigonometria es el cdlculo del drea
de un tridngulo isésceles del que conocemos la longitud
del lado desigual y el dngulo opuesto.

En cada uno de los tridngulos que resultaron al descomponer el
pentagono regular el lado desigual mide 3/5 m, es decir 0,60
m, 0 60 cm y su dngulo central, serd de 360°/5 = 72°. El érea
de este frigngulo serd el producto de su base, 60 cm, por la altu-
ra, que desconocemos.

Dibujar este trigngulo, utilizando una escala 1:10. Traza la altu-
ra relativa al lado desigual. De este modo obtienes un trigngulo

rectdngulo cuyos angulos agudos miden 36° y 54° y el cateto
menor 3 cm.

36

549

Utilizando, por ejemplo, el dngulo de 36° podemos escri-
bir tan 36° = 3/1, siendo ¢ la altura del tridngulo. En la cal-
culadora averiguamos el valor de tan 36° = 0,73, y susti-
tuyendo tenemos que 0,73 = 3/t

Si despejamos el valor de b, tenemos que ¢ = 3/0,73, ¢ =
4,2 cm, que deshaciendo la escala nos da una altura del
tridngulo de 42 cm. Ya que conocemos la altura, podemos
calcular el area del tridngulo:

Area de tridangulo = (60 x 42)/2 = 1260 cm? = 0,126 m?

Volvemos al problema inicial de calcular el drea de un
pentigono regular de 3 m de perimetro, para ello se
puede multiplicar el drea anterior por cinco tridngulos
iguales en los que se habia descompuesto.

Area del pentigono = 0,63 m?.

5¢ Explicitacion
Idem a Explicitacion 1.

Comparar este resultado con las éreas calculadas antes del trian-
gulo equildtero y del cuadrado y ordenarlas de menor a mayor,
2qué se puede conjeturar acerca del area de estos poligonos
regulares del mismo perimetro?

6° Orientacion dirigida

Siguiendo los mismos razonamientos utilizados en el caso del
pentégono regular, completar la siguiente tabla.

. . Longitud nimero .
Poligono | Perimetro del lado de lados Area
Tridngulo | 5 I'm 3 0,435 m?2
equildtero
Cuadrado 3m 0,75 m 4 0,56 m?
Peniégone |3 | 0,60 m 5 | 063m
regular

Hexagono 3m 0,50 6
regular

Heptagono 3m
regular

A la vista de los resultados de la tabla, 3qué se puede conjeturar?

6° Explicitacion
Idem a Explicitacion 1.

Para generalizar, ;como calcular el drea de un poligono
regular de 7 lados sabiendo que la longitud del lado es 72
7¢ Orientacion dirigida

Partimos de un poligono regular de 7 lados, y longitud
del lado 1.

1. Descomponerlo en n triGngulos iguales.

2. Calcular el drea de uno de ellos. Considerar como base el
lado, 1, del poligono y como altura la apotema, a.

360°/n
180°/n

1/2

Area del tridngulo = (I X a)/2



3. Caleular la longitud de la apotema, a, utilizando la trigono-

metria.
g:
tzm—lgoO 12 fi i a= . !
- - 180° - 180°
n a tan 1807 2-tan 1807
n
4. El area del trigngulo es:
L
180
2-tan —— /2
A . = n =
tridngulo °
2 4-tan 1807
n

5. El area del poligono es n veces la del trigngulo:

]2
Apul[gono regular =n- 180°
4-tan —
n
6. Ahora bien, lo que realmente permanece constante es el perime-
tro de cada poligono y no el valor del lado. Por tanto, hay que
expresar el drea en funcién del perimetro y del nimero de lados.

3/n»?  _ 9
poligono regular ' 180° - o
4-tan 4n - tan
n n

7. Haciendo uso de una calculadora cientifica, verificar los valo-
res de las dreas de los poligonos que figuran en la tabla ante-
rior.

82 5Cudl es el drea para n = 1002 3Se refuerza la conjetura que
se hizo al final de la 62 orientacién dirigida?

Observacion para el profesorado:

Si se calcula el limite de la expresion del area cuando n

tiende a infinito, resulta 9/4# m?, que coincide con el drea
del circulo de perimetro igual a 3 m.
7¢ Explicitacién
Idem a Explicitacion 1.
Resultado

Para un perimetro fijo, el poligono regular de mayor area es
aquel que tiene mayor nimero de lados.

Orientacion libre

Conjetura
Si el nomero de lados del poligono regular aumenta indefinida-

mente, la figura plana de mayor area, con un perimetro fijo serd
la circunferencia.

Otras posibilidades para orientacién libre:

sPor qué sélo se tratan poligonos regulares?, 3qué ocurre con los
irregulares?

Estos aspectos los retomaremos con «otras» herramientas.
Se puede invertir la cuestion:

Para un érea fija, scudl es la figura de menor perimetro?

Quienes disenaron la forma de las latas para bebidas lo
sabian bien. Es decir, se plantearon el problema siguiente:

3Qué forma ha de tener un recipiente de altura (ancho estandar de
una mano) y volumen (33 cl) dados para que se gaste la menor
cantidad de aluminio (material para la fabricacion de latas




Radio y matematicas
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Fernando Corbalan

O HAY QUE EMPENARSE mucho ni dar razonamientos sofisticados para
estar de acuerdo que entre todos los Medios de Comunicacion Social
(MCS) el menos apropiado para servir de soporte a las matemadticas es la
radio. Porque por sus ondas pueden transmitirse ideas y situaciones que
tengan que ver con los ndmeros, pero en cuanto pasemos a la geome-
tria, ¢de qué posibilidades dispondremos para visualizar situaciones pla-
nas y mucho peor si nos involucramos en las tres dimensiones? Desde
luego, que el reto es complejo y quizds por eso mismo atractivo. Y recor-
dando que durante anos (que incluso podriamos extender a siglos) el
soporte principal de la ensehanza (luego se supone que del aprendizaje)
de las matemadticas ha sido la pizarra (que tampoco es que sea ni muy
apropiado ni muy sugestivo) igual se podria hacer algo al respecto. Tal
vez valdria la pena intentarlo.

Echando un vistazo al mundo que nos rodea, la verdad es que no hay
demasiados ejemplos de la conexién radio-matematicas. Yo conozco en
algin lugar de Iberoamérica emisiones regulares de radio destinadas a la
ensenanza a distancia de diversas materias (y también de matemadticas)
que tienen vida propia. Hay que situarlas en un contexto de suplencia
de clases presenciales, y se trata de clases orales iguales o muy pareci-
das a las tradicionales en las aulas, pero transmitidas por radio ante la
imposibilidad de la presencia directa. Y, en cualquier caso, contando con
un soporte escrito de complemento a lo que se transmite por las ondas.

Algo dificil de trasladar a nuestro entorno.

Aqui el ejemplo mas completo de programas regulares de radio seria la

serie dngéniatelas con Thales» que los companeros de Huelva llevaron a

cabo a finales de los anos ochenta, transmitida por Radio Cadena

M A T E s Espanola (ya desaparecida) y en las que se hacia un despliegue que invo-
lucraba a la propia emisora, a un colegio de EGB y a todos los posibles
Y oyentes de ese u otros niveles que podian comunicarse con los estudios
por teléfono. En ella se proponian problemas (tanto de tipo «académico»

como «ecreativor) que «en tiempo real> eran resueltos y emitidos por la

M E D I o s emisora. Existen publicaciones de la Sociedad Thales con el titulo del

programa que da completa informacion del mismo.

107



Pero lo cierto es que el tiempo paséd y (al menos que yo
conozca) no hay ningin programa matematico en la radio
actual (mds alld de ocasionales entrevistas o presentacio-
nes de libros). Ni incluso en una cadena como Radio 5
Todo Noticias que parece un soporte idoneo para ello,
puesto que, ademds de ser publica y sin grandes preten-
siones de audiencias masivas, alberga espacios cortos de
los temas mas diversos (inmobiliarios, cientificos, del mar,
del campo,...). Y a pesar de ofertas al respecto, tanto de
quien suscribe como de otros companeros, pero que no
acaban de cuajar. Pienso que es una de las tareas que la
Federacion como tal tendria que tomar como un reto a
alcanzar: si queremos que las matemdticas dejen de estar
confinadas en el gueto escolar, si pretendemos una pre-
sencia de nuestra materia en la sociedad, siguiendo la
linea del Ano Mundial que acaba de finalizar, es urgente
que aparezca con naturalidad en los MCS (que incluyen a
la radio).

Algo sobre radio y matematicas

Pero una vez lanzado el desafio, nos vamos a detener en
las relaciones de la radio con las matemadticas. Porque es
un medio que tiene gran incidencia en el alumnado, sobre
todo, las llamadas radio-férmulas musicales, companero
diario habitual de un elevado porcentaje de adolescentes
y jovenes. Lo que hace interesante a priori los temas rela-
cionados con ellas.

Las radio férmulas son una buena oportunidad para tratar
en la practica, y con temas interesantes para el alumnado,
de la diferencia entre encuestas y opiniones particulares
vestidas con un envoltorio de seriedad. En todas ellas se
dan cada semana y se repiten cada dia hasta la saciedad
listas de discos destacados (sean «principales» o con otros
nombres)..Como se hacen y qué son? Son listas confor-
madas con la apariencia de encuestas pero que, en reali-
dad, se hacen entre los «comentaristas» o «xpertos» de la
propia emisora: opiniones con apariencia de encuestas (de

las que nunca se dice muy claro el método con el que se
confeccionan).

Y una situacién parecida sucede en los noticiarios de TV
y de radio, sobre todo en temas locales o regionales, cuan-
do hay algin hecho ante el que la ciudadania se posicio-
na de formas distintas. Es frecuente hacer en esos casos
entrevistas en la calle a varias personas que manifiestan
opiniones contradictorias sobre el tema en cuestion, casi
siempre en el mismo nimero. Con «dnformaciones» de ese
tipo lo que parece suceder es que hay opiniones contra-
rias y aproximadamente el mismo ndmero de personas
estin de acuerdo con cada una de ellas, algo que en abso-
luto permite deducir una practica de ese tipo. Estamos de
nuevo ante opiniones, no estadisticas. No es pues un pro-
cedimiento fiable.

No hay que sacar en consecuencia algo bastante exten-
dido en la sociedad (que lo recoge en frases hechas del
tipo «por medio de la estadistica siempre sale lo que uno
quiere» o da estadistica es la ciencia que hace que si yo
me como dos bocadillos y ti ninguno cada uno hayamos
comido un bocadillo»), porque incluso referidas a los
MCS hay estudios estadisticos completamente serios,
tales como los de audiencia de las diferentes cadenas de
TV, de radio o de difusion de medios escritos (por la OJD
—Oficina de Justificacion de la Difusion— o el EGM —Estu-
dio General de Medios-), de los que dependen, entre
otros, los precios de la publicidad en esos medios (aun-
que de sus resultados hagan a veces las cadenas de radio
y television unas interpretaciones sesgadas, comparando
cosas diferentes y con manipulaciones de los datos que
los hace parecer contradictorios, que habrd que mirar
con cuidado, pero que es una cuestion que no tratare-
mos ahora).

Asi pues, por terminar, aunque por el momento no sea
soporte de informaciones o comentarios estrictamente
matematicos, la radio puede ser un buen medio para ver
las utilizaciones y limitaciones de la Estadistica, y las falsi-
ficaciones que se hacen pasar por tales sin ser de ningu-
na fiabilidad.
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Sopa polinémica
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Grupo Alquerque*

E STE JUEGO esta disenado para que jueguen desde uno hasta cuatro juga-
dores, y cada grupo debe tener un tablero y dieciséis tarjetas con poli-

nomios como las que vienen a continuacion.

Tablero
x=-1 x + 1 x-2 | 2x+3 | 1-x
x=-1 x x=-7 x=-2 x+4
xX+2 [5x+2| x+3 | x+1 x -2
x + 6 x x24+1|3x=-2 | 2x2+ 1
3x2 + 2 x =2x-1| x+1 | =x2-1
x-3 [4x-1| x+2 | x=-2 3-x

* los componentes del Grupo Alquerque de Sevilla son Juan Antonio Hans
Martin FC.C. Santa Maria de los Reyes), José Mufoz Santonja (IES

Macarena), Antonio Ferndndez-Aliseda Redondo (IES Camas), José Blanco
Garcia (IES Alcala del Rio{ y Josefa M.e Aldana Pérez (C.C. Inmaculado
Corazén de Maria —Portaceli-).




Tarjetas

x3-2x2-x + 2 x3 +3x2+x+3

2x3 + x2-7x-6 x3-3x + 2

5 5
x3® + 2x2 - 3x 6x3-4x2 + 3x -2
7 8
-x3 +7x-6 x3-6x2+ 12x-8
9 10

4x3 - x2 5x3 + 7x2 + 2x

11

-2x3 - 5x2 - 2x

12

-2x3-5x2-23x + 6

14

-x3 + 3x2 + 4x - 12

3x3-5x2-4x + 4 x3 + x

Reglas del juego

1) Se barajan las 16 tarjetas y se colocan boca abajo
sobre la mesa y cada jugador, por turno, elige una tar-

jeta hasta totalizar cuatro de ellas.

2) Los jugadores factorizan sus polinomios, y buscan, en
la sopa de factores que aparece en el tablero, los fac-

tores consecutivos de cada factorizacion y los marcan.

3) Gana el jugador que consigue marcar primero las des-
composiciones de sus cuatro polinomios, en un tiem-
po fijado de antemano. Si nadie lo ha conseguido serd

ganador el que mds polinomios haya descompuesto.

Explicacion del juego

Esta actividad se basa en el conocido pasatiempo de «Sopa
de Letras», un juego clasico que puede readaptarse y ser
utilizado en clase de Matemadticas. Segin la clasificacion
utilizada por el profesor Fernando Corbaldn perteneceria
a los Juegos de Procedimiento Conocido con Modifica-
ciones, pues sus reglas generales son conocidas por los
alumnos fuera del ambito escolar. En nuestra adaptaciéon
proponemos que los alumnos trabajen la factorizacion de
polinomios por lo que las palabras se sustituyen por poli-
nomios y las letras de la sopa por factores.

Los objetivos que pretendemos con este juego son los
siguientes:

1) Factorizar polinomios de grado tres con dificultades de
todo tipo (raices reales simples, raices dobles o triples,
factores del tipo (ax + b), factor x, factores (x + a)),
usando factores comunes, el teorema del factor o la

regla de Ruffini.

2) Comprobar que hay polinomios que no pueden fac-
torizarse totalmente en factores de grado 1, razonan-
do el porqué.

3) Trabajar el cilculo mental.

4) ‘Trabajar la relacion raiz (o solucién o cero) de un
polinomio con la de factor y viceversa.

Resolver ecuaciones.

5)
La presentacion de esta actividad permite modificaciones
sobre la que hemos presentado. Asi, los polinomios que
aparecen en las tarjetas no tienen por qué ser todos de
grado tres, se pueden colocar de distintos grados aunque
entonces habria que modificar la regla 3), pues la suerte
en la eleccion puede hacer que se necesite mds tiempo
seguin los polinomios que toquen. También se pueden
modificar los polinomios no incluyendo factores de grado
superior a uno.

Una dificultad que presenta el juego tal como esta plantea-
do son aquellos polinomios cuyos coeficientes principales
son negativos, pues al descomponer en factores el alum-
no debe decidir en cual de los tres tiene que incluir el
signo menos y para ello tiene que fijarse muy bien en el
tablero. Esto puede simplificarse poniendo todos los poli-
nomios con coeficiente principal positivo.

La dinamica del juego también puede cambiarse, modifi-
cando las reglas de juego que podrian ser las siguientes:
1) Las tarjetas se barajan y se colocan boca abajo sobre

la mesa.

2) El jugador que tiene el turno toma una tarjeta y des-
compone el polinomio, senalando los factores en la
sopa. Si lo hace correctamente se anota un punto y
pasa el turno al siguiente jugador y la tarjeta utilizada

es eliminada del juego.



3) Siel jugador no sabe descomponer el polinomio pier-
de su turno y no se anota ningtin punto. El jugador
siguiente tiene la oportunidad de descomponer el
polinomio ganando un punto extra por rebote. En
caso de no hacerlo pasaria a su siguiente.

4) Si el jugador que le toca se equivoca en su descom-
posicion y algin contrincante lo descubre, el jugador
pierde su turno y el contrario se anota un punto por
haber hecho correctamente la descomposicion.

5) La partida acaba después de haber dado cuatro ron-
das, pasando por todos los jugadores. Gana quien
tenga mas puntuacion.

También podria jugarse sin tarjetas, solamente utilizando
el tablero. Jugarian dos alumnos y cada uno de ellos con
el tablero por delante, construirfa cuatro polinomios eli-
giendo dos o tres factores del tablero. Después los juga-
dores se intercambian los polinomios para factorizarlos y
senalarlos en la sopa de factores. El primero que consiga
senalar los cuatro polinomios gana la partida.

Con esta modalidad, antes de la factorizacion hay que
repasar las operaciones de suma, resta y producto de poli-
nomios.

Hay una ultima variante que podemos presentar. Una vez
consolidada la factorizacion y conocidas las reglas del
juego, éstas se pueden variar para trabajar el concepto de
raiz (o solucion o cero) de un polinomio, y relacionarlo
con los factores de ese mismo polinomio, de modo que en
vez de buscar en la sopa los factores del polinomio corres-
pondiente se busquen sus raices reales.

De esta forma, al descomponer por ejemplo el primer poli-
nomio:

x3—2x2 —x + 2 = (x-1)(x+1)(x=2)

sefnalamos sus raices en el siguiente tablero.

Jerogli fico

= 20 u*

1 -1 2 -3/2 1

1 () 7 2 -4

-2 -2/5 -3 -1 2

-6 0 -1 2/3 -1/2
-2/3 o -1/2 -1 -1

3 1/4 -2 2 3

Sopa de raices

En esta modalidad hay polinomios, como el segundo, que
solo tienen una raiz real y, por lo tanto, sélo se marcaria
una casilla en la sopa; y otros, como el noveno, con rai-
ces multiples donde se marcaria la misma raiz tantas veces
como su multiplicidad.
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Cabri e Internet

Wt

febrero 2001, pp. 113-115

Antonio Pérez Sanz

A APARICION hace ya unos cuantos anos del programa Cabri-Géométre
supuso para muchos profesores y profesoras la apertura de una ventana
de esperanza en el camino de ver y de ensenar la Geometria de una
forma diferente. El éxito de la filosofia del programa radicaba en la idea
de poder contar con una pizarra electrénica en la que construir objetos
geométricos tan habituales como trazar rectas, segmentos, perpendicula-
res, dngulos, tridngulos, circunferencias, conicas... y medir en forma
directa longitudes, angulos y areas, se convertian en cosas tan simples
como pulsar con el ratén en un icono.

Los principios fueron duros, el programa exigia contar con co-procesa-
dor matematico en los ordenadores, algo por otra parte poco frecuente
en los centros educativos. Pero con el paso del tiempo las aulas empe-
zaron a contar con ordenadores mds potentes y algunos profesores se
lanzaron a la aventura de explorar y explotar un recurso didactico de pri-
mera magnitud.

El programa hubiese sido el sueno de los grandes gedmetras de la his-
toria desde Arquimedes y Apolonio hasta el prolifico Euler: ver los gran-
des teoremas geométricos del plano y verlos de forma dinamica.

Desde hace ya unos cuantos anos, jcomo pasa el tiempo!, algunos pro-
fesores nos han deleitado en las JAEM y en las Jornadas de las distintas
sociedades y en los curso de los CEP con aplicaciones visuales cada vez
mads interesantes, mas vistosas y mds complejas. De la simple construc-
cion del baricentro, el ortocentro, el incentro y el circuncentro de un
triangulo y poder comprobar la existencia real de la recta de Euler en
cualquier tridngulo —jcon nuestros propios 0jos!— pasamos a las maravi-
llosa e increibles maquinas matemadticas de José Antonio Mora y Onofre

Monz6, cuya pagina web ya comentamos en el nimero 33 de SUMA
RE c U Rso S (http://teleline.terra.es/personal/joseantm). Su generosidad al brindarnos
cientos de aplicaciones ya construidas con Cabri y susceptibles de ser
<bajadas» y copiadas para ser utilizadas en el aula abrié una brecha en la

E N resistencia del profesorado ante este tipo de recursos.

Pero Cabri tenia un problema nada desdenable, su autismo, su dificultad

I N I E RN E I de exportar sus graficos y sus animaciones a otras aplicaciones mas fami-

liares para el usuario.




Y esto se notaba en las paginas web que trataban de este
programa. A lo sumo en ellas podiamos ver una pantalla
estatica de una fase de la construccion o de la construc-
cién final. Muchos estibamos esperando la herramienta
para poder ver en Internet las increibles animaciones
generadas con Cabri.

Bueno, pues parece que el tiempo de espera toca a su fin.

Los creadores de CABRI han lanzado un proyecto, el
Proyecto Cabri Java, que permite disfrutar de las aplica-
ciones con animaciones y la posibilidad de manipulacion
de los objetos geométricos a través de cualquier navega-
dor de Internet mediante applets de Java.

A partir de ahora, cualquier usuario de Cabri puede tra-
ducir sus aplicaciones al lenguaje Java y colgarlas de su
pagina web. La geometria en movimiento por fin en la red
y al alcance de cualquiera.

La idea es simple: una aplicacion llamada Cabri Web que
traduce directamente un fichero de Cabri a un fichero
HTML con un applet de Java incluido.

La aplicacion estd todavia en fase de pruebas y esta dis-
ponible en la red en esta direccion:

http://www.cabri.net/cabrijava/
con manual incluido.

Y lo mejor es que no se requiere, como muchos estarin
pensando, ser un experto en lenguaje JAVA, ni siquiera
dominar el HTML. La aplicacion se encarga de todo.

Para empezar a crearte tus propios applets necesitas bajar-
te de esta direccion dos aplicaciones, ambas versiones
beta. Por un lado el traductor que se llama CabriWeb jar,
un fichero de 180 Kb y por otro la mdquina virtual, un
fichero de 144 Kb llamado CabriJava.jar que es el que te
permitira ver el fichero de Java dentro de una pagina web.

Por cierto, es aconsejable bajarse también el fichero
CabriWeb.bat para ahorrarte problemas para arrancar la
aplicacion.

iA trabajar!

Una vez con estas herramientas en tu ordenador empezar
a trabajar es facil.

1. Inicia CabriWeb.bat con el explorador de windows. Te
arrancard el programa traductor Cabriweb.jar y te apa-
recerd una pantalla como esta, pero en francés (pue-
des cambiar el idioma al espanol con el menud Edicion
seleccionando el lenguaje):

Archivo  Edicidn
[~ [Abrir una figura Cabri o un fichero HTML

Registrar el fichero HTRL
Tranferir al web

Seleccionar el archivo Cabridava
Respaldar las preferencias

Salir

El menu edicion te permitird personalizar la pagina
web que vas a crear, seleccionando el color o la ima-
gen de fondo, el borde de la ventana de Java, las tra-
zas, animaciones, etc.

J_| Archivo Im
Color de fonda

Imagen de fondo

Color del borde
Ancho del borde 3

™ Desplazamiento de |a figura

[~ Ezcoger las azas

[~ Resorte de animacidn

[ Revisar construccidn

[ Selecciona la etapa de construccion

Lenguaje »
[ Coloracién opaca
[ Presentacion de la bana de heramientas
[~ Bama de heramientas denegada

Acerca de Cabriweb

Si no tocas nada obtendrds un applet con las mis-
mas caracteristicas del fichero de Cabri con el que
trabajes.

2. Vete al mend Archivo y pulsa la opcion Abrir una
figura Cabri que hayas construido previamente.
Tendras en tu pantalla una imagen como si hubieses
abierto el programa Cabri.



3. En este mismo menu tienes que seleccionar la opcion
Seleccionar el archivo CabriJava. Esta opcion incrusta-
ra en el fichero HTML que vas a crear, la indicacion
de donde ha de buscar la maquina para activar la apli-
cacion Java.

4. Por ultimo, pulsa la opcién Registra el fichero HTML
y ponle un nombre corto (de ocho letras 0 menos; no
sé por qué, pero con nombres largos da problemas) y
salvalo en tu disco duro.

Y ya estd, ya tienes creado un fichero HTML que podris
ver con Internet Explorer o Netscape.

Lo puedes colgar en tu pagina web o salvarlo en un dis-
quete para utilizarlo en clase. Eso si, ten cuidado de copiar
también el motor CabriJava.jar en la misma ubicacion que
hayas definido antes. El resultado... una pagina parecida a
la figura adjunta.

Pero con todas las animaciones que hayas definido y las
principales herramientas de Cabri accesibles pulsando dos
veces con el ratén en cualquier punto de la ventana del
applet.

I"or sus abras lo conooeréis

{Animo y a poblar la red de aplicaciones dinimicas de
geometria! Porque seguimos en la batalla de... <hacer visi-
bles las matematicas».
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Leyendo entre lineas

l"hﬂ 36  Iq Historia

febrero 2001, pp. 117-120

Carlos Uson Villalba

Angel Ramirez Martinez

ARA QUE se hace la Historia'? ;Por qué se estudia? En el comienzo de La
revolucion permanente, advierte Trotsky: «Se ha confirmado de nuevo
que lo que aparentemente consiste en remover antiguas discusiones,
habitualmente viene a satisfacer una necesidad social presente, de la cual
no se tiene conciencia, y que en si no tiene nada que ver con los deba-
tes pasados». Es decir: se recurre a la Historia porque se quiere interpre-
tar el presente y programar el futuro. Pero si la motivacion es ésta, habria
que decir mas bien «e construye la Historia» en lugar de «e acude a la
Historia». O, si se quiere, para ser dialécticos, una sintesis de las dos: a
partir de un incierto pasado se elabora una reconstruccion racional que
va variando con el tiempo

La decepcion egipcia

La tradicional tendencia francesa al enciclopedismo tiene una bonita
plasmacion en la Historia general de las ciencias, dirigida por René
Taton. Los treinta anos transcurridos desde la primera edicion no han
mermado su interés para un primer acercamiento a un periodo histérico
concreto. En el capitulo dedicado a la matematica de «wna de las civili-
zaciones mas plenas de la historia» (sic), la egipcia, encontramos la
siguiente valoracion:

Basta leer los problemas tratados por los escribas egipcios para comprender la
decepcién que experimenta un matematico moderno ante tal ciencia. Y la decep-
cién es tanto mayor cuanto que el titulo (estd hablando del papiro de Ahmes?)
anuncia en exergo: «Reglas para estudiar la naturaleza y para comprender todo

D E s D E lo que existe, todo misterio, todo secrefo.

Un parrafo sin desperdicio. En unas pocas lineas han quedado recogidos
varios de los topicos desde los que se observa la evolucion de las mate-
LA maticas en el pasado.

1) Olvidémonos de dos obviedades que no suelen ser tenidas en cuenta:

H ISTO RI A a) Nunca tendremos seguridad de que nos ha llegado la mejor produc-

cion de cada época.
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b) Han tenido mas probabilidad de perdurar las obras
dedicadas a la docencia que a la investigacion pura,
puesto que han sido, son y serdn mas numerosas.

Dejémoslas de lado y preguntémonos si tenemos derecho
a decepcionarnos. Derecho <histérico», queremos decir.

Tenemos derecho, por ejemplo, a deplorar la pintura del
siglo XIX si nos parece peor que la del XX, pero seria
ridiculo exigir hoy a los artistas del XIX que hubieran pin-
tado de manera distinta, segin los cinones artisticos e ideo-
l6gicos de un arte mas actual, porque no habrian podido
hacerlo. Salvo en cuestiones metafisicas, el mismo hecho
de plantearse una pregunta supone, al menos, cierta con-
fianza en la existencia de una respuesta. Dicho de otra
forma: los seres humanos nos planteamos en cada mo-
mento aquellos problemas que podemos empezar a resol-
ver? (el final del camino puede quedar ain muy lejos).

Nuestro derecho, por tanto, se limita a valorar personal-
mente de acuerdo a nuestros gustos y preferencias; no
es extensible a opinar desde la lejania, desde la autori-
dad que concedemos a los modelos que hoy considera-
mos vilidos, sobre lo que en matematicas deberia haber
sido hecho.

Nuestros gustos son gustos actuales. Los compartimos con
un subconjunto del conjunto de personas que se dedican
hoy a las matematicas. Es decir: como también nos adver-
tirfa con toda probabilidad Trotsky, nuestros gustos estin
condicionados histéricamente. Los griegos, por ejemplo,
desde Herédoto a Aristételes, ensalzaron a los egipcios
(¢Nos decepcionamos de los griegos por no haberse
decepcionado?). La ciencia arabe, minusvalorada por algu-
nos historiadores en el siglo XX, fue codiciada por secto-
res intelectuales del siglo XII.

La consciencia de este condicionamiento no implica un
relativismo estético o moral paralizantes, pero si el mante-
nimiento de una cierta perspectiva reductora de la soberbia.

2) ¢Qué interpretacion damos a la expresion «natematico
moderno? En 1966 podria ser equivalente a matematico
bourbakista. La vigencia de este enfoque explicaria clara-
mente la decepcion.

El estructuralismo y el formalismo ignoran la historia. No
les interesa la vida tal cual ha transcurrido y transcurre, el
proceso de creacién personal y colectivo que la impulsa,
que evita su estancamiento. Puesto que lo importante es la
ordenacion tedrica de objetos tedricos, la Historia solo es
aceptable en la medida en que se ajuste a ese juego pla-
tonico. Desde esta perspectiva Descartes se habria equi-
vocado, porque si en vez de proponer su geometria ana-
litica hubiera inventado el dlgebra lineal, nos habria hecho
ganar dos siglos.

3) La decepcion ante el titulo del papiro de Ahmes es todo
un patético ejemplo de incomprension hacia el pasado.

Incluso en la Edad Media y en el Renacimiento las obras
de matematicas mantienen alguna resonancia esotérica en
sus titulos. ¢No es ello una muestra entranable de la sor-
presa que el mundo de los nimeros y de las figuras ha
producido? a los seres humanos?

¢Como no maravillarse (jatencion!, queremos decir «sentir
la maravilla») ante una relacion que aparece continuamen-
te, plasmada en casos particulares, si se intentan hacer
operaciones con fracciones al estilo egipcio: 1 —(1/2 + 1/4
+1/8 + ... + 1/2") = 1/2" Nada extrano desde un punto
de vista algoritmico, por supuesto, pero jqué capacidad de
evocacion tiene! Podemos interpretar como conservador
el titulo del papiro de Ahmes, pero también encierra una
ingenua sorpresa y el deseo, inherente a nuestra naturale-
za, de encontrar la solucién definitiva, la luz que nos per-
mita controlar el azar.

4) Pero la incomprension es mds profunda: no afecta
solo al aspecto formal del titulo de la obra sino que
manifiesta una fuerte falta de respeto a los tanteos, las
dudas, la lentitud de los comienzos. Es el empeno en
avanzar con rapidez lo que frustra al historiador. Se ha
dicho muchas veces que el conocimiento de la Historia
es una buena ayuda para comprender el porqué de los
bloqueos que aparecen en los procesos de ensenanza-
aprendizaje. ;Por qué no tomar en cuenta el reciproco de
esta afirmacion y utilizar lo mucho que sabemos sobre lo
que cuesta (también a nosotros) construir conocimiento
propio y conocimiento colectivo para ponderar la valo-
racion sobre el pasado?

5) En relacion con lo anterior, resulta inevitable dejar que
fluya por la mente una duda: ;han hecho Matematicas,
antes de escribir Historia, los historiadores de las mate-
maticas? ;Han sentido el placer de un proceso creativo en
matemadticas? Sentir no quiere decir comprender racional-
mente como se produce, sino vibrar con él de manera que
deje una huella permanente que actie como referencia
interpretativa.

Exigir una determinada metodologia y una determinada
presentacion a las obras de matematicas no quiere decir
que se comprendan los entresijos de la creacién en ma-
tematicas. Puede ser simplemente una muestra de acritica
aceptacion de la ideologia oficial. Resulta sorprendente
encontrar todavia popes universitarios que afirman que en
matematicas se crea deductivamente, encadenando axio-
mas, teoremas y corolarios.

¢Existe creatividad en la obra
de al-Khwarizmi?

En realidad, no es necesario personalizar la pregunta. La
aportacion de los matematicos isldmicos medievales ha



sido habitualmente menospreciada, sobre todo en la lite-
ratura anglosajona. Sin llegar a las destempladas ironias
del ensalzado Bell (1949)°, se les suele acusar, velada o
explicitamente, de que no eran «suelo fértil®, lo que
habria determinado su papel histérico de traductores y
transmisores de las obras griegas a territorios genética-
mente mejor abonados. Mas respetuosa es la historiogra-
fia francesa’, a la que se puede recurrir no s6lo para bus-
car enfoques mds democrdticos, sino ademads para com-
probar que la némina de matematicos drabes en la Edad
Media no se reduce a un par de nombres, sino que es
increiblemente amplia e interesante.

No vamos a entrar a discutir contra argumentos tan toscos.
Bell, por lo demads, se muestra destemplado (y de forma
muy agria) casi siempre. Nos interesa mas continuar las
reflexiones anteriores. Hemos observados tres criticas a la
obra de al-Khwarizmi:

a) Su algebra es retérica y no emplea simbolismos. Una
actitud imperdonable porque Diofanto ya habia dado
un paso en esa direccion.

b) No inventé nada nuevo, porque los babilonios ya
habian avanzado con seguridad en la resolucion de
las ecuaciones de 2.° grado.

¢) Su obra sobre dlgebra es un conjunto de aecetas,
reglas, formulas y procedimientos» (Paulos, 1993).

6) El primer simbolismo acabado del que tenemos noticia
hasta ahora es el de al-Qalasadi (Baza, s. XV), un siglo
antes que Viete y Descartes. En cualquier caso, seis siglos
después de al-Khwarizmi. Es cierto que no se pide a este
altimo que saltara esos seiscientos anos, sino s6lo que no
retrocediera respecto a Diofanto. Boyer (1986), mias mode-
rado, considera improbable que llegara a conocer la obra
del alejandrino, pero piensa que no aproveché los inten-
tos de notacion sincopada del hindd Brahmagupta.

Mil anos después las exigencias parecen de nuevo fuera
de lugar. Quien avanza en una direccién tiene unas preo-
cupaciones prioritarias que le hacen desatender otras.
¢Censuraremos hoy a Fourier por sus apresuradas (desde
el punto de vista del rigor) teorias? ;Por qué no pensar que
el trabajo de sistematizacion de las reglas del dlgebra por
al-Khuwarizmi abrio la puerta que definitivamente llevaria
al lenguaje simbolico? jQué aficion a encorsetar en proce-
sos rectilineos los avances, individuales y colectivos! El
pensamiento es erratico en sus tareas y se ve muy moti-
vado por la necesidad. sNo es razonable que se busque un
simbolismo cuando hace falta y no antes?

Solo existe la linea recta en las ideoldgicas interpretacio-
nes de los censores histéricos del estructuralismo y del for-
malismo, para los cuales la Historia debe estar al servicio
de una matemadtica siempre en progresivo desarrollo hacia
la direccion por ellos marcada.

7) Mas razonable nos parece censurar a al-Khwarizmi de
conservadurismo por no haber sido coherente con su
divulgacion del sistema numérico hindd. Todos los nu-
meros de su libro sobre dlgebra aparecen escritos, redac-
tados en drabe. En cualquier caso, no conviene perder de
vista que la sociedad musulmana medieval, como la cris-
tiana, opuso mucha resistencia a la difusion del nuevo sis-
tema numérico (Ifrah, 1997) y recordar cémo la Historia le
ha perdonado sin problemas a Gauss haber mantenido en
secreto sus avances en geometria no euclidea, por miedo
a que pudieran suscitar reacciones adversas.

8) Desde las mas antiguas tablillas de arcilla conocidas
hasta al-Khwarizmi hay tres milenios. Desde las mds re-
cientes, mil quinientos anos. ¢Se habria inventado la Ar-
queologia en el siglo IX? ;,Admitimos, negada esta posibi-
lidad, que la tradicion matemdtica se habria mantenido
por algin extrano procedimiento? Lo que parece muy
probable es que convivieran en la época sistemas artesa-
nales de resolucion de problemas, como la regla de la
doble falsa posicion (se sabe que los chinos la manejaban
desde épocas muy antiguas), con los procedimientos
algebraicos que empezarian a abrirse paso. La creatividad
de al-Khwarizmi (suponiendo que fue el primero), estaria
en haber optado, con acierto, por lo que consideré méto-
dos generales de trabajo. Su libro sobre dlgebra no con-
tiene ni una sola referencia a la falsa posicion®. Ahi resi-
de, nos parece, su modernidad: en haber sabido marcar
un nuevo camino.

9) El modelo «ecetario» para la transmisiéon del conoci-
miento matemdtico tiene una tradicion antiquisima. No
serfa dificil conjeturar explicaciones variadas que expli-
quen su éxito. Mds perverso es que haya pervivido en
parte, como puede verse en muchos libros de texto. En
cualquier caso es absolutamente comprensible que desa-
grade a un matemdtico actual. Se nos ocurren dos obser-
vaciones sobre esta cuestion.

En primer lugar, la exposicion al estilo euclideo, que es lo
que se demanda con la critica, tiene una componente fuer-
te de recetario. No se discute que sea preferible; solo
advertimos contra ella, aunque sea a riesgo de violentar
mentes mds prestigiadas que las nuestras. Traemos a
Lakatos (1978) en nuestro apoyo.

Desde un punto de vista historico, hay que recordar que
el modelo wecetario» tuvo un amplio desarrollo en la Edad
Media para multiples temas, tanto en la sociedad musul-
mana como en la cristiana. Las recopilaciones de cuente-
cillos con finalidad moral® estin llenas de sucesiones de
dichos enlazados, configurando una forma de transmision
de conocimientos que parece acorde con unos siglos que
sustentaron su sabiduria en la Revelacion. Todavia algunas
de las aritméticas publicadas en Espana en el s. XVI siguen
el mismo modelo. Nos preguntamos en definitiva, repi-
tiéndonos, si tiene sentido decepcionarse histéricamente



con un autor (salvamos de nuevo, por supuesto, el gusto
personal) porque se exprese en los términos de su época.

Hacia una mayor tolerancia
en la interpretacion de la Historia

El genio individual puede ser mayor en unos que en otros,
pero el momento histérico es quien define el campo de
juego en el que se manifestara. El individuo, por su parte,
puede contribuir con su trabajo a la modificacion de ese
marco. La obra de al-Khwarizmi, al margen de cémo esta
redactada, lo hizo, y por ello su presencia en los manua-
les de historia. Pero nadie escapa a los condicionantes de
su tiempo. ¢Acaso es imaginable Gauss en el s. IX? ;Cuan-
tas personas no han podido desarrollar mayores empresas
por las condiciones ambientales?

Asi pues, la creatividad esta condicionada histéricamente.
También lo estd, por la ideologia dominante en cada
época, el concepto que se tiene de ella. En la nuestra ha
primado una vision de las matematicas como algo inde-
pendiente de la realidad, autosuficientes, autojustificadas
en su persecucion de mundos perfectos del limbo plato-
nico. En consecuencia, los manuales dejan entrever inter-
pretaciones que valoran por encima de otras cosas el
correcto encauzamiento en esa direccion, penalizando las
dudas, menospreciando los rodeos. La teoria por encima
de la vida, por encima de la aventura, individual y colec-
tiva. ;Contribuird el auge actual de la matematica aplicada
a modificar este enfoque?
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Notas

«Historia» es una palabra que admite variados matices en su significado. Un
aspecto de esta polisemia es la marcada diferencia que ofrece segin se escri-
ba con maytscula o con mintscula: desde la magnificencia del pasado, suce-
dido o escrito, hasta la sencillez de un cuento. Las dudas que sentimos nos
han hecho elegir en muchas ocasiones la mayiscula en este escrito.

Més nombrado en los textos como papiro de Rhind, en una muestra de hasta
donde llega el «democratico» enfoque eurocéntrico de la Historia. Aunque se
conoce el nombre del redactor de la obra, se usa para referirse a ella el del
comprador de la misma 3500 afios después.

Dice Chomsky que caracteriza al ser humano su capacidad para plantearse
problemas para los que no tiene respuesta. Obviamente nos referimos a pro-
blemas cientificos, que son més sencillos.

Ha producido, produce y (esperemos) seguiré produciendo. Basta observar
las reacciones de estudiantes de Primaria y Secundaria cuando el Angel de
los NUmeros no estd encerrado en las pizarras, como lamentaba Alberti, y
sobrevuela libremente el aula.

«Ademds de sembrar para siglos la fértil semilla de la guerra, trajeron consi-
go...»; «...nunca se incluy6 entre los conocimientos que habia de tener un
caballero, y ni siquiera un erudito, el dominio del arabe...».

Véase la cita de Kline recogida por G. Gheverghese Joseph (1996, pég. 28).
La misma Historia General de las Ciencias, de R. Taton, por ejemplo.

Que si aparece todavia en algunos fextos italianos del Renacimiento.

O ®© N O

Véase, por ejemplo, la Disciplina Clericalis de Pedro Alfonso.
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Pocas veces una obra, como Cientificos Griegos, que se define a si misma como una antologia,
extracto de las aportaciones mas significativas de la ciencia griega, produce en el lector la sen-
sacién de tener entre las manos un verdadero mirador desde el que se observa, si no con la niti-
dez del primer plano si con la visién que proporciona un punto desde el que se puede apreciar
la enorme aportacién de la ciencia griega a la cultura occidental y a la estructura del pensa-
miento cientifico actual.

REC E NSION Es La obra se ocupa de toda la ciencia griega, ya que recoge obras, ademas de las de los gran-

des matemdticos, que es lo que aqui nos inferesa, las de Hipécrates, Teofrasto, Nicandro,



Dioscérides o Galeno, Platén, Aristételes. De este modo, apare-
cen textos de médicos y naturalistas junto a textos de los gran-
des filésofos. Francisco Vera ha seleccionado de la obra inmen-
sa de la ciencia griega fextos en los que estos autores manifies-
tan sus opiniones sobre las matematicas en general, la geome-
tria, la aritmética, la astronomia, la cosmografia, etc.

Es un hecho destacable que las obras seleccionadas de los mate-
maticos, aparecen, muchas veces, completas, con multitud de
anotaciones realizadas en lenguaije algebraico que facilitan al
lector actual, en gran medida, la comprension del razonamiento

geométrico de la matemética griega.

Francisco Vera ha seleccionado los escritos que mejor definen
el pensamiento cientifico griego desde el siglo VI antes de
Jesucristo, en el que aparecieron los primeros naturalistas jonios,
hasta el siglo V de nuestra era, en el que la ciencia griega se
diluyé entre el practicismo romano, que comenzé a erosionarla
desde el momento en que Egipto, y Alejandria con él, se convir-
tié en una colonia del Imperio de Augusto.

Cientificos Griegos es una antologia en cuanto que selecciona
veintitrés autores y, de ellos, las obras y fragmentos que mejor
revelan sus ideas y el quehacer cienfifico en Grecia y permiten
conocer el legado que de ella hemos recibido. No obstante, por
poner el ejemplo de los Elementos de Euclides, la seleccién reali-
zada por Francisco Vera es muy amplia, ya que aparecen todas
las proposiciones de los Elementos que se recoge en una edicién
de los mismos, tan prestigiosa como la Opera Omnia de J.L
Heiberg y M. Menge (1883-1916), aunque omite la demostracién
de unas pocas proposiciones ya que considera que el método
empleado en su prueba es el mismo que el utilizado en alguna de
las anteriores (tal es el caso de las proposiciones entre otras 61-
65, 6769, 80-84, 92-95,98-102, 105-107, 112-115 del libro X).

No es extrafio que en una antologia se trate de aligerar un poco
la enorme dificultad conceptual de un libro que, como el libro X
de los Elementos de Euclides ha sido considerado la cruz de los
matemdticos desde que asi lo denominé Simon Stevin (1548-
1620). Este libro contiene la teoria generalizada de la propor-
cién, el algoritmo de Euclides y los inconmensurables, el método
de exhauscién, y llega a reconocer hasta trece lineas irraciona-
les distintas.

La figura de Francisco Vera se ha visto reconocida, en el afio
2000, afio mundial de las mateméticas y su obra, como mate-
matico, historiador y filésofo de la ciencia, estd siendo cada vez
més valorada. En el afio 2000 se ha publicado una excelente
edicién facsimil de su obra Los historiadores de la matemdtica
espaiola (1935), editada por Ricardo Luengo y José M. Cobos
y publicada por la Federacion Espafiola de Sociedades de
Profesores de Matemdticas con el patrocinio del Consejo Social
de la Universidad de Extremadura. En el prélogo de este libro
los editores hacen una biografia de Vera y muestran una lista
exhaustiva de sus libros y articulos publicados y hasta una serie
de escritos inéditos. Del prologo de esta obra hemos extraido
una buena parte de sus datos biogréficos.

Francisco Vera
ha seleccionado
los escritos
que mejor
definen
el pensamiento
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desde
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naturalistas
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Biografia de Francisco Vera

Francisco Vera y Fernandez de Cérdoba
nacié en Alconchel (Badajoz), en 1888,
fue uno de los historiadores de la ciencia
més importantes que ha dado Espafa y fue
un cienfifico y divulgador de gran relieve
en el panorama de la ciencia espafiola del
momento. A lo largo de su vida escribi6
cerca de sefenta obras relacionadas con
las Mateméticas, la Historia de la Ciencia
y Filosofia de la Ciencia. Prueba de la
importancia y prestigio que llegd a alcan-
zar es que formé parte del comité de recep-
cién de Einstein, cuando éste visité Espaiia
en el afio 1923. Francisco Vera, que, ade-
més de matemdtico, era redactor del
periddico El Lliberal, escribié la crénica
periodistica de las tres conferencias que
pronuncié en Espafia el sabio aleman.

Con la caida de la Repiblica en Espafa se
exili6 a Francia para lvego pasar a la
Repiblica Dominicana, después a Colom-
bia y, finalmente, a Argentina donde murié
el 31 de julio de 1967. Francisco Vera fue
un reconocido republicano, masén y tedso-
fo (por influencia de Mario Rosso de Luna)
y fue condenado a muerte, entre ofras cau-
sas, por haber escrito el cédigo criptogra-
fico del ejercito leal a la Repiblica. Su
estancia en Argentina coincidié con la
estancia de Julio Rey Pastor (1988-1962).
Dos personajes importantes de la ciencia
espafiola del momento coincidieron en el
pais sudamericano y entre los dos hubo
muy pocas relaciones.

Julio Rey Pastor era, seguramente, el mate-
mdtico mds prestigioso en Espafia y en
Argentina. Cuando llegé Francisco Vera a
Buenos Aires en el afio 1943, Rey Pastor,
afincado en ese pais desde 1924, con
prestigio conseguido por ser el maximo
exponente de la matemética argentina, a
través de sus magnificos libros y por la
hélade de discipulos, ya sabios e influyen-
tes en ambos paises. José Babini, Juan
Blaquier, Juan Carlos Vignaux, Sixto Rios,
Ricardo San Juan, Luis Santalé o Manuel
Balanzat forman parte de esa larga lista de
discipulos.

Se ha insinuado que entre Julio Rey Pastor y
Francisco Vera existieron desavenencias,
pero Cobos Bueno y Luengo Gonzdlez dfir-



man en el prologo de la obra Historiadores
de la Matemdtica Espafiola que entre los dos
siempre existi6 un respeto mutuo como lo
atestiguan diversos festimonios dejados por
los propios autores. No obstante, hubo dos
hechos que los mantuvieron distantes que fue-
ron, por una parte, el discurso inaugural del
curso 1913 en la Universidad de Oviedo en
el que el matemdtico riojano cuestionaba la
existencia de matemdticos en la historia de
Espafia, opinién que no era compartida por
Vera, y, por ofra, el apoyo que Rey Pastor
presté a la dictadura de Primo de Rivera.

La posicién ante la politica y una posicién
enfrentada ante a una polémica que se sus-
cité a finales del siglo XVIII, que se prolongéd
a lo largo del siglo XIX y que se ha conoci-
do como la Polémica de la Ciencia Espa-
fiola marcé distancias entre estos dos espa-
fioles en Argentina. La Polémica de la Cien-
cia Espafiola dividié6 al mundo cultural y
cientifico espafiol entre los que pensaban
que Espafia no habia aportado nada a la
ciencia universal y los que destacaban el
gran nimero de aportaciones de los espa-
fioles a la ciencia y a la cultura. En todo
caso no deja de resultar, cuando menos en
principio, chocante la postura de ambos
frente a la ciencia espafiola: Julio Rey
Pastor, que apreciaba el régimen politico
espafiol de cualquier fipo (Primo de Rivera,
Repiblica, franquismo) y cuya estancia en
Argentina fue voluntaria, no apreciara la
ciencia espafiola, mientras que un exiliado
obligado por motivos politicos, siguiera
haciendo patria fuera de su pais destacando
la labor de los cientificos espafioles.

Francisco Vera destacaba la actividad cien-
tifica de los investigadores espafioles del
pasado y del presente, tal es el caso del elo-
gio que le hizo a José Maria Plans y Freyre
(1878-1934) en su crénica del Liberal a la
tercera conferencia de Einstein:

El Sr. Plans ha estudiado la famosa y ya
popular teoria desde que Einstein publico
sus primeros frabajos en 1905 y ha dirigido
los trabajos de investigacion de sus discipu-
los en el Seminario Matemético para redac-
tar varias tesis doctorales sobre Relatividad.
Los que creen que en Espafia se reciben las
noticias con lamentable retraso, poniendo
las tristes pinceladas de su pesimismo sobre
el resurgimiento de la ciencia espafiola, tie-
nen en el Sr. Plans, hombre tan modesto
como sabio, el ejemplo vivo de que en la
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silenciosa oscuridad luminosa de los gabinetes de estudio de los
catedréticos que no bullen, que no gritan, que viven en voz baja
la vida de la populacheria, se trabaja, como trabaja el Sr. Plans,
por el porvenir de esta Espafia cientifica tan amada y tan mal
comprendida.

De este modo en 1923 hacia alusién a la Polémica de la
Ciencia Espafolay destacaba el buen momento de la ciencia en
nuestro pais.

Los cientificos griegos

Realizar un comentario que recoja la opinién sobre cada uno de
los aspectos que esta obra ofrece al lector es imposible a no ser
que se quiera hacer un resumen o un comentario extenso y, para
hacer eso, saldria el lector ganando leyéndose el libro entero,
que, por ofra parte, le recomiendo ardientemente.

Comienza Vera con un estudio preliminar en el que los periodos
histéricos tradicionales en que se divide la historia de Grecia,
helénico, helenistico y grecorromano no le parecen adecuados
para encuadrar la historia de la ciencia. Para un encuadre més
adecuado la divide en seis partes también arbitraria, que se
solapan en el tiempo, pero permiten distinguir localizaciones
geogréficas y presentar una visiéon, segin Vera, mds acorde
para localizar, en el tiempo y en el espacio, el pensamiento cien-
tifico griego. Los seis periodos son:

e Periodo Jénico. Periodo en el que florecieron, con Thales en
Mileto, Heraclito y Anaxégoras en Efeso y en Cnido y Cos,
una serie de doctrinas médicas que unificé la escuela hipo-
cratica. Acaba este periodo hacia el 494 a. de C., fecha en
que Mileto cayé en poder de Dario.

e la Magna Grecia. Aparecié en Sicilia y el sur de Italia. Alli
surgieron Pitagoras, hacia el 530, Parménides, hacia el 500,
apareci6 el atomismo con Leucipo y Demécrito y surgieron
las paradojas que suscité la aparicién del infinito cuando las
cotej6 Zendn de Elea con la teoria atémica

e la época de los sofistas. Se extiende desde mediados del
siglo V hasta el siglo lll, marcada por la figura de Sécrates.
En esa época los sofistas perfeccionaron los métodos de
argumentacién vy, por ejemplo, Hipécrates de Quios escribié
los primeros Elementos de geometria que habian de culminar
en los Elementos de Euclides.

e la escuela de Atenas: Desde el siglo V, con la Academia de
Platén, hasta el afio 300 en que acaba el liceo de Aristételes.
Marcada por las aportaciones geniales de Platén y
Aristételes.

e Periodo Alejandrino: Desde el siglo lll a. de C. hasta el siglo
I'd. C. es la época de mayor brillantez cientifica y esta repre-
sentada por las obras de Euclides, Arquimedes, Eratéstenes,
Hiparco y Erasistrato.

e FEpoca de la decadencia: Se extiende desde la época de
Augusto hasta que el califa Omar quemé los libros de la
Biblioteca de Alejandria en 641. En esta época florecieron
Diofanto, Pappo y Galeno.
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Estructuracion de la obra

La obra Cientificos Griegos consta de una
explicacion previa en la que explica el
encargo que le hizo de la obra el editor
Manuel Aguilar y las dificultades que tuvo
para dar forma a la antologia que le habia
pedido. Insistiendo, sobre todo, en las difi-
cultades que se derivan de la traduccién. Le
sigue un detallado estudio preliminar de toda
la obra en el que justifica la eleccion de los
diferentes autores y la seleccion de sus
obras. A continuacién, da una nota sobre las
traducciones que se han hecho o utilizado
para construir la obra y la autoria de las mis-
mas. Las traducciones de Aristételes, Platén,
Nicandro e Hipécrates han sido hechas por
Francisco de Paula Samaranch (n.1930), la
del Dioscérides estd copiada de Andrés
Laguna (1494-1560), traduccién que ya fue
elogiada por Cervantes en el Quijote (Parte
II, cap. XVIII) y las obras de Galeno han sido
traducidas por Anibal Ruiz Moreno (1907-
1960). Las traducciones de las demas obras
y fragmentos fueron realizadas por Francisco
Vera, asi como las notas a pie de pagina,
tanto de las traducciones propias como de
las ajenas. Acaba esta parte introductoria
con una amplia bibliografia sobre la historia

de Grecia.

Cada uno de los veintitrés cientificos griegos
seleccionados va precedido de un predmbu-
lo, que es un estudio que sitoa al autor den-
tro de su época y que aporta unas indica-
ciones precisas para comprender su obra. El
predmbulo de cada autor va seguido de una
bibliografia especifica de cada uno de ellos,
que comprende traducciones anteriores de
sus obras, ediciones criticas de las mismas y
articulos y libros publicados por ofros auto-
res sobre ellos y su obra.

El contenido matematico de
la obra

Es dificil resumir el contenido de una obra
tan amplia, pero si se puede plasmar la sen-
sacién que produce encontrarse ante el
monumento al saber humano que es la cien-
cia griega. Francisco Vera ha sabido selec-
cionar las obras de los autores adecuados
para apreciar la evolucion de esta ciencia

en el pueblo heleno.

Pitagoras

...la obra
puede ser que
no aporte
gran cosa
a especialistas
en Historia
de la Ciencia,
pues es
una antologia
y de cada uno
de los libros
que selecciono
Francisco Vera
se habian editado
ya en 1970
excelentes
ediciones criticas
de todas ellas;
pero,

[..]
pone al alcance
del cientifico
actual
y del estudioso
un material
abundante,
muy anotado
y bien
seleccionado.

Arquimedes

Comienza con una seleccion de textos de Pitdgoras que contie-
nen la Década, Onomatomancia Aritmética y Juicio entre
Adversarios en los que se pueden apreciar el misticismo con el
que los pitagéricos trataban los nimeros, a los que atribuian pro-
piedades de adivinacién del porvenir y un cierto esoterismo.

A continuacién, se exponen fragmentos de las obras de Platén y
de Aristoteles sobre las Matematicas, la Aritmética, la Geometria
y la Misica para abordar la obra de Eudemo de Rodas (fl. 320
a. C.), que fue discipulo de Aristételes y, siguiendo la linea eru-
dita del Liceo, escribié una Historia de la Geometria de la que
se conservan fragmentos. El fragmento que selecciona y traduce
Francisco Vera es el de la Cuadratura de las Linulas de
Hipocrates de Quio, que es un ejemplo de las preocupaciones

que ocuparon a los matemdticos en el periodo sofista.

El periodo Alejandrino estd representado por Euclides, Arqui-
medes y Apolonio. Los Elementos de Euclides en los que, como
se ha dicho anfes, aparecen todas las proposiciones salvo algu-
nas demostraciones de las mismas, estd presentado con claras
anofaciones sobre el significado y alcance de las diferentes pro-
posiciones. Las obras de Arquimedes aparecen aclaradas con
notas a pie de pdgina y un lenguaje mas actual, al igual que los
siete libros de Las cénicas de Apolonio.

La obra acaba con una seleccién de la Aritmética de Nicomaco
de Gerasa, que sirvié como base de la aritmética medieval, otra
seleccion de Coleccién Matemética de Pappo, que aunque no
sea completamente original constituye una coleccién de teore-
mas, resultados y anécdotas que nos permiten adivinar el nivel
que alcanzé la escuela de Alejandria hacia el afio 300 de nues-
tra era como finalmente la Aritmética de Diofanto con amplias
anotaciones y una seleccién de comentarios de Proclo sobre
temas de matemdticas.

En suma, la obra puede ser que no constituya una obra para
especialistas en Historia de la Ciencia, pues es una antologia y
de cada uno de los libros que seleccioné Francisco Vera se habian
editado ya en 1970 excelentes ediciones criticas de todas ellas;
pero, para el matemético, la obra constituye un medio de acer-
carse a la ciencia griega con muchas introducciones histéricas
y, a través de los textos mas significativos de la ciencia griega,
pone al alcance del cientifico actual y del estudioso un material
abundante, muy anotado y bien seleccionado.

Victor Arenzana Hernandez
Javier Arenzana Romeo



MATEMATICA EMOCIONAL
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Con este fitulo tan sugerente y con subtitulo «Los
afectos en el aprendizaje matemdtico», nos pre-
senfa la profesora Gémez Chacén su (ltimo traba-
jo matemdtico en el que a lo largo de 276 paginas
hace un repaso de la afectividad, las emociones,
las creencias... todo ello en relacién con la educa-
ciéon matemdtica.

La autora define el contenido de su libro en el primer parrafo de
la introduccién al decir que «Matemética emocional es un libro
que trata de las influencias afectivas en el conocimiento de las
matemdticas» y para ello establece tres partes bien diferencia-
das. La primera la dedica a planteamientos teéricos del apren-
dizaje matemdtico desde la perspectiva afectiva, incluyendo un
primer capitulo dedicado a Afectividad y mateméticas, un segun-
do a Emociones y matemdticas y un tercero a Configurar un
marco teérico de la dimensién emocional en educacién mate-
mética. Desde la primera pagina se plantea una serie de pre-
guntas a las que ird respondiendo a lo largo de los capitulos,
para lo que establece como concepto central, el dominio afecti-
vo; como descriptores bésicos creencias, actitudes y emociones,
asi como el significado de los afectos en mateméticas tanto como
sistema regulador, como un indicador o como fuerzas de inercia
o vehiculos del conocimiento matemdtico.

Introduce a continuacién algunas teorias psicolégicas y sociolé-
gicas en relacién con la emocién, para lo cual establece un cua-
dro muy intuitivo para evitar al lector perderse y desarrolla pos-
teriormente la perspectiva cognitivista de Mandler y de Weiner
que han influido en las investigaciones en educacién matemética
y afecto, completandolo con algunos de los elementos que carac-
terizan las teorias constructivistas.

Por dltimo, dentro del marco de planteamientos teéricos de la pri-
mera parte del libro, configura un marco teérico de la dimensién
emocional en educacién matemética haciendo una propuesta de
infegracion afecto y cognicién, ya que segin la autora «nuestro
deseo es poner de manifiesto la necesidad de articular afecto y
contexto», describiendo como dimensiones del estado emocional
del resolutor de problemas: magnitud y direccién, duracién, nivel
de consciencia, nivel de control, estructuras de afecto en el suje-
to y escenarios, terminando por afirmar que

la cualidad e intensidad del afecto puede tener gran influencia en
el éxito o fracaso de muchos intentos del proceso de transferencia.

La segunda parte del libro esté dedicada a dar respuesta a cues-
tiones planteadas en la dimensién emocional de los alumnos y en
la utilizacién en el aula de esta perspectiva, para lo cual empieza
desarrollando las creencias en educacién matemética, aportando

referencias a estudios muy recientes en este
dominio. Siguiendo a Mcleod establece los
cuatro ejes en relacién a las creencias (sobre
las matemdticas, sobre uno mismo, sobre la
ensefianza de la matemdtica y sobre el con-
texto social al que pertenecen los alumnos),
ejemplificdndolo con casos précticos en los
que pone de manifiesto lo que para los alum-
nos significa conocer matemdticas vy el signifi-
cado social de su aprendizaje. Nos presenta
pormenorizado el caso de Adrian que le sirve
de soporte para desarrollar las caracteristicas
del modelo de andlisis que utiliza para cono-
cer las reacciones emocionales de los estu-
diantes en el aula. Y para poder diagnosticar
el afecto local (estados de cambio de senti-
mientos o reacciones emocionales durante la
resolucién de una actividad matemética a lo
largo de la sesion de clase) la profesora
Gémez Chacén establece la «estructura local
afecto-cognicién», que posteriormente comple-
ta con el afecto global, viendo la necesidad
de considerar la perspectiva de la identidad
social en los procesos de aprendizaje mate-
mdtico, presentando un inferesante cuadro
sobre escenarios, conductas y repercusion en
el aprendizaje y comentdndolo con algunos
ejemplos y la posicién adoptada por tres
alumnos en el grupo social, concluyendo con
estas palabras «la imagen meramente racio-
nal y fria del aprendizaje matemético como
una disciplina dura deja paso a la posibilidad
de un aprendizaje en que el ejercicio racional
estd inmerso en un cimulo de ofros elementos:
afectos, usos, creencias...». Por Gltimo esta-
blece las relaciones significativas entre cogni-
cién y afecto y su utilizacion en la ensefianza
y aprendizaje de las matemdticas destacando
dentro del Mapa de Humor de los Problemas
(instrumento icénico que establece un cédigo
para expresar diferenfes reacciones emocio-
nales experimentadas por el estudiante en el
transcurso de la actividad matemética): curio-
sidad, desconcierto, aburrimiento, prisa, blo-
queado, come la cabeza, desesperacion, ani-
mado, confianza, de abuty, diversion, gusto,
indiferencia, tranquilidad. Concluye esta
segunda parfe con unas implicaciones didac-
ticas fruto del estudio llevado a cabo con un
grupo de alumnos del Centro Taller Fuencarral
en las clases de Matemdticas.

En la tercera parte la autora hace una pro-
puesta de formacién del profesorado para
la educacién emocional en matemdticas,



presentando el curso de formacién que
viene impartiendo desde 1994 para propi-
ciar una formacién sobre la dimensién emo-
cional en matemdticas con tres objetivos fun-
damentales: Proporcionar un conocimiento
de los diferentes aspectos que pueden blo-
quear/estimular el aprendizaje en matemé-
ticas, realizar un acercamiento de los conte-
nidos actitudinales y presentar propuestas
didacticas de ensefianza/aprendizaje/eva-
luacion de la dimension afectiva en mate-

maticas en el aula.

De la lectura de este libro cabe apreciar dos
blogues, por un lado el que conforman las
dos primeras partes y por ofro la tercera
parte. Para las dos primeras le sirve de
punto de partida la investigacion realizada
en su Tesis Doctoral, reflexionando en torno
a la bisqueda de propuestas alternativas
para estudiantes que fracasan en la mate-
mética escolar, mientras que en el segundo
blogue desarrolla de forma pormenorizada
el curso «Actitudes, afectividad y motivacién
en Matemdticas». Como anexo presenta
una serie de cuestionarios utilizados en el
diagnéstico y se completa el libro con una
extensa y actualizada bibliografia.

De este interesante trabajo, fruto de la inves-
tigacién y de la practica docente en mate-
mdticas, interesa su lectura detenida, refle-
xionada y debatida con los compafieros y
alumnos, para poder aportar un eslabén
més en la lucha contra el fracaso escolar en
matemdticas que nos invade a todos los
niveles y que desilusiona con frecuencia al
docente educativo.

Y qué mejor forma de terminar esta resefia

con las propias palabras de la autora:
la ansiedad, el miedo, el temor y la deses-
peracién son estados afectivos esencial-
mente indeseables ...[y].... el reto del edu-
cador/a es irrumpir e interrumpir los senti-
mientos negativos como paso previo a la
necesaria reconstruccion afectiva/cognitiva
que deben tener lugar para el avance del
estudiante encontrando caminos didécticos
que favorezcan estos aspectos (pag. 154).

A buen seguro que el modelo propuesto por
la profesora Gémez Chacén al plantearse
«metas afectivas locales» ayudard a una
mejor transmisién de los conocimientos en la
Educacién Matemdtica.

Andrés Nortes Checa
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—— Con motivo del Afo Mundial de las
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«Revista de cultura y ciencias sociales» ha
dedicado un nimero extra doble a la publicacién de los textos
de las conferencias de un ciclo, organizado por la Sociedad
Asturiana de Educacion Matematica Agustin de Pedrayes, con
el apoyo de la Fundacién Municipal de Educacién y
Universidad popular del Ayuntamiento de Gijén.

La edicién, muy cuidada y excelentemente presentada (a pesar
de estar algin pérrafo cambiado de lugar), estd a cargo de
Josetxu Arrieta, presidente de la Sociedad Asturiana.

El Presidente del Gobierno de Asturias, y sin embargo profesor
de Matemadticas, inici6 el ciclo de conferencias con una titulada
«Las matemdticas ante su Afio Mundial: perspectivas y retos».
Después de destacar el papel de dicha disciplina en la filosofia
y en las ciencias naturales y sociales, realiza un breve recorrido
histérico sobre las matematicas y su ensefianza en nuestro pais,
con una referencia explicita a Asturias y a Agustin de Pedrayes.

«3Sirven para algo las matemdticas?» es la pregunta que trata
de responder Claudi Alsina en su articulo-conferencia. Tras
comentar los diez usos esenciales que para el autor deberian
darse a las matemdticas (resolver, elegir, cambiar de hébitos,
interpretar, planificar, defenderse, reclamar, aclarar, criticar y
dialogar), explicita las cincuenta aplicaciones matematicas que
todo ciudadano deberia saber.

Miguel de Guzmén presenta el articulo «Las Matemdticas y la
estructura de la naturalezax. En él, describe la concepcién de la
matemdatica que nos ha llegado de los pitagéricos, y trata de
desentrafiar el significado del pensamiento matematico como
quehacer para entender mejor «las raices y fuentes de la natu-
raleza», en expresiéon pitagérica, analizando las diferentes pos-
turas, formalismo y realismo, en torno a esta cuestién.

El siguiente articulo, «Las Matematicas como disciplina cientifi-
ca», estd a cargo del filésofo Gustavo Bueno. Se relacionan las
mateméticas con las disciplinas, considerandola como la disici-
plina por antonomasia y estudiando su relacién con las discipli-
nas cientificas en general. Todo ello desde una concreta con-
cepcién de la ciencia, desde la teoria del cierre categorial, teo-
ria que rechaza las ofras tres concepciones y modulaciones de
las ciencias, tanto las descripcionistas y adecuacionistas como
las teoricistas.

Fernando Corbalén conduce por rutas matematicas al
«Descubrimiento de TERAMATES: la tierra de las Mateméticas».
Se ocupa de las primeras noticias de su descubrimiento, algo de
historia, opiniones sobre la misma, tanto de nativos, los llama-



dos matemdticos, como de visitantes entusiastas e incluso escép-
ticos al respecto, ademds de proporcionar una guia répida para
descubrir TERAMATES a nuestro alrededor.

En «Taller de juegos mateméticos. Otras clases de Mates» se
explica, por parte de su coordinador Antonio Gonzélez Garcia,
una actividad realizada por la Sociedad Asturiana que consistié
en la realizacién de mas de 60 talleres de juegos matematicos
con el titulo de «Otras clases de mates» en centros de primaria y
secundaria de Asturias.

En el Gltimo articulo, el Secretario General de la Federacion, José
Luis Garcia, relata la historia de la Sociedad Asturiana, dentro
del contexto del fenémeno asociativo del profesorado de mate-

maticas que se ha dado en Espafia en los Gltimos veinte afios.

Emilio Palacian
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El libro del profesor Fernando Corbalan cuenta la

biografia del matemdtico francés Evaristo Galois
(1811-1832), que en los pocos afios que vivi6 tuvo

tiempo de llevar, por una parte, una vida noveles-

ca de activista republicano frente a la monarquia

de Luis Felipe de Orleans y, por ofra, la labor de
investigacion y estudio de un genial matemético, que abri6 los
estudios del dlgebra a nuevos horizontes cuando consiguié la
solucién de un problema con el que se habian enfrentado los
mas brillantes matematicos durante cerca de tres siglos.

El autor ha sabido describir de una forma clara y precisa y con
estilo literario francamente brillante la vida del genial mateméti-
co francés. La obra estd dividida en siete capitulos. En la intro-
duccién describe la orientacion que ha dado a la obra y sus
infenciones expositivas diciendo:

Esperamos que después de la lectura de este libro, que en defi-
nitiva es una biografia novelada (al menos en parte) con argu-
menfos que tocan en bastantes momentos las matemdticas,
entiendas un poco mejor la vida en las primeras décadas del
siglo XIX; que hayas profundizado un poco en la historia del
dlgebra, en la que, como en los distintos aspectos del saber
humano, los avances se logran con el esfuerzo conjunto de hom-
bres y mujeres de todas las épocas y lugares; que hayas com-
probado que todos somos tributarios de los esfuerzos de las
generaciones que nos preceden; y por fin que te hayas emocio-
nado con un joven apasionado por las matemdticas, en las que
encuentra resultados importantes, y a la vez desesperado ante la
resistencia de los mayores y de los sabios oficiales.

A lo largo del libro se puede apreciar la
personalidad del joven Galois, idealista,
comprometido, estudioso de aquello que le
gustaba (las matemdticas), con sus deseos
de entrar en la Escuela Politécnica para
estudiar con los mejores matemadticos, con
su radicalismo politico que le llevé a for-
mar parte del grupo extremista Societé des
amis du people, con su ansiedad vehemen-
te por ver publicados sus trabajos por la
Academia Francesa. Todo ello estd expues-
to con documentacién adecuada y con una
exposicion clara y compartimentada con la
que el lector puede hacerse cargo de la
personalidad de Galois y de la trascen-
dencia de su obra.

El segundo capitulo estd dedicado a una sin-
tesis de la historia de Francia comenzando
en su Revolucién, de 14 de Julio de 1789y
la  venida del imperio napoleénico.
Asimismo contextualiza estos hechos con la
vida de Galois y la situacién en Espafa, que
en el afio de su nacimiento, 1811, era uno
de tantos territorios europeos que dependian
de Napoleén.

El tercer y cuarto capitulos describen la bio-
grafia cientifica y politica de Galois. Su
procedencia familiar y primeros estudios
en el Liceo Louis le Grand. Cémo en el
Liceo, hacia 1827, descubrié las matemé-
ticas a través de Eléments de Géometrie de
Legendre, que le abrié el camino hacia la
lectura de obras como Teoria de Funciones
analiticas y Lecciones sobre célculo de fun-
ciones de Llagrange, libros con los que
entré en contacto con la teoria de ecuacio-
nes, materia en la que llevaria a cabo
aportaciones importantes en los afios
siguientes. Pero fue en 1828 cuando estu-
dié con el profesor Richard, buen profesio-
nal, al tanto de las Gltimas investigaciones
matematicas que le proponia a Galois tra-
bajos matematicos que él iba haciendo con
regularidad. Precisamente a instancias de
este profesor envié sus trabajos a la
Academia de Ciencias y nunca fueron
publicados por el informe negativo de
Poisson, que los calificé de oscuros e
incompletos y porque Cauchy nunca emitié
un juicio sobre ellos para autorizar su

publicacién.

El autor narra también cémo fueron sus acti-
vidades politicas que le llevaron a ser expul-



sado de la Escuela Normal por una carta
que aparecié en la Gazette firmada por un
alumno de la misma. Por su militancia fue
encarcelado en 1831 y siguié sus investiga-
ciones matemdticas en prisién. Cumplié la
condena en abril de 1832 y muri6é por un
tiro de pistola recibido en un duelo el dia 30
de mayo de ese mismo afio.

El libro también recoge el relato pormeno-
rizado de cémo la vispera del duelo, el dia
29 de mayo, escribié tres cartas. Una diri-
gida a todos los republicanos, otra proba-
blemente, a sus compaiieros de causa poli-
tica Napoleén Lebon y Vincent Duchatelet
a los que les anuncia su muerte al dia
siguiente y ofra, més larga a Auguste
Chevalier, que fue el testamento de sus des-
cubrimientos matemdticos en la que
demuestra la condicién que permite decir
cuéndo una ecuacién algebraica es resolu-
ble por radicales. En la misma le pedia a
Chevalier que hiciera publicar esa carta en
la Revista Enciclopédica y que pidiera opi-
nién a Gauss o a Jacobi sobre la impor-
tancia de esos teoremas.

Concluye el autor el libro con una serie de
hipotesis sobre quién pudo ser el hombre
que maté en duelo a Galois y cudles
pudieron ser los motivos del mismo con
una serie de interesantes reflexiones de
tipo detectivesco que dan al libro una
dimensiéon mas novelesca. Finalmente,
hace una somera introduccién a las ecua-
ciones de segundo, tercer y cuarfo grado
y una descripciéon de las aportaciones
matematicas de Galois a la teoria de ecua-
ciones algebraicas.

La obra termina con una serie de ocho pro-
blemas histéricos de algebra extraido de las
obras de Euler, Newton, Erdds, Polya, Juan
Justo y Vallejo.

Considero que la lectura de la obra es muy
recomendable para los alumnos de
Secundaria y Bachillerato porque aporta la
vision de un cientifico joven, comprometido
y brillante matemético en relacién con la
sociedad que le tocé vivir. La vida de Galois
tiene un cierto aire de romanticismo heroico
que el autor ha sabido plasmar muy bien en
el libro.

Victor Arenzana Hernandez

MONOGRAFICO: ANO MUNDIAL
DE LAS MATEMATICAS

Catedra Nova

Revista de Bachillerato

N.°s 11 (junio 2000)

y 12 (diciembre 2000)

En el Ao Mundial de las Matemdticas, la revis-
ta Catedra Nova, que publica la Asociacién
Nacional de Catedréticos de Bachillerato, bajo
la direccién de Julidn Martin - Martinez,
Catedrético de Literatura del IES Zurbarén de Badajoz, ha publi-
cado dos monogréficos (Enero n.° 12; Diciembre n.° 13) sobre
este evento.

Han abierto sus paginas monogréficamente a los profesores de
matemdticas, aunque cualquier momento, como indican en la
introduccién, seria bueno para hablar de la importancia de las
Mateméticas, hecho que sintetizan citando a Cervantes cuando
en la segunda parte del Quijote hace que su protagonista sefia-
le meridianamente que el hombre «ha de saber mateméticas
porque a cada paso se le ofrecerd tener necesidad de ellas».

Cétedra Nova se hace eco de la inquietud de los profesionales
de la ensefianza manifestada en el «Congreso de la Educacién
Secundaria a debate» en que reiteradamente se puso de mani-
fiesto la necesidad de reconocer el carécter instrumental de las
matemdticas y la imperiosidad de dar un nimero suficiente de
horas a esta asignatura.

Cada volumen de cuatrocientas paginas, es un mosaico de cola-
boraciones de profesores de diferentes lugares del estado. En
cada uno de los dos volimenes se tratan diferentes aspectos de
las matemdticas asi como otros muchos temas relacionados con

la ensefianza y sus diversas areas.

Con referencia a las Matemdticas, en el nomero 11, correspon-
diente al mes de Junio, se publican los articulos:

e Han pasado cien afios (Alicia Delibes).

e la formacién matemdtica de los alumnos de Educacion

Secundaria (M.® Dolores de Prada Vicente).

e Cultura, historia y matemdticas: el tema de la medida (Luis
M. Casas Garcia, Ricardo Luengo Gonzélez y Cipriano
Sanchez Pesquero).

e Una ciudad sin ruidos (Valentin Gémez Escobar y Juan
Miguel Barrigén Morillas).

e Percepcién del espacio urbano (Antonio Tobarra).
e Acerca de los criterios de divisibilidad (M. Jesas Villar Rubio).

e Un apunte metodolégico: las inecuaciones algebraicas de
grado superior (Fernando del Valle Garcia).

e Los signos del zodiaco en la astronomia griega (Antonio
Arribas de Costa).



e El célculo de la fecha del dia de Pascua (M. Jests Villar
Rubio).

* La cuarta dimensién: materializacién eléctrica de figuras tri-
dimensionales (Fernando del Valle Garcia).

En el segundo monogréfico, revista nimero 12 de Diciembre,

aparecen:
* Ensefiar deleitando (Julian Martin Martinez).
e Los cursos de El Escorial.

e El curso de Matemdticas (Enrique Ferndndez Cara y Joaquin
Hernandez Goémez).

* Mateméticas y medios de comunicacién (Fernando

Corbalan).

¢ El arfe Mudéjar en Aragén como motivador del estudio de la
geometria (Florencio Villarroya).

® Matemédticas y sistemas electorales (Eugenio Hernandez).

¢ Aplicaciones elementales ligadas a las ecuaciones diferen-
ciales y aspectos histéricos (Manuel Delgado).

e Algunas aplicaciones del célculo computacional a la ense-
fianza de las mateméticas (Roberto Rodriguez del Rio).

e Una breve introduccién a las matemdticas de la transmisién de
informacién: La teoria de codigos (Adolfo Quirds Gracian).

e El ndmero de oro (Andrés Ruiz Merino).

¢ Anecdotario Matemdtico (Fco. Javier Peralta Coronado).

Ricardo Luengo Gonzalez
Cipriano Sanchez Pesquero
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Este libro cuyo titulo completo reza Ensayo sobre

los Sistemas métricos y monetarios de los pue-

blos antiguos desde los primeros tiempos histéri-

cos hasta el final del Califato de Oriente es la

traduccién, debida a Manuel Calvo Lépez, del tomo segundo de
la edicién francesa de 1859.

Ha sido enviado recientemente a todos los asistentes a las X
Jornadas para el Aprendizaje y Ensefianza de las Mateméticas,
ya que fue la contribucién de la Diputacién de Lugo a las IX
JAEM. El primer tomo de este libro fue entregado en formato digi-
tal en el CD ROM de dichas Jornadas.
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La Sociedad Riojana en colabo-

racién con la Casa de las

Ciencias de Logrofio y el Comité
Riojano del Afio Mundial de las Mate-
méticas ha editado este fasciculo, que
siguiendo ofras iniciativas andlogas, hace
un recorrido matemdtico urbano por la ciu-
dad de Logrofio.

Para preparar al lector a los tres paseos ciu-
dadanos a que son invitados, los autores ini-
cian su frabajo con unos breves fextos, a
modo de ensayos, cuyos fitulos son mas que
sugerentes:

e El célido abrazo de la complicidad.
e Una mirada inteligente.
e Pero... shay dlgebra en las aceras?

¢ La menos sensual y mas cotidiana de las

curvas.

e Navegar en un mar de calma.

® La acogedora caricia de la proporcién.

® la inquietante incertidumbre de la arit-
mética.

e Pardbolas, catenarias y otros apacibles
monstruos.

e Un torreén con ventanas a la calle.

e El seductor descaro de la geometria.

® la caricia poética.

Finalizan estas paginas con unos apéndices
(Mateméticos riojanos; Curvas especiales;
Relojes de Sol; Teselaciones del plano y del
espacio; Grandes n0meros; y Estructuras
algebraicas) y unas bellas fotografias mate-
mdticas.

Emilio Palacian



LAS MATEMATICAS

DEL SIGLO XX ."..rierERﬂ‘S

UNA MIRADA

EN 101 ARTICULOS

Numeros

Volimenes 43 y 44

Sociedad Canaria

Isaac Newton

de Profesores de Matematicas
Coedicion con Nivola

524 paginas

Antonio Martinén ha coordinado el equipo
de editores integrado por José Luis Aguiar,
Luis Balbuena, Alicia Bruno, Juan Antonio
Garcia Cruz, José Manuel Méndez,
Casiano Rodriguez Leédn, José Sabina,
Rodrigo Trijillo y Fidela Velazquez, que por
encargo de la Sociedad Canaria de
Profesores de Matemdticas son responsables
de este nimero especial de la revista
Ndmeros, con motivo del Afio Mundial de
las Mateméticas. En él participan 106 auto-
res que a través de los 101 breves arficulos
se han esforzado por hacer asequible a un
plblico no especialista:
...el arte propio de esta ciencia, la belleza
de sus creaciones, la que se puede con-
templar en sus teorias, teoremas y demos-
traciones. Los problemas que en el pasado
surgieron como desafios a la inteligencia
del ser humano, asi como otros nuevos que
en el siglo se han planteado, estan en la
base de la investigacion desarrollada en

estos anos, habiendo sido muchos de ellos
definitivamente resueltos.

Frente a ofros libros de divulgacién matemdti-
ca, aqui no se rehuye fratar temas que han
movido la investigacién matemdtica pura,
yendo més allé de aquellos que han tenido
mds resonancia en los medios de comunica-
cion y los libros de divulgacion, como los frac-
tales, el caos, el teorema de los cuatro colores,
el dltimo teorema de Fermat... Asi que también
se puede leer una breve introduccién a los 23
problemas de Hilbert, motor de la investiga-
cién matemdtica de todo el siglo, una sencilla
explicacién de la conjetura de Poincarg, de la
paradoja de Banech-Tarski, o de la hipétesis
del continuo. O introducciones a alguna de las
numerosas ramas que han proliferado en la
matemdticas del siglo XX: el andlisis de datos,
geometria simpléctica, la optimizacién combi-
natoria, el teorema de Black-Stokes. ..

Pero siendo una revista de educacién matemdtica, el alcance de esta
obra no podia limitarse a dar un repaso a los aspectos relacionados
con la investigacién matemdtica. Tambien se encuentran numerosos
articulos dedicados a la ensefianza de las mateméticas, buena parte
de ellos escritos por miembros de las sociedades federadas en la
FESPM, como puede dar idea la siguiente lista:

* La importancia de lo tangible en el aula de matemdticas (J.
Giménez).

e Los libros de texto de matematicas (B. Gomez).

¢ El papel de la historia de las mateméticas en la ensefianza

(M. Sierra).
e Algunos aspectos de matemdticas recreativas (F. Corbalén).

¢ De la instruccién matemdtica a la educacién matemética (F.
Veldzquez).

¢ La formacién de profesores de primaria desde la didéctica de
las matematicas (M® V. Sénchez, S. Llinares, M. Garcia, |.
Escudero).

e Resolver problemas: ayudar a los alumnos a pensar por si
mismos (M? Luz Callejo).

¢ Diddctica de las matemdticas y formacién de los profesores
de matemdticas de secundaria (S. Llinares, M® V. Sanchez,
M. Garcia, I. Escudero).

e El desarrollo de la educacién estadistica en el siglo XX y pers-
pectivas futuras (C. Batanero).

e El precélculo, un eslabén necesario entre las funciones y el
andlisis (C. Azcarate).

e Sentido numérico (A. Bruno).
¢ Una mirada hacia las «<mateméticas modernas» (. J. Hernandez).
* Arquitectura del siglo XX y clases de matematicas (C. Alsina).

¢ La consolidacién de la educacién matematica como discipli-
na cientifica (J.D. Godino).

¢ Una visién de la didactica de la matematica en Francia (F.
Villarroya).

® Jean Piagel y su influencia en la educacién (M.M. Socas).

e El papel dinamizador de las sociedades de profesores de
matemdticas en Espafia (M J. Luelmo).

e Congresos infernacionales de Educacién Matemética: del IV
al VIII (L. Balbuena).

e Universidad, investigacién y didéctica de la matemética en
Espafia (L. Rico).

® los ordenadores en la ensefianza de las matemdticas (A.
Gutiérrez).

* Las publicaciones de las sociedades (E. Palacién).

e. Las dimensiones politicas y educacionales de la etnomatema-

tica (U. D’Ambrosio).
¢ El sentido del ICMI hoy (M. de Guzman).

e Luis Antonio Santalé: matemdtico, cientifico, educador (N.
Vézquez de Tapia).



A través de los distintos articulos de esta obra se pretende mos-
trar el papel central de las matematicas en la cultura del siglo XX,
tanto desde la educacién, como en su relacién con las otras cien-
cias de la naturaleza y la tecnologia, con las ciencias sociales,
en la constitucion del pensamiento moderno, en el arfe... Y tam-
bién mediante su presencia en los cambios politicos, sociales y
econdémicos del siglo XX. Las matemdticas aparecen asi como
una tarea humana. Para ello algunos articulos se dedican a la
biografias personales y cientificas de algunos de los hombres y
mujeres que mas han destacado en las mateméticas del siglo XX.

En palabras de Antonio Martinédn, en este libro «...hay de todo,
aunque, desde luego, no estd todo». Con ello se quiere decir que
no hay que esperar un manual sobre la historia de la matemati-
ca, de sus aplicaciones précticas y de la educacién matemdtica
en el siglo XX. Su pretensién es mas bien impresionista ya que,
enfocando su mirada sobre unos cuantos aspectos, pretende dar
una ponordmica de lo que han sido las mateméticas en el siglo
XX. Y creo que lo consigue...

Julio Sancho

EN BUSCA DE KLINGSOR
Jorge Volpi

Seix Barral

Barcelona, 1999
ISBN:84-322-0788-8

444 paginas

Esta novela no se publicéd al calor del Afo
Mundial de las Matemdticas, -recibié el pre-

mio Biblioteca Breve del afio 1999-, pero

bien podria haber cabido dentro de esa
pequena eclosién del genero de «novelas matematicas» que ha
surgido en este Oltimo afo. En este caso se trata de novelar el
esfuerzo de desarrollo cientifico relacionado con la consecucion
del arma atémica.

Desde mi punto de vista estamos ante una novela de mds fuste
que ofras recientes de este género, sobre todo en lo tocante a su
calidad literaria y a la profundidad del pensamiento del autor.
Més allé de cubrir ciertas prefensiones didécticas, reflexiona
sobre las relaciones de la ciencia con el mal. Y qué mejor esce-
nario para esta reflexién que la época nazi y la complicidad de
los cientificos alemanes con el horror nazi. Ademas de un tema
interesante, tenemos un tratamiento literario brillante, una narra-
cién en la el autor nos hace desear saber lo que va a ocurrir,
unos personaies creibles y bien dibujados. ..

La novela tiene dos personajes principales. Un joven fisico ame-
ricano, Francis P. Bacon, enrolado en el ejercito después de un
breve paso por el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton y

un matemdtico aleman, Gustav Links, de la
Universidad de Leipzig, donde trabaja en
uno de los problemas del Programa de
Hilbert, nada menos que Hipétesis del
Continuo. Para presentarlos, el autor descri-
be su formacién y el campo en el que tra-
bajan, y asi vemos como al joven y brillante
fisico recién licenciado le entrevista J. von
Neumann para decidir si debe ser admitido
en Princeton y le plantea un problema de
teoria de juegos. Luego seré su colaborador.
Su paso por el Instituto de Estudios
Avanzados le lleva a convivir con grandes
de la ciencia como Einstein o Gadel.
Mientras Links, que es el narrador del relato,
explica el porqué de su pasién por el infini-
to, mediante el relato de la vida de Cantor.
Luego, a lo largo de la guerra, seré uno de
los colaboradores de Heisemberg en el pro-
grama atémico aleman.

Estos dos personajes entran en contacto a
causa de la misién que le encomiendan al
americano. Una vez finalizada la guerra,
hay que capturar al asesor cientifico de Hitler
que controlé el programa de investigaciones
atémicas del lll Reich. La investigacién los lle-
vard a enfrevistarse con prestigiosos cientifi-
cos, sobre todo fisicos, que participaron en
la génesis de la Teoria Cuéntica. Desfilaréan
por el relato, Planck, Heisenberg, von Laue,
Schréedinger, Bohr,... que tomarén la pale-
bra y hablarén de Mecénica Cuéntica, pero
también de las relaciones entre ellos, de las
mezquindades dentro de la vida cientifica y
de su papel en la guerra y sus relaciones con
el poder. Y acaban convirtiéndose en los
auténticos personajes de la novela, atrapa-
dos en dilemas muy humanos.

Quizd pueda parecer que se trata de una
«novela de fisica», més que de matemdticas,
pero creo que no debemos olvidar que en el
programa de Hilbert, uno de los 23 proble-
mas era el de axiomatizar la fisica matemdti-
ca y que éste es el tema cienfifico de la nove-
la; y, por tanto, completamente inserto dentro
de la matemdtica del siglo XX.

Para mi gusto la novela tiene baja un poco
su nivel cuando describe las vidas de los
personajes de ficcién, Bacon y Links, ya que
a veces parece que estemos leyendo un
«best seller», pero ello no desmerece del
nivel general que es sobresaliente.

Julio Sancho
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Olimpiada: prueba por equipos

X’ Olimpiada Matematica Nacional

de la FESPM

Prueba por equipos
BENVINGUTS!! BIENVENIDOS!

Acabais de llegar a nuestra ciudad, Sant Feliu de Guixols,
perteneciente a la comarca del Baix Emporda, para reali-
zar la ultima prueba por equipos. Tranquilos, serd facil y
durard poco: de las 10h30 a las 12h30 aproximadamente.
Después podréis disfrutar un poquito del mar, el sol y la
tranquilidad de esta ciudad. Pero, ademds, nos gustaria
que también pudieseis saber un poco mas de nosotros, los
guixolenses, de nuestra ciudad y de nuestra historia. Todos
los historiadores estin de acuerdo en aceptar que el tér-
mino Sant Feliu procede de la antiquisima tradiciéon que
sitia el martirio del cristiano Feliu, originario de Africa, en
nuestra poblacion. De hecho, en los primeros documentos
del s. X ya se la denomina asi. Probablemente el origen de
la palabra guixols deba buscarse en una lengua prerroma-



na hablada, el ibero, ya que en la llamada Punta del
Guixols se encontraba un primitivo poblado ibérico. Las
pruebas que hemos seleccionado se relacionan con la his-
toria de la ciudad, y también muy proximos entre si para
que no os canséis caminando. Todas ellas se realizardn en
el Paseo Maritimo.

LAS TRES PRUEBAS

La prueba prictica se divide en tres partes: La fuente del
Paseo Juli Garreta, El Casino de la Constancia y El espigén
del Fortim.

Como formamos un grupo muy numeroso, haremos lo
siguiente: De los 12 grupos de 4 alumnos mas acompa-
nante, una tercera parte, del grupo n.° 1 al n.° 4 comen-
zardn por la primera prueba; del 5 al 8, por la 2.2, y del 9
al 12, por la 3.*. A continuacion, los grupos que han ter-
minado la primera prueba hardn la 2.%; los de la 2.2 la 3.2,
y asi sucesivamente. Pensad en distribuiros bien el tiem-
po (unos 40 minutos como maximo por prueba).

Cada grupo dispondrd del siguiente material:
e una cinta métrica;

e un portafolios con clip;

papel blanco, lapiz y goma;

3 hojas del cuestionario a rellenar;
e un pequeno plano de la zona.

Lo primero que tenéis que hacer es rellenar los datos de
la dltima hoja.

Prueba 1. Los jardines de Juli Garreta

Durante la fiesta mayor de 1932, el president Macia inau-
guré en estos jardines el monumento dedicado a Juli
Garreta, obra del escultor Enric Monjo.

Juli Garreta (1875-1925) fue musico y compositor de sar-
danas.

Su produccién musical fue celebrada y aplaudida por emi-
nentes personalidades y musicos de renombre mundial,
como Pau Casals, Strawinsky, entre otros.

En estos jardines de Juli Garreta nos encontramos con otro
monumento, la maquina n.° 1 del carrilet de Sant Feliu, el
primer ferrocarril de via estrecha de 75 cm que hubo en Es-
pana y que inauguro la linea Sant Feliu-Girona el afo 1892.

Juli Garreta

La fuente del Paseo

Cerca veréis una fuente de 6 surtidores.
Es simétrica, «casi-rectangulam, pero con
las 4 esquinas curvadas hacia adentro.

Bien, deseamos conmemorar el 125 ani-
versario del nacimiento del compositor
y para ello queremos embellecer la
fuente poniendo marmol sobre su
borde. Este cuesta 14.500 ptas el metro
cuadrado.

Se trata de calcular cudnto le costara al
Ayuntamiento esta obra (en lo que se
refiere al gasto de marmol, se entiende).
Os recomiendo que hagiis previamente
un croquis de la fuente a escala, por
ejemplo, 1:100.

Aqui tenéis una fotografia de la fuente.

Pasos que hay que seguir

1. Dibujad un croquis sobre el papel
milimetrado a escala 1:100.

2. Tomad las medidas de los 4 lados
rectos, tanto interiores como exte-
riores, con la cinta métrica (no lo
hagdis por piezas de piedra porque
no son todas iguales).

3. Considerad los 4 tramos curvos
como si fueran 1/4 de corona cir-
cular. Medid con la cinta la longi-
tud del arco interior, multiplicadlo
por 4 y hallaréis la longitud de la
circunferencia pequena, de la cual
podéis deducir el radio.

4. Sumad el grosor del borde (igual

en todo lugar) al radio hallado y
obtendréis el radio del exterior.

N

Con una simple resta de las areas
de los circulos, obtendréis el area
buscada.



6. Ojo con las uniones: prolongad la
circunferencia exterior tal como indi-

ca la linea de puntos de la figura.

7. Finalmente sumad las dreas que
obtengdis y hallad el precio total
del marmol.

Prueba 2. El Casino del Nois

En el paseo de Sant Feliu de Guixols
nos encontramos con el casino de la
Constancia, llamado popularmente el
«Casino dels Nois», que vendria a ser
antiguamente el casino de los obreros
(local social donde se reunian y discu-
tian...), para distinguirlo del casino de
los senores.

Se trata del edificio mds insolito de toda
la arquitectura guixolense; su aspecto
nos hace pensar en la arquitectura
arabe o mozarabe. Tuvo una primera
construccion en 1888 y fue disenada
por General Guitart, aunque su cofra-
dia arranca del 17 de enero de 1851.
Posteriormente se hicieron ampliacio-
nes (1899 y 1928).

El Casino dels Nois es un edificio can-
tonero de planta, piso y desvan que
en la esquina posee una tribuna circu-

lar de dos pisos que acaba en una

cupula de tres niveles de altura cubierta de mosaico blan-
co y azul. Las paredes del edificio estin profusamente
decoradas con celosias, arabescos,... Las aberturas de la
planta baja acaban todas con un arco de herradura, algu-
nas marcadas entre columnas al estilo andaluz. En cam-
bio, las aberturas del piso acaban en arco de herradura
apuntado.

En el interior del edificio, hay un café con un rincén enca-
rado al mar muy interesante decorado con tres arcos de
herradura. Merece la pena mencionar la excepcional
biblioteca que se conserva en el piso superior del edificio,
lugar de lectura muy frecuentado y utilizado hasta media-
dos del siglo XX por obreros y clases populares de la ciu-
dad en la época de mayor industrializacion.

El Casino de la Constancia

Bien, un profesor os esperard en la entrada del recinto
para acompanaros al primer piso, donde hay un amplio
local en el que disponéis de mesas y sillas para trabajar. Se
trata de que contestéis a las siguientes preguntas que
hacen referencia a fechas histéricas de Sant Feliu y a otros
ndmeros interesantes. Para poderlas contestar necesitaréis
fijaros en una serie de elementos que encontraréis cerca
de vosotros:

1. JCudil es la distancia entre Sant Feliu y la _frontera con
Francia? Pista: Cuenta el nimero de puertas del piso
que dan al exterior y después el nimero total de
columnas; las cifras en este orden te daran el resultado.

2. La sociedad tipo casino mds antigua que se fundo en
Sant Feliu se llamaba La Union». jJEn qué aiio se
JSundo? Pista: El triple del nimero de rosetones de
yeso que hay en el techo (de los cuales cuelgan focos)
y el nimero de barrotes de la baranda que habéis
encontrado subiendo a mano derecha, y en este
orden, os dardn la fecha.

3. JCudntos kilometros cuadrados tiene el municipio?
Pista: Sumad una unidad al nimero de lados que tiene
la curiosa estrella que hay en los rosetones de yeso
del techo.

4. La costa guixolense es muy recortada. ;Sabriais decir-
nos su longitud total en kilometros? Pista: Divide por
tres el nimero de flores de yeso con 5 pétalos que
encontrards en algin lugar sobre la Gnica pared con
arcos y columnas adornadas con figuras de yeso, y
simale 2 unidades.

5. JEn qué ano del siglo XX el president de la Generalitat
Josep Irla (guixolense) tuvo que marcharse al exilio?
Pista: Solo necesitas saber las dos tltimas cifras: sal un
momento a la terraza y verds una casa sefiorial muy
antigua, la Casa Patxot, que actualmente es la sede de
la Cimara de Comercio; de los dos nimeros que
ocupa el edificio en la calle, escoge el primero.



En este Casino, el dels Nois, se ve por primera vez en
television el partido Barca-Madrid, jpodéis decirme en
qué ano? Pista: Evidentemente te faltan las dos dltimas
cifras de un ano del siglo XX, éstas las obtendrds
sumando los dos nimeros que ocupa la casa Patxot
en la calle y restando 22.

Para terminar, vamos a ver como estdis de historia y
de cuadrados mdgicos: El virrey D. Juan de Austria
ataca la bahia guixolense incendiando el arrabal de
Tueda. jEn qué ano sucedio tal hecho? Este suceso no
pertenece al siglo XX, sino a mucho antes. Pista: La
fecha te la dardn los nimeros que faltan de izquierda
a derecha y de arriba abajo del siguiente cuadrado
magico de suma 15 (un cuadrado magico tiene la par-
ticularidad de que suman lo mismo filas, columnas y
diagonales. jCompruébalo!):

8
3 5|7

Prueba 3. El Fortim

Edificio del Salvamento

Situado encima del pendén dels Guixols, proyectado por el
maestro de obras Pius Pruja y construido en 1889-1890.
En 1886 se constituy6 la delegacion local de la Sociedad

Espanola de Salvamento de Ndufragos.

El poblado ibérico dels Guixols

El primer nicleo de poblacion propiamente estable (urba-
no), poblado ibérico autéctono de marcada influencia
griega, lo hallamos emplazado en el promontorio dels
Guixols del s. IV aC. El lugar era muy estratégico. La
punta dels Guixols es una pequefa colina granitica que,
adentrandose en el mar, separa la bahia de Sant Feliu en
dos playas, la de Calassang y la actual playa conocida en
la antigiiedad como el puerto de L’Abric (abrigo). El
nombre de Guixols es un toponimo que parece ser pro-

viene de los iberos alli situados.

Leyenda del martirio de Sant Feliu
I’Africa

La leyenda mds tradicional ha sido la del
martirio de Feliu '’Africa en la Punta dels
Guixols, lugar que mas tarde se conoce-
ra con los nombres de Fortim y
Salvament. Sant Feliu, nacido en Africa,
predico el cristianismo en estas tierras a
principios del siglo IV. Se dice que fue
llevado al Tur6é dels Guixols o del
Fortim, donde hoy estd el edificio del
Salvament, y desde alli, por el acantila-
do, fue arrojado, con una rueda de
molino atada al cuello, al fondo del mar,
por la banda de Calassan¢, donde los
dngeles lo recogieron y lo pasaron al
puerto de I'Abric, a través de la cueva o
grieta (dicen que producida por el
impacto de la rueda de molino) que hay
debajo del pendn, llegando sano a la
playa opuesta (la actual).

Desgraciadamente, hoy, el Club Nautico
nos impide verla.

El espigon del Fortim

Bien, pues al final del paseo, yendo al
Salvament, veréis un pequerio espigon
restaurado que se adentra hacia el mar,
cuya vista aérea nos ofrece aproxima-
damente la forma que vemos en la
pdgina siguiente.

Nos hemos apuntado a un campo de
trabajo durante el verano para restaurar
las paredes laterales interiores del espi-
gén con piedras que imitan ser anti-
guas, de dimensiones 40 cm x 20 cm.
Taparemos también los desagiies que
haya. Tenemos que colocar las piedras
de la forma que nos indica la figura de



mds abajo. Intentad no romper muchas,
ya que partir una losa es tarea muy
laboriosa.

;Cudntas piedras de estas dimensiones
necesitaremos? ;Cudntas piedras tendre-
mos que partir como minimo?

Pasos que hay que seguir:

1. Calculad primero la altura de la
pared interna del espigén: Tomad
la altura en 3 puntos distintos del
recorrido y calculad la media arit-
mética. Como la pared acaba en un
borde redondeado, tomad la altura
mdxima, apoyando el portafolios de
forma horizontal encima del muro.
(Ved figura de seccion transversal
del muro).

Luego medis el perimetro: Empe-
zad el recorrido como indica la fle-
cha. Alli habrd un profesor por si
tenéis dudas.

Para que trabajéis mejor, os reco-
mendamos que una vez tomadas
las medidas, hagdis un croquis a
escala, por ejemplo 1:100.

Calculad el 4area en metros cuadra-
dos y divididla por el drea de la
losa del tipo citado anteriormente, y
obtendréis el nimero total de losas
necesarias.

Haced un croquis en el papel de
cuintas losas quedardn partidas.

Especificad el nimero.

-
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PLANO DE SITUACION
0: Plaza del Monasterio
1: Jardines de Juli Garreta
2: Casino dels Nois
3: Espigén del Fortim




Proyecto «Talento matematico»
(fin del primer bienio)

Hace dos anos, escribi para el boletin de la Asociacién
«Emma Castelnuovo» de Madrid (n.° 14, abril 1999) y para
SUMA (n.° 30, febrero 1999) una «rénica» bastante super-
ficial de la presentacion del proyecto «Talento matematicon.

Confesada de antemano mi condicion de «nfiltrado» (ni
matemadtico, ni espanol) y mi implicacion personal en el
proyecto (como padre de una y profesor de otro de los
integrantes del primer grupo de alumnos elegidos), en mi
comentario intenté ser rapido y evitar la pedanteria.

Me arriesgaba a ser poco serio y superficial, pero me inte-
resaba mds dejar claro un punto que me parecia condivi-
sible para los profesores de matematicas que se reconocen
en las propuestas de la Asociacion:

Que el proyecto tuviera el objetivo de enriquecer la experiencia
escolar de los participantes y no el de acelerarla o sustituirla.

En este sentido, evaluaba positivamente la experiencia
alemana y, en consecuencia, la que iba a empezar en
Madrid, inspirada en ella, que me parecian totalmente
coherentes con el trabajo que intentamos, con muchas
dificultades por parte de la institucion, desarrollar en las
aulas.

Por eso, pedia al director del proyecto, Miguel de
Guzman, y he continuado haciéndolo en todas las ocasio-
nes en las que han reunido a los padres, que se estable-
cieran relaciones entre el grupo de profesores involucra-
dos en el proyecto y los profesores que trabajan cada dia
en las aulas con alumnos de la misma edad.

En junio de 2000, el primer grupo de alumnos terminé la
fase presencial, que los tuvo ocupados cada manana de
sabado tres horas durante dos anos.

Se les ofrece ahora continuar en relacién con el grupo de
profesores que ha llevado el proyecto, reuniéndose un
par de veces al ano y, ain mds, a través de una pagina
de Internet, abierta a todos, que estard lista en muy
pocos dias.

Este grupo ha sido sustituido por otro grupo, y el proyec-
to, terminada la fase experimental, ha encontrado una
financiacion por parte de la Fundacion Airtel y parece des-
tinado a implantarse en otras comunidades.

La pdgina web permitird a los muchos companeros que
estdn interesados en las actividades del proyecto tener
acceso directo a parte del material utilizado y poder char-
lar con profesores y alumnos.

Espero que Miguel de Guzmin y su grupo presenten a los

companeros el resultado de su excelente trabajo y las pro-
puestas de nuevas actividades.

Por mi parte, desde mi punto de obser-

vaciéon muy secundario, puedo soélo

valorar muy positivamente el proyecto:

e los chicos y las chicas han trabaja-
do a gusto y con una extraordinaria
continuidad;

e la relacion con los profesores ha
sido excelente;

e el material propuesto, interesante;

e el aprendizaje ha resultado signifi-
cativo y la motivacion en relacion
con las matematicas se ha manteni-
do y, en muchos apartados, que en
la escuela normalmente se descui-
dan, ha mejorado.

Creo que el mejor sintoma del éxito del
proyecto sea el que los ex alumnos
estdn encontrando a faltar esas mananas
del sibado, cuando tenian que levantar-
se mas temprano que sus companeros y
esforzarse tres horas en torno a extranas
cuestiones que, una vez resueltas, dejan
una muy peculiar sensacion de euforia.
A juzgar por la participacion en la ulti-
ma reunion, siabado 16 diciembre, tam-
bién a los padres nos falta algo.

Asi, que un sentido jEnhorabuena! a
todo el equipo de profesores y mucha
suerte para el futuro de las actividades.

Guido Ramellini

Metro de Barcelana

También en el Metro de Barcelona han
conmemorado el Ano Mundial de las
Matematicas, como puede verse en este
bono:
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CONVOCATORIAS

X JAEM

JORNADAS para el Aprendizaje y
Ensenanza de las Matematicas

Las X Jornadas para el Aprendizaje y Ensenanza de las
Matemdticas (X JAEM), convocadas por la Federacion
Espanola de Sociedades de Profesores de Matemadticas y
organizadas conjuntamente por la Sociedad Aragonesa de
Profesores de Matematicas Pedro Sinchez Ciruelo» y el
Instituto de Ciencias de la Educacién de la Universidad de
Zaragoza, se celebrardn en Zaragoza los dias 7, 8 y 9 de
septiembre de 2001.

Los actos plenarios tendran lugar en el Auditorio de Zara-
goza y el resto en la Facultad de Ciencias de la Univer-
sidad de Zaragoza, situada en el Campus de la Plaza de
San Francisco.

Programa cientifico

El Comité de Programas ha elaborado el siguiente programa
constituido por conferencias plenarias, ponencias, comuni-
caciones, zoco matemdtico y talleres, que girard en torno a
ocho nucleos temdticos basicos.

Dentro de estos temas caben acercamientos desde: el tra-
tamiento de la diversidad, aspectos historicos, investiga-
cion didactica, experiencias, recursos, gestion del aula,
resolucién de problemas, etc., asi como desde los diversos

niveles educativos.

CONFERENCIAS PLENARIAS

e Luis BALBUENA. Reflexiones y retos en la Educacion
matematica.

e M.* ANTONIA CANALS. Educacion Matemadtica en las pri-
meras edades.

e MAaRTIN KINDT. ;Probar o no probar?, es la cuestion.



PONENCIAS

Niicleo temdtico 1

La modelizacion como actividad matemdtica

MIQUEL ALBERTI. Kepala kelapa o de como salvar dis-
continuidades y picos.

CARMEN BATANERO. Aleatoriedad: modelizacion, simu-
lacion.

JAVIER PEREzZ FERNANDEz. Matemadticas fuera de las
Matematicas.

JuLio SancHo. Modelizacion de problemas de pobla-
cion.

[Moderadores: Victor Arenzana y Félix Matute]

Niicleo tematico 2
/Qué pasa con la demostracion?

CARMEN AZCARATE. Definiciones, demostraciones, ;por
qué?, scuando?, ;como?

José M.* GAIRIN. Aprender a demostrar: los juegos de
estrategia.

ToMAs Recio. La mecdnica de la demostracion y la
demostracion mecanica.

VICENTE RiviERe. Convencer y formalizar: papel y limi-
tes de la demostracion en secundaria.

[Moderadores: Rafael Escolano y José Luis Garcia
Rodrigo]

Niicleo temdtico 3
Lenguaje visual y geometria

PEDRO HUERTA. El lenguaje geométrico en la formacion
de profesores.

ARTURO MANDLY. La geometria como base del conoci-
miento matematico.

FrRANCISCO MARTIN CASALDERREY. Forma y proporcion.
Vision matemdtica de algunas obras de arte.

ANTONIO PEREZ SANZ. Matematicas, historia e imagen:
un trinomio cuadrado perfecto.

[Moderadores: José M.* Bandrés y Gloria Blasco]

Niicleo temdtico 4

Funciones: una confluencia de lenguajes

Jorpr DEULOFEU. Las funciones en la educacion secun-
daria: jpara qué?, ;como? Aportaciones de la investi-
gacion.

JuaN M.* GARCiA DOZAGARAT. ;Qué se aprende del len-
guaje de las funciones?

EDUARDO LAcASTA. ¢Son los graficos cartesianos un
soporte intuitivo privilegiado del aprendizaje de fun-
ciones?

Xaro NoMDEDEU. Funciones para las caracolas.

[Moderadoras: Pilar Gonzilez y Rosa Pérez]

Comité Nacional
de programas
José Luis Alvarez
(Presidente)
Antonio Aranda
Carmen Azcdrate
Xaro Nomdedeu
Emilio Palacian
Vicente Riviere

Julio Sancho

Niicleo temdtico 5
Azar: la matemdtica de lo posible

JuaN ANTONIO GaRrcia Cruz. Inferen-
cia y significacion estadistica
MANUEL PAz0s. La probabilidad en la
escuela, juna casualidad?

ANTONIO PEREZ JIMENEZ. Probabili-
dad: historia y aprendizaje.

ANNA PoL. Mas alla de la asignacion de
probabilidades: comprender el azar.

[Moderadores: M.* Dolores Castdn y
José M.* Sorando]

Niicleo temditico 6
Nrimeros: significado y destrezas

Eva Cip. Modelos concretos en la en-
senanza de los nimeros negativos.
BERNARDO GOMEZ. Las concepciones
escolares de los nimeros decimales.
CARLES ROMERO CHESA. Sobre algu-
nos entornos de significado para los
numeros reales.

JOSE ROMERO SANCHEZ. ¢Son fascinan-

tes las matematicas? El namero.

[Moderadores: Pilar Ferndndez y
Eusebio Rodriguezl

Niicleo temdtico 7
Algebra: ;cudndo? ;como?

ANTONIO GONZALEZ GARCIA. Razones
y sinrazones de los contenidos al-
gebraicos en la ESO y su tratamien-
to: lo que hay y no deberia haber y
lo que no hay y si deberfa haber.

CARLES LLADO. La dependencia fun-
cional como campo de problemas
para el estudio del algebra.

Luts PuiG. Signos con los que operar
en el nivel de la expresion: un com-
ponente de la historia del algebra.

FIDELA VELAZQUEZ. Una propuesta de
transito gradual de la Aritmética al
Algebra.

[Moderadores: Esperanza Infante y
Carlos Uson]

Niicleo temditico 8

Medida: de la regla a la trigonometria

Luis BERENGUER. Instrumentos de
medida no convencionales para pri-
maria y ESO.



e  Marta Bermi Angulos, longitudes y
proporcionalidad: su aplicacion a la
construcccion de tablas de orientacion
y al célculo de la latitud de un lugar.

e M* Jesus LuetMo. Medir en secunda-
ria: algo mas que férmulas.

e CARLOS MEDEROS. Aparatos de medi-
da astronémica y trigonometria.
[Moderadores: M.* Angeles Arroyo y
Javier Galarretal

COMUNICACIONES

e Los asistentes podran presentar
comunicaciones a los distintos nu-
cleos temdticos, preferentemente.

e La extension maxima de cada co-
municaciéon serd de cinco paginas
(alrededor de 10.000 caracteres).

e Fl plazo de admision de comunicacio-
nes finalizara el 15 de abril de 2001.

e Antes del 15 de junio de 2001 se
confirmard a los autores si la comu-
nicacién ha sido aceptada por el
Comité de Programas.

e Normas mds precisas para el envio
de originales se remitirin a quien
las solicite o pueden verse en la
pagina web de las X JAEM.

Z0CO MATEMATICO Y TALLERES

En estas JAEM, y retomando la expe-
riencia de las IIT y IV JAEM, se vuelve a
convocar el Zoco Matematico, un espa-
cio para presentar fisicamente todo tipo
de materiales didacticos, posters, etc.,
con la presencia de los autores, con los
que se podrd departir sobre sus trabajos.
Ademas, los participantes podrin pro-
poner la imparticion de algin taller.

El plazo para presentar propuestas en
estas secciones finalizard el 1 de mayo
de 2001. Quien desee participar en
ellas, debera solicitar las normas corres-
pondientes, por el mismo procedimien-
to que para las comunicaciones.

Otras actividades

En el transcurso de las JAEM tendran
lugar otras actividades: Programa cultu-
ral, Exposiciones, Videomaratén, Es-
tands y presentaciones comerciales. ..

Comision
Organizadora
Emilio Palacién
(Coordinador)
Jesis Antolin
José M.e Gairin
Ana Pola

Julio Sancho

Inscripciones

Para inscribirse en las X JAEM es preciso enviar a la
Secretaria de las Jornadas (X JAEM. ICE Universidad de
Zaragoza. ¢/ Pedro Cerbuna, 12. 50009-Zaragoza) la ficha
de inscripcion adjunta cumplimentada, junto con el justifi-
cante de pago de la cuota de inscripcion, que puede
hacerse por los siguientes procedimientos:

e Talén nominativo a favor de (FESPM: X JAEM>.

e Transferencia a la cuenta de Ibercaja n.:
2085 0168 55 0330014972
e  Giro postal.

El periodo de inscripcion finalizard el 30 de abril de 2001
para las cuotas reducidas, y desde esa fecha hasta el 30 de
junio para las normales. Las cuotas de inscripcion son las

siguientes:
Cuotas reducidas Cuotas normales
(Antes del 30/4/01) (Después del 30/4/01)
Socios
de la FESPM 10.000 pts. 14.000 pts.
No socios 17.000 pts. 22.000 pts.

Fecha limite: 30 de junio de 2001.

Asistencia limitada a 800 personas.

Anulaciones: Solo serin atendidas aquellas solicitudes de
reembolso de inscripcion realizadas antes del 30 de junio
de 2001.

Alojamiento
Para todas las cuestiones relacionadas con viajes y reser-
va de alojamiento, dirigirse a la Agencia Oficial de Viajes
de las Jornadas:

Tivoli Congresos

¢/ Veronica, 16
50001 ZARAGOZA
Tel.: 976 200 368; Fax: 976 201 404

Correo: congresos@viajestivoli.com

Secretaria JAEM

X JAEM.
ICE Universidad de Zaragoza
¢/ Pedro Cerbuna, 12
50009 ZARAGOZA
Fax: 976 76 13 45
Correo electronico: xjaem@posta.unizar.es

pagina web: www.unizar.es/ice/jaem



XIX Concurso de Resolucion
de Problemas

Estda convocado por la Sociedad Puig Adam» de Profesores
de Matematicas y el Colegio de Doctores y Licenciados en
Ciencias y en Filosofia y Letras.

Bases del Concurso

Primera: Los alumnos podrdn participar en el Concurso en
tres niveles:

a) Primer nivel: alumnos de 3.° de ESO.
b) Segundo nivel: alumnos de 4.° de ESO.

¢) Tercer nivel: alumnos de 1.° Bachillerato (3.° BUP y
2.°y 3.2 de FP ID).

Segunda: Las pruebas consistirin en la resolucién de Pro-
blemas de Matematicas (los mismos para todos los con-
cursantes de un mismo niveD y se realizardn en la mana-
na del sabado 23 de junio del 2001 a partir de las 10 horas.

Tercera: A los mejores de cada nivel, se concederdn diplo-
mas y premios.
Cuarta: Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta
un maximo de seis) deberin realizar la preinscripcion
antes del dia 21 de Mayo del 2001, dirigiéndose por carta
al presidente de nuestra sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela

Departamento de Algebra

Facultad de Ciencias Matematicas

28040-Madrid
En la preinscripcion no es preciso hacer constar los nom-
bres de los alumnos seleccionados. Si algtiin centro desea
presentar mds de seis alumnos, debe solicitarlo antes de la
fecha mencionada anteriormente.

Quinta: Los centros entregaran a los
alumnos que envien, credenciales indi-
viduales en las que se haga constar que
han sido seleccionados por su excep-
cional aprovechamiento en
Matemdticas, asi como el curso en que
estan matriculados en el ano académico
2000-2001.

Nota importante: Los dos primeros cla-
sificados de cada nivel son invitados a
participar en la Olimpiada Rioplatense
de Argentina, en diciembre de 2001 (en
el supuesto de que se consigan becas
para pagar los billetes hasta Buenos
Aires).

53 Encuentro de la
CIEAEM

Por problemas organizativos la reunion
de la CIEAEM prevista en Rodas
(Grecia), ha cambiado de lugar y de
fechas. El 53 Encuentro de la CIEAEM,
sobre el tema «Mathematical literacy in
the digital era» tendra lugar en Verbania
(Italia, Lago Mayor), desde el 21 al 27 de
julio de 2001.

La fecha limite de envio de comunica-
ciones es el 28 de Febrero. Se puede
encontrar mas informacion en la web

www.dm.unito.it/cieaem53/index.html

o escribiendo a la Coordinadora, Prof.
Luciana Bazzini,

bazzini@dm.unito.i
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11.

NORMAS DE PUBLICACION

Los articulos se remitirdn por triplicado a la redaccion de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningn caso seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendarén posibles modificaciones, etc.

Los grdficos, diagramas y figuras se enviaran en hojas separadas (una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podran incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracién, éste se resefiard en la hoja donde aparece la ilustracion.

Adjunto al articulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Introduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte. En ese mismo folio aparecerén los datos de identifica-
cién del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademds se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
el articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La etiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta versién 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviardn completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
arficulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades mateméticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicaré el autor(es), afo, titulo del arficulo (entre
comillas), fitulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicaran con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Hernandez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondré entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segin Rico
(1993).

Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacién o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometerdn a retirar el articulo de otras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendrd correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.




BOLETIN DE SUSCRIPCION

[t

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Tarifa
Suscripcién Nomero
anual suelto
Particulares 3.500 pts. 1.700 pts.
Centros 5.000 pts. 1.700 pts.
Europa 38,5 € 13,5 €
América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . . ... . e Tno: o oo
Poblacion: . .. .. CP:. o
Provincia/pais . . ... ... CIF/NIF:
Importe
|| Suscripcién a partir del n.° (3 ndmeros)

L1 N.os sueltos:

Total

|| Domiciliaciéon bancaria (rellenar boletin adjunto).
[ Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).

] Taldén nominativo a nombre de FESPM-Revista Suma. Firma y fecha:

] Giro postal dirigido a Revista Suma.

Nombre y apellidos: . ... .. .
Cédigo Cuenta Cliente

entidod | | | | | Ofieina | | | | [oc| | [evema | [ [ [ [ [ 111

Banco/Caja . .«
Agencia N . . Direccion: . .. ... .. ... ...
Poblacidn: . ... .. Provincia: ... ... ... ......

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que periédica-
mente les presentard la Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de Mateméticas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firmal):
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