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Relevo en SUMA

N OVIEMBRE del 95, Suma 20, Cuatro afios por delante:
«contribuir a la permanente mejora de una linea que creemos
acertada y garantizar que siga siendo la plataforma de
intercambio que ha sido durante sus arios de vida». Inician su
aventura particular Emilio y Julio, sumados al camino iniciado
por Rafael Pérez, en esta revista.

Jumnio del 99: «Agradecemos a los socios y suscriptores el aprecio
demostrado en sus comunicaciones que nos ha alentado a
continuar en esta labor, sin dudarlo, una de las mds
gratificantes a las que hemos dedicado nuestro esfuerzo». Con
estas modestas palabras respondian E&] a la decision undnime
y satisfaccion de la Junta directiva por su decision de continuar
al frente de la revista.

Junio del 2003, me gustaria que las palabras anteriores,
volvieran a repetirse, pero...

Con este niimero que abora estas leyendo se cierra el periodo
mas largo y fecundo de esta Revista.

No soy yo el mas indicado para escribir esta despedida a la
direccion mds duradera, hasta abora de nuestra revista. Con
ellos me une una gran amistad, antes, durante y después de su
paso por esta direccion.

La revista SUMA, alld por el 95 no estaba en sus mejores
momentos. Entonces, casi timidamente Julio y Emilio me dijeron
que estaban dispuestos a asumir colegiadamente la direccion de
la revista. La idea me parecio excelente, como eran socios de la
Sociedad Aragonesa, me correspondio presentarlos a la Junta de
aquel momento.

Algunas suspicacias, reticencias, a la bicefalia entonces. Hoy
después de ocho arios se ha demostrado que ha sido una
Jformula estupenda, tanto que se va a volver a repetir.




En el primer baber de Emilio y Julio bay que poner la rigurosidad a la
bora de editar la revista, casi sin erratas, y stempre puntuales con la
fecha de envio. Si algiin retraso bubo, creo que no se les puede
achacar a ellos, sino o bien a algiin ocupado colaborador, o incluso a
problemas de distribucion o correos.

En segundo lugar quiero destacar, la calidad de la revista, desde el
primer niimero que ellos prepararon, tanto por las elecciones de las
portadas —gracias también a José Luis Cano por sus colaboraciones-,
como por las ilustraciones, como por la tipografia elegida.

No quiero olvidar a Javier Pola, que desde la trastienda, con su
trabajo callado y eficaz ha colaborado especialmente en actualizar las
listas de socios y suscriptores de la revista. Vaya también mi
agradecimiento al equipo colaborador: consejo de redaccion, consejo
editorial, maquetacion y diserio.

Sobre todo creo que han becho todos ellos el trabajo con carifio, con
un carinio enorme a muchas cosas: en primer lugar a sus comparneros
de profesion, y en segundo a la obra bien becha, en este caso la revista
bien hecha.

GRACIAS, por vuestro trabajo, «Bon viatge per als guerrers que al seu
poble son fidels». Esperamos que sigdis colaborando con esta revista y
con esta Federacion en lo sucesivo.

Gracias para Julio y Emilio y ENDABAN, para Inmaculada y Franchi.

Si hace 8 arios recibi con alegria la idea de Emilio y Julio, con la
misma recibi la primera llamada, bace algunos meses de Francisco
Martin Casalderrey (del que como veis sé su nombre completo:
Franchi), en la que me sugeria la posibilidad de renovar la direccion
de SUMA, en bicefalia de nuevo con Inmaculada Gil.

De Franchi, os puedo decir que le conozco desde hace arios, pues fiie
de los fundadores de la Sociedad Aragonesa, vicepresidente, Yo era su
chéfer. Pero es ademds socio de otras sociedades de la Federacion, por
razones diversas. Inmaculada, pertenece al Grupo Azarquiel de
Matemdticas de Madrid, también es veterana en su dedicacion a la
enserianza de las matematicas. Ambos tienen larga experiencia. Solo
tienen un problema, un reto: mantener y mejorar la revista que ahora
reciben plenamente consolidada en el mundo de la educacion
matemadrica.

Espero que dentro de cuatro, o mejor de ocho o doce arios, podamos
decir que esta revista sigue siendo el referente mds importante para los
profesores de matemdticas de este pais.

Quan surts per fer el viatge cap a SUMA,

has de pregar que el cami sigui llarg,

ple d’aventures, ple de coneixences

Vuestra es abora la voz y la palabra.

Florencio Villarroya
Presidente FESPM




Han pasado ocho aiios

Julio Sancho Rocher

Emilio Palacian Gil

N NOVIEMBRE DE 1995 aparecio el ntmero 20 de SUMA.
Con él nos estrenamos en una apasionante aventura, la de
dirigir la revista de la Federacion, que habia nacido hacia
siete afios en Granada de la mano de Rafael Pérez y que
en una segunda etapa dirigié Sixto Romero. Era un pro-
yecto ya cuajado y que era preciso continuar.

En ese niimero 20 escribfamos un articulo, a modo de pre-
sentacion, titulado «Cuatro afios por delante», en el que
exponiamos nuestras ilusiones, nuestro proyecto y tam-
bién, aunque de forma muy velada, nuestra preocupacion
por la responsabilidad que asumfamos. Finalizibamos esta
presentacion con las siguientes palabras:

Deseamos, con la colaboracién de socios, suscriptores y lectores,
poder cumplir una buena parte de estas intenciones y que dentro
de cuatro afios, en el nimero 31 de SUMA, podamos despedir-
nos y que al pasar esta bonita aventura a ofros compafieros de
la Federacién siga siendo tan atractiva y sugerente como nos
parecié a nosotros cuando presentamos el proyecto que ahora
empieza a materializarse.

Y pasaron los cuatro afios y llegd el nimero 31y la aven-
tura nos seguia pareciendo tan atractiva y sugerente como
al principio, lo que nos llevo a presentar otro proyecto por
un nuevo periodo de cuatro afios y ya han pasado los
ocho afios... Y, aunque SUMA nos sigue pareciendo tan
atractiva y sugerente como en el noventa y cinco, es ya

hora de pasar el relevo a otros compaieros de la
Federacion.

Las razones por las que decidimos no presentarnos a la
reelecciébn por un nuevo periodo son muy claras. No
vamos a ocultar un cierto cansancio personal, pero el
motivo fundamental es nuestra firme conviccién de que
una empresa de este tipo hay que dejarla cuando la ilu-
sién estd todavia intacta, cuando las cosas van saliendo
razonablemente bien, cuando no se nos cuestiona..., y no




esperar a que la rutina llegue, a que el entusiasmo se vaya
diluyendo, a realizar las cosas de forma mecinica... en
definitiva a llegar a hacer una SUMA vulgar y sin nigin
interés. Resulta bastante dificil, y es cuestion de tiempo,
crear y consolidar una revista del tipo de la nuestra, pero
conseguir que vaya languideciendo y al final desaparezca
es muy facil.

Ahora podria ser el momento de hacer balance de la revis-
ta en este periodo, con sus luces y sus sombras, pero esta
tarea la dejamos a los lectores, que con seguridad lo hardn
con mayor objetividad.

Lo que si queremos dejar patente de forma explicita es
nuestra gratitud a muchas amigas y amigos que han pres-
tado su ayuda para que SUMA haya seguido adelante:

A los sucesivos presidentes, secretarios generales y demas
cargos unipersonales de la Federacién, asi como a todos
los presidentes de las sociedades que, desde la Comisién
Ejecutiva y la Junta de Gobierno, han confiado siempre en
nosotros, nos han alentado constantemente y nos han
dejado hacer nuestra tarea con entera libertad y sin la mas
minima injerencia.

Al Consejo Editorial, Consejo de Redaccién y al grupo de
asesores, que con sus atinados consejos nos han guiado
en la siempre dificil tarea de seleccionar los materiales que
han sido publicados; sus recomendaciones han servido en
no pocas ocasiones para que los autores rehiciesen su tra-
bajo y asi mejorasen notablemente,

A los autores (en ocasiones con un amplio curriculo a sus
espaldas y en otras con su ilusionante primer trabajo) que
nos han confiado sus originales y que, en definitiva, han
sido los verdaderos protagonistas de esta historia, No
podemos olvidarnos de aquellos a los que no hemos podi-
do publicar sus articulos por la imprescindible seleccion
que hemos debido realizar, al aumentar paulatinamente
durante este periodo el nimero de trabajos recibidos.

A todas aquellas personas a las que hemos solicitado cola-
boraciones en temas muy diversos: articulos en los prime-
ros momentos en que escaseaban; recensiones de mate-
riales y libros (en especial las dargas» que iniciaban la sec-
cién y que sabiamos que constituian un verdadero com-
promiso); coordinacién y elaboracién de la seccién de
informes: crénicas (sobre todo, hemos mareado a los coor-
dinadores de olimpiadas, jaem y seminarios); articulos y
cronicas con motivo de algin acontecimiento o efeméri-
des; material grifico para ilustraciones, etc.

A los amigos que hace cuatro afios les vendimos la idea
de los aincones» y a lo largo de estos once tltimos

Emilio Palacian
Julio Sancho
Directores de SUMA.
Sociedad Aragonesa
de Profesores de Matemdticas
«Pedro Sénchez Cirvelo»

(it

nimeros han cumplido escrupulosa-
mente con su tarea sin fallar en un
solo namero.

Finalmente, nos vamos a permitir citar
algunos nombres propios. Florencio
Villarroya, «culpable» de alguna mane-
ra de habernos metido en este lio, ha
estado a nuestra disposicion para todo,
desde coordinar un informe, hacer
recensiones o escribir algin editorial,
pasando por cedernos fotografias,
hasta ser «mozo del almacén». José
Javier Pola, que no teniendo nada que
ver con las matemiticas pero mucho
con la amistad, ha llevado de forma
admirable la dificil y engorrosa tarea
de la administracion y distribucién.
Daniel Sierra, que reline en su persona
la faceta de matemdtico y la de profe-
sional de las artes grificas, ha maque-
tado con escrupulosidad una buena
parte de la revista. Y es de justicia
agradecer a nuestras familias la pacien-
cia que han tenido con nosotros en
estos anos; no sabemos si comparten
eso de que SUMA «s una aventura
sugestiva y gratificante», por si acaso
no lo hemos preguntado nunca, pero
si es cierto que han dejado de ver bas-
tantes peliculas y se han quedado en
casa algunos fines de semana; Reyes y
Maria José: muchas gracias por vuestra
comprension.

Ya solo nos resta pasar los trastos a nues-
tros sucesores. Cuando nos enteramos de
que Inmaculada Fuentes y Francisco
Martin Casalderrey habian decidido pre-
sentar su proyecto para aspirar a la Di-
reccion de SUMA, se nos diluyd cual-
quier incertidumbre sobre el futuro de la
revista. Conocemos desde hace bastante
tiempo a los dos y sabemos de sus cua-
lidades; sus ganas de trabajar, capacidad,
imaginacidn, afabilidad e ilusién estdn
fuera de toda duda. Ademass, es seguro
que para ellos SUMA es también una
aventura sugestiva y gratificante, Inmay
Franchi (perdén, Francisco) jmucha
suerte! y a todos jhasta siempre!




Una experiencia de Ensefianza
Asistida por Ordenador*

Alfredo Méndez Alonso

En este trabajo se pretenden
mostrar los resultados de una
experiencia que se realiz6
con el objefivo principal de
valorar la efectividad del
ordenador como recurso
diddctico, en relacién con la
ensefianza clasica de la
leccion magistral,
contrastando asf la validez
de unos programas referidos
a unidades didacticas que
pretendian la comprensién
de conceptos matemdticos.
También se muestran andlisis
adicionales y algunas
caracteristicas que se
deberian de tener en cuenta
a la hora de disefiar
herramientas informéticas
con fines educativos.

ARA UNA PRIMERA etapa de recogida de informacion,
sobre los alumnos que participaron en las experiencias, se
utilizaron diferentes pruebas (analizadas en Descripcion de
la experiencia), y teniendo como base dichas pruebas y el
conocimiento de los profesores que impartian clase, fueron
seleccionados los diferentes grupos experimentales (los que
aprenderian los temas a través de los programas tutoriales).

Los alumnos seleccionados para recibir la ensefianza a tra-
vés de los programas informaticos rellenaron un cuestio-
nario sobre diversas facetas relacionadas con Ja informa-
tica». Cabe destacar que los alumnos mostraban poco inte-
rés respecto de estos temas, en contra de la sensacidén
generalizada de que las nuevas tecnologias interesan a la
mayorfa de los adolescentes.

Pese a la falta de interés por aplicaciones informéticas rela-
cionadas con la ensefianza/aprendizaje, la experiencia fue
acogida favorablemente, incluso con entusiasmo, segura-
mente por la novedad. Pero esta motivacién inicial fue
decayendo poco a poco. La razén que mencionaban los
alumnos era la preocupacién ante el fracaso en las notas,
pero yo creo que también existia una gran inseguridad al
enfrentarse ante conocimientos nuevos y de una forma
diferente.

Finalizadas las experiencias y transcurridos unos dias para
que los estudiantes pudieran repasar los conceptos estu-
diados con los dos tratamientos de ensefianza, se realiza-
ron las pruebas finales de conocimiento, que fueron dise-
fiadas por los profesores de secundaria que participaban
en la experiencia.

También merece la pena destacar que los alumnos que
realizaron la experiencia con herramientas informaticas se

* Este trabajo estd elaborado con los datos del Proyecto C9548595 de OTT
de la UPM subvencionado por la Secretaria General de Educacién y
Formacién Profesional del MEC.




dieron cuenta de que apreciaban mucho la labor del pro-
fesor en el aula, ya que no sélo era capaz de resolver
dudas sobre aspectos del tema que se explicaba, ademis
relacionaba dichos contenidos con otros anteriores y de
otras asignaturas.

Se recoge aqui una explicacion de la fase de intervencion,
asi como de todos los problemas que se presentaron.

Con los resultados obtenidos v tras el andlisis de las expe-
riencias y los primeros resultados, se detectaron los incon-
venientes producidos en la experiencia y las posibles
mejoras que se podian hacer en los programas utilizados.
De todo ello se da cuenta en este articulo en las secciones
Andalisis estadistico de los detos, Estudio comparativo de la
experienciay Sugerencias.

Descripcion de los programas
utilizados

Los programas informdticos que consideramos fueron
aquellos que se podian encontrar sin dificultad en tiendas
de informtica no excesivamente especializadas, y en esta-
blecimientos como grandes superficies. Analizamos mate-
rial diddctico presentado en el IIT Congreso de Tecnologias
Aplicadas a la Ensefianza de la Electrénica, celebrado en
Madrid, donde se exhibieron diversas herramientas de
software que, si bien no estaban orientadas a los temas
objeto del estudio, nos sirvieron para conocer las caracte-
tisticas y los problemas que suelen aparecer en este tipo
de aplicaciones, indicindonos las posibles modificaciones
que se deberfan considerar para su mejora. También par-
ticipamos en un grupo de trabajo del Instituto de Ciencias
de la Educacién de la Universidad Politécnica de Madrid,
donde se analizan diversas herramientas informaticas
orientadas a la ensefianza de materias especificas del
campo de las Matemiticas en la universidad, grupo de tra-
bajo que continta en la actualidad, aunque en general el
material tiene un nivel considerablemente superior al que
desedbamos. Con el fin de completar el trabajo de recogi-
da de informacion se realizaron diversas bisquedas a tra-
vés de Internet.

De las aplicaciones disponibles seleccionamos dos, que
se presentaron en sendos Trabajos Fin de Carrera desa-
rrollados bajo la tutela de la Profesora D.* Rosario Franco,
adscrita al Departamento de Matemitica Aplicada de la
EUIT de Telecomunicacién. Los programas informaticos
que se eligieron para las experiencias fueron el trabajo fin
de carrera titulado Estudio de funciones (Villalba, 1998), y
el proyecto fin de carrera titulado La derivada: concepto
y aplicaciones (Aguitrebefia, 1997), si bien tuvimos que
hacer pequefias modificaciones para adaptarlos a los
niveles educativos de los alumnos que realizarian las
experiencias.

Con 'los resultados
obtenidos
Y tras el andlisis
de las experiencias
y los primeros
resultados,
se detectaron
los inconvenientes
producidos
en la experiencia
y las posibles
mejoras que
se podian hacer
en los programas
utilizados.

En las aulas de informatica del instituto,
donde se desarrollé la experiencia, los
ordenadores no tenfan lector CD-Rom,
lo cual era una limitacién muy impor-
tante a la hora de elegir los programas
tutoriales de intervencién, por lo que el
soporte del software son disquetes; los
dos programas ftratan el area concreta
de las matemiticas que se deseaba
experimentar, esto representaba una
ventaja para el alumno que realizaba la
experiencia, ya que, en el caso de utili-
zacion de otros programas hubiera teni-
do que recibir instrucciones de localiza-
cion y hubiera perdido tiempo en bus-
car el contenido concreto.

Descripcion de la unidad
didéctica La derivada:
concepto y aplicaciones

Los objetivos generales son:

1. Que la unidad did4ctica sirva como
una alternativa a las clases tradi- -
cionales.

2. Aprendizaje del concepto de deri-
vada y sus aplicaciones de forma
amena y ficil de entender a través
del ordenador.,

3. Interfaz amigable, es decir mecanis-
mo de comunicacién entre el usua-
rio y el sistema que permita acceder
facilmente a cualquier parte de la
aplicacion, seleccionar temas o con-
ceptos que desee estudiar, siempre
apoyado con imigenes, fondos y
grificos que motiven al alumno a
estudiar la unidad didactica.

4. Que la unidad didactica sirva de
introduccion a las nuevas tecnologias
y a las posibles unidades didacticas
posteriores.

Los objetivos especificos son:

1. Calcular la tasa de variacidon media
e instantidnea distinguiéndolas.

2. Calcular la derivada de una funcién
en un punto.

3. Analizar el concepto de derivada de
una funcién en un punto,

4. Interpretar geométricamente la de-
rivada de una funcion en un punto.
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Calcular derivadas sucesivas de una
funcion.

6. Manejar el dlgebra de derivadas.

= Relacionar los conceptos de deriva-

. day continuidad de una funcién en
~un punto. Para lo cual, los conteni-
dos se agrupan en temas indepen-
dientes entre si, y el orden en que
aparecen son los que podemos ver
en la figura 1.

Cada tema contiene:

1, Gréficas que permiten dotar a los
temas de dinamismo, vistosidad y
colorido. Es un elemento importan-
te para el proceso de aprendizaje
de los diferentes conceptos que
aparecen en la unidad y hace que
éste sea lo mids ameno y divertido
posible (ver figura 2).

2. Problemas resueltos que sirven al
alumno para comprender los con-
ceptos matemdticos estudiados y
estructurados en tres partes: enun-

er

4.2.- Otras formas de escribir 1a derivada en un
punto.

4.3.~ Ejetcicios resueltes.

Figura 1
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Figura 2

Las medidas efecluadas en una fabrica de automoviles
respecte al nivel de ruldos del modelo Citréen ZX han
dado los siguientes resutados:

Toda la unidad
se estructura
a través de
una pantalla
donde reside
el menti
principal
de la aplicacion. ..

APLICACIONES

i
Este tema presenta el conceptol

functén en ese punto.

60 | s0 | 120 | 140 |

By | 637 | 702 | 785 | 777 |

- JCual es ta variacion media, en declbelios, at pasar la
velocldad de 60 a 120 km/h?.

- 4Cual es ta variacidn media, en decibelios, al pasar la
velocidad de 90 a 140 km/h?,

ciado, planteamiento y solucién. El alumno puede
retrasar el planteamiento o la solucién del problema
hasta que él lo haya intentado realizar.

3, Anexo de problemas pricticos. Al final de todos los
temas, hay una colecciébn de problemas donde el
alumno puede seguir mejorando y aplicando los
conocimientos adquiridos en el estudio de la unidad.
No tienen solucién para obligar al alumno a resolver-
los. Son problemas eminentemente de cilculo.

4. Anexo de problemas para aplicar. Aqui, para resol-
verlos, se deben aplicar todos los conceptos aprendi-
dos hasta el momento en los diferentes temas de la
unidad. No estdn resueltos y son mis complicados
que los anteriores.

5. Anexo de cuestiones tedricas, cuyo objetivo consiste
en mostrar al alumno aquellos aspectos relativos al
desarrollo teérico més importante de los conceptos
matematicos que ha aprendido.

En la unidad teérica aparecen otros anexos que son Reglas
de Derivacion y Derivadas de funciones elementales.

El lenguaje de programacion elegido es Microsoft Visual
Basic, ya que permite la creacién de aplicaciones bajo
entorno Windows consiguiendo que la aplicacién sea
compatible con estos sistemas operativos. Toda la unidad
se estructura a través de una pantalla donde reside el
menQ principal de la aplicacion, y en todas las pantallas
estd disponible una pantalla de ayuda sencilla, que permi-
te conocer en todo momento qué es lo que se puede
hacer en las pantallas de la unidad. También esta pantalla
explica el funcionamiento de los botones que estin pre-
sentes en cada pantalla.

Descripcién de la unidad didéactica Estudio
de funciones

Los objetivos generales son:

1. Que la unidad didéctica sirva de introduccién a este
tipo de tecnologias.

2. Que la unidad didictica sirva como una alternativa a
las clases impartidas con el método tradicional.

3. Ensefar el concepto de funcidén de forma amena y
facil de entender a través del ordenador.

4. Interfaz amigable, que permita acceder ficilmente a
cualquier parte de la aplicacién, seleccionar temas o
conceptos que desee estudiar, siempre apoyado con
imédgenes, fondos y graficos que motiven al alumno a
estudiar la Unidad Did4ctica.

Mientras que los objetivos especificos son:

1. Identificar y calcular el dominio y la imagen de una
funcién dada.




2. Reconocer mediante su gréfica las propiedades basi-
cas de las funciones.

3.  Operar don funciones.

4. Representar funciones elementales.

5. Reconocer y usar las funciones elementales.

6. Conocer las propiedades de las funciones elementales.

Cada uno de los siguientes conceptos forman un tema
dentro de la unidad did4ctica. Los temas son:

¢ Concepto de funcién. Dominio e imagen de una fun-
cion. Representaciéon de funciones. Determinacién de
funciones. Operaciones con funciones.

e Propiedades bisicas de las funciones: simetria, perio-
dicidad, acotacion, y crecimiento y decrecimiento.

e Funciones elementales: polindmicas, racionales, trigo-
nométricas, hiperbdlicas, exponencial y logaritmica.

e Test de autoevaluacién
Cada tema contiene:

1. Graficas, para explicar con mayor claridad tanto los
conceptos como los ejemplos y los ejercicios del
tema. Son un elemento muy importante en esta uni-
dad debido al tema que se estudia, pues muchas fun-
ciones se pueden definir a través de su grifica.

2. Ejemplos, que apoyan las explicaciones de los concep-
tos del tema y ayudan a su comprensién.

3. Ejercicios, en los que se mostrari el enunciado Gnica-
mente y tras un tiempo adecuado, suficiente para que
el alumno haya intentado realizar el ejercicio por su
cuenta, se muestra su resolucion.

Al final de la unidad hay un test de autoevaluacién dividi-
do en test tedrico y test prictico. Cuando se realiza el test
tedrico se van mostrando de una en una, 50 cuestiones
tedricas y se da al usuario la opcién de que conteste ver-
dadero o falso dentro de un tiempo determinado. Si el
usuario contesta correctamente al menos 35 cuestiones,
entonces se considera apto y pasa a ser evaluado por el
test practico. Si no alcanza los 35 aciertos finaliza el test,
se le comunica que no ha alcanzado un nivel de conoci-
mientos minimos. Cuando se realiza el test prictico, en la
ventana se van mostrando las diferentes cuestiones con las
opciones correspondientes (4, B, C...) para que el usuario
pueda elegir la correcta. Al acabar el test practico, cada
acierto se valora con 0,25 puntos y se le comunica al alum-
no la nota obtenida.

Al igual que el otro programa de intervencién, estd reali-
zado con Microsoft Visual Basic, pero en este caso la uni-
dad didictica se estructura en forma de ventanas pues asi
se facilita enormemente la organizacién de los distintos
contenidos matemiticos. Un ejemplo de pantalla es la
figura 3.

Al final
de la unidad
bhay un test
de autoevaluacion
dividido
en test tedrico
Y test prdctico.

La «arra de mends» consta de los
siguientes menus:

°  Menii contenido, que variard segin la
ventana donde aparezca y se utiliza-
14 para que el usuario pueda despla-
zarse por las diferentes ventanas de
los diversos contenidos mateméticos.

e Menu simbolos, es un meni que
serd siempre igual para todas las
pantallas de la unidad y contiene
los diferentes simbolos utilizados
en la unidad.

°  Menii conceptos, es un mend que es
igual en todas las pantallas de la
unidad donde aparece. Contiene en
sus opciones los conceptos mas uti-
lizados en la unidad. Cuando el
usuario elija un concepto, se mos-
trard en pantalla un mensaje que
exponga una definicién breve y
clara del concepto solicitado.

°  Menu impresion, es un mend que
serd siempre igual para todas las pan-
tallas de la Unidad donde aparezca.

®  Meni ayuda, que incluye opciones
sobre aspectos generales de la apli-
cacidn, sobre el significado de los
diferentes simbolos que aparecen,
sobre los conceptos, sobre las
opciones de impresién y sobre el
funcionamiento del programa.

Descripcion
de la metodologia utilizada

Para la realizacién de la experiencia se
eligieron’ cuatro grupos de diferentes
clases: uno de 4.° de ESO, uno de 1.° de




Bachillerato de Ciencias Sociales y dos
de 1.° de Bachillerato de Ciencias de la
Naturaleza y de la Salud, cada uno de
ellos bajo la responsabilidad de un pro-
fesor de secundaria.

Después de haber sido elegido el soft-
ware con el que se iban a realizar las
pricticas, se realizaron las oportunas
variaciones en ellas para adaptarlas a los
niveles educativos. Se optd porque cada
profesor de los cursos considerados im-
partieran los temas con los mismos con-
tenidos tedricos, nomenclatura y ejem-
plos que los que estudiaran los alumnos
del grupo experimental.

Por los temas elegidos, se decidi6 que el
programa referente a funciones seria
sobre el que realizarian las pruebas los
alumnos del curso 1.° B de Bachillerato
LOGSE modalidad de Ciencias Sociales
y Humanidades, y el curso de 4.° de
ESO de Matemiticas opcién B. Los alum-
nos de los cursos 1.° D y 1.° E, de pri-
mero de Bachillerato LOGSE, modalidad
de Ciencias de la Naturaleza y la Salud,
seguirfan sus précticas con el programa
sobre derivadas.

Por la naturaleza de los temas a tratar y
la cantidad del programa que se debia
haber impartido, hasta el comienzo de
la toma de datos, se decidio realizar las
practicas a la vuelta de las vacaciones
de Semana Santa.

Cada aula informitica del instituto con-
taba con diez puestos individuales, por
lo que tan sélo podiamos seleccionar a
diez alumnos de cada curso para el
grupo experimental, lo que implicaba
que al final del experimento tendrfamos
pocos elementos para evaluar. Con tan
poca cantidad de muestras considera-
mos la posibilidad de dos personas por
puesto, pero ademds de las distraccio-
nes que podrian sufrir, al final de la
experiencia no podrfamos saber si los
alumnos del grupo experimental apren-
dian del compafiero o de la aplicacion
que utilizaban.

Cada curso fue dividido en dos grupos:
el grupo de control, que recibia la ense-
fianza de tipo tradicional y que consti-
tuia aproximadamente, las dos terceras
partes del total; y el grupo experimen-

Después
de haber sido
elegido
el software
con el que se iban
a realizar
las prdcticas,
se realizaron
las oportunas
variaciones
en ellas
para adaptarias
a los niveles
educativos.

tal, que recibia la ensefianza, exclusivamente, a través de
las herramientas informdticas mencionadas y que eran diez
alumnos de cada grupo, aproximadamente la tercera parte
del curso. Por lo que las practicas seguirian el siguiente
diagrama:

Grupo de control

Tests iniciales 2/3 Ensefianza verbal

+
conocimientos
previos 1/3

Prueba final

Ensefianza con PC
Grupo experimental

Los datos que recopilamos fueron:

1. Nota media de todas las asignaturas de la evaluacién
inmediatamente anterior a la realizacién del experimento,
se denota por Nota previa.

2. Un test de inteligencia, modelo Test D-70 de Dominds,
de Kowrousky y Rennes. Dicho test mide la capacidad de
abstraccién, la comprensién de relaciones y la capacidad
de acomodacién conceptual. A la variable la llamamos 7Zest
de inteligencia. Se incluybé para tener una observacidn
comparativa de los alumnos de dichos cursos con el resto
de la poblacién de la misma edad, y resultd ser una obser-
vacion adicional de cada alumno que no quedaba refleja-
da en las otras variables.

3. Un examen de conocimientos previos, que se realizdé en
cada grupo individualmente, y que llamamos Conocimiern-
tos previos. Estas pruebas fueron elaboradas y calificadas
por el profesor de cada curso.

4. Un test de Actitud ante la informdtica, que fue rellena-
do por los alumnos del grupo experimental de cada curso,
y cuyos resultados se agruparon en las variables «se ha
tenido contacto con la informatica», «l ordenador facilita
el aprendizaje», «l ordenador es ameno, entretiene», «l
alumno siente interés por la informadtica», «se tiene curiosi-
dad por las aplicaciones informdticas» y «se estd en desa-
cuerdo con la informatica didactica». Este test estd conce-
bido teniendo como base otro elaborado por los profeso-
res del departamento universitario y que se habia utiliza-
do anteriormente para un proyecto de informatica educa-
tiva en la UPM. '

5. Un examen final comtn en cada grupo, referido a los
temas desarrollados, que llamaremos Calificacion final.
Los profesores que elaboraron las cuestiones de un
curso no impartian clase en él, si bien los exdmenes de
cada curso los corregia el profesor encargado del
mismo.

6. Una Guia de observacién de los programas utilizados,
que realizaron Unicamente los alumnos de los grupos
experimentales. Dicho test constaba de 25 preguntas con
5 respuestas cada una y de una pregunta abierta. Este dato
fue fundamental para la evaluacién del software utilizado
como recurso didéctico.



Se pensé en realizar otras actividades, que una vez anali-
zadas no fueron tenidas en cuenta. De entre ellas citare-
mos dos:

a) Dar a cada alumno del grupo experimental fotocopias
de la parte que se debia estudiar cada dia. Se desesti-
moé por considerar que era un refuerzo que no tenian
los grupos de control.

b) Repartir entre todos los alumnos de cada curso una
coleccién de problemas. Dichos problemas se corre-
girian en clase y, a los alumnos del grupo experimen-
tal, se les entregarfan fotocopias con las correcciones.
También se desech¢ la idea, ya que al final no eva-
luarfamos los conocimientos adquiridos mediante las
herramientas informaticas,

Estos grupos fueron informados detalladamente de la
experiencia que se queria realizar y de qué forma se haria.
La experiencia fue acogida, en general, con entusiasmo. E/
grupo de 4.°, seguramente el mis heterogéneo en cuanto
al alumnado, no presenté ningln temor al uso del orde-
nadort, ya que la mayoria habfan cursado o estaban cur-
sando la asignatura de Informitica. Ningtn alumno de este
grupo rechazé la posibilidad de ser elegido para acudir a
la sala de ordenadores en lugar de permanecer en su aula
habitual de Matemdticas.

Los dos primeros cursos de Bachillerato de Ciencias aco-
gieron igualmente la experiencia con entusiasmo, si bien
demostraron una cierta inquietud por saber c6mo iban a
ser elegidos los alumnos que estudiarfan la unidad didac-
tica con el PC. Se les informo, igual que al resto de los
grupos, que se haria un sorteo que seria inapelable, con
el fin de evitar sesgos de ningiin tipo y tener una mues-
tra representativa. Quizas el grupo més reticente a acep-
tar la experiencia fue el de 1.° de Bachillerato de Cien-
cias Sociales, probablemente por ser un grupo poco
habituado al uso del ordenador, y tal vez su recelo hacia
las Matemiticas, no s6lo desde el punto de vista escolar,
sino también a nivel particular. No obstante y a pesar de
mostrar su deseo de permanecer en clase con su profe-
sor, no hubo una gran oposicién a aceptar el resultado
del sorteo.

Como ya hemos indicado, antes del comienzo de la fase
experimental realizamos una serie de tests y pequefios
exdmenes. En este perfodo hay que destacar el alto grado
de interés y colaboracién que prestaron todos los alum-
nos de todos los grupos. Este interds, seguramente, se
debia a la motivacién que representa todo aquello que
resulta novedoso.

Una semana antes del comienzo de la fase experimental
del proyecto, se comunicé a los grupos quienes eran los
diez alumnos que debifan acudir a la sala de ordenadores
durante su hora habitual de Mateméticas mientras durase
la experiencia.

En este periodo
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de interés
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que resulta
novedoso.

Era tiempo de realizar un nuevo test
que mediria la actitud ante el ordenador
de los alumnos que en breve se iban a
sentar delante de un PC para estudiar el
nuevo tema, Una vez mds, estos alum-
nos contestaban al test con interés,
pero sus 4nimos se crisparon cuando
supieron que el profesor que les acom-
pafiarfa serfa un nuevo tutor cuya
mision era resolver los posibles proble-
mas relativos a la forma de correr las
aplicaciones, y algunas explicaciones
respecto a la forma de utilizar la herra-
mienta informdtica, eludiendo realizar
cualquier tipo de aclaracion sobre los
contenidos matematicos que aparecie-
ron en las unidades consideradas. Esto
suponia, desde el punto de vista de los
alumnos seleccionados, un agravio
comparativo con el resto de sus com-
pafieros, por lo que se procedi6 a justi-
ficar este hecho explicindoles que pre-
cisamente se pretendia evaluar la efica-
cia de estos programas cuando un
alumno los utiliza solo, frente a la ense-
flanza tradicional en el aula. A pesar de
comprender los motivos, algunos
siguieron mostrandose recelosos.

En las primeras sesiones hubo respues-
ta del alumnado en cuanto al trabajo
personal, que fue decayendo porque
ellos consideraban que no era suficien-
te para alcanzar los objetivos matemati-
cos del curso. No hemos de olvidar que
este decaimiento aumenta segin se
avanza en el curso académico. La expli-
cacion era que los programas informati-
cos resultaban demasiado rigidos, por lo
que era dificil la adaptacion a la diversi-
dad, y trajo como consecuencia que
algunos alumnos podian seguir el soft-
ware mientras que a otros les resultaba
imposible; estos dltimos alumnos echa-
ban en falta el apoyo de un profesor
que resuelve cuantas dudas matematicas
les surgen, y que con cierta regularidad
hace una evaluacién del alumnado y
retoma los conceptos y procedimientos
que no quedan demasiado claros.

Muchos alumnos ocuparon gran parte
de su tiempo copiando en sus cuader-
nos la informacién teérica y los ejerci-
cios del programa; les resultaba dificil
asimilar los conceptos siguiendo tnica-




‘k ‘mente la lectura de la informacién en
pantalla, sin un profesor que interpreta-
_ se lo escrito.

 Dada la proximidad del final de curso y
4 la vista de la cada vez mds palpable
angustia que se creaba en el grupo
~_experimental, se decidi6, salvo en el
grupo de 4.° de ESO acortar un poco la
fase experimental y comenzar cuanto
“antes el repaso en clase de lo estudiado,

k “esta vez con el grupo completo, segin

_estaba previsto.

_ Con la realizacién de un nuevo test de
evaluaciéon de los programas, por parte
_ de los alumnos del grupo experimental,
y de las diversas pruebas objetivas que
cada profesor utiliz6 para la evaluacion
del alumnado, se dio por concluida la
fase experimental.

En resumen, las dificultades surgidas se

~derivan bisicamente bien de la falta de
autosuficiencia del alumnado para estu-
diar una unidad did4ctica solos, bien de
la angustia que les crea el temor a un
suspenso dificilmente recuperable en su
opinion.

Andlisis estadistico
de los datos

El nimero de estudiantes considerados
fue de 128, aproximadamente 32 por
curso, de los cuales 40 de ellos consti-
tuyeron los cuatro grupos experimenta-
les. Dadas las diferencias entre cursos,
grupos y software empleado, los andli-
sis que realizamos se subdividen en
diferentes apartados. Primero analiza-
mos las observaciones previas a la reali-
zacion de la experiencia, después com-
paramos las calificaciones obtenidas en
la prueba final y, por Gltimo, las opinio-
nes del grupo experimental sobre el
software empleado.

Los anilisis estadisticos habituales
sobre este tipo de experimentos inclu-
yen una metodologia de analisis de la
varianza para estudiar los diferentes
métodos de ensefianza, pero en este
caso hemos preferido realizar, simple-
mente, un examen de los datos, aunque

cuando el tamafio de la muestra 1o permite hemos afiadi-
do algtn otro. Se puede argumentar que es necesario un
andlisis mas formal, pero en este caso no nos parecia téc-
nicamente correcto, ya que con muestras tan pequefas es
de dudosa validez la verificacién de la hipétesis de que
dicha muestra proviene de una poblacidén con distribu-
cién normal.

Andlisis de los datos iniciales

Primero analizaremos los resultados de las tres primeras
variables (nota previa, test de inteligencia y conocimientos
previos). El resumen de dichos datos se presenta en la tabla
1, donde las primeras columnas describen el grupo y la
variable, las siguientes sirven para describir un valor alre-
dedor del cual se concentran los datos y el grado de con-
centracion de los mismos, y el dltimo grupo de columnas
es para dar una idea de la forma en que se distribuyen.

Para que los alumnos de los grupos de control y experi-
mental sean representativos de la misma poblacién, utili-
zamos los datos de esta tabla, asi como los graficos box-
plot (ver figura 4).

Desviacién Asimetria  Curtosis
Grupo  Variable N Media Mediana  tipica  Rango estdndar esténdar
1.°B Nota previa 33 5417 55 1,051 4 1,025 -0,016
1.°D Nota previa 35 4,570 4,375 1,914 8 0,644 -0,952
1°E Nota previa 29 5591 5,625 1,287 6 0,625 -0,220
4.° ESO Nota previa 30 5,822 5575 1,180 5 2,616 1,391
1°8B Test de inteligencia 31 30,806 30 3,198 8 0,917 1,640
1.°D Test de inteligencia 29 32,000 31 3,495 14 1,031  -0,296
1°E Test de inteligencia 28 31,607 31,5 3,107 14 -1,281 0,699
4.° ESO Test de inteligencia 29 30,586 30 2,771 10 0,020 -0,827
1.°B Conocimientos previos 32 2,969 3 1,596 6 0,360 -0,922
1.°D Conocimientos previos 34 6,456 6,5 1,281 5 -0,353 0,466
1.°E Conocimientos previos 25 5,960 6 1,428 5 -0,797 -0,853
4.° ESO Conocimientos previos 31 4,194 4 1,289 4 1,677 1,959
Tabla 1
Nota previa . Test de inteligencia Conocimientos previos
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Figura 4



Como puede observarse no existen diferencias significati-
vas entre los grupos considerados, salvo en el examen de
conocimientos previos. En el Box-Plot de dicha variable se
observa que la dispersion de las puntuaciones obtenidas
es semejante entre todos los grupos, pero que las puntua-
ciones del grupo 1.° B son mds bajas, y con mayor dis-
persion, que la del resto de grupos.

En las calificaciones de las notas previas se debe destacar la
mayor dispersién en el grupo 1.° D, asf mismo se observa
que en los otros tres grupos aparecen estudiantes que desta-
can del grupo (uno en 1.° B, otro en 1.° E y dos en 4.° ESO).

A todos los alumnos, como ya hemos dicho, se les aplico
un test de Dominds. Se aprecia que no existen diferencias
significativas, aunque hay dos sujetos que tienen cierta
tendencia al alza dentro de su grupo (1.° B).

Ya hemos mencionado que, en general, no vamos a poder
verificar la hipdtesis de que las muestras provienen de
poblaciones normales, puesto que el nimero de alumnos
por grupo es muy reducido, pero si hemos realizados gra-
ficos que representan la distribucién y la distribucién nor-
mal que mejor las aproxima, para las tres variables (figura
5). Como puede verse, las notas previas son las que mejor
se ajustan, y el test de inteligencia y las calificaciones del
examen de conocimientos previos tienen discrepancias
debido, fundamentalmente, a que dichas variables toman
valores enteros. La simetifa y la concentracién de los datos
nos permitirian aproximar dichas variables por distribucio-
nes normales.

Frecuencias

la base de las tres variables analizadas y
contando con el conocimiento que tenia
cada uno de los profesores del Instituto
sobre el grupo al que impartia clase.

La primera comparacién la hicimos con
la variable nota previa y entre cada
curso. Resumimos los datos de la varia-
ble nota previa en la tabla 2, donde
todas las columnas contienen las mismas
caracteristicas resefiadas en la tabla 1,
salvo la segunda columna que muestra
el grupo de control o el grupo experi-
mental y que el rango ha sido excluido
por ser los grupos de diferente tamafio.

Nota previa Test de inteligencia Conocimientos previos
25 —~ 40 T 25
f NY 7
20 N 20
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15 15
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22 26 3’0 34 38 42

Puntuaciones
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Figura 5

Comparaciones entre los grupos de control y experimental

Dadas las discrepancias entre los cuatro grupos decidimos
que los alumnos del grupo experimental (un tercio del
total del grupo), debian ser representativos del grupo al
que pertenecian, por lo que se realizd una selecciéon sobre

Desviacién Asimetria Curtosis
Curso  Grupo N Media Mediana tipica  estdndar esténdar
1.°B Control 23 5223 5,25 1,004 -0,959 0,666
1.°B Experimental 10 5,862 6,187 1,147 -1,011 -0,336
1.°E Control 25 4,432 4,125 2,067 0,68 -0,882
1.°E Experimental 10 4,912 4,437 1,505 0,84 -0,81
1°D Control 29 5,59 5,625 1,287 0,625 -0,22
1.°D Experimental 10 5,312 5,187 1,418 0,507 -0,063
4.° ESO Control 30 5,822 5575 1,179 2,616 1,391
4.° ESO Experimental 9 4,961 4,95 0,483 -0,006 0,89

Tabla 2

También consideramos los diferentes
graficos box-plot (figura 6) y realizamos
contrastes de hipétesis, pero no los
incluimos aqui por no considerarlos
suficientemente fiables.

Se observa que para los tres cursos de
primero de Bachillerato los gréficos para
el grupo de control v el grupo experi-
mental son similares, los més parecidos
son para el curso de 1.° E, y en los otros
dos cursos parecen levemente superio-
res las calificaciones del grupo experi-
mental. Sin embargo, en el curso de 4.°
de ESO las conclusiones no son las mis-
mas ya que las distribuciones de las
notas previas presentan una desviacion
hacia valores superiores, tanto en el
grupo de control como en el experi-
mental, y la diferencia mas notable surge
al observar la concentracion en las pun-
tuaciones del grupo experimental. Con
respecto a los alumnos del grupo de
control de 4.° de ESO sblo podemos

concluir que es bastante semejante al de




Curso 1.° B Curso 4.° ESO mas subjetiva de las analizadas hasta ahora. Los datos apa-
recen en la tabla 4 y los gréficos box-Plot de cada curso
en la figura 8.
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T

‘ i entre los dos grupos de cada curso son parecidas a las
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distribuciones de la variable nota previa. La conclusion
Curso 1.° D Curso 1.7 E fue que la distribucién de las calificaciones del grupo de

'_ » 5. Exper , control y del grupo experimental eran similares, salvo en
el curso 1.° E que no difiere en forma, pero si en la con-
— i G. Control| i centracién alrededor de valores altos del grupo experi-
. S G mental.
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Figura 6
Desviacién Asimetria Curtosis
Curso  Grupo N Media Mediana fpica  estandar estdndar
‘ ‘I‘o‘s grupos de primero, pero existen dife- 1°B Control 21 30,619 30,0 3,294 -0,101 0,778
~ rencias entre las distribuciones de las 1°8 Experimental 10 31,2 305 3,120 2,5 2,951
_ notas previas del grupo de control y del 1°E  Control 20 32 31,5 3811 0972 -0,227
- . o 1.°E Experimental 9 32 31 2,872 0,15 0,934
_grupo experimental del 4.° curso de la
~ ESO que supusimos debida al azar. 1°D  Control 28 31,607 31,5 3,107 -1,281 0,699
- 1.°D Experimental 10 32,1 31,981 2,846 -1,142  -0,337
 Realizando los mismos andlisis para las 4.°ESO Control 29 30,586 30,0 2771 002 -0,827
_ puntuaciones obtenidas con el test 4°ESO Experimental 8 30,25 29,5 2712 0,389 0,321

~ modelo D-70, obtenemos la tabla 3,
- andloga a la anterior, y los graficos box- Tabla 3
- plot para esta variable (figura 7).

Los datos de la tabla muestran que en Curso 1.°B Curso 4.° ESO

- todos los cursos las caracteristicas entre )
. G. Exper. f i . G. Exper.
el grupo experimental y el grupo de
__control son similares, conclusién que se G. Control i " G. Control| 1
~ hace extensiva al contemplar los grafi-

~ cos box-plot. El curso de 1.° B es el que 23 27 31 25 39 25 27 29 31 33 35

- presenta mayor parecido entre los dos Curso 1.°E Curso 1.°F

grupos, y con mayor simetria dentro de
los mismos; en el curso de 1.° D existe G. Exper. | G Exper. '
asimetria indicando que las puntuacio-

G. Control| T G. Control f -

nes tienden a ser superiores a la media,
en el curso de 1.° E existen asimetrias 27 30 33 36 39 42 23 26 29 32 35 38
indicando que las puntuaciones tienden

i o Figura 7

a ser menores que la media; por Gltimo,
en el curso de 4.° ESO las puntuaciones
muestran una dispersion que  parece Desviacién Asimetria Curtosis
concentrar las puntuaciones alrededor Curso = Grupo N Media Mediana fipica  esténdar esténdar
de dos valores.

) 1.2B Control 22 3,045 3 1,759 0,076 -0,951
Para los datos recopilados sobre las 1.2B  Experimental 10 2,8 2,5 1,229 0,602 -0,351
notas de una prueba de conocimientos 1°D  Control 24 6479 65 1289 -0,298 -0,342
previos de las materias que se iban a 12D Experimental 10 6,4 625 1,329 0,227 0,059
desarrollar con las herramientas infor- 1°E Conrol 25 596 6 1428 -0797 -0,853
miticas consideramos que habia dos 1.2E . Experimental 7 6,857 7 1,069 -0,834 0,142
programas, diferentes exdmenes y dife- 4.°ESO " Control 31 4194 4 1289 1677 1,959
rentes profesores que debian calificar, v, 4.° ESO Experimental 9 4,111 4 0,697 1,563 0,508

por los resultados conjuntos analizados,
se podia pensar que esta variable era la Tabla 4




Curso 1.°B Curso 4.° ESO sus pardmetros similares a los de otra.
G. Exper. G. Exper. I | En cuanto al contacto que habfan teni-
— do con la informatica existia una bipo-
G. Control S— G. Control | 6o larizacién entre el 40 % de los alumnos
: L que afirmaban que no habfan tenido
o 1 92 3 4 5 & 0 4 6 3 contacto y que el 53 % afirmaba estar
bastante de acuerdo en haber tenido
Curso 1.°D Curso 1.7 contacto con la informatica.
G. Exper. G. Exper. Referente a su opinién sobre si la infor-
matica facilita el aprendizaje, se observa
G. Control { G. Control que la concentracion de los datos se
produce alrededor de los dos valores
4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 centrales —37 % para el menor y el
Figura 8 33 % para el mayor—, pero la diferencia
con respecto de la categoria A es que
no se bipolarizan, sino que el 70 % de
. B las observaciones se reparten en valores
Actitud del grupo experimental \ altos,
ante la informética
La opinién mayoritaria es que el uso del
Otra variable considerada fue la opinidén que tenian los ordenador no es ameno: el 53 % en torno
alumnos del grupo experimental sobre cuestiones referen- a valores de muy poco de acuerdo, y
tes a la informdtica. poco de acuerdo el 27 %. También se des-
Para dicho estudio se consideraron 66 preguntas con cua- tacan unas posturas muy radicales, por las
tro posibles respuestas, <Muy poco de acuerdo, «<Un poco que algunos alumnos considergban.el uso
de acuerdos, Bastante de acuerdo» y «Muy de acuerdo», y del ordenador muy ameno y divertido. )
que se agruparon en seis categorias —que definimos a con- La mayorfa de las respuestas, el 70 %,
tinuacién—, aunque algunas preguntas pertenecen a mas indicaban poco, o escaso, interés por
de una categoria, por lo que estas variables no son inde- parte de los alumnos respecto a temas
pendientes. Las caracteristicas observadas fueron: relacionados con la informdtica, si bien
1. Tipo A. El alumno ha tenido contacto con la informa- existian posturas de mucho interés hacia
tica (26 preguntas). estos temas, mis o menos los mismos
alumnos que consideraban el uso del
2. Tipo B. El alumno considera que el ordenador facilita ordenador ameno.
el aprendizaje (8 preguntas).
3. Tipo C. El alumno considera el uso del ordenador
ameno y entretenido (13 preguntas).
4. Tipo D. El alumno siente interés ante la informdtica Categoria N Media Mediana Rango Deisi;iic;ién éﬁ;%ﬁ ;t,g;og;sr
(12 preguntas).
) . . L Tipo A 30 2,16 2,36 2,00 0,58 0,21 -1,17
5. Tipo E. El alumno siente curiosidad por las aplicacio- Tipo B 30 2,22 227 213 0,61 -1,09 -0,77
nes informdticas (30 preguntas). Tipo C 30 1,88 1,69 2,50 0,7 2,42 0,51
Tipo D 30 1,89 1,75 2,25 0,56 2,95 1,87
6. Tipo F. El alumno estd en desacuerdo con el uso del Tipo E 30 2,21 2,24 1,92 0,51 0,17 0,77
ordenador en aspectos didécticos (14 preguntas). Tipo F 30 1,82 1,79 1,64 0,34 1,32 1,15
Las principales caracteristicas las resumimos en la tabla 5, Tabla 5
que contiene las mismas columnas que otras tablas prece-
dentes, y donde hemos incluido el rango por tener todas
las variables el mismo tamafio. 4
Incluimos el grifico Box-Plot de todas las variables defini- 3'3 T T -
das, considerando las opiniones de los alumnos de todos Q'gj P
los grupos experimentales (figura 9). 1.5 =
Merece la pena destacar que no existe semejanza entre los ] Tipo A Tipo B Tipo C Tipo D Tipo E

seis tipos considerados, ya que ninguna distribucién tiene

Figura 9. Actitud ante la informatica




especto a la curiosidad que sentian
nte aplicaciones informdticas, debe
estacarse que es la variable que mas
uestiones tenia en el test, por lo que se
disponia de mds datos para formar la
pinion, pero la distribucion de las opi-
iones es mas simétrica que las demis y
2 la vez la de mayor variacién en las res-
uestas; es la mds parecida a una distri-
bucién normal.

Por tltimo, la caracteristica de que el
alumrio estaba en desacuerdo con el
. uso del ordenador en aspectos didacti-
cos, tenia la vertiente de saber su opi-
nién sobre este tema y, ademds, com-
. probar si el test habfa sido contestado
coherentemente. No detectamos ningu-
~ na discrepancia severa en las contesta-
_ ciones, y comprobamos que la distribu-
~ ci6n de las respuestas era aproximada-
mente simétrica. Confirmamos que las
personas que sentian curiosidad ante
aplicaciones informiticas estaban de
acuerdo, con reparos, en la utilizacién
didictica de este tipo de herramientas,
mientras que los alumnos que no tenian
_esta curiosidad estaban en desacuerdo
con los fines didacticos del software
especializado.

- Andlisis de las calificaciones
finales

Es la dltima variable recopilada para
todos los alumnos y con la que preten-
diamos comparar los dos métodos de
enseflanza.

El estudio se realiza sobre las califica-
ciones de un examen comin en cada
curso, si bien de cada curso dicho exa-
men fue diferente y calificado por pro-
fesores diferentes, por lo que cabe espe-
rar que las distribuciones de las notas en
cada curso sea diferente. Los exdmenes
de cada curso fueron elaborados por
profesores que no impartian clase en
dicho curso, para evitar en alguna medi-
da la influencia subjetiva del profesor
del curso.

Analizaremos ademds, unas pruebas de
verdadero/falso y multi-respuesta que
tealizaron exclusivamente los alumnos
del curso de 1.° B,

Caracteristicas generales

En primer lugar consideramos el conjunto de todas las
calificaciones finales de todos los alumnos y de todas los
cursos, Mostramos las gréficas box-plot y de proximidad a
una distribucidén normal, donde la distribucién tiene media
4,66 y desviacion tipica 2,22 (figura 10).

La distribucién de las calificaciones es asimétrica y no se
ajusta mal a una distribucién normal, pero al ser exdme-
nes diferentes, la Gnica conclusion es que el conjunto de
todas las calificaciones parecen comportarse normalmente
y con calificaciones concentradas en valores centrales.
Realizamos, a continuacién, un andlisis comparativo entre

las calificaciones finales de cada curso, cuyas principales

caracteristicas estadisticas las resumimos en la tabla 6.

También consideramos los graficos box-plot entre los cua-
tro cursos y los dos programas (figura 11).

Como puede apreciarse no existen analogias entre los cur-
sos ni entre los temas de estudio, pero tampoco existen
diferencias exageradas entre ellos. Si se realizan andlisis de

Cadlificaciones finales

Nom. de alumnos  Histograma y curva ajustada

I 24
20 ]
ya
16 —
124
.
47 ﬁg
[
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Puntuaciones
Figura 10
Desviacién Asimetria  Curfosis
Curso N Media  Mediana Rango  tipica esténdar - esténdar
1.°B 33 4,305 4,4 7.9 2,02 -1,114. . -0,469
1.°D 33 5,288 5,0 8,5 1,992 0,347 . 0,146
1.2E 28 6,107 6,5 7.0 1,931 -0,711  =0,746
4°ESO - 31 3,097 3,0 7,0 1,85 2,264 0,598
Tabla 6
Puntuaciones por curso Puntuaciones por temas estudiados
H'—‘J Derivadas { —
Funciones
— { { o
T
2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 11
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la varianza, considerando como tratamientos los cuatro
cursos, o los dos temas estudiados, también se comprue-
ban diferencias estadisticas entre ellos, aunque como ya se
ha comentado no se puede asegurar que se cumplan las
hipétesis que se deben verificar para utilizar esta técnica
correctamente.

Si consideramos las calificaciones finales de los grupos de
control y experimental obtenemos la tabla 7 y la figura 12.
En esta figura aparece el grafico box-plot y los intervalos
de confianza, con nivel del 99 %, para las medias de las
calificaciones finales. También realizamos un analisis de la
varianza considerando los dos métodos de ensefianza,

aunque recordamos que no es muy fiable (tabla 8).

Desviacién Asimeiria Curfosis
Curso N Media Mediana tipica  esténdar esténdar
Control 86 4,88 5,0 2,24 -0,17 -1,27
Experimental 39 4,19 4,1 2,14 0,48  -0,64
Tabla 7

Calificaciones finales por grupos

Intervalos de confianza para la media

(99 %)

5,5

| 5.1

G. Exper. 1
4,7

4,3

G. Control

! 3,9

] T 3,5
0 2 4 6 8 0 G. Exper.

Figura 12

G. Control

Fuente Suma Grados Media

de variacién  de cuadrados “de libertad - de cuadrados ~ F . Pvalor

Entre grupos 12,7149 1 12,7149 2,61 0,1089
En cada grupo 599,868 123 4,8769
Tabla 8

La tabla 8 indica que la principal fuente de variacion es
dentro de los grupos, y por ser el P-valor mayor que 0,01
debemos concluir que no existen diferencias estadisticas
significativas entre las medias de las calificaciones finales
del grupo de control y del experimental. Es la misma con-
clusién que se puede observar con los graficos de la figu-
ra 12, si bien hay que destacar un pequefio sesgo hacia
abajo de las notas del grupo experimental. Realizamos mas
comprobaciones y resulté que tampoco existian diferen-
cias significativas entre las medianas, ni entre las desvia-
ciones tipicas.

Por lo que concluimos que las distribu-
ciones de las calificaciones finales de los
grupos de control y grupos de experi-
mentacién en cada grupo pueden con-
siderarse semejantes, aunque las califi-
caciones del grupo experimental eran
sensiblemente inferiores.

Andlisis por cursos

Para completar nuestro estudio y pues-
to que los exdmenes fueron diferentes
realizamos un andlisis semejante al ante-
rior pero en cada curso. Las principales
caracteristicas estadisticas de la variable
calificaciones finales en cada curso son
las que se muestran en la tabla 9.

Los graficos box-Plot de cada curso se
muestran en la figura 13 .

Puede apreciarse que las distribuciones
en todos los cursos y en todos los gru-
pos son bastante simétricas y semejan-
tes. Las distribuciones en 1.° By 1.° E
presentan concentracidén de calificacio-
nes alrededor de valores altos en el caso
de los grupos de control, y valores cen-
trales en el caso de los grupos de expe-
rimentacion, mientras que en el curso
de 4.° de la ESO, las calificaciones del
grupo de control se agrupan en torno a
valores medios y las del grupo experi-
mental se agrupan alrededor de valores
bajos. Hay que destacar que las notas
del curso 1.° B estin mds concentradas
que en el resto de los grupos, y que el
grupo experimental de 4.° de ESO tam-
bién muestra el agrupamiento de las
notas, como ocurria en el caso de las
variables de conocimientos previos y

notas previas.

Curso - Grupo

Desviacion Asimetria -Curtosis
Media . Mediana fipica  esténdar estandar

Control
Experimental

4,542 2,062 1,068 -0,402
1911 0,854 0726

Control
Experimental

1,996 0112 0,449
1,841 0345 0126

Control

Experimental

ESO Control
2 ESO  Experimental

o

1,847 074 0,563
2111 -0.165 —0.268

0,684
0,287

Tabla @




Cdlificaciones finales del curso

Calificaciones finales del curso

1°B 4.° ESO
{ G. Exper. }-—:| -
Control| F— i G. Control| {
0 2 ‘4 I6 8 0 2 4 [} 8
Calificaciones finales del curso Cadlificaciones finales del curso
1°D 1.°E ‘
G Exper. 1 G. Exper. {
- (:3.~Contro| f || G. Control — -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 Ié 8 10
Figura 13

~ Los cuatro cursos muestran una autose-
mejanza con el anilisis global de las
calificaciones finales por grupos, es
decir. existe una tendencia a calificacio-
nes mas bajas en el grupo experimental
_que en el grupo de control, y cuando
utilizamos técnicas de anilisis de la
. varianza en cada curso, comparando los
dos métodos de ensefianza, concluimos
que no existen diferencias significativas
ni entre la media, ni la mediana, ni la
variabilidad, ni la distribucién de las
calificaciones de cada grupo.

Andlisis adicional

En el curso de 1.° B, y a modo de prue-
- ba, se disefiaron dos pruebas adiciona-
les para todos los alumnos del curso,
que se realizd junto con el examen al
que estan acostumbrados los alumnos.
Una de las pruebas contenfa preguntas
que se contestaban con verdadero/
falso», ]a otra prueba contenia cuestio-
nes con multi-respuesta, con cuatro
posibilidades cada una. la razén de
incluir este tipo de pruebas es que, en
las aplicaciones informiticas que utili-
zaron los alumnos de los grupos expe-
rimentales se plantean cuestiones en
t€rminos de Verdadero/Falso y con
diferentes posibilidades. Puesto que
suponia un esfuerzo adicional para los

alumnos, se prefirié probar solo en un
curso.

Presentamos los resultados en la tabla 10 y en los graficos
box-plot de la figura 14, para los grupos de control y
experimental, del examen de multi-respuesta y verda-
dero/falso.

En el examen de multirrespuesta la tGnica diferencia apre-
ciable entre los dos grupos es la concentracién de las
notas, pero en el examen de V/F se aprecia que las califi-
caciones del grupo de control son inferiores a las notas del
grupo experimental. Con métodos de anilisis de la varian-
za no se aprecian diferencias entre los grupos para ningu-
no de los dos exdmenes adicionales.

Desviacién Asimetria Curtosis
Examen Grupo N Media Mediana tipica  estdndar estdndar
Multirrespuesta ~ Control 23 4,58 4,66 2,45 -0,3 -0,48
Multirrespuesta  Experimental 9 4,51 4,66 1,90 -0,9 -0,58
Verdadero/Falso Control 23 3,56 4 1,88 0,87 -0,46
Verdadero/Falso Experimental 9 = 4,67 5,5 1,09 -1,24 0,11
Tabla 10
Examenes multirrespuesta Examenes multirrespuesta
G. Exper. f H G. Exper. I —
f
G. Control | G. Control | | o
0 2 ;1 6 8 10 0 2 4 <] 8
Figura 14

Evaluacién del software empleado
en la experiencia

Elaboramos un test de 26 preguntas relativas a los dife-
rentes aspectos que debia tener un software educativo. Las
primeras 25 preguntas tenian cinco opciones, a saber:
siempre, frecuentemente, a veces, casi nunca y nunca; Glti-
ma pregunta era de tipo abierto. Dada la preocupacién de
los alumnos del grupo experimental ante la posibilidad de
que pudieran suspender todo el curso académico por
culpa de la experiencia abordada y pese a que se les ase-
gurd que no podria darse esa eventualidad, decidimos que
rellenaran los cuestionarios después de conocer sus califi-
caciones en la evaluacion correspondiente, con el fin de
evitar, en el grado de lo posible, la influencia entre las
notas con la evaluacion del software utilizado.

En los resultados generales tuvimos en cuenta una opinién
no recogida en ninguna encuesta de las entregadas y que
tuvo una gran influencia, da preocupacion ante la posibilidad
de fracasar en el examen». Esta opinién fue comunicada ver-



balmente, de forma individual y colectiva, a los profesores de
cada uno de los cursos que participaba en el proyecto.

El software sobre funciones fue mejor valorado que el de
derivadas. Una posible explicacién es que la preparacion
para abordar los conceptos de funciones son menos que
los requeridos para la comprension del tema sobre deri-
vadas, y que el programa sobre derivadas tenfa un nivel
algo superior al necesario para el grado de aprendizaje de
los alumnos de primero de Ciencias de la LOGSE.

A continuacién presentamos los aspectos mis destacados
de cada uno de los programas.

Estudio de funciones

Los aspectos destacados como positivos de esta herra-
mienta informdtica han sido:

i, No es preciso tener muchos conocimientos de infor-
mitica para manejar el programa y su manejo no dis-
trae para el aprendizaje de los conceptos.

ii. Es sencillo familiarizarse con la estructura en que
estin presentados los conceptos en las pantallas; cada
una de las pantallas no abruma con muchos conteni-
dos y tiene una ayuda apreciable.

ifl. Permite ir al ritmo que cada uno pretende, da tiempo
para pensar y, sobre todo, provoca preguntas a los
usuarios.

iv. Plantea ejemplos explicativos de los conceptos ense-
fiados y desarrolla la mayoria de los pasos interme-
dios en las operaciones.

Los aspectos negativos mas destacados han sido:

i.  Es necesario mis esfuerzo para adquirir los conoci-
mientos y mds tiempo que el que se emplea en las
clases presenciales.

ii. Es preciso un aumento de la comunicacién entre el
usuario y el programa.

ili. Proporciona pocos estimulos adicionales, y es desea-
ble conocer el nivel de conocimientos que se va
adquiriendo.

iv. Se desean aplicaciones informdticas con mas efectos
multimedia, sonidos e imigenes, para que sean mas
entretenidos.

La derivada: concepto y aplicaciones

Los aspectos destacados como positivos de este programa
han sido:

i, No es preciso tener muchos conocimientos de infor-
mitica para el manejo del programa, es sencillo fami-
liarizarse con la forma de «navegar por las pantallas y
encontrar temas de consulta.

ii. Permite ir al ritmo deseado por cada usuario, deja
tiempo para asimilar conceptos y, al igual que la otra
aplicacién, plantea preguntas.

El software
sobre Jfunciones
fue mejor
valorado que
el de derivadas.
Una posible
explicacion es que
la preparacion
para abordar
los conceptos
de funciones
Son menos que
los requeridos
para
la comprension
del tema
sobre derivadas. ..

iii. Tiene en cuenta conocimientos
adquiridos en cursos anteriores.

iv. Plantea ejemplos explicativos de los
conceptos considerados.

Los aspectos destacados como negati-
vOs son:

i, Falta un sistema de consulta para
temas tratados previamente y un
desarrollo mayor de los pasos inter-
medios.

ii. Proporciona pocos estimulos adi-
cionales y faltan indicaciones del
nivel de conocimientos que se van
adquiriendo.

iii. Falta establecer mas comunicacidén
entre el usuario y el programa.

iv. Se desean programas con mis efec-
tos multimedia de sonido e imagen.

Los aspectos negativos de ambos pro-
gramas han sido, en lineas generales, los
mismos lo que quizds se deba al caric-
ter innovador que presenta la ensefianza
mediante herramientas informaticas.

Estudio comparativo
de la experiencia

Debido a los cursos seleccionados ya
existe, por parte de los alumnos, inclina-
cién en la seleccién de diferentes asigna-
turas (primero de Bachillerato LOGSE de
Ciencias Sociales y de Ciencias de la
Naturaleza) lo que hace que sean apre-
ciables las diferencias entre los cursos,
con respecto a las notas previas y a los
conocimientos previos de los temas trata-
dos, mientras que las diferencias son mas
moderadas en el test de inteligencia, ya
que no tienen nada que ver con las notas
de los diferentes ejercicios realizados.

Los grupos experimentales de los tres
cursos de primero de Bachillerato
LOGSE, en las dos modalidades, son
andlogos a los grupos de control res-
pectivos, en las tres variables considera-
das (notas previas, conocimientos pre-
vios y test de inteligencia). En el curso
de 4.° de ESO ocurre lo mismo, salvo en
la. distribucién . de las notas previas,
donde en el grupo experimental tienen
una enorme concentracion.




i bien no se puede afirmar rotunda-
‘ nte que existen discrepancias entre
a5 notas finales de los grupos de control
xperimental, se aprecia que las notas
les de los grupos experimentales
on, moderadamente, inferiores a las de
0s grupos de control respectivos. Sin
mbargo y particularizando los resulta-
os para el grupo 1.° B, si el examen es
el tipo verdadero/falso, o multirres-
: esta, los resultados son sensiblemente
mejores que las del grupo de control.

on relacién al uso de herramientas
informdticas como medio de aprendiza-
, destacaremos que el mayor problema
que suscitd la experiencia fue la insegu-
‘ ridad de los alumnos al encontrarse sin
las explicaciones que reciben en clase,
_ no solo ante las explicaciones del tema

que se trata, sino en dudas que surgen
- con relacién a conocimientos anteriores,
_problema que desaparece paulatina-
 mente a medida que madura la persona.

Los alumnos que fueron seleccionados
para participar en las practicas habfan
tenido contacto con la informdtica en
~ una amplia mayoria, y consideraban
aconsejable el uso del ordenador en el
proceso de aprendizaje, pero su curiosi-
dad por temas informiticos era bastante
‘moderada. Merece la pena hacer constar
que una porcidn apreciable de los
encuestados mostraba una gran inclina-
cién hacia estos temas.

Los programas utilizados no precisan
conocimientos informaticos para su uso,
plantean ejemplos explicativos y permi-
ten ir estudiando al ritmo que cada uno
desee, aunque precisan de mas esfuerzo
individual. Se eecha en falta mayor
comunicacion entre usuario y programa,
mis efectos multimedia y una ayuda, en
el software, de amplio espectro.

Sugerencias para el uso de
herramientas informaticas

Es obvio que la educacién ha de enfo-
carse hacia el uso de las nuevas tecno-
logias multimedia y las comunicaciones,
pero estas aplicaciones informdticas
educativas no deben sustituir completa-
mente la figura del profesor.

Es obvio que
la educacion
ha de enfocarse
hacia el uso
de las nuevas
tecnologias
multimedia y las
comunicaciones,
pero estas
aplicaciones
informdticas
educativas
no deben
Sustituir
completamente
la figura
del profesor.

Alfredo Méndez
EUI Telecomunicaciones
Universidad Politécnica

de Madrid

A la hora de disefiar las aplicaciones informaticas se debe-
rfan de tener en cuenta los niveles educativos donde se
pueden utilizar, pero también deberfa valorarse la dotacién
de equipos, el mantenimiento y disponibilidad de los mis-
mos, asf como el entorno de los alumnos a los que va diri-
gido. No es lo mismo el enfoque que debe darse al tema
de derivadas para los alumnos de Ciencias Matematicas o
para los alumnos de Ingenieria Industrial, por ejemplo.

Si se utilizan programas informaticos, estos debian ser de
amplio espectro, interactivos con el usuario, flexibles y
que permitan al usuario orientar su estudio conociendo el
grado de aprendizaje que va adquiriendo.

La utilizacién del software educativo se debe considerar
como una herramienta mdis del material educativo del que
puede disponer el alumno para su aprendizaje. Con las
nuevas facilidades que proporcionan las nuevas tecnologias
es de esperar que se pueda desarrollar un software mucho
mas sofisticado que el empleado en esta experiencia y que
incluya explicaciones sobre conceptos propios del tema,
conceptos previos necesarios para abordar el tema que
hay que desarrollar e indicadores que permitan al profe-
sor, y por otra parte al alumno, conocer el grado de adies-
tramiento que adquiere el alumno.
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La complejidad de la educacién
y de la construccion del saber

Bruno D’/Amore

Este articulo trata de
«definir» algunos de los
conceptos diddcticos més
importantes, utilizando como
referencia la didactica
matemdtica. Solamente es un
intento de dar claridad y de
circunscribir los problemas a
los que se enfrentan los
docentes.

ONOCIMIENTO es la informacién sin uso; el saber es la accién
deliberada para hacer del conocimiento un objeto Gtil frente o
una situacién problemética. De donde se deduce que el aprendi-
zaje es una manifestacién de la evolucién del conocimiento en
saber. Por lo que el aprendizaje consiste en dar la respuesta
correcta antes de [a situacién concreta.

Con esta imagen, tan profunda, se expresaba hace algunos
afios Ricardo Cantoral a proposito del debate, de un tiem-
po para acd muy acalorado en todo el mundo, sobre lo
que significa en verdad saber.

Como veremos, la terminologia ha tomado hoy otra direc-
¢idn, no ciertamente univoca. Creo que existe la necesidad
de partir desde muy lejos, para buscar clarificar al menos
la eleccién terminoldgica, v para iniciar el debate sobre
este tema, que se prevé efectivamente siempre muy apa-
sionado, especialmente en Italia, en el momento en el que
estd por iniciarse una revision, finalmente moderna, del
sistema escolar completo.

Naturalmente, las «definiciones» que siguen no pueden ser
impecables: se trata simplemente de un intento por dar
claridad y para circunscribir los problemas, tan complejos
sin perdernos en un mar de acepciones. ..

Contenido

Un contenido es una porcién limitada de saber, restringi-
da a un cierto 4mbito y limitada a un cierto sujeto, a un
cierto tema especifico, a un cierto elemento de tal saber.

Desde ahora advierto que toda acepcién del sustantivo
«disciplina» se refiere s6lo al 4mbito curricular.

El sustantivo contenido puede vincularse con uno de los
siguientes adjetivos: disciplinario, metadisciplinario, pluri-
disciplinario, multidisciplinario, interdisciplinario, a-disci-
plinario, no disciplinario, y quizés otros.



Para cada elemento de esta clasificacion, se hace necesa- incluso elaborativos, interpretativos
rio un breve comentario: y creativos, de conocimientos que

e Contenido disciplinario: porcién limitada de un saber ligan contenidos diferentes.

especifico y circunscrito a un area identificable con el e dindmico: el uso y el dominio no
nombre de una disciplina. son la Unica expresién de la com-
petencia; la competencia engloba
en si misma como objeto no soélo los

e Conlenido metadisciplinario. porcion limitada de un
saber de segundo nivel relativo a una disciplina; por la competencia

ejemplo: expectativas sobre esa disciplina, imigenes engloba c'onocimientos que intervienen,
de la disciplina o de partes de ella; en todo caso, la jg ‘ S1no también fact:o.res meta-cognos-
acepcién mas general podria ser: reflexién sobre la en St misma citivos: la aceptacion del estimulo
disciplina. COmo objeto para usarlos, el deseo de hacerlo, el
o o 1o sélo deseo de completar los conoci-
e Contenido ' pl.umdzsczplmam‘): porcién llm}tada de 0 mientos que se revelan, en la prue-
saber constituido por un conjunto de Cor}ter.l1dos cada los conocimientos ba de los hechos, insuficientes v,
Z?O.dle, loslcuz;les ~Sel_ reconocg com.o atnbuﬁ?le a un.a que intervienen, por lo tanto, el deseo mismo de
isciplina; las disciplinas que intervienen estdn consi- , o aumentar la . )
propia competencia.
deradas, por asi decirlo, afines. sino también
Un esquema, a pesar de ser limitado,
e Contenido multidisciplinario. porcidon limitada de . f actores q' P
) " puede ilustrar, al menos en parte, la
saber constituido por un conjunto de contenidos cada meia- . .
o L complejidad del fenémeno:
uno de los cuales se reconoce como atribuible a una COgNOSCILiVOS. ..
disciplina; las disciplinas que intervienen son consi-
deradas no afines. *

o Contenido interdisciplinario. porcién limitada de
saber constituido por un sistema o estructura en la
que se mezclan e interactan saberes especificos pro- i i ¢ i i

Conocimientos

venientes de disciplinas diferentes.

e Contenido a-disciplinario. porcién limitada de saber en
el que inciden contenidos disciplinarios pero sin el Competencias
involucramiento explicito de una disciplina; por ejem-
plo, se trata de un contenido en el interior de una situa-
cidn a-diddctica, es decir no explicitamente didictica.

e Contenido no-disciplinario. porcién limitada de saber uso dominio
(exégeno) (endégeno)

que no tiene ninguna relacién con alguna disciplina

reconocida como tal. \
Y

e o Aumento
Conocimiento de la competencia
Un conocimiento es, al mismo tiempo: / \
e la reelaboracion de contenidos, hecha de manera Conclusién - Aumento
auténoma, para lograr una meta; del conocimiento de los conocimientos
e ¢l resultado de tal elaboracién. I l

Un conocimiento puede involucrar uno o mas contenidos.

Competencia

Una paradoja
Competencia es un concepto complejo y dindmico: del aprendizaie

e complejo: se trata del conjunto de dos componentes: .
‘ Se puede porner en evidencia una inte-
— uso (exdgeno); resante paradoja, elemento base para la

— dominio (end6geno). | discusion sobre el fenémeno del apren-




jer mientras existen conocimientos
contenidos puramente disciplinarios,
decir conocimientos puramente dis-
plinatios, no existe una competencia
ramente disciplinaria, porque la com-
tencia engloba dentro de si como
minimo factores metacognitivos, afecti-
o y, la mayor parte de las veces, la
mpetencia es el resultado de mais
nocimientos interconectados; y, sin
éfnbargo, las bases cognoscitivas de
In a competencia son necesariamente
sciplinarias.

En efecto, el dugar cultural» en el que
ne fundamento la construccién de
una competencia es la disciplina: tal
construccion es el resultado de la accion
dactico-educativa del maestro, el cual
necesariamente debe fundar todo cono-
cimiento y, por lo tanto, el estimulo a la
ompetencia en el interior de un siste-
ma disciplinario.

Eso da a las disciplinas un doble papel
educativo:

por un lado, almacén de contenidos
que deben elaborarse y transfor-
marse en conocimientos primero y
competencias después;

por otro lado, quien piensa que el
significado educativo de una disci-
plina se puede relegar al interior de
la disciplina misma, cumple un gra-
~visimo error didédctico; atencién a
querer restringir el resultado de la
accion didactica al interior de una
sola disciplina: la disciplina se ense-
fia para permitir la construccién de
conocimientos destinados a estimu-
lar 1a construccién de competencias
que deben necesariamente, como
hemos visto, traspasar la disciplina
misma (de otra manera su funcion
educativa disminuye).

Todo aumento de competencia com-
porta un reequilibrio de las competen-
_cias precedentes y una adaptacion;
pero se necesita recordar siempre que
las competencias son estructuras com-
plejas y dindmicas en las cuales, y a tra-
vés de las cuales, la mente se organiza.
Tiene sentido entonces pensar que un
aumento de competencia es un reequi-
librio de la mente,

...el dugar
cultural
en el que tiene
Jundamento
la construccion de
una competencia
es la disciplina:
tal construccion
es el resultado
de la accion
diddctico-
educativa
del maestro. ..

La educaciéon

Existe una fuerte relacioén entre las funciones educativas
de las disciplinas (verdaderas forjadoras de conocimientos,
y, por lo tanto, estimulos y objetivos inmediatos de las
competencias), y la educacién general en sentido llano
(digamos transversal); eso depende del hecho de que las
competencias son, por su misma naturaleza, dindmicas y
complejas y no se pueden reducir a una Unica disciplina;
presuponen y crean conexiones entre conocimientos y
sugieren nuevos usos y nuevos dominios, lo que significa
que das competencias generan competencias».

A la educacion general de un individuo contribuyen, en
igual medida y con igual fuerza, el conjunto de las com-
petencias y la capacidad de verlas desde fuera, en accion.
Ademis, algo que por ahora llamo «disponibilidad a la
implicacién personal» que retomaré mas adelante.

Hasta ahora voluntariamente he mantenido confusos (y lo
haré también enseguida) aquellos que una vez se llama-
ban el «aber (algo)» y el saber hacer (algo)»; esto porque,
dentro de las competencias y, atin mds, en el interior de
las conexiones sefialadas, aquellos que eran considerados
una vez los dos aspectos de la competencia hoy se pre-
fiere verlos en realidad mezclados e inseparables: serfa
como decir, para usar una terminologia ya no en boga,
que en el interior de las competencias relativas a un cier-
to objeto de «saber se halla ya implicito todo el mundo de
los «aber hacer relacionados con ese objeto.

Capacidad

La capacidad es la expresion especifica externa de caric-
ter activo de cada competencia individual.

Se pueden estructurar asi, precisamente de acuerdo con las
conexiones hechas posibles, las capacidades «superiores»,
es decir, aquellas que distinguen, en el mundo animal, al
ser humano. Al hacer esto, se deben casi olvidar las disci-
plinas individuales y pensar que las capacidades son
expresiones mdltiples que, aun pudiendo hallar especifica-
cién ejemplar en el interior de una disciplina, la deben tras-
pasar para ponerse mis en el mundo de la educacion
general que no en el mundo del cognitivo especifico.

La siguiente lista no quiere ser una taxonomia; estd escri-
ta a manera de ejemplo, es puramente indicativa y no
tiene ninguna pretensiéon de ser completa; proviene de mi
experiencia de didacta; la distincién en niveles toma:en
cuenta también sélo una hipoétesis personal que puede ser
totalmente cuestionada.

e Nivel 1: saber describir
saber resumir
saber indicar o escoger



e Nivel 2: saber argumentar
saber resolver
saber proponer

e Nivel 3: saber modelizar
saber conjeturar
saber definir
saber confrontar

e Nivel 4: saber demostrar
saber prever

e Nivel 5: saber meta-argumentar (saber defender una
propia opinién)
saber poner en evidencia las competencias
de las que se estd haciendo uso
saber reconocer las competencias faltantes en
una situacién problematica

Competencia y capacidad como hecho
privado, singular, personal

En su estructura, increiblemente compleja, competencia y
capacidad estan intrinsecamente y profundamente conec-
tadas con el individuo para el que se nombran.

Nos hallamos aqui mas cercanos a una concepcién prag-
midtica, que no realista, del aprendizaje pensado como teo-
ria; en el sentido de que me parece necesario rechazar dia-
riamente la hipotesis segiin la cual existen competencias o
capacidades en si mismas, a las cuales o hacia las cuales se
debe conducir al alumno, como en un recorrido didictico
hipotético, ya pre-escrito, pre-establecido, lineal, jerdrqui-
co. Mi idea es que haya necesariamente recorridos distin-
tos y personales, ya que el individuo entra a formar parte
de manera profunda de la naturaleza misma de la compe-
tencia, interpretindola. No existe una semdntica objetiva o
una légica objetiva de una competencia, sin embargo, exis-
te un uso, una interpretacion, una fenomenologfa.

Puesto el ser humano, cada especifico ser humano, en el
interior del complejo sistema de la competencia y de la
capacidad, entonces la Gnica valoracidén comparativa posi-
ble de ellas no puede ser diacrénica, es decir relativa a
algo que podemos llamar «evolucién de las capacidades»,
o de una cierta capacidad, de aquel individuo.

Para no arriesgar a perderse en mil sinuosidades frente a la
inaccesibilidad de una objetivizacién de las competencias y
de las capacidades, lo que se puede hacer es establecer
«nodelos» de competencias y conocimientos esperados
que, por simplicidad, pueden pensarse en versién discipli-
naria o no. Es en su interior donde tiene sentido establecer

No existe
una semantica
objetiva
o una légica
objetiva de
una competencia,
sin embargo,
existe
Un uso, una
interpretacion,
una
Jfenomenologia.

modalidades lingtiisticas esperadas,
valoraciones diacronicas de evolucion
del lenguaje, buscando tomar en cuenta
tanto la capacidad de hacer uso de len-
guajes especificos para una determinada
competencia, como la capacidad de ela-
borar auténomamente aquel lenguaje.

Pero no hay que perder de vista jamds el
hecho de que eso es posible con la con-
dicién de proporcionar modelos y recor-
dar, méds adelante, que aquel tipo de
andlisis permanece en el interior del
modelo o de los modelos elegidos v no
constituye un absoluto para esa persona.

Una ulterior consideracidén. En este
momento, en el que existe una cierta
tendencia a querer privilegiar los aspec-
tos «ransversales» a-disciplinarios, se
necesita en cambio reivindicar con fuer-
za el hecho, desde mi punto de vista
adquirido de la investigacion en didacti-
ca especial, de que todo conocimiento
es un conocimiento Sititado; sin embar-
go, por su misma naturaleza, las com-
petencias y las capacidades son sistemas
dindmicos complejos que abrazan mas
disciplinas curriculares y argumentos
meta-disciplinarios (afectivos, metacog-
nitivos, etc.).

Por lo que el hecho educativo es de
cardcter meta, ya sea con respecto a las
disciplinas, o con respecto al sistema
mismo de las disciplinas, pero vive, se
nutre, obtiene linfa del curriculo disci-
plinario. Esto desde cualquier punto de
vista. S6lo para permanecer en el am-
biente de la escuela, el estudiante vive
sus horas divididas por materias, sus
expectativas divididas por materias; y el
maestro es maestro de una determinada
materia a la que hace referencia, y debe
hacerlo, para toda accién educativa y
didictica. No es posible en ningin caso
huir del complejo. sistémico que se
llama «ridngulo de la didactica», en el
que cada componente tiene la misma
relevancia que los otros dos:

alumno

maestro




a evaluacion

valuacion es la expresion, por parte
docente, de un juicio sobre cada
mno en referencia, al menos, de dos
‘mponentes de la educacién:

el conjunto de las capacidades al-
‘canzadas;
‘el grado de implicacién personal
(tanto en sentido especifico, como
general).

estringiendo ain mds, y de manera
efinitiva, toda la argumentacion ante-
or al mundo de la escuela, resulta evi-
ente que todo acto educativo es un
hecho puramente subjetivo, dificilmente
raluable fuera del complejo sistémico
del individuo, de la persona.

Por lo que la evaluacién es sélo, en
patte, la certificacion individual de las
competencias.

Se necesita desarrollar en el estudiante,
como fin ltimo de la educacién, el
gusto por hacer uso de las propias com-
petencias, a implicarse en el proceso de
construccion del propio conocimiento,
del propio saber, de la propia educa-
6n, a aceptar la devolucién.

_ El grado de aceptacién de la devolucion
- por parte del alumno también corres-
ponde, en alguna medida, a la evalua-
ci6n de la calidad de la profesionalidad
docente, del logro del éxito didactico
k ~ del profesor.

_ Pero si el estudiante se hace cargo per-
- sonal de la construccién de las propias
competencias y capacidades, debe exis-
tir también el nacimiento y el desarrollo
del gusto de la autoevaluacion por parte
del estudiante, y una distribucién de la
carga de la responsabilidad de la evalua-
_ Cidn, no solo en el docente, sino en la
pareja en relacion: maestro-alumno.

El objetivo de la accién educativa es la
continua ruptura del contrato didictico,
ruptura que permite la devolucién; sélo
asi se inicia la construccion del saber vy,
por lo tanto, se logra la educacién; esto
permite:

®  Flevar el nivel de los conocimientos
v, en consecuencia, de las compe-

Por niicleo
fundacional de
una determinada

disciplina
podremos
entender
unos contenidos
clave para
la estructura
misma
de la disciplina,
no tanto
en el plano
meramente
diddctico,
sino en el plano
JSundacional,
epistemologico.
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tencias (este punto es delicado: no es bajando los nive-
les de conocimientos esperados como se favorece el
aumento de las competencias y de las capacidades).

e Construir una Optica de los créditos con métodos
objetivos, pero compartidos y preri *terminados (la
aceptacién de la implicacién personal es también la
aceptacién de la propia evaluacién con referencia a
las metas puestas conjuntamente).

Instruccién

i Didéctica

Educacién

Nucleos fundacionales

Como se ha visto, contenidos y conocimientos son la base
para la construccién de competencias y capacidades, en su
significado complejo.

Su mejor eleccién —la modalidad de su eleccion— constitu-
ye un punto esencial de todo el nuevo sistema. Hasta
ahora la escuela se ha comportado como si al alumno se
le debiera proponer una especie de vasta enciclopedia de
los posibles contenidos de las disciplinas individuales, se
necesita meditar esta fase con extremo cuidado.

Por ser base propulsora de la construccién de competencias
y capacidades, los contenidos y los consiguientes conoci-
mientos deben responder a requisitos de interés, aceptacion,
satisfaccién de curiosidades intelectuales; ahora, nunca son
los contenidos individuales especificos, restringidos a casuis-
ticas microscopicas, los que mueven la curiosidad del alum-
no y le permiten lograr competencias deseables. Se trata
entonces de elegir contenidos que constituyan, el corazén,
el niicleo alrededor del cual coagular otros posibles conte-
nidos, en el interior de un tema disciplinario que provenga
de un interés didéctico. En otras palabras, mds que desple-
gar y mostrar una larga lista de contenidos, lo que se nece-
sita hacer es tamizar con extremo cuidado y con mucha astu-
cia didéctica aquéllos que ahora se llaman los wiicleos fun-
dacionales», disciplina por disciplina.

Por ntcleo fundacional de una determinada disciplina
podremos entender unos contenidos clave para la estructu-
ra misma de la disciplina, no tanto en el plano meramente
didéctico, sino en el plano fundacional, epistemolégico.

Se trata de elaborar estrategias didicticas en las que el
estudiante es atraido no a examinar cadenas de conteni-
dos, sino a participar en la construccién de sus propias
competencias a partir de conceptos elegidos de manera tal
que constituyen un interés por si mismos, y desarrollos



que involucren y amalgamen otros contenidos considera-
dos clave en el desarrollo de la disciplina (la historia y la
epistemologia de las disciplinas individuales pueden ayu-
dar mucho en esta fase).

Ensefiar por nicleos fundacionales, mas que por conteni-
dos, significa tejer una red conceptual, estratégica y logica
fina e inteligente, no ciertamente reducir las demandas; es
mis, jla eleccién del nicleo es un modo para probar la
resistencia de los retos culturales! Todo concepto es en
realidad, como debe ser, la meta de un complejo sistema
a mallas: por otra parte, no existen conceptos totalmente
aislables y son parte de un concepto redes de relaciones
mds que «bjetos» conceptuales individuales,

La cldsica posicién docente de exposicién continua de
conceptos que hay que aprender, se sustituye por lo tanto
por la propuesta de implicacién personal (devolucién) a
cada estudiante; tal aceptacion deberia ser lo mds auténo-
ma posible, aceptada por parte de cada alumno que se
implica, es decir, que asume en primera persona la cons-
truccion sefialada antes (implicacién), aceptando romper
las complejas mallas del contrato didictico.

Més que de sistema de ensefianza-aprendizaje, aqui se trata,
sobre todo, de un complejo sistema de acciones que prosi-
guen entre situaciones diddcticas y a-didécticas, en las que
el estudiante acepta su papel no sélo de repetidor pasivo
de lo que le ha sido ensefiado, sino de actor protagonista
de la construccion. A esto debe agregarse, como decia antes
y como corolario, la educacion al gusto de la implicacion,
de la asuncién de responsabilidad aprenditiva, de reto, de
evaluacion casi autonoma de los resultados alcanzados.

Continuidad

En este punto, en un sistema escolar con mds fases, no se
necesitard ya hablar de continuidad de un ciclo a otro,
sino de algo mucho més simple, la prosecucion de los estu-
dios: lo que caracteriza a un ciclo con respecto a los que
le preceden es la mayor profundidad critica, el analisis cri-
tico mas puntual de los contenidos (y, en consecuencia, de
las competencias alcanzadas).

Qué significa evaluar competencias
matematicas

En la competencia, lo que juega un rol fundamentalmente
no es tanto (0 no es sélo) el conjunto de los conocimien-
tos sobreentendidos, es también la disponibilidad a «arries-
gar (cognitivamente, entiendo), haciendo uso de conoci-
mientos provisorios, con el fin de resolver una situaciéon de
apariencia, con los conocimientos ya poseidos (digamos
aquéllos de la zona de desarrollo efectivo de Vigotski), no
se alcanza a resolver.

Si el estudiante
no acepta
el juego,
si no acepla
la responsabilidad,
no se da
la construccion
del aprendizaje,
no se da
la resolucion
del problema.

1 Cuando se escribe «afectivo»
muchos piensan de inmediato
en los primeros niveles de esco-
larizacién. Pero una y otra vez
he escrito, dicho y demostrado,
que lo afectivo esta presente en
modo determinante “en. cual-
quier nivel escolastico. Con
una frase banal: No hay cogni-
tivo sin afectivo, a cualquier
nivel, " incluida la' educacion
superior, y la universidad.

Desde mi punto de vista, uno de los
componentes mas significativos del
valor y del nivel de una competencia es
de cardcter «afectivor: la disponibilidad
a hacer uso de ella'. ;Qué seria una
competencia sin el deseo, sin la volun-
tad, sin el gusto de hacer uso de ella?

De una competencia forman parte tanto
los conocimientos que estdn en su base,
como los utilizados en situaciones no
rutinarias, esto es, en aquellas en las
cuales el estudiante estd obligado a
jugarse sus propias cartas, a implicarse
personalmente.

Repito esta frase con mayor lentitud. El
maestro intenta la devolucion, esto es,
intenta asignarle al estudiante, a cada
uno individualmente, la responsabilidad
de hacerse cargo de la construccién de
su propio aprendizaje o de la solucién
de un problema. El estudiante acepta
esta responsabilidad, es decir, se impli-
ca directamente en la construccion o en
la resolucion. Alcanza, y busca entonces
en el maestro la confirmacién del resul-
tado positivo de su tarea; la bisqueda
en el maestro porque es éste el titular
del senso social del conocimiento, es él
(o ella) que la institucién-escuela puso a
salvaguardia y sigilo de los aprendizajes,
es €l (o ella) quien confirma la institu-
cionalizacién del conocimiento.

Por tanto, sea en la situacién didactica
general (que puede ser de tipo did4cti-
co o de tipo adidactico, y para mayor
precision sobre estos puntos reenvio a
D’Amore, 19995; Martini, 2000), sea la
situacién contingente, relativa, esto es, a
la especifica apuesta cognitiva que se
pone en juego, la intervencién de lo
afectivo es decisiva. Si el estudiante no
acepta el juego, si no acepta la respon-
sabilidad, no se da la construccién del
aprendizaje, no se da la resolucién del
problema.

Esto nos devuelve a dos palabras claves
de lo afectivo, que tienen un papel deci-
sivo en todo el juego» de la didactica:
motivacion y volicién, no siempre pre-
sentes entre los profesores; la motiva-
cion es necesaria para tener la disposi-
cion de aceptar el papel de estudiante
implicado; pero la wvolicion es aquella
que . permite realmente pasar a la




ion. jMucha motivacién, pero sin
guna volicién, conducen a un resul-
o vacio o nulo!

ot tanto, en la evaluacion de las com-
encias son varios los puntos que
tran en juego:

" los «conocimientos» puestos en
‘escena y sin los cuales la compe-
tencia estaria vacia de «contenidos»;

la capacidad de wsar conocimientosr;

la capacidad de «sar transversal-
mente los conocimientos», fuera de
su contexto de contenidos;

la capacidad de «arriesgar, hacien-
do uso de conocimientos no del
- todo asimilables, en la zona de
- desarrollo préximo y no en la zona
~ de desarrollo afectivo;

la «motivacion para entrar en juego
- como estudiante que se hace cargo,
gracias a la wolicién» que transfor-
ma el deseo en accidn;

el deseo, el gusto, la voluntad de
hacer uso de los propios conoci-
. mientos para resolver la situacion y
construir nuevos conocimientos.

e necesita comenzar admitiendo que
s alumnos son cazadores de «conteni-
_dos» y no los evitan absolutamente: los
_ buscan, los apresan, los hacen propios,
los elaboran, los manipulan...

existen contenidos, entonces existen
también «conocimientos», aquellos pues-
_tos en escena en la reelaboracién de los
‘éontenidos, en su conexion también
relacional, en la estructuracion del cog-
nitivo. El alumno, una vez que asimila y
hace propios los contenidos, los aplica
a su forma de participacion en la vida
social, en el juego, en las conversacio-
nes, en los conocimientos que son ver-
daderos y propias reelaboraciones
estructurales de los contenidos.

Y aqui hemos concluido los dos prime-
ros puntos de la evaluacién:

® - Qué contenidos posee el alumno.

Como los usa estructuralmente en
los conocimientos que pone en el
campo.

Pero lo mejor de los conocimientos es
que no se limitan a ser usados en el pro-

/Mucha
motivacion,
pero sin ninguna
volicion,
conducen a
un resultado
vacio
o nulo!

pio, especifico y a veces restringido campo de accion, sino
también «ransversalmente», mas alin, esta capacidad trans-
versal es propiamente aquella que revela la inventiva, la
creatividad.

Y estamos, por tanto, en el tercer punto de la evaluacién:

e Coémo el alumno usa transversalmente los conoci-
mientos que posee,

En este punto entran en juego los «iesgos» ;qué riesgo
hay que afrontar siempre y sblo, por cuanto correcta-
mente, ejercicios repetitivos, para la confirmacion de
capacidades ya existentes, en la zona de desarrollo efec-
tivo? Se requiere que el alumno se enfrente a problemas
nuevos, no a ejercicios, para medir su capacidad de lan-
zarse, de arriesgar, haciendo uso de conocimientos no
del todo asimilados.

Y estamos, por tanto, frente al cuarto punto de la evaluacion:

e Bl alumno estd dispuesto a arriesgar, frente a una
situacion nueva que no puede resolver haciendo uso
Gnicamente de los conocimientos efectivamente
alcanzados?

«Motivacion» y «wolicidén» son factores de extrema impor-
tancia y, mas atn, son factores que deben entrar en juego,
de modo pertinente. El maestro puede hacer mucho para
favorecer una correcta motivaciéon, pero a ésta debe
corresponder la volicién por parte del alumno.

Asi mismo, la parte de mayor intensidad afectiva, es decir
aquella relativa a la «oluntad», al «gusto», al «deseo», de
poner en evidencia los propios conocimientos para resol-
ver dichas situaciones, con placer, se constituye en un
aspecto esencial de evaluar; especialmente en los prime-
ros niveles escolares, ésta no debe ser confundida con una
exhibicién vacia, debe coincidir con una verdadera y pro-
pia colaboracion con el quego didicticor del profesor.
Pero mis que la indagacion de la gratificacion, es el serio
y determinado deseo de alcanzar la tarea: resolver una
situacién problemdtica, proponer soluciones personales,
participar en la construcciéon de un recorrido cognitivo,
participar en una discusion.

Y estamos por tanto en el sexto y Gltimo punto de la eva-
luacién, punto que requiere que el maestro verifique si,
frente a situaciones lidicas de un cierto tipo, de un cierto
respiro, el alumno, cada alumno en forma individual, res-
ponde proponiendo sus propias soluciones coherentes y
significativas.

La evaluacién podria asi considerarse como una rejilla que
el maestro deberd elaborar, competencia por competencia:

e siuna competencia Csupone los conocimientos ¢;, ¢,
.., €, se trata de evaluar el dominio, por parte del
alumno de los mismos conocimientos ¢;, C,, ..., €

e la capacidad por parte del alumno de usar los cono-
cimientos ¢, ¢,, ..., ¢, en las situaciones en las cuales
éstos tienen un sentido;
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e la capacidad de usar algunos de estos conocimientos
en modo transversal, esto es, fuera de las situaciones
en las cuales han sido estrechamente vinculados o
hechos propios;

e la disponibilidad que muestra el alumno de arriesgar
cognitivamente, en la zona de desarrollo préximo, en
el sentido en que se ha dicho antes;

* motivacion y volicién demostradas por el alumno
durante la actividad,;

e el gusto, el deseo, la voluntad mostrados por el alumno
en la utilizacion de sus propios conocimientos a fin de
resolver la situacién y construir nuevos conocimientos.

Ahora espera a los maestros, en situaciones de clase,
jugarse esta carta; reunidos en grupos de trabajo y fijadas
algunas competencias que se entienden realmente evalua-
bles, deberin elaborar una rejilla de evaluacién coherente
y atendible, creando ejemplos que puedan ser utilizados
en diversas situaciones de aula. La reunion de tales rejillas,
validadas y haciéndolas objetivas a partir de la repeticion
en diversas situaciones, consignari a la escuela militante,
un instrumento que parece set, al dia de hoy, de un nivel
potencialmente altisimo.

Una objecién de fondo

Una obvia objecién de fondo a todo esto, y especialmen-
te a todo lo que concierne a la evaluacién de la capacidad,
es que todo es vago, se basa sobre cuestiones profunda-
mente personales, no objetivas.

Es verdad, acepto y participo en primera fila de la critica,

Pero, por otra parte, no es posible no estar de acuerdo en
que todos los intentos a escala planetaria por llegar a una
evaluacion objetiva, no basada sobre juicios personales
del maestro o de cualquier evaluador humano, influencia-
ble y, por tanto, no objetivo, han tenido resultados vanos:
son fallidos los intentos por alcanzar test objetivos, sea
cual sea la forma, test cerrados etc., de una nacion en par-
ticular o comunes a todas las naciones.

Hago alarde y fuerza para sostener mi precedente tesis, a
partir de un articulo, aparecido recientemente, de Howard
Gardner, «The testing obsession», (31 de diciembre de 2000),
en el cual el famoso psicdlogo denuncia y ridiculiza la «bse-
sién del test que ha invadido toda América y estd invadien-
do Europa, en la vana esperanza de poder alcanzar un sis-
tema de evaluacién lo mis imparcial posible, independiente
de los juicios de los seres humanos (Gardner, 2000).

Un reciente anilisis personal? del sistema usado en
Colombia para las pruebas del ICFES? (al terminar educacién
bésica y media) me han llevado a la conviccién que en tales
pruebas «objetivas» se mide solo la ... fortuna que ha tenido
un estudiante de haber encontrado en el transcurso de su
formacién académica profesores que han desarrollado exac-
tamente esos contenidos (contenidos, lo escribo aqui a pro-

2 Mis comentarios sélo atafien a la
matematica, se sobreentiende.

3 Instituto “Colombiano para el
Fomento de la Educacion
Superior.

Bruno D’Amore
Departamento
de Mateméticas.
Universidad de Bolonia.
Facultad de Ciencias
de la Formacién.
Universidad de Bolzano.

pbsito con la intencién de ser provocati-
vo) que el mismo estudiante encontrard
en el test, dado que el sistema complejo
que regula y determina la capacidad no
es probable en modo alguno sin obser-
vaciones personales.

Entonces, no sera tampoco «objetivo» lo
que caracteriza mi propuesta, pero de
cualquier manera no puede serlo en
caso alguno.

Ademas, tiempo atrds estoy intentando
colocar al ser humano en el centro de
sus propias experiencias: cognitivas, de
aprendizaje, de conocimientos; por
tanto, esta posicion es coherente con el
esfuerzo perseguido. No es un caso que
la institucionalizacion del saber cons-
truido sea hecha por el maestro, dado
que él es reconocido por parte del
alumno y por parte de la noosfera como
el depositario del saber.

A pesar de los riesgos «contractuales»
que ocurren en el aula, a pesar del ries-
go de que el estudiante no acceda al
saber sino a través de la figura mediatriz
del maestro, a pesar del riesgo de la
escolarizacién de los saberes (D’Amore,
19994), yo prefiero una relacién humana
a una verificacidon pre-disefiada, masifi-
cada para cada caso y para cada mente
(pre-disefiada por seres humanos, en un
delirio de omnipotencia predictiva). jA
menos, claro estd, que cambie de modo
estructural y significativo toda la arqui-
tectura escolar, con maestros que estén
al corriente en' forma explicita y muy
detallada de las competencias esperadas!
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Los origenes del método
de minimos cuadrados

Gabriel Ruiz Garzoén

OS ANTECEDENTES

En los actuales manuales de Estadistica se suele plantear el
método de minimos cuadrados como una importante y sin-
gular técnica relacionada con el problema del ajuste, consis-
tente en obtener la ecuacién de una curva que, bajo deter-
minado criterio, se «acerque» o adapter lo mejor posible a los
puntos observados de una distribucién bidimensional.

Sin embargo, en sus comienzos, el método de minimos
cuadrados era una técnica geodésica. Como explicaremos
mas adelante, era una técnica para resolver sistemas de
ecuaciones donde el nimero de ecuaciones superaba al
de incognitas.

Varios son los antecedentes alejados de la Estadistica que
generaron el método de minimos cuadrados: el problema
de la figura de la Tierra y, ligado a él, la medicién del arco
del meridiano terrestre, y a su vez relacionado con este
altimo, el problema de la introducciéon del Sistema Métrico
Decimal.

Los matemdticos debemos tratar estos temas al unisono y
no como si fueran compartimentos estancos. La visién
conjunta de todos estos problemas es mucho mas enri-
quecedora para el alumno. Este articulo quiere colaborar
a ese objetivo.

Los dos principales métodos para determinar la figura de
la Tierra son los experimentos con el péndulo y las medi-

L . das del arco del meridiano terrestre.
El prinicipal objetivo de este

arficulo es mostrar la génesis | Que la Tierra no era una esfera perfecta se sabia porque a
histérica del mjfojc’ de un péndulo cerca del ecuador le afectaba menos la grave-
minimos cuaarados dad que al mismo péndulo en Paris. Newton demuestra en

relacionada con el problema o . .
de la medicion del arco del los Principia (1687), que la Tierra tiene que ser achatada

meridiano terrestre y la por los polos y si definimos la elipticidad p como
infroduccién del Sistema E-P
Méitrico Decimal. p= 7




donde E es el radio ecuatorial y P es el radio polar,
encuentra que 1/p = 230,

Domeénico Cassini, director del Observatorio de Parfs,
piensa que el achatamiento se produce en el ecuador y no
en los polos. Si el grado cerca del ecuador es mds peque-
fio que cerca del Polo, entonces la forma de la Tierra es la
predicha por Newton.

En 1735 la Academia Francesa envia una expedicién a
Per(l, encabezada por Bouguer, y otra a Laponia, encabe-
zada por Maupertuis, para medir la longitud del arco y
compararla con la medida del arco en Paris.

Pierre Bouguer (1698-1758), fue profesor de Hidrografia
en el Havre. En la expedicion a Perd estuvo acompafiado
por Godin y La Condamine. Bouguer fue el primero en
regresar a Parfs y el primero en comunicar los resultados
de la expedicion a la Academia, lo que le granjeé las ene-
mistades de sus compafieros de viaje.

Por cierto, Louis Godin (1704-1760) muri6é en Cadiz siendo
director de la Academia de Guardias Marinas de la Armada.

Por otra parte, Maupertuis (1698-1759) fue discipulo de los
Bernoulli en Basilea. En su viaje a Laponia estuvo acom-
pafiado por Alexis Claude Clairaut (1713-1765), matemati-
co y fisico de gran precocidad, que ingresé en la
Academia de las Ciencias de Paris a la edad de dieciséis
afios. En su viaje a Laponia demostraron la idea de
Newton sobre la forma de la Tierra.

Pero no fue el Gnico intento. En Italia, el Papa Benedicto
XIV comisioné al sacerdote jesuita serbio Giuseppe
Ruggiero Boscovich (1711-1787), para llevar a cabo ciertas
medidas del arco del meridiano. Boscovich propuso el
método que Laplace bautizd como «método de situacions,
para diferenciarlo del «nétodo de minimos cuadrados»,
«ste Gltimo mucho mis ventajoso que el primero», en
palabras del sabio francés.

Mientras el método de minimos cuadrados propuesto por
Legendre minimiza la suma de los errores al cuadrado, el
método propuesto por Boscovich minimiza la suma del
valor absoluto de los errores.

Pero este problema de la medicién del arco del meridiano
estd relacionado con la introduccién del Sistema Métrico
Decimal.

En 1790 la Convencién Nacional decide introducir un
nuevo sistema métrico que acabe con la disparidad de
medidas que existian en todos los paises. Unos planteaban
como medida de longitud la de un péndulo que marca el
segundo en los 45° de latitud, a través de la conocida fér-
mula fisica que liga la longitud del péndulo / con su peri-
odo T
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Mientras
el método
de minimos
cuadrados
propuesto
por Legendre
minimiza la suma
de los errores
al cuadrado,
el método
propuesto
por Boscovich
minimiza la suma
del valor absoliito
de los errores.

Figura 1

Pero esta medida se desestimé entre
otras razones porque dicha longitud
depende de la latitud en la que nos
encontremos. La definicion que se
adopta es tomar como unidad de longi-
tud la diez millonésima parte del cua-
drante de un meridiano terrestre, el lla-
mado metro (del griego metron = medi-
da). Por tanto, se debfa medir la longi-
tud de una subseccion de ese arco y se
decide medir el que va desde
Dunquerque a Montjuic (Barcelona).
Delambre medird el tramo de Dun-
querque a Rodez y Méchain de Rodez
hasta Barcelona. Méchain morird en
1804, cerca de Castellon de la Plana,
revisando los cilculos ya realizados.
Previamente, Méchain habia participado
junto a Cassini IV y a Legendre en el
proyecto de  triangulacién entre los
observatorios de Greenwich y Paris,

Con los cilculos de Delambre y
Méchain hemos elaborado la tabla 1 que
nos da la longitud S de los cuatro seg-

mentos consecutivos del arco de meri-




jano que atraviesa Paris, medidos en
4dulos (1 modulo = 12,78 pies), los
rados de latitud d'y la latitud del punto
edio L de cada segmento de arco
igura 2).

4 medicién del meridiano Dunquer-
ue-Paris-Barcelona fue ampliada en
817 hasta Formentera por Biot y Arago.

Médulos Grados Punto medio
S d L

querque a Pantheon 62472,59  2,18910 49° 56' 30"

theon (Paris) a Evaux. -+:76145,74  2,66868 47° 30" 46"

ux a Carcassone 84424,55  2,96336  44° 41' 48"

cassone Barcelona 52749,48 1,85266 42°17' 20"

Tabla 1
E
Figura 2

El desarrollo €l n/w‘todo
de minimos

Hemos visto que el papel de la cuadrados

. Astronomia ha sido muy importante en
el origen y desarrollo del método de
minimos cuadrados. Legendre publica el
método en 1805 en un apéndice del
libro sobre la 6rbita de los cometas:
Nouvelles méthodes pour la détermina-
_ tion des orbites des cométes.

; En 1801, el astrénomo italiano Joseph
- Piazzi, descubri6 el asteroide al que le
pusieron el nombre de Ceres. A causa
de la situacién desfavorable del asteroi-
de respecto del Sol, sélo pudieron prac-
ticarse las observaciones durante cua-
renta dias.

Al haberlo perdido tan pronto, los astré-
nomos se enfrentaron al problema de

no fue creado

para

la Estadistica.
Es un método
geodésico,
creado
para ayudar
a los astrénomos.
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Contenant divers perfectionnemens de ces méthodes et leur
application aux deux Cométes de 1805,
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Figura 3

calcular sus posiciones a partir de pocas observaciones.
Gauss desarrolld un sistema para el cdlculo de orbitas,
método que se utiliza hoy en dia para seguir satélites arti-
ficiales, basado en el método de minimos cuadrados.
Gauss calcul6 la trayectoria de Ceres de tal manera que
cuando el asteroide apareci6 por el otro lado del Sol, los
astronomos lo encontraron cudndo y dénde Gauss les
habia dicho.

En el método de minimos cuadrados de Legendre no hay
probabilidad. S6lo cuatro afios mds tarde, cuando Gauss
publica sus resultados en Theoria motus corporum coeles-
tium, se encuentran conceptos de Estadistica como la dis-
tribucién normal o también llamada ey de los erroress,
Legendre y Gauss mantuvieron una agria disputa sobre la
prioridad en el descubrimiento del método de minimos
cuadrados (ver Garcia Azcirate, 2002).

Luego, el método de minimos cuadrados no fue creado
para la Bstadistica. Es un método geodésico, creado para
ayudar a los astrébnomos.

El método de minimos cuadrados se formulaba de la
siguiente manera: sean p funciones lineales V,, V,, V;,

..., que dependen de m incognitas x, ¥, 2,...; sean W,
W Wiy los valores observados de esas funciones y
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Pongamos pues

=qx+by+cq
Va=ax+bytc
Vi =dzx+byy+¢3

donde

g1 =amx+by+(q-W)=ax+by+d
gy =mx+by+(cy-Wo) = ayx+ by +d, [1]
a3 X + b3)y+((:3-W/5)= Az X+ byy + dj

€3
El sistema de ecuaciones anterior esti

formado por las lamadas ecuaciones de
condicion.

Como hemos expuesto anteriormente,
debe ser minima la suma de errores al
cuadrado

(I)=£f+s§+s§=

=(a1x+ by + d1)2+(a2x+ by + 47’2)2+(a3x+ byy+ d3)2

y para que eso ocurra y determinar x e
%, se tiene que satisfacer que

Figura 4 9
= =0
ox
s -0
supongamos que esos valores estin afectados de los 6y
EITOres €y, &,, €,,..., es decir, O sea,
N-Wi=¢ @ _ (a,lx+ by + dl)@l +(a2x+ by + dz)az +(a3x+ byy + d3)a3 =0
V2-Wy =% 9
- Fee
Vs =W =e3 T (nze+ by + )by + (a5 + by + )by + (a0 + by y o+ s Yoy = 0

La principal dificultad que tenia que salvar el método es
que el nimero de ecuaciones (p) superaba al nimero de
incognitas ().

Gauss supone que la ley de probabilidad de ocurrencia
del error era

2.2
b
NEY
y por tanto la probabilidad de que ocurran los p errores a
la vez es de

P=( b) ] h(81+8%+85+ e fb)

De la ignorancia de dénde se producen esos errores Gauss
piensa en sustituirlos donde la probabilidad anterior ofrez-
ca su valor méaximo, es decir, donde la suma de errores

D=g’+e?’+ g2+ ...+ spz sea minima.

Para mayor claridad en la exposicion, v sin perder gene-
ralidad, consideremos un sistema de p =3 ecuaciones con
m = 2 incdgnitas solamente.

que de una manera mds simplificada
quedaria

(E a’g)’” (E “ibf)y + E ayd; =0
(S b+ (S )y + S 4,0

que conforma el sistema de ecuaciones
normales, un sistema ya con igual nime-
ro de ecuaciones que de incognitas y
donde los errores han desaparecido.

(2]

Ademids como se tiene que

Ea,-b,=~;-[2 @+ b)) F-Sa Esz
Ea,d,=%[2 a+d) -3 df Ed,z]
Ebﬂ;%[E brd) -3¢ J

todos los coeficientes del sistema de
ecuaciones normales o son sumas de cua-
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Figura §

_drados o se reducen a sumar y restar
dichas sumas de cuadrados. Los libros
de texto de final del siglo xix (ver Fai de
Bruno, 1869), venian provistos de tablas
donde ficilmente se podrian conseguir
~ esas sumas (figura 5).

Seguidamente daremos algunos ejem-
plos que ilustran el método de minimos
cuadrados.

Ejemplo 1

Los problemas que muestran las relacio-
nes entre la longitud del arco, la latitud,
la elipticidad son no lineales. Existen
muchas maneras de convertirlos en linea-
les. Una buena aproximacién utilizada
por Boscovich en 1755, lLaplace en
1780, y Legendre en 1805, viene dada
por la ecuacién:

a=x+ ysen®L [3]

donde a = §/d es la longitud del arco en
médulos por grado de latitud, x es la
longitud de un grado en el ecuador e y
es €l exceso de un grado en el polo
sobre uno del ecuador.

Boscovich
utilizando
el método
de situacion,
hallo la misma
elipticidad
que la aqui
encontrada
por el método
de minimos
cuadrados.

Se tratarfa de encontrar las constantes x € » por minimos
cuadrados.

Con los resultados de las observaciones de Delambre y
Méchain que figuran en la tabla anterior, sustituidas en la
ecuacién anterior [3], dan las siguientes cuatro ecuaciones
de condicibn:

x+ 1€0,585821) ~ 28538,02476 = 0
x + 11(0,543800) ~ 28533,11000 = 0
%+ 0,494705) — 28489, 46804 = 0
x+ 0,452752) — 28472,29389 = 0
Si aplicamos el método de minimo cuadrados, esas cuatro

ecuaciones se pueden sustituir por las siguientes dos ecua-
ciones del sistema de ecuaciones normales [2]:

4o+ X2,077078) — 114032,8967 = 0
2,077078x + (1,088621) — 59219,24971 = 0

O, de una manera méas simplificada:

x + (0,5192695) - 28508,22418 = 0
x+ 0,5241117) - 28510,84538 = 0
cuyas soluciones son

x=28227,13109
y=541,3241

y por lo tanto
a= 28227,13109 + 541,3241sen’L

y como la elipticidrld p se puede calcular a través de

[NSRESN

=L
¥y

o=

y como el cuadrante del meridiano es

cuadrante del meridiano = 90(36 + Z)

con los valores calculados se puede demostrar que la elip-
ticidad

1 157,93
p

cuadrante del meridiano = 2564801,37 modulos

Por cierto, Boscovich utilizando el método de situacién,
hall6 la misma elipticidad que la aqui encontrada por el
método de minimos cuadrados.

Legendre en Nouvelles méthodes pour la détermination des
orbites des\cométes, con los mismos datos del arco del
meridiano terrestre medido sobre Francia, entre
Dunquerque y Barcelona, v utilizando el método de mini-
mos cuadrados sobre una ecuacién similar a [3], halla unos
valores de




1

=148
cuadrante del meridiano = 2564800 médulos

Y por tanto, el metro debe valer 0,2564800 modulos = 3,28
pies. Por cierto, que el actual metro estd basado en los
resultados encontrados por Laplace incorporando la medi-
da del arco en Peri y a través de un algoritmo que mini-
miza el error mdximo, encontrando un valor para el cua-
drante del meridiano de 2565370 médulos y por tanto un
valor del metro igual a 0,256537 médulos, algo mayor que
el valor hallado por Legendre.

Y también es verdad que Gauss descubre mis o menos
independientemente de Legendre el método minimos cua-
drados y, al igual que éste wltimo, utiliza los datos del
mismo meridiano para sus cilculos y halla en este caso
que

l=187

cuadrante del meridiano = 2565006 mddulos

Del manual de Fai de Bruno (1869) son los siguientes
ejemplos que ilustran el método de minimos cuadrados.

Ejemplo 2

Se sabe que el estudio de las oscilaciones del péndulo en
diversas latitudes lleva a los fisicos a concluir que la lon-
gitud del péndulo que marca el segundo depende de la
latitud del lugar, segtn la siguiente Ley de Clairaut

A= x+ ysen®*y 4]

donde las constantes x e y son las longitudes que necesi-
tamos encontrar.

Diversos observadores célebres efectuaron sendos experi-
mentos y sus datos se resumen en la tabla 2.

...el actual
metro
esta basado
en los resultados
encontrados
por Laplace
incorporando
la medida
del arco en Perii
Y a través de
un algoritmo
que minimiza
el error
maximeo. ..

lugar de la observacién  Latitud del lugarp Longitud del péndulo . Nombre del observador

Quito 0° 0 0,990564 m Bouguer

Petit-Goave 18° 277 0,991150 m Bouguer

Parfs 48°.24' 0,993867 m Biot et Mathieu

San Pefersburgo 58° 15’ 0,994589 m Mallet

Laponia 67° 4' 0,995325 m Clairaut et Maupertuis
Tabla 2

Los resultados de estas observaciones, sustituidas en la
ecuacion anterior [4], dan las siguientes cinco ecuaciones
de condicién:

2+ 30,00000) - 0,990564 = 0
x+ 10,10016) - 0,991150 = 0
5+ 100,56672) - 0,993867 = 0
%+ 2(0,72307) - 0,994589 = 0
x + 3(0,84829) - 0,995325 = 0

Si aplicamos el método de minimo cua-
drados, esas cinco ecuaciones se pue-
den sustituir por las siguientes dos ecua-
ciones del sistema de ecuaciones nor-
males [2]:

x + (0,44765) - 0,993099 = 0
X+ 20,70306) - 0,994548 = 0

cuyas soluciones son

x=0,990555 m
¥=0,0056786 m

y por lo tanto
A =0,990555 + 0,0056786 sen®y

También en aquella época eran comu-
nes los estudios de presion atmosférica.
Por ejemplo, Blas Pascal, los hizo en la
ahora renombrada mitica cumbre ciclis-
ta del Puy-de-Déme, pero el protagonis-
ta del siguiente ejemplo es el canénigo
de Alejandria Parnisetti.

Ejemplo 3

Las variaciones diurnas de la presion
atmosférica dependen de la temperatu-
ra del lugar. Con los datos aportados
por Parnisetti, de la media de los valo-
res barométricos y termométricos
medios durante los afios 1861-1865,
donde el primer miembro de la igual-
dad expresa las variaciones barométri-
cas desde las 9 de la mafiana hasta las
3 de la tarde, expresadas en centésimas
de milimetro, y los segundos miembros
representan las temperaturas medias en
grados centesimales, damos las ecua-
ciones de condicion que aparecen en
la tabla 3

Aplicando el método de minimos cua-
drados, se encuentra que la presion
barométrica p depende de la tempera-
tura f, en Alejandria, de la siguiente
manera

p=81+22¢




73 =x+ y|-0,37)
93 = x'+y(2,93)
98 = x + (9,97
bril 126 = x + y(14,58)
layo 113 = x + y(12,54)
o 115 = x + y(22,54)
140 = x + y[25,12)
gosto 136 = x + y{24,50)
Septiembre 131 = x +{20,30)
| Octubre 109 = x + y(14,00)
| Noviembre 90 = x + y|7,00)
Diciembre 100 = x + y{2,15)

Tabla 3

lo que prueba una cierta influencia
 directa de la temperatura en la presion.

 Ejemplo 4

El método de minimos cuadrados nos
_va a servir para determinar la diferen-
cia de longitud entre dos lugares. A
_este efecto, se emplearin unos croné-
_metros que se transportan de un lugar
. al otro intercambidndose. Es evidente

- que un cilculo exacto de la diferencia
de hora de los crondmetros indicari la
diferencia de longitud buscada entre
~ los dos lugares.

_ Seguidamente con los resultados de las
. observaciones y sin entrar en muchos
_ detalles, daremos las siguientes ecuacio-
“hes de condicion para obtener la dis-
tancia en longitud de los observatorios
de Pulkowa y Dorpat, a saber:

0,508x - y - 0,096z = +0,096
0,544x + y-0,312z = -0,386
0,540x ~ y + 0,294z = —0,049
0,522x + y-0,193z = —0,386
0,521x - y-0,195z = -0,078
0,510x + y + 0,114z = +0,179
0,571x - y +0,032z = 0,343
0,579x + y - 0,079z = -0,006
0,511x - y-0,356z = -0,348
0,535x + y + 0,345z = +0,508

de donde aplicando el método de mini-
mos cuadrados, se deducirdn ficilmente
las siguientes ecuaciones normales:

+2,8602 + 0,038 y 0,229z = -0, 444
+0,0382 +10,000y + 0,196z = +0,630
~-0,229x + 0, 196y +0,534z = +0, 496

El tratamiento
que recibe
el método
de minimos
cuadrados
en nuestros
manuales
de Estadistica
actuales
estd alejado
de los importantes
problemas
que lo gestaron,
como el cdlculo
exacto de la figura
de la Tierra
o la introduccion
del metro patron,
que ocuparon
y preocuparon
a matematicos
durante
siglos.

Gabriel Ruiz
Escuela Universitaria
de Estudios Empresariales
Universidad de Cédiz.
Sociedad Andaluza
de Educacién Matemdatica
«Thales»

para las cuales las soluciones son:

x=-0,036
y=0,046
z=0,874

Luego, como hemos podido observar, la presentaciéon del
método de minimos cuadrados diferfa sustancialmente de
la actual. No sélo en los temas a los que se aplica, geo-
désicos v fisicos, sino en la forma de tratarlo: Consistia en
«ain método para resolver un sistema de ecuaciones donde
el namero de ecuaciones supera al nimero de incognitas
y donde las ecuaciones provienen de observaciones afec-
tadas por errores desconocidos».

Las conclusiones

Llegada la hora de hacer balance, se puede decir que con
este articulo hemos pretendido:

a) Acercar la Historia de las Matematicas a nuestras
aulas. El tratamiento que recibe el método de mini-
mos cuadrados en nuestros manuales de Estadistica
actuales estd alejado de los importantes problemas
que lo gestaron, como el cilculo exacto de la figura
de la Tierra o la introduccién del metro patrén, que
ocuparon y preocuparon a matemditicos durante
siglos.

b) Posibilitar que estos temas, el método de minimos
cuadrados y la introduccién del Sistema Métrico
Decimal, puedan ser tratados al unisono y no como
compartimentos estancos alejados uno del otro.

Una vez mis la interdisciplinariedad ha ganado la batalla.
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La particularizacion como
estrategia de descubrimiento
de nuevos resultados:

un ejemplo en geometria

Marcelino J. lbanes Jalon

La finalidad de este articulo
es presentar la demosiracién
matemética como medio de
descubrimiento cuando se
aplica adecuadamente la
estrategia de
particularizacién. Consta de
tres partes: en la primera se
exponen algunos de los
resultados obtenidos en
Ibafies (2001), en la
segunda se deducen nuevos
resultados por
particularizacién a partir del
andlisis de una
demostracién, y en la tercera
se establece la conexion
entre ambas familias de
teoremas.

NTRE LAS FUNCIONES de la demostracién matemdtica
—De Villiers (1993)—, destaca la de facilitar el descubri-
miento de nuevos resultados. El propio De Villiers (1995)
muestra un ejemplo de demostracion en geometria que
sirve para obtener otro teorema. Ibafies (2001) se sirve de
esta idea y, empleando distintas estrategias de descubri-
miento —expuestas en Polya (1996)—, obtiene sistematica-
mente, a partir de un teorema, una familia de numerosos
nuevos resultados. En este articulo nos centramos en una
de esas estrategias de descubrimiento, la particularizacién,
para obtener una segunda familia de teoremas, emparen-
tados a su vez con los de la primera.

Primera familia de teoremas

En este apartado resumimos los resultados obtenidos en
Ibafies (2001), con el fin de facilitar al lector la conexidn
de ese trabajo con el que se presenta ahora. Los teoremas
expuestos en aquel son casos particulares del teorema de
Varignon:

Teorema 1.1

En un cuadrildtero, al unir consecutivamente los puntos
medios de los lados, se obtiene un paralelogramo (figura 1).

A E B
Figura 1



El punto de partida es el siguiente resultado para un rec-
tangulo:

Teorema 1.2

En un rectangulo (una clase de cuadrilateros con diago-
nales iguales), al unir consecutivamente los puntos medios
de los lados, se obtiene un rombo (una clase de cuadrili-
teros con diagonales perpendiculares) (figura 2).

Un anidlisis de la demostracién, en combinacién con las
estrategias de descubrimiento generalizacion, particulari-
zacion, dualidad y conjuncion, nos permite obtener
muchos otros resultados, poniendo asi de manifiesto la
finalidad de descubrimiento de las demostraciones mate-
maticas. A continuacién, se exponen los que més nos inte-
resan tener ahora en cuenta,

D G C
\\ ///
~ //

\\ P
H PRI F
- ~
- ~
- ~
e S
A E B
Figura 2

Por generalizacion del teorema 1.2 se obtiene este otro:

Teorema 1.3

En un cuadrildtero equidiagonal (cuadrildteros con diago-
nales iguales), al unir consecutivamente los puntos medios
de los lados, se obtiene un rombo (una clase de cuadril4-
teros con diagonales perpendiculares) (figura 3).

D

Figura 3

Aplicando la dualidad se tiene el siguiente:

Teorema 1.4

En un cuadrilatero ortodiagonal (cuadriliteros con diago-
nales perpendiculares), al unir consecutivamente los pun-
tos medios de los lados, se obtiene un’ rectangulo (una
clase de cuadrilateros con diagonales iguales) (figura 4).

Y, mediante la conjuncion de los dos tltimos, se deduce una
nueva proposicion:

En. este apartado
nos centramos

en una estrategia

concreta, la de
particularizacion,
con €l fin obtener
nuevos resultados,
iniciando
el proceso
en el andlisis de
una demostracion,
que es
—como en el caso
anterior-
la fuente

de descubrimiento.

Figura 4

Teorema 1.5

En un cuadrildtero equiortodiagonal (cua-
drilateros con diagonales iguales y per-
pendiculares), al unir los puntos medios
de los lados, se obtiene un cuadrado
(una clase de cuadrildteros con diagona-
les iguales y perpendiculares) (figura 5).

D

Figura 5

Segunda familia
de teoremas

En este apartado nos centramos en una
estrategia concreta, la de particulariza-
cion, con el fin obtener nuevos resulta-
dos, iniciando el proceso en el anilisis
de una demostracion, que es —como en
el caso anterior— la fuente de descubri-
miento. El punto de partida es el
siguiente teotema que presenta cierta
analogia con el de Varignon:

Teorema 2.1

0. cuadrildtero, al unir alternativa-
te los puntos medios de los lados y




' las diagonales, se obtiene un
salelogramo (figura 6).

D
G
c
H
ANPEREAN
F

E B
Figura 6

emostracion

y dos cuadrildteros que se obtienen
1 unir alternativamente los puntos
os de los lados y los de las diago-
es de un cuadrilitero dado ABCD: el
Gl y el IFH (figura 6). Razonaremos
bre este dltimo. Considerando el
ngulo ABC, se deduce que IF|| ABy
| = 1/2|4B|; y, del tridngulo ABD, se
iere que HJ || ABy |HJ| = 1/2|AB|. Por
tanto, IF|| HJ y |IF|=|H]|. De la
sma manera, del tridngulo ACD se
btiene que [H|| CDy |IH]| = 1/2|CD|; v,
| tridngulo BCD, se deduce que
77| €D y |EJ| = 1/2|CD|. En consecuen-
. IH|| F'y |IH| = |EJ| . De todo ello,
ulta que IFJH es un paralelogramo.

=strategia de particularizacion

Obsérvese que la causa de que IFJH sea

elos'a CD. Por lo tanto, para buscar
articularizaciones interesantes debe-
mos considerar relaciones significativas
‘entre ABy CD.

La primera, consiste en suponer que
A4B|| €D, con lo que el paralelogramo
 IFJH degenera en un segmento, por lo
que puede enunciarse el siguiente teo-
rema:

‘f Teorema 2.2

En un cuadrildtero con dos lados para-
lelos, al unir alternativamente los puntos
medios de los otros dos lados y los de
las diagonales, se obtiene un segmento
(figura 7).

La segunda relacién significativa es
|4B| = |cD| que implica que IF/H es un

Figura 7

rombo, obteniéndose el teorema que se enuncia a conti-
nuacion:

Teorema 2.3

En un cuadrildtero con dos lados opuestos iguales, al unir
alternativamente los puntos medios de los otros dos lados
y los de las diagonales, se obtiene un rombo (figura 8).

Figura 8

Una tercera relacién es AB.L CD, lo que conduce a que
IFJH sea un rectangulo, quedando probado el siguiente
teorema:

Teorema 2.4

En un cuadrildtero con dos lados opuestos perpendiculares,
al unir alternativamente los puntos medios de los otros dos
lados y los de las diagonales, se obtiene un rectdngulo
(figura 9).

Figura 9

En cuarto lugar, la conjuncién de las relaciones |AB = |CD}
y AB L CD, produce la consecuencia de que [FJH sea un
cuadrado, desprendiéndose el teorema que sigue:



Teorema 2.5

En un cuadrildtero con dos lados opuestos perpendiculares
e iguales, al unir alternativamente los puntos medios de
los otros dos lados y los de las diagonales, se obtiene un
cuadrado (figura 10).

Figura 10

Y, en quinto y dltimo lugar, si en el segundo caso
(|4B| = [CDD, suponemos ademas que estos lados forman
un 4ngulo de 60°, entonces obtenemos este Gltimo teore-
ma de la familia:

Teorema 2.6

En un cuadrildtero con dos lados opuestos iguales formando
un angulo de 60% al unir alternativamente los puntos
medios de los otros dos lados y los de las diagonales, se
obtiene un rombo constituido por dos triangulos equildteros
(figura 11).

Figura 11

Observacién

Los teoremas expuestos en este articulo son ciertos para
toda clase de cuadrilateros, aunque en las figuras se hayan
representado convexos., Como muestra, en la figura 12,
exponemos las correspondientes al teorema 2.1 para cua-
drildteros no convexos y no simples.

Dualidad de ambas familias

Finalmente, debe destacarse una interesante relacion entre
los teoremas de las dos familias estudiadas. Si considera-

Figura 12

mos como dudales los términos: diago-
nales'y par de lados opuestos, los teore-
mas de ambas familias resultan duales,
por lo que pueden obtenerse los de una
familia siempre que los de la otra ya
hayan sido establecidos. A continua-
cion, se vuelven a enunciar los teoremas
afectados resaltando esta dualidad.

Primera familia

Segunda familia —[

Teorema 1.3. En un cuadrildtero
con diagonales iguales, al unir conse-
cutivamente los puntos medios de los
lados, 'se obtiene un rombo.

Teorema 1.4. En un cuadrilétero con
diagonales perpendiculares, al unir
consecutivamente los puntos medios de
los lados, se obtiene un rectangulo.

Teorema 1.5: En un cuadrildtero
con diagonales iguales y perpendicu-
lares, ol unir los puntos medios de los
lados, se obtiene un cuadrado.

L

Teorema 2.3. En un cuadrildtero
con dos lados opuestos iguales, al
unir _alternativamente los puntos
medios de los ofros dos lados y los de
las diagonales, se obtiene un rombo.

Teorema 2.4. En un cuadrilatero con
dos lados opuestos perpendiculares, ol
unir alternativamente fos puntos medios
de los otros dos lades 'y los ds las dia-
gonales, se obtiene un recténgulo.

Teorema 2.5. En un- cuadrildtero
con- dos lados opuestos iguales y per-
pendiculares,-al unir alternativamente
los puntos medios de los ofros dos
lados y los de las diagondles, se
obtiene un cuadrado.
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Una interpretacion grafica
alternativa de las soluciones
de la ecuacién de segundo

grado

Leonor Giménez Ferndndez

Eduardo L. Giménez-Ferndndez

Cominmente, la intuicién
gréfica de las soluciones de la
ecuacién de segundo grado
consiste en la interseccién de
una pardbola con el eje
horizontal. En este trabajo se
presenta una interpretacion
gréfica alternativa. Por un
lado, en el caso de que el
término independiente no sea
nulo, la ecuacién de segundo
grado se puede descomponer
en dos funciones: una recta y
una hipérbola equilétera. La
interseccién o no de ambas
funciones defermina la
existencia de dos, una o
ninguna solucién. Asimismo,
esta representacion aliernativa
nos ofrece una intuicion de
cémo los valores que toman
los coeficientes de la ecuacién
de segundo grado afectan a
la existencia de alguna
solucién. Por ofro lado, si el
término independiente es nulo,
la ecuacién de segundo
grado se puede descomponer
en dos funciones: el producto
de dos polinomios de primer
orden, y la funcién nula. En
este caso siempre existen dos
soluciones redles: las
intersecciones de ambas
rectas con el eje de abcisas,
una de las cuales toma valor

cero.

AS SOLUCIONES de la ecuacién
de segundo grado

La ecuacién de segundo grado

axt+ bx+c=0
para unos valores reales a= 0, by ¢, puede tener dos, una
o ninguna solucién real. Para entender intuitivamente este

resultado comtnmente se representa grificamente al poli-
nomio como una funcién parabodlica

o =a+bx+c

Las soluciones, o raices de este polinomio f(x), coinciden
con los puntos de corte de esta funcién con el eje de abci-
sas.! (Ver figura 1.)

A continuacién se propone otro tipo de intuicién gréfica.
La ecuacién de segundo grado puede transformarse en

x(ax+ b) = —c (1]
A continuacion estudiaremos las posibles soluciones para

dos posibles casos, dependiendo si el término indepen-
diente ¢ toma valor nulo o no.

Existencia de solucién
y los valores de los parametros para c = 0

Si ¢ = 0, entonces [1] puede representarse como
ax+ b=—c/x

El primer miembro, que denominaremos funcién g(x) =
= ax+ b, es una recta.? El segundo miembro, la funcién
hx) = —c/x, es una hipérbola equildtera (ver figura 3).

Cualquier solucién A verificard g(A) = b(A), y serd una raiz
del polinomio. La representacion grifica nos permite
entender por qué existe alguna o ninguna solucion. Si la
recta corta dos veces a la hipérbola habré dos soluciones
(ver figura 4a y 4b). Si es tangente s6lo habra una solucién




(figura 40), y en otro caso no existird solucion (figura 4d).

Este método grifico alternativo nos ofrece una intuicién
de que los valores que toman los parametros a, by ¢ afec-
tan a la existencia de alguna solucién. Para el andlisis gra-
fico supondremos que ¢>0, con lo que las hipérbolas
siempre estardn situadas en el segundo y cuarto cuadran-
te. En primer lugar, si la pendiente de la funcién
8(x) = ax+ b es negativa, es decir si <0, siempre van a
existir dos soluciones, una raiz positiva y otra negativa,

i
M A, x
)
A =2y x
i
X

Figura 1. Solucién gréfica: raices de fix) = ax? + bx + ¢

glx) =ax+b

glx
0, b) a>0
X
gi¥
(0, b) a<0
X
gix) =ax+b

Figura 2. Representacién gréfica de la recta

T Un nimero A es una raiz del poli-
nomio fix) = ax? + bx + ¢, si cuan-
do es sustitvido en el polinomio lo
anula, es decir, si x = A implica
que A\ =aN + bA +c=0.

2 Recordemos el significado de
los pardmetros de la recta. Por
un lado b es la ordenada en el
origen, es decir, el valor que
toma la segunda coordenada
cuando la primera toma valor
0. Por tanto, la recta corta al
eje de ordenadas en (0, b). Por
ofro lado, a es la pendiente de
la recta, que coincide con la
tangente del angulo que forma
la recta con el eje de abcisas.
Si a > O la recta es creciente, y
si @ < 0 la recta es decreciente
(ver figura 2).

independientemente del valor que tome
la ordenada en el origen &.

En segundo lugar,
funciéon g(x) tiene
origen nula, =0,

J

supongamos que la
una ordenada en el
¥y que su pendiente

hix)

h{x)

hix) = —c/x

ﬁ

Figura 3. Representacién grdfica de la
hipérbola equilétera

glx

glx
gl /
) A X | X
A . A,
hix) h{x)
g(x
X —
A =hy
hbd bl

Figura 4. Solucién gréfica g(x*) = h{x*




ositiva, a> 0. En este caso, la fun-
g(x) = gx es creciente y nunca exis-
soluciones reales (figura 5). Esta es
razon por la que &% +1 = 0 no tiene

mente, 2 medida que se incrementa
Sminuye) la ordenada en el origen,
decir, valores positivos (negativos) de
uncién g(x) se va desplazando hacia
a (abajo). En el caso de a> 0 existi-
valor de b, que denotaremos por b
ogamente b) para el cual la recta
sentada por la funcién gl = ax+ b
logamente, g(x) = ax+ b) es tangen-
 la hipérbola representada por la fun-
: h(x), por tanto existirdi una Unica
i6n, que serd negativa (positiva). A
es de la ordenada mayores > b>0
alogamente menores b < p<0) existi-
dos. raices negativas (positivas). (Ver
ara 6 y tabla 1)

. resultados serian anilogos en el
o de ¢ < 0, pero para dos valores cri-

os de b diferentes (que denotamos b
en la tabla 1.

glv

a>0

hix)
Figura 5. Caso b=0

Existencia de solucién
y los valores de los

1020 g(x) = H(x)

~donde (%) =x es la funcion identidad
cuya representacion grafica es la bisec-
triz de los cuadrantes primero y tercero,
¥ H(x%) = 0 es la funcién nula cuya repre-
sentacioén grifica es el eje de abcisas.
Cualquier solucion A que verifique
1\ g = H(\) serd una raiz del poli-
nomio. Graficamente se obtendrin en la
interseccioén de cada una de las funcio-

gl

(0, b)

hix)

Figura 6. Casos b> 0y b>0

Casoc>0  [-w, é) b<0 (b, B) bso0 (B, +c)
as>0 Mihy>0. A=A, >0 noexiste solucién Ay =X, <0 A, A, <0
a<0 Siempre existen soluciones X;> 0y &, <0

Casoc =0 b<0 b=0 b>0

a>0 AM=0yA,>0 A=M=0 A=0yh, <0

a<0 A=0yAr, <0 M=h=0 A =0yh,>0
Casoc<0 (-, b) b<0 (b, l;) b>o (B, +=)
as>0 Siempre existen soluciones ;> 0y A, < 0

a<0 MyAy <07 A=)y <0 noexiste solucién Ay =X, >0 A, A, >0

Tabla 1. Signo de las soluciones reales para cada valor

Leonor Giménez

IE.S. Escolas Proval. Nigrén

de los parémetros a= 0, by ¢

nes #(x) y g(x), ambas que representan dos rectas, con el
eje de abcisas. Por tanto si ¢ = 0, cero siempre va a ser raiz
de la ecuacion de segundo grado, A, = 0, pues la funcién
i(x) = x siempre interseca con el eje de abcisas en el ori-
gen (0, 0). La otra raiz, A, se encuentra en la interseccién
de la funcién g(x) con el eje horizontal (ver figura 2), y
siempre existird para cualquier valor de b y para un valor
de a= 0. (Recuérdese que si =0 la ecuacion deja de ser
de segundo grado.) En conclusion, si ¢ =0 siempre existen
dos soluciones reales, una de ellas nula. (Ver tabla 1.)

Conclusidn

Se presenta una intuicién grafica alternativa que permite
entender el papel crucial de los valores de los pardmetros de
la ecuacion de segundo grado, a = 0, by ca la hora de obte-
ner dos, una o ninguna solucién. Este anlisis grafico podria

Eduardo L. Giménez extenderse a otras ecuaciones, como a la de tercer grado y

Universidade de Vigo

entender las condiciones para la existencia de soluciones.
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Los puentes del Pisuerga
en la ciudad de Valladolid

Elena Ortega

Tomas Ortega

Después de hacer un breve
estudio sobre la evolucién de
ciertas caracteristicas
constructivas de los puentes,
se hace un pequefio estudio
desde la didéctica de la
matemética de todos los
puentes del Pisuerga a su
paso por la ciudad de
Valladolid, estudio que
puede constituir una guia de
taller de Mateméticas, para
que sea desarrollado en
ofras ciudades con alumnos
de segundo curso de
bachillerato.

A CONSTRUCCION de puentes sobre los rios es tan anti-
gua como la propia arquitectura, y, sin duda, el hombre
aprendié a construirlos de forma natural al encontrar
ramas y arboles, que, arrancados por el viento, unfan las
dos orillas de pequefios cauces fluviales.

Los primeros puentes que se construyeron fueron de
madera, pero el descubrimiento de la béveda permitid
construir puentes de piedra, que eran mucho mis resis-
tentes a las cargas que soportaban y mas seguros frente a
la fuerza del agua, sobre todo en las riadas. Los chinos
construyeron puentes de piedra desde los tiempos mas
remotos, v los romanos desarrollaron su empleo de forma
sistemdtica, construyendo viaductos o acueductos utilizan-
do bévedas de medio punto. En la Edad Media se siguie-
ron construyendo este tipo de puentes con el mismo mate-
rial y el mismo tipo de embovedados o con arcos de tipo
mitral, materiales y técnicas constructivas que se siguieron
empleando hasta la mitad del siglo xx. A comienzos de
este siglo se integra el hierro en su construccioén y con ello
proliferan estructuras muy variadas que se agrupan en tres
tipos: puentes de vigas, puentes de arcos y puentes col-
gantes, clasificacién que se establece por los empujes
horizontales de las cargas.

e Puentes de vigas: en estos puentes, practicamente, no
se ejerce ningin empuje horizontal sobre sus apoyos.

e Puentes de arco: en estos puentes las cargas ejercen
empujes horizontales sobre sus estribos.

®  Puentes colgantes: en estos puentes las cargas ejercen
empujes horizontales sobre sus anclajes.

Las estructuras de vigas en muchos casos, por utilizar
engarces de tornilleria, se componen de formas triangula-
res (de éstos los més famosos son los de Eiffel, como por
ejemplo, el viaducto de Garabit, en Francia, y el puente
sobre el Duero de Oporto, en Portugal.



HHHHH

Figura 1. Puentes de vigas

La aparicion del hormigon, a mediados del siglo xix, desa-
rrolld la construccion de estos puentes. Al principio, en los
puentes de vigas, éstas se disponian de forma indepen-
diente, dispuestas una al lado de otras con una pequefia
separacion entre ellas, técnica que se sigue utilizando de
luces unitarias moderadas, ya que si el tio es muy ancho
obliga a construir muchos pilares en su lecho. Esta técni-
ca evolucioné y se comenzaron a construir utilizando
vigas continuas mediante voladizos, lo que permiten obte-
ner luces de un centenar de metros. También las vigas han
evolucionado y en la actualidad se utilizan vigas de perfil
de cajon, que estdn vaciadas en su interior.

Con los puentes de arco se consiguieron luces de mayor
amplitud y con los puentes colgantes esta posibilidad
aumentd considerablemente, y con la incorporacién del
acero se alcanzaron luces de hasta 500 m en los puentes
de arco, como por ejemplo el puente de arco de Sidney,
y de mis de 1 km en los puentes colgantes, como por
ejemplo el puente Golden Gate de San Francisco, cuyo
tramo central tiene 1280 m de luz.

El hormigén pretensado data de mediados del siglo xx, y
la integracién del acero con este hormigén ha permitido
mejorar la construccién de los puentes de arco y de los
puentes colgantes, a la vez que se han desarrollado otros
dos tipos de puentes: puentes de puntales oblicuos y
puentes de tirantes. Los primeros apuntalan las vigas en la
direccién mis apropiada para soportar la carga y en los
segundos, los cables de acero suspenden las vigas de hor-
migdn pretensado, que son casi paralelos, adquiriendo la
forma de un arpa.

Ademis de buscar la utilidad y seguridad vial, los puentes
se han construido teniendo en cuenta criterios estéticos. La
bisqueda de la belleza y la pureza de lineas han sido cons-
tantes a lo largo de la historia, y en ello ha jugado y juega
un papel fundamental la geometifa. Aparte de las técnicas
y estilos de construccién esbozados, la geometria de los
alzados es fundamental en la seguridad, tanto por las cargas

La busqueda
de la belleza

y la pureza
de lineas
han sido
constantes
a lo largo

de la bistoria,

Y en ello
ha jugado
Y juega
un papel

Jundamental
la geometria.

XL
OO0
OO0

< yz—>

Figura 2. Formas de luz

que sus estructuras tiene que soportar
como por la luz que consiguen, asi como
en la estética e integracion con el medio;
éste sera el objeto de nuestro estudio en
los diez puentes que tiene Valladolid
sobre el rio Pisuerga v que en orden cro-
nolégico son éstos: Mayor, Colgante, G.
Regueral (del Poniente), Garcia Morato,
Divisién Azul, Isabel la Catolica, del
Cabildo (Ronda Norte), Juan de Austria,
Calatrava y Condesa Eylo.

A continuacién se hace un estudio de
los puentes de Valladolid sobre el rio
Pisuerga. Este estudio se ha llevado a
cabo sobre planos de los puentes sumi-
nistrados por el Ayuntamiento de Valla-
dolid, y desde aqui agradecemos al pro-
fesor Jests Valverde su colaboracion,
sobre fotografias de los puentes y sobre
mediciones de los mismos que se han
llevado a cabo. Se describen las mate-
maticas elementales de los puentes uno
a uno. Trabajos parecidos al que aquf se
describe pueden ser llevados a cabo
como Talleres de Matemditicas con alum-
nos de segundo curso de bachillerato en
cualquier ciudad. Estas actividades, sin
duda, son muy motivadoras para los
alumnos.

El puente Mayor

Leyendas aparte, se trata de un puente
medieval, y su construccion puede estar
ligado al asentamiento cristiano en
Valladolid que surge en una confluencia
de vias de comunicacién, aprovechando
un vado del rio Pisuerga. Este puente se
ha reconstruido en numerosas ocasio-
nes y la forma actual, que tiene diez
ojos, todos ellos diferentes, data del
siglo xix. La longitud total del puente es
de 166,84 m y la geometria frontal del
mismo estd delimitada por la lineas
horizontales de la calzada y la de la
superficie del agua, y por los arcos que
componen las bévedas, que son todos
ellos circulares y se distribuyen de la
siguiente forma:

e Ae Ison arcos de medio punto vy,
por tanto, el alzado son semicircun-
ferencias,




By J son arcos de circunferencia
menores de 180°.

C, D, Ee Ison arcos mitrales y, por
tanto, estdn formados por dos arcos
‘de circunferencia que tienen su
centro dentro de la luz del arco.

Fy G son dos arcos de medio
punto peraltados.

a determinaciéon de los arcos, centro,
adio y amplitud, se hace sobre el plano
acilitado por el Area de Urbanismo del
Ayuntamiento de Valladolid, trazando
endas mediatrices a dos cuerdas, apli-
ando la propiedad de que las mediatri-
~es de las cuerdas se cortan en el cen-
de la circunferencia de la que forma
patte. Este plano estd a escala 1:200 y
- midiendo sobre él se recuperan las
' dimensiones, sobre las que se aplican
las correspondientes formulas para
hallar el 4rea del circulo, del sector cir-
cular y del tridngulo (de Herén de
Alejandria) se pueden determinar las
areas de luz de cada arco, lo que per-
mite hallar el caudal que puede sopor-
tar el puente sin que las aguas rebasen
el puente y, ademds, se puede hallar la
superficie frontal de construccidn, que
‘multiplicada por el ancho de la calzada
eestablece el nimero de metros cabicos
de material de construccién necesarios
para realizar tal obra.

Figura 4. Determinacién del centro, radio
y amplitud del arco de centro C

Figura 3. Alzado del Puente Mayor

El uso de una hoja de cilculo permite agilizar las opera-
ciones, que, de otra forma, serian pesadas hasta con la cal-
culadora. Las 4reas de los ojos del puente son las que se
muestran en la tabla 1, en la que también aparecen los
datos de los elementos que las componen.

Area AI‘GG
Ojo  Radio  Semicirculo del Ojo
A 6,5 66,37 66,37
| 5,535 48,12 48,12
Base Allura Rectang.
F 5,83 53,39 11,66 1 11,66 65,05
G 6,18 59,99 12,38 0,75 9,285 69,28
Grados  A. Sector lado 1 lado 2 lado 3 Semiper A. Tridng
B 7.4 86,02 154 73,59 146 7.4 7.4 14,7 8,85 64,74
J 7.7 93,13 162 83,82 154 775 775 1545 6,77 77,05
c 125 245,44 47 64,09 86 122 6 13,4 239 80,37
D 12 226,19 45 56,55 88 12 6 13,4 25,27 62,56
E 9 127,23 57 40,29 74 9 3,4 9,9 12,03 56,52
H 6,6 68,42 78 29,65 6,5 0,65 6,6 6,875 2,1 55,1
Area total de los ojosenm? 645,16
El 4rea total de los ojos supone que si la corriente de agua
atravesara el puente a una velocidad de 10 km/h, el gasto
que se produce en una hora seria de 0,64516 Hm?.
Area del rectdngulo delimitado por los pilares laterales, la
calzada y el agua: 166,84 x 8,7 = 1458,51
Area del frontal de la obra construida: 806,35 m2.
Ademids de la geometria frontal es digno de tener en cuen-
Ademas ta la geometria de los pilares rompientes: los mas antiguos
de la geometria tienen un rompiente angular (dngulo diedro muy agudo),
f?” ontal mientras que los mas modernos lo tienen cilindrico, como
Ji muestra la figura 5, ya que en estas superficies resbalan
es aigno mejor los troncos de drboles que arrastra la corriente de

de tener en cuenta
la geometria
de los pilares
rompientes. ..

agua.,

Desde un punto de vista algebraico, considerando un sis-
tema cartesiano de representacion {O, X, Y, Z}, siendo OZ
el eje vertical, OX el eje horizontal siguiendo el sentido de

Figura 5. Rompientes diédricos y cilindricos




la corriente, y OY el eje horizontal perpendicular a ambos.
Un ejercicio interesante consiste en medir lo necesario
para determinar las ecuaciones de los elementos arquitec-
tonicos que componen el puente, cuyas ecuaciones son de

los siguientes tipos:
e Plano de la carretera: z= h.

e Planos de las paredes anterior y posterior (Jos alza-
dos): x= k.

o Planos de las rompientes: ax+ by = c.
e Cilindros rompientes: (x— a)? + (y— b2 = 1%

e  Cilindros que componen las bovedas:
(z—pF*+@-g@*="1

Puente Colgante

La construccion de este puente data del afio 1865 y en él
se utilizan las técnicas mas modernas de su época. No es
un puente colgante, a pesar de que ése sea su nombre,
sino un puente de arco. La estructura se construye me-
diante un entramado de vigas, que estin enlazadas con
tornillerfa componiendo tridngulos, que son mixtilineos
en los bordes superiores, cuyos vértices superiores se
engarzan en un arco circular que tiene un radio aproxi-
mado de 78 m y de unos 25°. La interseccion de las vigas
oblicuas con las verticales forman otro arco de radio sen-
siblemente mayor, que estd empotrado en dos estribos de
piedra de sillerfa.

En drea del Gnico ojo es ligeramente superior a la del
Puente Mayor, pero tiene la ventaja de no tener ningin
obstaculo en su interior que pueda retener ramas o tron-
cos. El material de construccién no es comparable con el
anterior, pero si el gasto por hora. Considerando que la
corriente de agua atravesara el puente con una velocidad
de 10 km/h, el gasto que se produce en una hora serfa de
6,51456 hm?.

Desde un punto de vista algebraico, considerando un sis-
tema de representacion cartesiana, {O, X, Y, Z}, como en
el Puente Mayor, los elementos arquitecténicos que com-
ponen el puente tienen ecuaciones de los tipos siguientes:

e Plano de la carretera: z= b,

e Planos laterales: x=4k y=c.
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67,86 x 9,6 = 651,456 m?

Figura 6. Alzado del Puente Colgante

Un ejercicio
interesante
consiste
en medir
lo necesario
para determinar
las ecuaciones
de los elementos
arquitectonicos
que componen
el puente. ..

e Estribos: x20, x<k zsh z=20,
yep, yspy; x=0, xshk zsh,
zz0,y=q, y=q,

e Arcos del puente:
x=0, Y-+ (z-0%=7,
x=p (Y—?+ (z—)* =1

e Vigas verticales: x=m, y=1n.
e  Vigas oblicuas: x=s, ay+ bz= k.

Ademds de estos elementos aparecen
ortoedros en los pilares de piedra que
soportan la estructura del puente,

Puente de Isabel la Catdlica
o del cubo

Al igual que el puente anterior, se trata
de un puente de hormigbén armado
construido en el afio 1956 y las pruebas
de carga se hicieron en 1960 (Gigoso y
Sarabia, 1997). Este puente combina dos
pares de arcos de hormigdén armado con
vigas independientes. Los cuatro pares
de arcos abarcan todo el lecho del rio y
arrancan de unos estribos no muy altos.
La longitud total del puente es de 113,86
m y la parte més alta desde la superficie
de la calzada hasta la superficie del
agua mide unos 12,5 m, teniendo un
desnivel hacia las margenes del rio de
unos 50 ¢cm. Los arcos estin construidos
por dos cilindros circulares, el interior
de 58,4 m de radio y un angulo de 70°
y el exterior de 64,5 m de radio y un
angulo de 63°, teniendo ambos su cen-
tro en el plano de simetria del puente.
Al tener el arco superior el centro mais
bajo que el interior resulta un arco mas
delgado en la parte mis alta.

El 4rea del alzado que comprende la luz
y la parte superior de la misma hasta la
calzada es de unos 959 m?, y para hallar

26,9 |

Figura 7. Alzado del Puente de Isabel la Catélica




1 zona frontal hueca hay que restar las
areas de los puntales y del arco:

El 4rea de los puntales estd en
torno a 18 m?

El 4rea del arco:
sector exterior A, = 2287,22;
sector interior 4, = 2113,15.

En consecuencia el drea frontal, sobre el
‘-'lecho del rio, libre de obsticulos es de
nos 767 m?, quedando adn los ojos
laterales de las dos riberas, dimensiones
. ‘q‘kue permiten el paso de 7,67 hm? a una
_corriente de agua con velocidad de 10
km/h. Con las 4reas anteriores se pue-
den hallar el volumen de materiales de
construccion empleados en la estructu-
_ra, multiplicando las areas por las res-
. pectivas anchuras de los elementos
(arcos y puntales).

Desde un punto de vista algebraico,
considerando un sistema de representa-
_ci6bn cartesiana, {O, X Y, Z}, como en los
puentes anteriores, los elementos arqui-
tectonicos que componen el puente tie-
nen ecuaciones de los tipos siguientes:
Planos de la carretera: ay + bz = c.
Planos laterales y planos de los taja-
mares: x= £k, y=c.

Puntales  verticales:
b=ys=gq

Las vigas (el plano que determinan)
que enlazan los puntales estin lige-
ramente inclinadas, pero la inclina-

ms=sxsmn,

cién va variando para que la curva
de la rampa sea suave; se trata de
una interpolacion lineal segmentaria.
Sus ecuaciones son: z= py+ q.

Los arcos vienen determinados por
las ecuaciones de los cilindros cir-
culares: h=sx=k ) +(z— 0= rn?
Y+ (z-D=rd

El tramo que estd colocado en el
centro del puente debiera ser un
splin ctbico, z=ay? + by? + ¢y + d,
Y, por tanto, sus coeficientes deber
cumplir las relaciones:

— 20D =20,)=2z.

— 2z'(y) pendiente del tramo
recto contiguo.

— 2'(p,) pendiente del tramo
recto contiguo.

Calcular
el drea
que corresponde
a elementos
CONStructivos
de los alzados
de forma
aproximada
es sencillo,
pero calcularla
de forma exacta
es bastante
mas complicado,
ya que aparecen
elementos
mixtilineos.

Puente del Poniente

Es un puente de hormigén armado que se termind de
construir en 1960, fecha en que se hicieron las pruebas de
carga (Gigoso y Sarabia, 1997). Este puente combina
arcos de hormigén armado y vigas independientes. Tiene
tres pares de arcos de circunferencia sobre el lecho del
rio, que arrancan de unos pilares elevados. Cada arco
soporta seis puntales sobre los que descansan las vigas de
la calzada con espacios huecos entre ellos, lo que permi-
te el paso del agua en grandes avenidas. En los laterales,
va fuera del rfo, tiene tres bovedas de medio punto, que
en caso de grandes avenidas pueden evacuar gran canti-
dad de agua y que en periodos normales pueden servir
para otros usos.

Los pilares que soportan los arcos tienen tajamares cilin-
dricos, que favorecen el deslizamiento de los materiales
que arrastra la corriente. Los tres pares de arcos son igua-
les, pero los puntales van aumentando su longitud hacia
el centro del 1o, con lo que se consigue una elevacion
de la calzada de unos 50 cm en su punto central. La
zonas mds altas de los arcos, en vez de puntales, tienen
unas cufias de hormigdn armado sobre los que descansa
la calzada.

La longitud total del puente es de 134,25 m, los tres ojos
sobre el lecho del rfo son aproximadamente iguales, estan-
do formados por arcos de circunferencia de unos 20 m de
radio y una amplitud de unos 90°. La anchura formada por
la luz de estos ojos y por los dos espolones que los sepa-
ran es de unos 95 m.

Calcular el drea que corresponde a elementos constructi-
vos de los alzados de forma aproximada es sencillo, pero
calcularla de forma exacta es bastante mas complicado, ya
que aparecen elementos mixtilineos. Asi, por ejemplo,
aparecen cuadriliteros, ABCD, y tridngulos, PQR, en los
que uno de sus lados es un arco de circunferencia, y para
calcular su 4rea hay que restar las 4reas del segmento cir-
cular, DAE, y del sector circular, OPR, del 4area del trape-
cio ABCDy del tridngulo PQR, respectivamente.

Una manera de hacer cilculos aproximados consiste en
considerar rectingulos y trapecios circulares que compen-

sen las zonas irregulares y hallar el 4rea de estas figuras.

Figura 8. Alzado del Puente del Poniente
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Figura 9. Detalle (deformado) de los alzados
de puntales y terminacién del arco

De esta forma el drea de los alzados de estos elementos es
el siguiente:

o Area de los 2 tajamares sobre el tio: 31,96 m?,

e Area de los 2 pilones sobre los tajamares del rio:
36,44 m?,

e Area de los 36 puntales: 12,80 m2,
o Area de los 3 arcos: 135,52 m?.

» Area del frontal sobre el tio y bajo la calzada:
1032,12 m?.

o Area de las vigas de la calzada 173,28 m2

Considerando el 4rea de todos estos elementos, 216,72 m?,
la superficie total de los 3 ojos y de las zonas huecas estd
en torno a los 815,4 m? lo que darfa un gasto de 8,154 hm?
a la hora, con un flujo de corriente de 10 km/h.

Como los puntales son mis estrechos que los arcos y éstos
no ocupan todo el ancho del puente, para calcular el volu-
men de estos elementos de construccién hay que multi-
plicar el 4rea lateral de estos elementos por la suma del
ancho de los pares de arcos, en un caso, y por el ancho
de los pares de puntales, en otro. De todas formas, el
volumen no puede ser muy grande, ya que los espacios
huecos son grandes, lo que supone un ahorro de material
considerable.

Desde un punto de vista algebraico, considerando un sis-
tema de representacidn cartesiana, {O, X, Y, Z}, como en
los puentes anteriores, los elementos arquitecténicos que
componen el puente tienen ecuaciones de los tipos
siguientes:

e Planos de la carretera: ay + bz = c.
e Planos laterales y planos de los tajamares: x=k, y=c.

e Arcos del puente: bsxsk (y-@’+(z-?=r?
-a?+(z- =1}

e Puntales verticales: m=x=mn, psy=gq

Las vigas
(el plano
que determinan)
que enlazan
los puntales
y las curias
' sobre
los arcos laterales
estan ligeramente
inclinadas,
pero
la inclinacion
va variando
para que la curva
de la rampa
sea suave;
se trata de
una interpolacion
lineal
segmentaria.

e Las vigas (el plano que determinan)
que enlazan los puntales y las
cufias sobre los arcos laterales estin
ligeramente inclinadas, pero la
inclinacién va variando para que la
curva de la rampa sea suave; se
trata de una interpolacién lineal
segmentaria. Sus ecuaciones son
éstas: z=py+q.

e El tramo que estd colocado en el cen-
tro del puente, y que corresponde a
la cufia central, debiera ser un splin
ciibico, z= ap? + by + ¢y + d, y, por
tanto, sus coeficientes deben cumplir
las relaciones:

— 2(p) = 2Q) ==z,

— 2’(y) pendiente del tramo
recto contiguo.

— 2'(y,) pendiente del tramo
recto contiguo.

Puente de Garcia Morato

Las pruebas de carga se hicieron en
1969 (Gigoso y Sarabia, 1997) y en su
construccién se utiliza hormigén arma-
do. Las vigas son independientes y, por
esta razon, tiene un pilar en la corriente
del rio, ya que con este sistema no se
pueden conseguir luces tan grandes.
Aunque el puente tiene una longitud de
113,75 m, sobre el agua solo estin 93,55
m y se consiguen unos ojos que en total
suman 992,63 m? de superficie frontal,
lo que supone que si la corriente de
agua atravesara €l puente a una veloci-
dad de 10 km/h, el gasto que se produ-
ce en una hora seria de 9,9263 hm?.

Considerando los apoyos laterales, la
superficie construida sobre el lecho sélo
es de 441,62 m?, lo que supone un aho-
rro de material de construccién de casi
la mitad que en el Puente Mayor, v, sin
embargo, se logran luces mucho mayo-

31,40x 10,6 =
= 332,84 m?

30,75 x 10,6 =
= 325,95 m?

31,40x 10,6 =
= 332,84 m? |~

Figura 10. Alzado del Puente de Garcia Morato




s, lo que favorece el «gasto» y dificulta
posibilidad de que los ojos se cieguen
+ acumulacion de vegetacién en los
ares.

, la margen izquierda atn hay 41,10 m
‘puente destinado a otros usos, pero
las grandes riadas evacuarfan gran
ntidad de agua. Los elementos arqui-
ctonicos que intervienen tienen ecua-
ones muy simples y ya han sido con-

Puente de la Division Azul

Este puente se considera «practicamente
erminado en 1969 (Gigoso y Sarabia,
1997) y no hay referencia sobre las
pruebas de carga. En su construccién se
itiliza hormigdén armado. Y se utiliza
" una estructura de vigas continuas, con
o que se han conseguido luces mayores
, y ha posibilitado que los tajamares que
soportan el puente sobre el agua sean
dos pares de pilares independientes,
siendo la longitud del entramado de
vigas aproximadamente el mismo en los
- tres 0jos que componen el puente.

Con esto, el volumen de material cons-
tructivo es minimo y el volumen de
paso de agua se optimiza, hecho que se
. puede apreciar en la figura 12.

La geomeitria
de todo el puente
es muy sencilla
y los calculos
son aritmeéticos,
ya que no hay
ningun
elemento
curvilineo.

Figura 12. Seccién transversal del Puente
de la Division Azul

Figura 11. Alzado del Puente de la Division Azul

De los alzados, por no repetir los comentarios de los
puentes anteriores, s6lo vamos a hacer una referencia a
las ecuaciones de los pilares, que como ya hemos referi-
do son de planta octogonal, y sus ecuaciones son: X = 4,
x=b ysc y=d ysx+tp ysx+gqg yz-x+b,
y=—x+ k Sin embargo, si que vamos a comentar la sec-
ci6n frontal del puente. En ella se aprecia que los pilares
son prismas octogonales, que las vigas son vaciados de
seccion cuadrada, que aparecen voladizos laterales limita-
dos por planos oblicuos de ecuacidén ax + bz = ¢, lo que
permiten una via muy ancha sin necesidad de tener que
separar los pilares. La geometria de todo el puente es muy
sencilla y los cilculos son aritméticos, ya que no hay nin-
gin elemento curvilineo.

Puente del Cabildo

Este puente se inaugurd el 31 de diciembre de 1988
(Ayuntamiento de Valladolid, 1993), consta de tres arcos
de hormigon armado, si bien, s6lo el central estd sobre el
lecho. Este descansa sobre dos pilares, que estin separa-
dos 90 m. La longitud total es de 180 m, y, por tanto, éste
es el puente mas largo de Valladolid. La altura aproxima-
da sobre el agua es de unos 10 m, y con un flujo de
corriente de 10 km/h, en una hora se produce un gasto
superior a los 10 hm3. Considerando un sistema de ejes
cartesianos centrados en el lecho del rio, la pardbola que
determina el arco tiene por ecuacién y=10-ax?, y el
valor de a se determina imponiendo la condicién de que
la pardbola pase por los puntos de los pilares (45, 9) o
(45, 9). Asi resulta que a = 1/2025.

La supetficie frontal comprendida entre los ejes de los dos
pilares viene dada por la integral definida,

f45 (12 L xz)dx = 2f45(12 L xz)dx
45 2025 0 2025

Figura 13. Alzado del Puente del Cabildo




Puente de Juan de Ausiria

Como reza en la placa del puente, se termind en el afio
1993 y consta de un arco parabélico de hormigén arma-
do. Las dimensiones son parecidas al anterior, si bien, éste
no tiene pilares, ya que el arco desciende hasta el lecho
del rio. Sin embatgo, este puente tiene dos aberturas late-
rales que en caso de grandes avenidas evacuarfan un cau-
dal considerable. Las ecuaciones son similares a las del
puente del Cabildo y los cdlculos se hacen igual.

Puente de Calatrava

Las pruebas de carga se hicieron en mayo de 1999. Es un
puente de tirantes, hecho con acero y hormigén pretensa-
do. Aunque en la margen derecha el puente descansa en
un soporte de hormigén, los tirantes soportan la mayor
parte de las cargas del puente y del trifico a traccién con
un mastil que enlaza el extremo de los contrapesos. El
puente tiene una longitud total de 156 m, siendo la luz del
tramo atirantado de 120 m, lo que proporciona un gasto
proximo a los 10 hm?/h, considerando siempre un flujo de
corriente de 10 km/h.

Los tensores son fuerzas y por lo tanto vectores que tienen
su punto de accién en el puente, su linea de accién en rec-
tas de ecuaciones {z=0, y=mx+ 1 y sentido hacia el
punto en el que concurren. Es un ejercicio interesante
obtener las ecuaciones de estas rectas midiendo distancias
y dngulos, asi como de los soportes de la estructura de los
tirantes y de los tirantes del contrafuerte.

36m 120 m

Figura 14. Alzado del Puente de Calatrava

Puente de la Condesa de Eylo

Es el dltimo puente de Valladolid. Es un puente hecho con
hormigén pretensado, su estructura es de vigas continuas
Y sus puntales soportes estdn inclinados. Fl puente es el
mds largo de Valladolid y, para embocar con las calles de
ambos mirgenes, tiene una «doble curva» que enlaza

Puente Mayor

Puente colgante

Puente de Isabel la Catélica

Puente de Poniente




tangencialmente con ellas. Tiene una longitud proyectada
de 130 m, lo que da una mayor longitud real, la luz entre
los puntales centrales es de 50 m y en los laterales de sen-
dos tramos de 39 m, recortados ambos por dos planos
inclinados en las margenes con una pendiente de 2/3. La
altura de los puntales es de 6,8 m, lo que permite un gasto
de 8,26 hm? de agua, desplazindose ésta a 10 km/h. La
figura 15 reproduce el alzado de este puente.

Puente de la Divisién Azul
Figura 15. Alzado del Puente Condesa de Eylo

Mis interesante resulta la planta, que se reproduce en la

figura 16, que contiene dos curvas que son tangentes entre

si el centro y también con las rectas de las calles en las que

emboca a unos 10 metros de los apoyos laterales.

Puente de Juan de Austria

Figura 16. Planta del Puente Condesa de Eylo

Para que las curvas enlacen con suavidad tienen que coin-
cidir, tanto ellas como sus derivadas en los puntos de enla-
ce, es decir, deben ser splines ciibicos. Sin embargo, por
razones de simettia estos empalmes también se consiguen
mediante dos arcos de circunferencia, hecho que se mues-
tra en la figura 17, que representa la linea central del

Puente de Calat puente —la mediana— y el trazado de los arcos de cir-
vente de Calatrava

cunferencia que enlazan las calles. La planta de la figura
- 16 se ha solucionado de esta forma y, en la practica, cuan-
) do el trifico es lento, como en este caso, los empalmes se

suelen resolver con arcos de circunferencia.

Figura 17: Enlace con dos arcos de circunferencia



Figura 18: Enlace mediante dos esplines cibicos

Para calcular los esplines se considera un sistema cartesia-
no con origen en el centro del puente, las dos curvas,
medianeras del puente, que enlazan con las medianeras
de las calles tienen que tener ecuaciones del tipo:

y=axd+ b+ cx+d
Y=pB+ gl +rx+s

y, ademds, considerando como unidad de medida el
metro, se tienen que cumplir las siguientes condiciones:

Ambas deben pasar por (0, 0), lo que implica que
d=s=0. Las derivadas de ambas en (0, 0) deben ser igua-
les, lo que implica que ¢ = 7.

Ademads, la primera curva de la primera funcién debe
pasar por (=75, 25) y su derivada en x =-75 debe ser 0, lo
que implica, por una parte, que 25=-421875a +
5625b—75¢, y, por otra, que 0 = 16875a — 150b + c.

Anidlogamente, la curva de la segunda funcién debe pasar
por (75, 25) y su derivada en x=75 debe ser 0, lo que
implica, por una parte, que 25 = 421875p + 5625 + 75¢, v,
por otra, que 0 = 16875p + 150g + c.

Por otra parte, ambas curvas deben ser simétricas respec-
to del origen y, por tanto, para cualquier x del intervalo
(=75, 0), entonces -x estd en (0, 75) y se debe cumplir que

ax? + b + cox = (P03 + g(=20? + 1(-2))
y, por tanto,
(a-px®+ b+ @x*+ (c—Nx=0,
lo que implica que a=p, b=-qy c=r (esta Gltima iden-
tidad ya habia sido obtenida).
Asi se tiene el siguiente sistema:

-25 = —421875a + 5625b ~ 75¢

0 = 16875a — 150b+ ¢

25 = 421875a — 5625b +75¢

0 =16875a-150b+ ¢
Finalmente, se exige que la tangente a ambas curvas en el
origen sea la perpendiclar a la recta que une los centros O1

y O2, de las circunferencias de la figura 17. Imponiendo
que O1 = (17, R-25) y que la circunferencia de ecuacion,

(x+ 752+ (y—R+257=R

pase por (0, 0), se obtiene que R= 125y, por tanto O1 =
(=15, 100). Analogamente, por simetria, O2 = (75, —100) y

Universidad de Valladolid

JFlo =

Elena Ortega
Tomas Ortega

en consecuencia, como la pendiente de
la recta que une ambos centros es:

75+75 3
la de la recta tangente a ambas circun-
ferencias es ¢ = 3/4. Por tanto, en el sis-
tema inicial, las ocho incognitas se redu-
cen a dos en éste:

25 = 421875a — 5625b + 25
0 = 16875a — 150b + 1/3

Cuya solucidén es a = 1/67500, b= 1/150.
Como se sabia que ¢ =3/4y que d =0,
los esplines que resultan son:

y = (1/67500)x + (1/150)x* + (3/4)x
¥ = (1/67500)x — (1/150)x2 + (3/4)x

y siendo mds precisos, la solucion se

_ -100-100 4

puede escribir como una funcién defini-
da a intervalos de la siguiente forma:

1 x3 -f~L x? +é x€-75,0]
67500 150 4

1 1 3
w242 xE(0,7
67500x 15Ox +4 x€(0,75)

Quedan abiertas otras cuestiones como

cudl es la ecuacién de las curvas que
definen los bordes de la calzada —en el
sentido de saber si son trasladadas de
ésta—, y, una vez determinadas hallar el
drea de la calzada, suponiéndola plana.

Se puede estudiar la diferencias de com-
portamiento entre unos enlaces y otros,
y se puede ir mis lejos, ya que se
podria pensar en curvas tales que su
curvatura vatie de forma uniforme en
funcién del arco: las clotoides, pero no
se estudian aqui por razones obvias.
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Robética y educacion secundaria

M. José Haro Delicado

Antonia Redondo Buitrago

En este arficulo presentamos
una experiencia llevada a
cabo con alumnos de
Primaria y Secundaria en la
construccién y programacion
de robots, organizada por
la Universidad de Alicante
en colaboracién con
universidades de todo el
mundo formando parte de un
proyecto inicial del Instituto
Tecnologico de
Massachusetts {MIT). Se
comentan las actividades
desarrolladas por los
alumnos en seis proyectos
que se describen
analizandose las
posibilidades didacticas que
se derivan de ellos.

UANDO HABLAMOS de la utilizacién de las nuevas tec-
nologias en la educaciéon matematica, como recurso didac-
tico se suele pensar, casi exclusivamente, en el uso del
ordenador y de la calculadora grifica como herramientas
que facilitan ciertas tareas en determinados procesos de
enseflanza-aprendizaje. Sin embargo, hay otras ramas de la
tecnologia, por ejemplo la robdtica, que permiten al alum-
no desemperfiar un papel especialmente activo desarro-
llando su imaginacion y creatividad a partir de la cons-
truccién y programacion de un robot.

En este articulo presentamos una de las primeras expe-
riencias llevadas a cabo con alumnos de Primaria y
Secundaria en la utilizaciéon de robots. Se comentan las
actividades desarrolladas por los alumnos en seis proyec-
tos que se describen y se analizan las posibilidades didac-
ticas que se derivan de ellos.

La experiencia fue organizada por la Universidad de
Alicante y consistidé en repartir sets de piezas de Lego,
denominados Robolab, entre los centros colaboradores,
con el fin de realizar en el aula proyectos con robots que
permitieran desarrollar diferentes tipos de tareas. Para
lograrlo los estudiantes debian disefiar el robot y progra-
marlo. Por parte del profesorado se pretendia observar y
analizar la respuesta de los alumnos y su implicacion en
este tipo de trabajo colaborativo.

El proyecto inicial surgit del MIT (Instituto Tecnologico de
Massachusetts), que buscaba la colaboracién de universi-
dades de todo el mundo, y pudo contar con la de la
Universidad de Alicante.

El paquete contenia gran cantidad de piezas de todo tipo
y tamafio, entre las que habia materiales de construccion,
como ruedas, correas, deslizadores, engranajes, ejes y
poleas, y materiales decorativos como antenas, 0jos,
alas... Ademis, se contaba con diferentes sensores de luz,




de temperatura, de rotacion y de contacto, asi como bom-
billas y motores.

La pieza mds importante es la llamada Jadrillo inteligente»
0 RCX (figura 1), que recoge y ejecuta las 6rdenes que se
le transmiten mediante un transmisor de rayos infrarrojos
desde el ordenador. El ladrillo puede admitir hasta cinco
programas en su memoria, pero solo los puede ejecutar de
uno en uno,

Para programar el ladrillo se utiliza un lenguaje de progra-
macién muy basico e intuitivo basado en iconos (figura 2).

El software tiene tres partes:

e la fase «Administrator», desde la que se prepara el
ladrillo para recibir los programas y se selecciona el
puerto de comunicacién con el ordenador a través
del transmisor de rayos infrarrojos. Desde esta

puerto de comunicacién a través de infrarrojos

comunicacién de sensores

sensor de luz 3%

sensor de contacto

£
panel de estado

| Figura 1

|
|

Figura 2

...el campo
de aplicaciones
diddcticas
que se abre
al utilizar
este paquete
es increible,
en lo que
se refiere,
sobre todo,
al andlisis
de funciones
y al andlisis
de datos empiricos.

opci6n también se puede cheque-
ar el funcionamiento del ladrillo.

e la fase Programmer, desde la que
se realizan los programas propia-
mente dichos.

e lafase Jnvestigator, una de las mas
interesantes y con mas posibilidades
didacticas, porque permite explorar
e investigar, capturando, con el
RCX, datos que se reciben desde el
exterior y después se transmiten al
ordenador.
puede realizar un tratamiento grafi-
co y estadistico de esos datos.
Dentro de esta fase existe un area
de cilculo desde la que se pueden
realizar diferentes tipos de operacio-
nes y célculos con los datos como,
por ejemplo, las operaciones arit-
méticas bisicas, cilculo de extre-
mos, derivadas, integrales y pardme-
tros de centralizacién y dispersion.

Posteriormente, se

Todos los calculos y manipulacio-
nes realizadas sobre los datos se
reflejan en la grafica en el acto.

Desde esta fase se pueden efectuar
comparaciones entre diferentes conjun-
tos de datos.

Por si esto fuera poco, desde el propio
programa se pueden elaborar paginas
donde presentar y describir el proyecto,
incluyendo un enunciado, hipétesis,
predicciones, imdgenes, discusion de
resultados vy conclusiones finales.
Permite, ademds, importar grificos de
formato jpeg desde nuestro ordenador.

Como se puede observar, el campo de
aplicaciones didacticas que se abre al
utilizar este paquete es increible, en lo
que se refiere, sobre todo, al analisis
de funciones y al analisis de datos
empiricos.

Todo ello sin hablar de los aspectos que
se derivan del uso de nuevas tecnolo-
glas en el aula, que en este caso con-
creto permiten la  construccién  del
conocimiento desde la experimenta-
ci6n, la interactividad y la manipulacién,
Y €n continuo contacto con la realidad,
posibilitando la aplicacion directa del
estudio llevado a cabo con los datos a la
resolucion de problemas en diferentes




s La experiencia se lleva a cabo
o de un marco de aprendizaje
Jorativo donde los logros comparti-
on una muy importante fuente de

adonos en la experiencia llevada
o con alumnos de secundaria obli-
tia, con edades comprendidas entre
14 y 16 afios, los resultados no
'c;liéron ser mis halagiliefios. Nos refe-
mos.a un centro concreto, el IES La
la, de Novelda, que desde el princi-
 fue uno de los centros colaborado-
mds entusiastas. Los profesores par-
pantes en la experiencia se reunian
sus alumnos periddicamente, un
de veces por semana, para trabajar
los diferentes proyectos. Primero se
inform6 de lo que se pretendia y
spués se pensd en qué proyecto se
llevar a cabo. Una vez escogida
tarea a realizar, voluntariamente, los
mnos se situaban en un grupo u otro,
Un sus preferencias y afinidades: el
!‘l‘os dngenieros» y el de los «progra-
dores». Se discutia el disefio del robot
las caracteristicas fisicas que debia
1nir para poder ejecutar la tarea selec-
ionada, y, a continuacién, los ingenie-
0s comenzaban su construccién y los
rogramadores, que fueron previamen-
introducidos y adiestrados por los
rofesores en el manejo del software y
nguaje de programacion, comenzaban
disefiar las instrucciones necesarias
ara que el robot ejecutara la tarea
querida. Cuando prototipo y progra-
a estaban preparados comenzaba la
fase de ensayos y correccién de errores,
hasta conseguir el objetivo previsto.

Se completaron seis proyectos en total,
que fueron los siguientes:

Robot-coche con mando teledirigi-
do para avanzar, moverse en dife-
rentes direcciones y parar.

Robot sube rampas. Era capaz de
subir, llegar hasta el final de la
rampa, girar 180° y descender por
el mismo camino.

Robot capaz de seguir una linea
negra dibujada sobre cartulina
blanca.

La experiencia
se lleva a cabo
dentro de
un marco
de aprendizaje
colaborativo
donde los logros
compartidos
son una
muy imporiante
Jfuente
de motivacion.

e Robot situado dentro de un circulo que al chocar con-
tra una lata la atrapaba con sus pinzas, la empujaba
fuera del circulo sin salirse él mismo de dicha zona y
volvia a buscar mds latas. Todo ello sin dejar de emi-
tir una masica programada por los propios alumnos.

e Robot que va avanzando y al alcanzar el ambiente vir-
tual una determinada temperatura se detenia y
comenzaba a aplaudir.

e Dos robots que se comunicaban entre si, emitiendo
uno de ellos sefiales que eran respondidas por el otro
instantineamente. Al terminar la comunicacién ambos
robots, previamente en reposo, se ponian en movi-
miento.

Figura 3

El trabajo fue arduo, pero en ningin momento hubo que
animar a los alumnos puesto que los retos planteados y las
ansias de superarlos eran suficiente motivacién para ellos.

En tres ocasiones se reunieron todos los centros participan-
tes en la Universidad de Alicante, para intercambiar expe-
riencias y presentar lo logrado. En una de tales ocasiones
asistié a la reunion un profesor del MIT, colaborador de
Seymour Papert, que quedd impresionado por los logros
obtenidos por los jovenes estudiantes y el grado de concen-
tracion que conseguian cuando se imbuian en su trabajo.

Durante el presente curso se sigue trabajando en la misma
linea, pero colaboran mis centros, inicialmente eran
cinco, y ahora son once, y se pretende introducir el tra-
bajo con robots en el curriculo y no como actividad
extraescolar como se habia venido desarrollando hasta
ahora.

Estos sets de robdtica han sido elaborados teniendo pre-
sentes los trabajos de Seymour Papert y sus «Mindstorms»,
basados en las teorfas del desarrollo cognitivo de Piaget vy,




desde el punto de vista de la didéctica, sus aportaciones
pueden ser muy importantes.

Permiten construir el conocimiento siguiendo procedi-
mientos de naturaleza similar a la del método cientifico,
formulando hipétesis y experimentando para aceptar o
rechazar dichas hipotesis, y posibilitando la practica del
método de ensayo y error para reformularlas.

Mediante la programacién se crean modelos que simulan
la realidad y que al ser manipulados matemiticamente pro-
ducen efectos o modificaciones aplicables a la misma. Por
ejemplo, cada vez que se presiona un botén se suma una
unidad al valor de una variable, posteriormente, el robot
envia tantos mensajes como valor tenga la variable, valor
que equivale a las veces que se ha presionado el botén.

En otro orden de cosas, se hace necesario el trabajo de
conceptos y procedimientos pertenecientes a diferentes
dreas cientificas, como matemdticas, fisica, tecnologia e
informdtica, con lo cual se trabaja interdisciplinariamente.
Mediante la realizacién de los programas y disefio de pro-
totipos se desarrolla la capacidad légica y de razonamien-
to abstracto. Al permitir el software la representacion gra-
fica de los datos y de las modificaciones realizadas con
ellos se permite desarrollar la formacion de representacio-
nes visuales de los conceptos como, por ejemplo, el de
derivada e integral.

Los alumnos se familiarizan con las nuevas tecnologias
que permiten transmitir, a través de rayos infrarrojos,
6rdenes desde un ordenador a un objeto no conectado
fisicamente con €l, a la vez, se introduce a los alumnos en
un lenguaje de programacién simbo6lico que trabaja con
unos pocos iconos que representan objetos concretos,
como motores, luces, etc., e ideas mas abstractas como
generar valores al azar, aumentar o disminuir el valor de
variables, etc.

Otro aspecto muy importante es el hecho de que en la base
del lenguaje de programacion utilizado estin los procesos
de iteracion y recursividad, presentes en los sistemas dini-
micos, que permitirdn introducir a los alumnos, suavemen-
te, en un campo de las matemdticas de total actualidad.

En otro orden de cosas, y como ya se ha indicado antes,
el propio alumno construye y descubre el conocimiento a
través del intento de dar solucion a problemas reales que

Permiten
construir
el conocimiento
siguiendo
procedimientos
de naturaleza
similar
a la del método
cientifico,
Jormulando
bipotesis y
experimentando.. .

M. José Haro
IES Al-Basit. Albacete
Societat d’Educacié
Matemadtica de la Comunitat
Valenciana «Al-Khwarizmi»
Antonia Redondo
IES Diego de Siloé. Albacete
Sociedad Castellano-
Manchega de Profesores
de Mateméticas.

se le platean al principio o que le sur-
gen a lo largo de la evolucién de su tra-
bajo, desarrollando, a la vez, su capaci-
dad de organizar la informacién y de
resolver problemas, su imaginacién para
encontrar modelos que simulen la situa-
cion real a la que han de dar respuesta
y su habilidad y destreza para construir
objetos que cumplan unos requisitos
con los elementos disponibles,

Como final, el trabajo colaborativo se
hace imprescindible, al ser necesaria la
participacién de «programadores» e
«<ngenieros» en el desarrollo de los pro-
yectos y surgiendo, de manera inevita-
ble, el intercambio de puntos de vista, la
discusiéon y, en resumen, la comunica-
cién.

Como tltima consideraciéon pensamos
que seria necesario hacer un hueco en
los curriculos y adaptarlos para posibili-
tar la introduccién de la robética en el
aula, vista como una herramienta Yy no
como un fin, elaborando proyectos
desde los que se pudieran trabajar dife-
rentes conceptos y procedimientos
matemdticos desde las diferentes 4dreas
implicadas.

Si se desea mds informacién sobre el
trabajo que se estd llevando a cabo en
la actualidad en la Universidad de
Alicante, se puede visitar la direccién

<www.teddi.ua.es/lineastrabajo/
robotica.asp>

Asi mismo se puede encontrar informa-
cidn sobre los proyectos de robética lle-
vados a cabo en el MIT y sobre los tra-
bajos de Seymour Papert en

<www.media.mit.edu>
o en

<www.papert.org/works.html>.

ENVIiO DE COLABORACIONES




La construccion
de bévedas celestes
en la asignatura de Astronomia

Carmen Rubio Benito

José Vitoria Agreda

Continuando con la tradicién
de la construccién de esferas
armilares para poder
explicar y calcular muchos
sucesos de astronomia de
posicién, y conscientes de
que el aprendizaje mas
significativo requiere de
practica y manipulacion por
parte del alumnado,
exponemos la construccién y
utilizacién de hasta cuatro
modelos diferentes de
bévedas celestes, realizadas
en diversos cursos
académicos por alumnos de
la asignatura de Astronomia
en 4.° curso de la ESO.

OS AUTORES llevamos muchos afios compartiendo, tanto
nuestra aficion a la observacién de los cielos, en multitud
de acampadas nocturnas, como el interés cientifico por
nuestra formacién académica de licenciados en ciencias
fisicas. Ambos somos también profesores de instituto, en
diferentes centros, y entre ambos hemos desarrollado las
ideas, tanto tedricas como pricticas, para llevar a cabo los
modelos de bévedas que a continuacién describiremos. La
experiencia préctica con los alumnos s6lo ha podido desa-
rrollarse en uno de los centros (IES Avempace, de Zara-
goza), pues en el otro centro (IES Cabafias, de la Almunia
de Dofia Godina, Zaragoza), por su menor namero de
alumnado, no ha podido implantarse la asignatura optati-
va de Astronomia.

Justificacién de la experiencia

La Astronomia, la primera ciencia de la humanidad junto
con la geometria, es una ciencia eminentemente observa-
cional. Los conocimientos logrados estdn basados en un
acopio enorme de observaciones y en una atenta y racio-
nal interpretacion de estos datos

Esto implica que en el aprendizaje de la astronomia en gene-
ral (y de la asignatura de 4.° de la ESO en particular), haya
bastantes conceptos que resultan muy dificiles de asimilar.
Estas dificultades intrinsecas se deben a varios motivos:

En unos casos la dificultad estd en la falta de visién espa-
cial o en lo abstracto de determinados conceptos de geo-
metria en tres dimensiones: meridianos y paralelos celes-
tes, angulos en el espacio, tridngulos esféricos, distancias
angulares. ..

En otros casos la dificultad estd en entender movimientos
de cuerpos celestes y, sobre todo, sus consecuencias que




tienen lugar muy lentamente (escala de dias, afios o
mucho més), por ejemplo, en la Tierra: rotacién, trasla-
cion, precesion, nutacién. ..

Otra dificultad estd en no poder observar los fenémenos
astrondmicos mds que desde un lugar del universo: nues-
tro planeta y, en concreto, desde nuestro lugar de obser-
vacion.

A todo ello hay que afadir la dificultad (que no existia
antafio) de la contaminacién luminica que impide, sobre
todo a los habitantes de las ciudades, poder disfrutar y
aprender de los cielos nocturnos.

Por ello, la Astronomia siempre ha utilizado modelos para
explicar, situar, calcular e incluso predecir los diversos
fendmenos astronémicos. Dichos modelos podemos clasi-
ficarlos en bidimensionales y tridimensionales.

' Los bidimensionales, como los antiguos astrolabios,
los modernos planisferios y buscadores de estrellas,
tienen la ventaja de tener un coste reducido y de ser
facilmente transportables, pero la representacion
plana de fenémenos espaciales siempre es distorsio-
nada, esquemadtica y en ocasiones dificil de asimilar.

e Los tridimensionales, como las esferas armilares, pla-
netarios, cipulas para proyecciones, u otros modelos,
son muy eficaces, pero son muy caros y nunca estin
a mano para utilizarlos en una clase de astronomia.

Por otro lado, siendo conscientes de que el aprendizaje
mis significativo requiere de prictica y manipulacién por
parte del alumnado, y de que la ensefianza teérica del pro-
fesor en exclusiva es poco eficaz para determinadas tareas,
consideramos necesario involucrar a los alumnos en la
concepcion y fabricacion de modelos ttiles para asimilar
los conceptos propios de la materia.

Todo ello nos ha llevado a la necesidad de aguzar el inge-
nio para construir modelos tridimensionales como las
bévedas celestes, con la representacién del cielo y de la
Tierra, que sean baratos y ficiles de construir por los pro-
pios alumnos.

Y

... la Astronomia
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ba utilizado
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Los objetivos generales

La construccién y utilizacién de bévedas
celestes que representen el modelo de
universo cldsico de las dos esferas,
ayuda de manera muy importante, v a
veces decisiva, a aprender conceptos
propios de la materia, como las conste-
laciones, a comprender las coordenadas
celestes y sus elementos claves (polos
celestes, ecuador, ecliptica, punto ver-
nal, etc.), asi como a entender las coor-
denadas locales (horizonte, cenit, meri-
diana...).

Un segundo grupo de objetivos para tra-
bajar con las esferas celestes consiste en
comprender los efectos de los movi-
mientos celestes, principalmente los
debidos a la rotacién v traslacién de la
Tierra, asi como la variacion del lugar
de observacion (dias, noches y su dura-
cidn; orto, ocaso y culminacién de los
astros; las estaciones; medida del tiem-
po, etc).

Ademis de éstos y otros objetivos con-
ceptuales, la construccién y utilizacién
de bovedas celestes permite alcanzar
destrezas procedimentales, como la
construccion y utilizacion de planisfe-
rios y mapas celestes, la orientacién por
las estrellas, la localizacién en el cielo
de un astro por sus coordenadas, la
relatividad del sistema de referencia o
lugar de observacién, etc.

Un dltimo bloque de objetivos que se
pretenden conseguir con los alumnos
en esta actividad es que adquieran acti-
tudes positivas hacia el trabajo cientifico
(a observacién, paciencia y continui-




ad; la importancia de los modelos en
45 explicaciones cientificas; la utiliza-
i6n de la geometria en el desarrollo de
as ciencias, etc.) hacia las visiones
tiguas del cosmos y el progreso en el
echo cultural humano, y, en fin, a la
m’lpértancia de la presencia de fenéme-
os naturales en la vida cotidiana (como
regularidad de muchas actividades
umanas debido a los ciclos celestes).

a teoria: el modelo
de las dos esferas

Considerar que los cuerpos celestes
estan todos situados en una esfera per-
fecta concéntrica a otra esfera mas
pequefla, que es nuestro planeta, pare-
e, v lo es, una simplificacién excesiva
e nuestro cosmos. Sin embargo, todos
los conceptos clasicos de la astronomia
,kde posicién pueden representarse y
visualizarse con el modelo de las dos
esferas. Ello se debe a que la distancia a
los objetos celestes es tan grande que
los. efectos de paralaje no han sido
observados hasta la astronomia telesco-

...todos
los conceptos
clasicos
de la astronomia
de posicion
pueden
representarse
y visualizarse
con el modelo
de las dos esferas.

pica. Esto quiere decir que podemos considerar que todos

los astros estdn a la misma distancia (colocados en la esfe-
ra o béveda celeste), pues Unicamente tienen interés su
posicidén y movimientos angulares. El que la Tierra sea el
centro del universo en este modelo, no quiere decir otra

cosa sino que es nuestro lugar de observacion.

En un modelo completo de las dos esferas podemos y debe-
remos representar los siguientes elementos y conceptos:

1. Ligados a la esfera celeste:

Estrellas principales, clasificadas en tamafio segun la
magnitud.

Constelaciones (al menos con sus lineas esque-
maticas).

La Via Lactea.

Eje del mundo.

Polos norte y sur celestes.

Ecuador celeste.

Meridianos celestes y sus coordenadas: ascension
recta.

Paralelos celestes v sus coordenadas: declinacion.
La ecliptica y las constelaciones zodiacales.

Los puntos equinocciales y solsticiales.

Punto aries (o punto vernal) y punto libra.

2. Ligados a la Tierra

Eje de la Tierra.

Polo norte y sur terrestres.




e Ecuador y paralelos terrestres (y coordenadas de | e
latitud).

¢ Meridianos terrestres (y coordenadas de longitud).

3. Ligados al lugar de observacion, en la superficie terrestre,

° El horizonte del lugar, con inclinacién relativa y
variable, segln la latitud.

° La vertical del lugar, con el cenit y el nadir.
* El meridiano del lugar, la meridiana y el primer vertical.

e Los puntos cardinales y su coordenada local: el azimut.

° Los almucantarates y su coordenada local: la altura
| cenital.

Ademids, el modelo de las dos esferas debe permitir la
representacion y observacion de los movimientos principa-
les de la Tierra y sus implicaciones en el cielo observado:

°  Un circulo borario: para observar el movimiento de
rotacion terrestre, representado por el giro diario (de
este a oeste) de la béveda celeste.

® Un circulo con los dias del afio: para observar el
movimiento de traslacion, representado por el despla-
zamiento del Sol a lo largo de la ecliptica durante los
diversos dias del afio.

Para el movimiento de precesién del eje de la Tierra, con la
‘ traslacién del punto vernal, parece excesivo introducir otro
r artilugio pues es demasiado lento. Sin embargo, el modelo
; debe permitir ficilmente su explicacién y comprension,

El desarrollo de la actividad:
la construccidon de las diversas bévedas

Curso 1994/195: La cuadratura
del circulo... o la «esferizacién»
del paralelepipedo

El primer primer planteamiento de béveda celeste fue uti-
lizar las paredes y el techo del aula como «esfera» celeste y
un globo terriqueo convencional en el centro de la clase.

Las representaciones elegidas fueron las siguientes:

e Llementos: Lineas celestes (meridianos y paralelos
celestes, ecuador y ecliptica) con cuerda fina (2 mm)
de color azul, agarrada al techo y paredes con cinta
aislante del mismo color azul y/o con grapas.

|

° AEstrellas: pegatinas circulares engomadas de color
negro, de distintos tamafios segtn la magnitud de las
estrellas.

°  Lineas de las constelaciones: cinta adhesiva de color rojo.

° 8ol Luna y planetas: con cartulina de diversos tama-
flos recortada y decorada adecuadamente.

° leyendas: sobre pequefios recortes de cartulina de
color naranja,




omo el globo terrdqueo colocado en el
entro de la habitacion, ya disponia de
una inclinaciéon del eje de 23°, el plano
e la ecliptica resultaba horizontal y el
cuador celeste aparecia con dicha incli-
nacion. Los demids elementos se dispu-
‘ksieron en funcién de estas caracteristi-
cas. La prolongacién del eje de la Tierra
situaba a la estrella polar en el techo del
aula, desplazada respecto al centro por
1a inclinacion de los 23°. Se colocaron
doce meridianos, partiendo de la polar,
simulando su forma circular. El meridia-
no cero (y por tanto el punto vernal)
quedaba en el centro de la pared del
fondo. Con ello, el punto solsticial de
verano aparecia en el centro de la pared
a la derecha de los alumnos, el equi-
‘noccio de otofio se situaba en la pizarra,
v el solsticio de invierno en las ventanas
del aula.

Todo el trabajo corri6 a cargo de los
lumnos. En aquel curso el horario era
de tres horas a la semana y esta asigna-
tura la cursaban dos grupos distintos,
por lo que para el montaje se dividié el
‘aula en dos mitades, una para cada
grupo. Entre el planteamiento y la cons-
truccién se utilizaron cuatro semanas,
durante las cuales el entusiasmo de los
alumnos iba en aumento al observar los
resultados obtenidos.

Como valoracion de esta actividad
habria que sefialar una serie de aspectos
positivos: el resultado es vistoso y
‘espectacular desde cualquier parte del
aula; las constelaciones pueden ser
observadas durante muchos meses por

los alumnos. El profesor, o los alumnos, pueden mover
con facilidad las cartulinas de la posicién diaria del Sol, la
Luna y planetas, de modo que se asimilan muy bien estos
movimientos y sus consecuencias

Como aspectos negativos habria que sefalar que el hori-
zonte del observador y su variacion con la latitud es difi-
cil de representar. Igualmente, las coordenadas y distan-
cias entre los meridianos (y los paralelos) solo eran repro-
ducibles cualitativamente. La ocupacion total del aula en
detrimento de otras asignaturas y el relativo deterioro que
sufren las paredes y la pintura del aula fue criticado por
algunas personas.

Curso 1996/97: Una verdadera copula
para 12 personas

Para compensar estos Ultimos inconvenientes se decidioé
acometer otro tipo de béveda que mantuviera las caracte-
risticas de ser econdémica y de que, en aras de una meto-
dologia activa, pudiera ser resuelta y confeccionada por
los alumnos. Ademds, debian mantenerse todos los ele-
mentos descritos anteriormente, mejorando su representa-
cién en cuanto fuera posible. Se optd por hacer una bove-
da en polispan (polietileno expandido) de 2 cm de espe-
sor que se vende para la construccidén como aislante en
planchas rectangulares de 1x2 m? La forma cuasi-esférica
se lograrfa a modo de facetas, cortando la esfera en doce
meridianos (cada 30°) y cinco paralelos (también cada
30°). Cada una de las 48 regiones delimitadas por los cor-
tes de paralelos y meridianos serfa un plano confecciona-
do con polispan. El tamafio total se decidié que fuera de
2,4 m de didmetro, con lo que seria factible colocarla en
el fondo del aula, rasante con el techo, sobre caballetes de
casi 1 m de altura, y con el polo norte celeste en la parte
central mas elevada. Bajo la cGpula cabian unas doce per-
sonas sentadas en sillas.

El cilculo para determinar el tamafio de las piezas es un
ejercicio elemental de geometria que puede abordarse en
una clase de 4.° de ESO. Para un valor R del radio interior
de la esfera, la longitud del meridiano serd L = 2R, por
lo que la longitud de los lados «werticales» de cada faceta
serd de b = 7 R/6. La dimension de las bases, o lados <hori-
zontales» de las facetas vienen determinadas por las longi-
tudes de los paralelos elegidos. En el caso del ecuador
coincide con la longitud del meridiano, o sea b, = wR/6.
Los paralelos de +30° y —30° tienen un radio r= R-cos30°,
siendo por tanto la longitud L = 2:w-R.cos30°, y las bases
de las facetas correspondientes

b, = (- R-c0s30°)/6

Correspondientemente, el paralelo 60° tienen un radio r=
R-cos60°, v las bases de las facetas mediran

b, = (7w R c0s60°)/6.

A



El valor elegido para el radio interior fue de 240 cm, como
ya se ha dicho, por lo que el tamafio de las piezas resul-
tante es el que aparece en las figuras adjuntas.
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Los cortes de las 48 piezas disefiadas se realizan con sie-
tra térmica de resistencia eléctrica. El corte debe efectuar-
Se con un inglete interior de 15°, para que asienten per-
fectamente las piezas, dando la forma cuasi-esférica, Las
piezas se pegan con un pegamento especial con disolven-
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Este nuevo
modelo

de boveda

tiene una mayor
Jfidelidad
con el modelo

esférico,
es facil

de realizar

Y mds econémica.

te de tolueno, pues los pegamento habi-
tuales de acetona disuelven el polispan.
Las estrellas las dibujaron los alumnos
sobre el polispin con rotuladores
negros, dando distintos tamafios segln
la magnitud. Las lineas de las constela-
ciones con rotuladores azules, y la
ecliptica y otras lineas y leyendas en
color rojo. Para que los alumnos dibuja-
ran con fidelidad cada una de las 48
facetas, se les proporcioné el corres-
pondiente mapa celeste sacado del pro-
grama Voyager II para Macintosh (ver-
sién 1.0 de Carina Software, USA).

La Tierra se representd mediante una
esfera también de polispan, de 10 cm de
didmetro, decorada adecuadamente. Se
colocd suspendida en el centro de Ia
esfera celeste mediante un hilo desde la
estrella polar.

Este nuevo modelo de béveda tiene una
mayor fidelidad con el modelo esférico,
es ficil de realizar y mds econémica,
Familiariza a los alumnos con las coor-
denadas esféricas, y con Ia representa-
cién de la esfera celeste en un planisfe-
tio. Es muy util para que los alumnos
adquieran visién espacial y muy ade-
cuada para explicaciones en grupos
reducidos.

Como aspectos negativos cabe resefiar
que el material de construccién es
demasiado delicado para estar expuesta
a perpetuidad en un aula corriente y por
las cualidades del polispdn, se acumula
gran calor en su interior. Ademas el
horizonte de un lugar y las coordenadas
locales son dificiles de representar,

Curso 1999/2000: La
béveda transparente para
ser observada desde fuera

Se abordé la construccion de otro
modelo de boveda siguiendo la linea de
metodologia activa, economia de costes
y méxima completitud en cuanto a ele-
mentos astronémicos que se iban a
incluir. Se pretendfan subsanar los
inconvenientes anteriores, pero con la
misma concepcién tedrica que el mode-
lo anterior. Se trataba de construir una
boéveda mas manejable, en torno al




" metro de didmetro, que necesariamente
tendrfa que ser transparente para poder
hacer observaciones y cilculos desde el
exterior de la bdveda. La bdéveda tam-
,kbién serfa cuasi-esférica, con 48 facetas,
_con los mismos meridianos y paralelos
que la anterior. La principal novedad
_estaba en que a la esfera de la Tierra
k podria acopléarsele un horizonte artifi-
cial, con inclinacién variable segtn la
latitud. Ademads, y esto resulta primor-
: dial, todo este conjunto deberia accio-
nparse desde el exterior, realizando el
k giro horario de la Tierra a voluntad. Con
ello se simulan mucho mejor el giro dia-
rio de los cielos, los ortos, ocasos y cul-
minaciones, y en general el aspecto del
cielo en una hora y dfas determinados.

\

El tamano se eligié para que las facetas
transparentes se confeccionases con
acetatos de trasparencias, que tienen el
tamafio estindar DIN A4. Siguiendo el
cilculo efectuado en la anterior béveda,
el tamafio de los lados de las facetas
mayores debia ser b = b, = m-R/6 = 20,9
cm; por lo que resulta para el radio de
la esfera un valor de R =39,9 cm (o sea,
una béveda de casi 0,8 m de didmetro).

La béveda se construyd con acetatos de
los utilizados para encuadernaciones
manuales, que se venden en el formato
DIN A4. Todos los elementos se dibuja-
ron con rotuladores de colores especia-
les para transparencias. El trabajo se
dividi6 por husos delimitados por meri-
dianos celestes, entre seis grupos de
alumnos. Cada grupo tenia que dibujar

...a la esfera
de la Tierra
podria
acoplarsele
un horizonte
artificial,
con inclinacion
variable segun
la latitud.

El trabajo
se dividio
por busos
delimitados
por meridianos
celestes,
entre seis
grupos
de alumnos.

las estrellas, constelaciones, via lactea, ecliptica, etc. corres-
pondientes a ocho de las facetas que componian la béve-
da. Cada grupo tenfa que coordinarse con los grupos veci-
nos para hacer coincidir los elementos comunes. Las pie-
zas finales se unieron mediante cinta adhesiva transparen-
te. El eje consiste en una varilla (de rosca métrica, de 4 mm
de didmetro) al que se acoplan tuercas y arandelas para
sujetar la base, el punto superior (o polo norte celeste) y
en el centro una bola de polispan de 5 cm de didmetro que
representa la Tierra. Esta sujecion se realiza de tal manera
que el conjunto eje y Tierra pueda hacerse girar a voluntad
desde el exterior. La base se realizo en tablex de 2 mm, lo
que permite poner o quitar a voluntad el horizonte. Dicho
elemento se confeccioné también en tablex de 2 mm, en el
cual se practico una ranura en la semilinea meridiana norte
con ganchos a diversas distancias, para ser introducida en
la varilla roscada y colocada con diversas inclinaciones.
Con esto se puede simular el horizonte de las diversas lati-
tudes del hemisferio norte. Ademas, en el horizonte se
sefialaron los puntos cardinales, para poder explicar todas
las cuestiones relacionadas con la orientacion.

Los aspectos positivos de esta boveda son su fidelidad con
el modelo esférico, ser de facil realizacion y econdmica.Es
muy Ttil para que los alumnos adquieran visién espacial y
se familiaricen con las coordenadas esféricas. Tiene la
posibilidad de llevar acoplado un horizonte graduable
segln la latitud del lugar de observacion. La posibilidad de
girar a voluntad, desde el exterior y muy ficilmente, la
Tierra y el horizonte que se le acopla, permite explicar con
sencillez, claridad y elegancia las cuestiones relacionadas
con la rotacién diaria de la Tierra.

Como aspectos negativos hay que sefialar la dificultad que
tienen algunos alumnos para observar las constelaciones
desde fuera, por transparencia. (La vision directa desde
afuera, hace que las formas de las constelaciones se vean
al revés). Ademds la estructura, aunque bastante rigida, se
deforma localmente con los golpes externos. No obstante,
se repara con la misma facilidad. Si no se tiene cuidado los
acetatos terminan cogiendo mucho polvo por el exterior,
y son dificiles de limpiar.

Curso 2000/01: Bévedas individuales
para cada alumno

El éxito de la boveda construida el curso anterior nos llevo
a plantearnos que cada alumno podria realizar su propia
béveda y quedidrsela en propiedad. Consistia en reducir el
tamafio e introducir una serie de mejoras: el tamafio se
establecid en 15 cm de didmetro. Las mejoras fueron intro-
ducidas en el horizonte, en las coordenadas locales y en
los circulos horarios. Los dias del afio, sefialando las diver-
sas posiciones del Sol, vienen escritos en el exterior de la
base. En el interior, paralelo a la base y girando solidaria-




mente a la Tierra aparece el circulo con las 24 horas, El
horizonte simula el de Zaragoza (o zonas proximas a la
latitud de 41° N) y en €l puede leerse el acimut, Ademas
se afiadi6 otro plano transparente para indicar el meridia-
no del lugar, con la vertical, el cenit y la coordenada de
altura horizontal. Opcionalmente, se puede colocar algin
almucantarate (por ejemplo el de 45° de altura).

Modelo de dos facetas entre
los paralelos 30° norte y 30° sur

Modelo de cuatro facetas entre
el polo norte celeste y el paralelo 30° norte

Por razones de tiempo los alumnos no
participaron en el disefio de las piezas
de la béveda ni en el cdlculos de los
tamafios. No obstante seria interesante
que realizaran dicho trabajo en coordi-
naciéon con la  asignatura de
Matemiticas. A los alumnos se les entre-
garon cortadas las facetas que constitu-
yen la esfera y la base de plastico rigida
con el eje ya acoplado. Junto a estos
materiales dispusieron también de pla-
nos de toda la esfera celeste (sacados de
programa Voyager II para Macintosh),
plantillas para los husos celestes y para
el horizonte (ver planos) y diversos tti-
les, como rotuladores de colores para
acetatos, alcohol para borrar errores,
cinta adhesiva transparente para el
montaje, etc. Trabajaron en grupos de
cuatro y terminaron el trabajo en ocho
sesiones. El orden de ejecucion fue el
siguiente:

Planos proporcionados a los alumnos
para la confeccién de diversas bovedas




- a). Dibujaron sobre acetatos los
siguientes elementos: las estrellas
(en azuD) y las lineas (en verde) de
31 constelaciones del hemisferio
norte y del hemisferio sur hasta el
paralelo —30°, copiadas de los pla-
nos celestes. La Via Lictea igual-
mente en azul. La ecliptica, el ecua-
dor y las coordenadas celestes
absolutas (de 12 meridianos y 4

Dodecagono de la base

b)

9]

paralelos) en rojo. Por el reverso se apuntaron en
negro los meses del afio, con tres fechas de cada mes,
para indicar la posicidon del Sol a lo largo de la eclip-
tica.

Pegaron las diversas facetas con cinta adhesiva trans-
parente, conformando la forma esférica.

Calcaron el <horizonte de Zaragoza» con los puntos
cardinales, el circulo horario para la base y el meri-
diano del lugar, segin los modelos de las figuras
adjuntas, todo ello de color negro.

cenit

A
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Horizonte de Zaragoza

Plantillas para recortar los acetatos
y dibujar estrellas y constelaciones



d) Se montaron estos acetatos en el eje giratorio en su
posicion adecuada. El horizonte, con una inclinacién
de 41°, se fija en el centro de la esfera a dos tuercas
fijas colocadas adecuadamente en el eje, mediante
pasta adhesiva Blu-Tack» de Bostik». El circulo hora-
tio, abajo, paralelo a la base, se fija al horizonte con
cinta adhesiva.

€) El dltimo paso consistio en acoplar la esfera celeste al
conjunto anterior, cerrando por abajo con cinta adhe-
siva y por arriba con arandela y pareja de tuercas
apretadas, rematando el eje con una tuerca ciega
decorativa.

Ademis de los aspectos positivos expuestos en bévedas
anteriores, este modelo permite ajustar la hora y el dia
para saber qué estrellas son visibles en cada momento.
Pueden tomarse observaciones y datos de ortos y ocasos,
midiendo el azimut. Ademis pueden medirse, sobre el
meridiano de lugar, la altura cenital en el momento de la
culminacién, de cualquier astro. Pero indudablemente la
gran ventaja es que los alumnos se llevan a casa un ins-
trumento cientifico que pueden conservar y utilizar toda la
vida.

El principal inconveniente que se observa es que la incli-
nacién de horizonte no puede graduarse segiin la latitud.

Resultado de la actividad
y evaluacién general

La construccién de bédvedas celestes en Astronomia tiene
un doble valor didactico: por un lado el del propio pro-
ceso de concepcion y realizacién del modelo, y por otra

La construccion
de bovedas
celestes
en Astronomia
tiene un doble
valor
diddctico...

parte el de su utilizacién posterior para
observaciones, medidas y cilculos.

El proceso de concepcién y
realizacién

En nuestro trabajo, observamos que los
aspectos cientificos siguen dos caminos
a veces divergentes, que pueden agru-
parse en «iencia del aula o escolar y la
ciencia que recibe el reconocimiento
social de «dnvestigacién». A lo largo de la
historia del desarrollo cientifico, el uso
de modelos dindmicos ha servido de
apoyo al avance de las ciencias.

Nuestro objetivo, al desarrollar este
tema, consistié en un intento de aproxi-
mar al alumnado de Secundaria a la
obtencién de un método de trabajo, que
basado en un modelo prictico ~escolar—
le llevase a la comprensién de aspectos
tedricos de mds alto nivel, incluyendo
en el proceso el uso de términos lin-
giiisticos especificos.

Se plantea una doble finalidad, ya que
presenta aspectos de actualizacién de
la investigacion en Ciencias y por otra
parte se atiende a temas que pueden,
desde un punto de vista divulgativo,
estudiarse en la Ensefianza Secun-
daria.

La participacion activa en la construc-
cion del propio material de trabajo,
aporta un acercamiento, no sélo a la
asignatura, sino de modo general a la
adquisicién de estrategias cognitivas
aplicables a otras ramas cientificas. El
proceso de modelizacién, personal y de
grupo, da rendimiento en otras dreas
del conocimiento y, por tanto, en el
ambito de formacion de la etapa educa-
tiva en que nos movemos.

La utilizacién del modelo

Muchos conceptos, situaciones y cues-
tiones de Astronomia ponen en juego
elementos y razonamientos de tipo geo-
métrico. La utilizacién de la boéveda, a
veces simplemente como modelo des-
criptivo, y otras incluso como una cal-
culadora analégica, contribuye al desa-
trollo de la capacidad de comprensién




espacial de los alumnos, y de algunas
e sus abstracciones mas dificultosas.

Mediante la colocacién oportuna del Sol
en la ecliptica (segiin el dia del afio) y
del horizonte del lugar (segtn la latitud
y la hora del dia que se considere), los
alumnos pueden deducir y resolver
muchas cuestiones de astronomia de
posicion. Como muestra, he aqui una
serie de cuestiones que habitualmente
se le plantean al alumnado y resuelven
mediante la utilizacién del modelo de
las dos esferas construido:

e :En qué parte de la béveda celeste la
altura cenital de los astros disminuye
continuamente y en que parte aumenta
siempre?

o la lafitud de Zaragoza es ¢ = 42°
Deferminar la distancia angular del cenit
de Zaragoza al polo Norte del mundo.

o 3Qué éngulo forman el ecuador celeste
y el horizonte para un observador situa-
do a 41° de latitud norte? 3Y para 80°
norte?

e ;En que dos casos permanece constante
la altura de los astros a lo largo del dia?

e ;Donde esté la estrella Sirio o = 6h. 41
m.) el dia 21 de marzo una hora des-
pués del ocaso solar? ;Y el 22 de sep-
tiembre una hora antes del orfo solar?

e 5Cudl es la méxima declinacién sur que
2 q
puede tener una estrella para que sea

visible desde Zaragoza?

e Desde un lugar la estrella Capella (8 =
46° de declinacién} en el momento de su
culminacién inferior se ve justo en el
horizonte. 3Desde qué latitud estd reali-
zada la observaciong

® En qué latitud se encuentra un observa-
dor que, el dia del solsticio de invierno,
mide una altura méxima del Sol ese dia
de 5°2

e 5Cual es la altura del Sol al mediodia en
Zaragoza el dia del solsticio de verano?

¢ La ecliptica forma un angulo de 23° 27!
con el ecuador. El circulo polar &rtico es
el paralelo terrestre que dista del polo
Norte exactamente esa misma distancia
angular. 3Por qué lugar del horizonte ve
salir el Sol un observador situado en
dicho circulo polar értico los dias de los
equinoccios y de los solsticios?

* sPuede una estrella salir por el noreste y
meterse por el noroeste? ;Y si sale por
aquel punto se podré poner por el suro-
este?

¢ 3Entre qué puntos del horizonte salen los
astros que permanecen visibles menos
de 12 horas al dia? 3Entre qué puntos se

...la realizacion
Y existencia
de dichos modelos
en la clase
se ha revelado
como
una berramienta
de un valor
diddctico
inestimable
y altamente
recomendable.

José Vitoria
IES Avempace. Zaragoza
Carmen Rubio
IES Cabafias.
La Almunia de Dofia Godina
(Zaragoza)

pondran. 3Y si permanecen més de 12 horas sobre el hori-
zonte entre qué puntos saldrén y se pondran?

e Dice un proverbio chino: «Cuando la cola de la Osa Mayor
esta dirigida por la tarde ol este, estamos en primavera; cuan-
do se dirige al sur es verano; si se dirige al ceste es ofofio y
si mira al norfe es invierno». zVale este proverbio para
Espafia?

Conclusién y prolongacién de la
experiencia

La construccion de modelos de representacion de la esfe-
ra celeste en relaciéon a la Tietra es, y ha sido, a lo largo
de la historia de la Astronomia, una herramienta funda-
mental, sino imprescindible, para comprender y calcular
multitud de fendmenos propios de la materia.

Entroncando con la construccién de astrolabios, planisfe-
rios, esferas armilares, etc., los modelos propuestos en
este trabajo tienen la virtud de ser faciles de construir, eco-
ndémicos y de comprensiéon y utilizacién sencilla.
Cualquiera de los modelos por el que se opte, tiene un
gran atractivo para los alumnos, ayudando de manera fun-
damental a entender y asimilar los conceptos propios de
la Astronomfa.

La experiencia del profesor asi como las aptitudes y acti-
tudes de cada grupo de alumnos, deben inclinarnos por la
construccién de un modelo u otro. En cualquier caso, la
realizacién y existencia de dichos modelos en la clase se
ha revelado como una herramienta de un valor didactico
inestimable y altamente recomendable.

La prolongacién de la experiencia estd asegurada en nuestro
centro mientras se mantengan las actuales condiciones labo-
rales y de organizacién del centro. No obstante es nuestra
intencién hacer participar en la experiencia, de una manera
real y efectiva, a otros departamentos. En este sentido las
propuestas de trabajo proximas serfan las siguientes:

e Con el departamento de Matemiticas: propuesta de
trabajo sobre trigonometria, sobre sistemas de repre-
sentacion y geometria del espacio y sobre calculos en
sistema sexagesimal.

e Con el departamento de Historia: desarrollo de los
conceptos astrondmicos en las diversas culturas anti-
guas y como avance hacia la cultura cientifica.

e Con el departamento de Lenguas Clédsicas: trabajos
sobre la mitologia griega y romana.

e Con el departamento de Pléstica: sobre sistemas de
representacion formales del espacio, concepciones
artisticas, etc.

e Con el departamento de Tecnologia: sobre desarrollo
de proyectos constructivos, tratamiento de materiales,
etc.
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La programacion lineal

con la hoja de calculo Excel:
una apuesta por las nuevas
tecnologias

Juan José Prieto Martinez

La programacién lineal es un
tema muy importante dentro
del bloque de Algebra de las
Mateméticas Aplicadas a las
Ciencias Sociales y es
conveniente dar una idea
clara y concisa en el aula de
cudl es su campo de
aplicacién, ya que es posible
que el alumnado se enfrente
a ella en sus estudios
superiores y la aplique en su
trabajo futuro.

Los grandes avances en
informética pueden hacer
que los estudiantes de
secundaria tomen mayor
interés por deferminados
temas, en particular en el
tema que aqui se estd
abordando.

Se ha realizado una prueba
piloto con cuatro grupos de
Segundo de Bachillerato: a
dos grupos se les ha
explicado programacioén
lineal con materiales
tradicionales, y a ofros dos
con ayuda del programa
Solver de la hoja de cdlculo
Excel. Los resultados
obtenidos han sido
prometedores para muchos
docentes que han seguido la
prueba y pueden ser también
un camino de esperanza
para ofros companeros.

AS MATEMATICAS como herramienta de trabajo en la vida
cotidiana y con aplicaciones en problemas reales es un
aspecto tratado cada vez méds en nuestras aulas. Los
docentes debemos intentar, en todos los niveles de la
ensenanza secundaria, que los alumnos comprendan que
las matematicas surgen y son aplicadas en la vida real; de
esta forma, quizas, podamos obtener como elemento moti-
vador el aprendizaje de los conceptos y procedimientos
fijados en la programacion inicial de curso. Nosotros, los
profesores, tenemos la obligacién de ensefiar a nuestros
alumnos aspectos de actualidad o problemas que tuvo la
humanidad y que fueron resueltos justamente mediante
conceptos y procedimientos que corresponden con el
tema que se imparte en clase. Que comprendan que lo
explicado y estudiado en el aula es herramienta funda-
mental de trabajo para el dia de mafana. Posiblemente, la
actitud de algunos de nuestros estudiantes cambie.

La programacion lineal es una técnica de modelado mate-
matico, disefiado para optimizar el empleo de recursos
limitados. La programacion lineal se aplica con gran €xito
en campos como el militar, la agricultura, la industria, la
economia, las ciencias sociales, etc. La utilidad de la téc-
nica es mayor a medida que las tecnologias han ido pro-
gresando y desarrollindose. De hecho, la programacion
lineal, debido a su enorme nivel de eficiencia computa-
cional, es la base para el desarrollo de algoritmos de solu-
cién de otros tipos de modelos del 4rea de la investiga-
cién operativa, Los cdlculos son voluminosos y tediosos y,
por consiguiente, requieren el empleo de los ordenado-
res. Los programas como el WinQSB, SPSS, StatGraphics
o Solver de la hoja de cilculo Excel, estin disenados para
mitigar la carga de los cilculos. No estd de mds ensenar a
nuestros alumnos la existencia de estos programas y su
utilizacién por parte de grandes empresas como herra-
mienta de trabajo. ‘




La practica de resolucion de un problema de programacién
lineal en un aula de informatica de cualquier instituto de
enseflanza secundaria tiene como objetivos fundamentales:

e Comprobar si los alumnos recuerdan el concepto y el
procedimiento de resolucién de inecuaciones apren-
dido en 4.° de ESO.

® Desarrollar procedimientos: btsqueda de inecuacio-
nes equivalentes a una dada; interpretacién grafica en
un sistema de coordenadas; aplicacién de distintas
técnicas y estrategias para resolver problemas de pro-
gramacion lineal.

e Desarrollar actitudes: reconocimiento y valoracién cri-
tica de los programas de ordenadores en la resolucién
de problemas de programacién lineal; interés y curio-
sidad por la resolucién de los citados problemas; con-
fianza en las propias capacidades y perseverancia en
la bisqueda de soluciones a problemas susceptibles
de ser resueltos.

* Hacer hincapié en el concepto del valor de una fun-
cion; en este caso de dos variables y con una estrecha
relacion con funciones econémicas-matematicas apli-
cadas a las ciencias sociales, Usar la hoja de cilculo
como herramienta en el desarrollo matemitico es
esencial hoy en dia en el mundo laboral,

° Comprender el concepto de solucién factible y solu-
cién 6ptima en un problema de programacién lineal.
Saber dibujar la regién factible asociada.

° TFijar el concepto de «problema de programacién
lineal: Maximizar o minimizar una funcién de dos
variables (en este curso) restringida a un conjunto de
inecuaciones también de dos variables, obteniendo al
menos una solucién o ninguna,

Programacién lineal con Excel

Consideremos el siguiente problema (Selectividad en
Andalucia, 2000):

La regi6n factible de un problema de programacién lineal es
la interseccion del primer cuadrante con los tres semiplanos
definidos por las siguientes inecuaciones:

(x/10) + (y/8) = 1; {x/5) + (v/8) = 1; {x/10) + (y/4) = 1

Caleula el minimo de la funcién obijefivo, Flx, y) = 4x + 5y, en
el recinto anterior.

El citado problema puede formularse en una hoja de cal-
culo Excel. En la tabla 1 se muestra el modelo planteado
asociado a dicho problema.

Se observa en la tabla que:

1. Los valores factibles (posibles de las variables que
verifican todas las restricciones) u 6ptimos de X e ¥

A B C D E F G
1 Variable X{ Variable Y
2| Valores éptimos 1 1
de las variables
3 Valor de F
4| Funcién Objetivo 4 5 . B2*B4+C2*C4
5
6| Restricciones:
7 | Primera 1/10 1/5 B2*B7+C2*C7 | <= 1
8| Segunda 1/8 1/8 B2*B8+C2*C8 | >= 1
9| Tercera 1/10 1/4 B2*B9+C2*CY | >= 1 J
Tabla 1
\ estan en las celdas B2 y C2, respec-
tivamente. (Inicialmente toman el
valor 1 para que puedan realizarse
operaciones posteriores).
2. Los coeficientes de la funcién obje-
Desarrollar tivo estin en las celdas B4 y C4, y
actitudes: el valor de la funcién objetivo se
L. encuentra en la celda G4.
reconocimiento
yva loracion 3. Los coefici.entes de las Yariables Xe
o Y pertenecientes al conjunto de res-
critica

de los programas
de ordenadores
en la resolucion
de problemas
de programacion
lineal;
interés
Y curiosidad
por la resolucion
de los citados
problemas;
confianza
en las propias
capacidades. ..

tricciones se hallan en las celdas
B7, B8 y B9 para la variable X, y C7,
C8 y C9 para la variable ¥,

El alumno debe revisar la hoja de calcu-

lo

propuesta por tres motivos esen-

ciales:

a)

b)

<)

Para una mayor comprension del
problema de programacioén lineal.

Para comprobar la existencia de
errores en la modelizacién. Estos
pueden llevar a conclusiones erré-
neas. Notese que los procedimien-
tos de correccién y precision son
siempre procedimientos que deben
ser evaluados personalmente como
positivos.

Para aprender a generalizar el pro-
cedimiento a otros contextos.

El primer paso para resolver el proble-
ma de programacién lineal mediante la
hoja de cilculo Excel es introducirse en
el programa Solver. Este se encuentra en

el

menu  Herramientas dentro de la

opcién  Complementos. En la pantalla
aparecerd una caja (Solver Parameter) en




Ja cual debe introducirse la siguiente
nformacion:

Celdilla donde se debe indicar el
valor 6ptimo de la funcién objetivo.
Dicha informacién debe registrarse
en Set Target Cell (celda F4). Se escri-
bird o simplemente haciendo clic
en la celda correspondiente.

Elegir si el problema trata de maxi-
mizar o minimizar una funcion.

Eleccién de las celdas donde se
escribirin los valores Optimos de
las variables. La citada informacién
se registrard en By Changing Cells
(Bl y CD).

4, Se deben agregar las restricciones.
Para ello existe un recuadro en
blanco junto a tres celdillas de elec-
ciébn en paralelo: Add..., Change,
Delete. Eligiendo la primera, Add
Contraint (afiadir Restricciones) apa-
recera una sub-caja donde se escri-
be la informacién de cada una de
las restricciones en los siguientes
campos:

o Cell Reference: Valor total utiliza-
do por las variables en cada
restricciéon. Debe cumplirse por
tanto la restriccion de desigual-
dad (Celdas E7, E8 y E9).

*  Contraint: Eleccion del signo de
la desigualdad. (<=, >=y >=).

e «Celda en blanco» Valor del
término independiente (F7, F8
y FO).

Incorporada la informacién necesaria se
debe hacer clic en OK de la citada sub-
caja para que aparezca de nuevo la caja
inicial de Solver Parameter, mostrando la
configuracion completa del problema
modelizado. Es ahora imprescindible
indicar al programa que se trata justa-
mente de un problema de programacion
lineal. Para ello elegimos la opcion
Opcion y posteriormente la opcién Asume
Linear Model. Haciendo clic una vez mas
en OK se vuelve de retorno a la caja ini-
cial de Solver Parameter, estando listo el
programa para resolver el problema.

Después que el programa ha realizado
una serie de cilculos debe aparecer en

Se ha pretendido
evaluar
el grado
de motivacion
Y autoestima
de dos grupos
(de 20 y 23
alumnos) de 2.°
de Bachillerato
al aprender
programacion
lineal
con la ayuda
de las nuevas
tecnologias. ..

pantalla una caja indicando los resultados del programa
Solver (Solver Results). De esta forma se indica que el pro-
grama ha resuelto el problema encontrando una solucion.
Para que la transferencia de los resultados del programa
Solver a la hoja de cdlculo pueda ser una realidad hay que
verificar la opcién de mantener la solucién del programa
(Keep the Solver Solution).

Préctica con ordenador:
una motivacién para el aprendizaje

Se ha pretendido evaluar el grado de motivacién y auto-
estima de dos grupos (de 20 y 23 alumnos) de 2.° de
Bachillerato al aprender programacion lineal con la ayuda
de las nuevas tecnologias (seran denominados a partir de
ahora grupo B), frente a otros dos grupos (de 19 y 23
alumnos) del mismo curso (denominados a partir de ahora
como grupo A), y perteneciente a otro instituto de la
misma localidad, que aprenden el citado tema con mate-
riales did4cticos tradicionales (libro, pizarra, etc.). La dedi-
cacién docente tedrica-prictica por parte de los profesores
de cada grupo se fijé en 8 horas para el grupo Ay (8 + 3)
horas para el grupo B, estas Gltimas 3 horas en dedicacion
exclusiva para explicarles como tratar la hoja de cilculo
Excel en programacion lineal. Es importante notar que
este Ultimo grupo tiene conocimientos de informatica,
estudiados al menos en una asignatura optativa de infor-
mitica en la ESO y otra en Bachillerato. A continuacion se
les planted a los alumnos que resolvieran dos problemas
de programacion lineal individualmente en forma de exa-
men, los cuales vienen dados al final de este trabajo en un
anexo y con soluciones.

El grupo que no utilizé las nuevas tecnologias, resolvio el
problema de manera individual en hojas de examen. El
grupo B dispuso de una sala de ordenadores, uno para
cada alumno. El problema pudieron resolverlo computa-
cionalmente con la citada hoja de calculo y manualmente.
El tiempo de examen fue para estos alumnos de 60 minu-
tos, mientras que para el otro grupo fue de 50. El motivo
de que el grupo B dispusiera de 10 minutos mis fue por-
que los alumnos tenfan la posibilidad de entregar, ademds
del examen escrito, explicaciones referentes a los ejerci-
cios resueltos por ordenador en el mismo papel de impre-
sion. Los alumnos que entregaron el ejercicio en estas con-
diciones seran evaluados satisfactoriamente, siendo muy
importante de cara a la clasificacion final del curso y la
puesta a punto de la Selectividad.

Los resultados generales por parte de ambos grupos vie-
nen graficados en la figura 1.

Se contempla que el grupo A obtuvo significativamente
peores resultados que en el grupo B. La media (marcada
con +) en el grupo A fue de 4,46 frente a 5,35 del grupo B.
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Figura 1. Resumen de las calificaciones en los grupos Ay B

La otra medida de posicion central (la mediana, represen-
tada por el segmento que divide a la caja) corrobora el sig-
nificado de la media aritmética, dando un peso relevante
en la docencia con las nuevas tecnologias. Obsérvese que
la mediana en el primer caso est4 en torno al 4,4 frente al
segundo caso que se encuentra proxima al 5,3. Notese que
las desviaciones tipica fueron similares en ambos grupos
(1,13 y 1,11, respectivamente). Es significativo indicar que
el porcentaje de calificaciones suspensas es mas alto en el
grupo A. Por el contrario, en el grupo B se obtuvo un 50 %
de alumnos con una calificacién superior a la mediana. En
cambio, esto no puede asegurarse para el grupo A. De
hecho, aproximadamente un 65 % del grupo suspendie-
ron. Es también interesante recalcar que las mejores califi-
caciones también fueron obtenidas por el grupo B; el 25 %
obtuvieron una calificacién superior o igual al 6; justa-
mente es en torno a esta calificacién la maxima obtenida
en el grupo A, Por tltimo, debemos notar la poca o nin-
guna existencia de notables vy sobresaliente por parte de
ambos grupos.

No solamente se pueden evaluar conceptos y procedi-
mientos en una practica de estas caracteristicas, sino tam-
bién hechos. La evaluacién del domino adquirido adopta
dos formas bdsicas: recordando mediante la enumeracion
y la seleccion en la tabla Excel que se dispone en una
matriz, e identificando y reconociendo qué tipo de funcién
Y qué conjunto de restricciones se esti tratando. «dden-
tificar la informacién global y la especifica de textos escri-
tos auténticos sobre problemas reales» es ejemplo esencial
de evaluacion destinado a valorar el domino de ciertos
hechos. La evaluacién de hechos es, sin lugar a dudas, una
de las pricticas mis frecuentes en la actualidad, y, proba-
blemente, serd la que menos problemas plantee en el futu-
ro. Sin embargo, es bueno tener en cuenta algo que puede
tener gran importancia: no es lo mismo saber que recor-
dar, y se recuerda la informacién en el mismo sentido en
que ha sido ensefada. Por consiguiente, el aula de infor-
mitica, el ordenador, la nueva disposicién para el apren-
dizaje, pueden ser esenciales para captar nuevos concep-
tos poco motivadores de aprendizaje para nuestros estu-
diantes.

Los criterios de evaluacién de conceptos son de distintos
tipos: definiciones, comparaciones de ejemplos, aplicacio-

La evaluacion
de bechos
es, sin lugar
a dudas, una de
las pricticas
mas frecuentes
en la actualidad,
Y, probablemente,
serd la que menos
problemas
Dlantee
en el futuro.

nes de resolucion de problemas, reco-
nocimiento de ideas en la realidad, etc,
Pero serfa de desear en todos los casos
que esas actividades fuesen las mismas
que los alumnos y alumnas realizan
para lograr el aprendizaje de los mismos
conceptos. De ahf la gran importancia
que suponen las nuevas herramientas
de aprendizaje: las nuevas tecnologias.

A modo de conclusién

Pricticas como éstas tienen un cierto
sentido curricular. El alumno ha de ela-
borar su respuesta: la tarea implica orga-
nizar los conocimientos que se poseen y
expresarlos. Da pie a un estilo personal
de respuesta. Permite comprobar directa-
mente la calidad y caracteristicas de la
repuesta e indirectamente el tipo de ope-
raciones y habilidades implicadas en su
elaboracion: no solo qué responden sino
c6mo han dado la respuesta y en qué
actitud de trabajo individual o colectivo.
Aspectos como posesién de vocabulario
adecuado en los informes elaborados en
el papel de impresion, capacidad para
organizar la informacién, originalidad,
creatividad, etc., pueden ser evaluados a
través de esta técnica en la modalidad de
visitar el laboratorio de informatica. El
manejo de los instrumentos informdticos,
la organizacién del proceso de elabora-
cion, el estilo personal, etc., son todos
aspectos detectables a través de los ejer-
cicios pricticos con ordenador.

Ademds, estas pricticas cumplen el
doble papel de control de conocimien-
tos y habilidades de los alumnos por un
lado, y de informacién adicional sobre
el ritmo de aprendizaje y sus incidencias
(conceptos no comprendidos o mal asi-
milados, lagunas comunes o individua-
les, etc.). Abren la posibilidad de un
posterior dialogo abierto en clase sobre
la plausibilidad y correccién de cada
una de las alternativas: por qué es
correcta la correcta e incorrectas las que
lo son. Es importante, ademas, utilizar
los propios errores como material de
trabajo (saber en qué ideas equivocadas
s€ apoyan, qué matices les  faltan o
sobran para ser correctos, etc.).
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Anexo

Ejercicio 1

Se dispone de 13.000 euros para invertir en acciones de fipo
Ay B, Las del tipo A tienen un beneficio del 9 % y las del tipo
B del 7 %. Se decide invertir un méximo de 7.000 euros en las
de tipo Ay .como minimo 1.000 euros en las de tipo B.
Ademds, queremos que la inversién en las del tipo A sea
menor o igual que la inversién en B. Se desea saber cémo se
deben repartir las citadas inversiones para obtener el méximo
interés.

Solucién

Sean x e y los euros que invertimos en las acciones de tipo
Ay de tipo B, respectivamente. De la informacién del pro-
blema se deduce que las restricciones impuestas son:

x+ »=13.000; x=7.000; y=1.000; x= y, x=0; y20

La funcidén objetivo que se quiere maximizar es:
I(x, ) = (9/100)x + (7/100)y

La solucién se obtiene, como indica la grafica de la figura
2, en el punto (x, y) = (6.500; 6.500), cuyo valor de la fun-
cién objetivo es 104.000. Notese que los valores de los ejes
de la grifica estdn simplificados por 10.

Ejercicio 2

Imaginemos que las necesidades semanales minimas, de una per-
sona ' que tiene una deferminada enfermedad, de unas sustancias
quimicas A, By C son 5, 10y 8 unidades, respectivamente. Una
empresa farmacéutica ha realizado dos farmacos que contienen
las citadas sustancias en las siguientes cantidades:

Informacién Sustancia A Sustancia B Sustancia C  Coste {kg)

Farmaco A (kg) 3 6 2 70
Farmaco B (Kg) 2 2 4 60

Si pide el enfermo a su farmacéutico que haga un prepara-
do semanalmente con los dos farmacos para que contengan
las sustancias minimas requeridas, scudantos kilogramos de
cdda: producto- debe coger semanalmente el farmacéutico
para que el enfermo tenga un coste minimo?

Solucién

Sean x e ylos gramos que se requieren de los dos firma-
cos A y B, respectivamente,

De la informacién del problema se deduce que las restric-
ciones impuestas son:

3x+2y=5; 6x+2y=210; 2x+ 4y=8; x> 0; y=0

La funcion objetivo que se quiere minimizar es:

Cx, 3) = 705+ 60y,

Como se contempla en la grifica de la figura 3 adjunta el
valor 6ptimo de la funcién es 168, la cual se minimiza para
los valores (x, =(1,2; 1,4).
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Una vision de las Matemdaticas™

Jose Maria Chamoso Sanchez
Luis M. Mulas Tavera

William B. Rawson
Mercedes Rodriguez Sanchez

En este trabajo se presenta
una visién particular de las
Matemdticas, un ejemplo de
ruta matematica como
recurso didéctico para
utilizar con los estudiantes.
Esa visién no sélo se refiere
a observacion, sino también
a interpretacién, aplicacién y
conexion de lo que se ve.
Finalmente se exponen
algunas sugerencias acerca
de su aplicacién en las
aulas.

N DOCENTE preocupado por su trabajo suele mantener-
se activo e inquieto para lograr la mejor forma de pre-
sentar los contenidos de su materia en el aula, utilizando
los materiales adecuados y con una preparada organiza-
cion. Y, para conseguirlo, las ideas pueden surgir en cual-
quier momento y lugar. Por ejemplo, se puede observar
el entorno mis inmediato para trabajar multiples conteni-
dos matemdticos mediante actividades de distinto nivel.
Por ello se presenta una visibn particular de las
Matemiticas, un ejemplo de ruta matemadtica como recur-
so didictico para utilizar con los estudiantes. Esa vision
no soélo se refiere a observacion, sino también a interpre-
tacion, aplicacién y conexion de lo que se ve. Finalmente
se exponen algunas sugerencias acerca de su aplicacién
en las aulas.

Una vision de las Matematicas del aula

Carlos se disponia a salir del Centro después de finalizar
la jornada del primer dia de curso. También era su pri-
mer dia como docente, aunque ya habia hecho varias
sustituciones de forma esporadica en afios anteriores. Era
un joven dindmico, activo y con ganas de trabajar. Como
toma de contacto, esta mafiana habia propuesto una tor-
menta de ideas a los estudiantes. Les pregunté qué les
sugeria la palabra «Matemdticas», con qué la asociaban y
qué les recordaba. En definitiva, qué eran las Mate-
maticas para ellos. Las respuestas le dejaron preocupado
y pensativo. La verdad es que las cosas se ven de forma
distinta desde la perspectiva del docente que desde la del
alumno.

Este trabajo ha sido parcialmente financiado por la Fundacién Vicente y
Garcia Corselas.



Carlos imaginé la clase que perciben sus estudiantes:

Las diez de la mafiana y, como todos los dias, es la hora de la
clase de Matemdticas. Los alumnos estén alborotados: no
callan y no se acaban de sentar. Parece como si presintieran
que los préximos minutos van a ser aburridos y pretenden
refrasarlos lo més posible. La clase comienza y, como todos los
dias, cada estudiante abre su libro por la pégina correspon-
diente. El profesor corrige los ejercicios que mandb el dia ante-
rior y, posteriormente, explica la parte del tema que sigue a lo
que se tratd la dltima vez. Los alumnos cuchichean entre sf y
cambian de postura constantemente. Una vez terminada la
explicacién, el docente consulta si hay alguna duda. No hay
preguntas. Al parecer, todo se hd entendido perfectaments, A
continuacién, el profesor sefiala los ejercicios que estén af final
del apartado y, posteriormente; dice el nombre de varios estu-
diantes para que los hagan en la pizarra. Los demds los
copian como pueden en su cuaderno. Un alumno observa que
su reloj marca las diez y cincuenta y cinco. Una pequefia son-
risa se aprecia en su rostro acompafiada de un suspiro de ali-
vio. La clase est& a punto de finalizar.

Carlos tratd de recordar sus propias clases de Matematicas
como estudiante. Realmente sentia algo similar, Este re-

cuerdo le impuls6 a pensar en las caracteristicas que tiene
esa forma de ensefianza:

1.

Es una manera comoda de impartir la clase para el
docente y de recibirla para el alumno.

Existe una Unica realidad presentada por el profesor
con ayuda del libro de texto, que es seguido fielmen-
te. Escasa utilizacién de otros materiales.

Los alumnos reciben el conocimiento.

Existe una reducida participacién de los estudiantes
en el proceso de ensefianza-aprendizaje, que se limi-
ta a la aplicacion de la idea general presentada.

Se fomenta un aprendizaje memoristico, mecdnico y
poco significativo y, con ello, unas relaciones débiles
entre los contenidos que se estudian.

Se consigue una minima generalizacién del aprendi-
zaje a distintos contextos y una escasa generacién de
nuevas ideas.

No motiva a la gran mayoria de los alumnos ni des-
pierta su curiosidad por seguir aprendiendo.

Estas caracteristicas pueden ser algunas de las causas por las
que los estudiantes perciben las Matemiticas como algo
lejano y relacionado exclusivamente con los libros de texto,

y cuya tnica utilidad es proporcionar los contenidos sufi-
cientes para poder aprobar el examen correspondiente. ;No
se puede hacer nada para modificar esa actitud negativa de
los alumnos hacia ellas? ;Han de suponer necesariamente
un aprendizaje poco atractivo y exento de funcionalidad?

Mientras Carlos caminaba reflexionando sobre estas ideas
se le acerc6 Alicia, una compafiera de Matemiticas del
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centro. A pesar del poco tiempo que
hace desde que se conocen, ya se ha
establecido una grata relacién entre
ellos. Carlos le conté sus inquietudes.

Una visién
de las Mateméticas
en la calle

Alicia sonri6. Le explico que existen
muchos recursos que se pueden utilizar
en la ensefianza de las Matematicas,
pero es necesario elegirlos segtn los
objetivos que se pretenden alcanzar, Por
ejemplo, los suyos son conseguir una
clase participativa, dindmica y motiva-
dora, ademds de promover que los
alumnos desarrollen un aprendizaje sig-
nificativo, funcional, razonado y aplica-
ble en diferentes contextos. Otro objeti-
VO més es mostrar a los estudiantes que
las Matematicas no se limitan exchisiva-
mente a los libros de texto, sino que se
pueden encontrar en su entorno coti-
diano: s6lo hay que aprender a mirar
para verlas. Alicia también comentd
que, para conseguirlo, realizaba rutas
matemdticas segin el trabajo de diver-
508 autores (por ejemplo Ashworth,
Cobden y Johns, 1991; Chamoso, Raw-
son y Rodriguez, 2000; Davies, 1995;
Escreet, 1999; Pajak, 1990; Rawson,
1990; Rawson y Chamoso, 2000; Ro-
driguez, Chamoso y Rawson, en prensa;
Rosenthal y Ampadu, 1999).

Dicho recurso didactico consiste en uti-
lizar el entorno real para ensefiar conte-
nidos matemdticos. Mediante una obser-
vacion exhaustiva y reflexiva del con-
texto cercano, ya sea paseando por una
calle, comprando en el supermercado o
examinando un monumento, por ejem-
plo, se pueden entresacar contenidos
matemdticos de la realidad. De esa
forma se espera que el estudiante mues-
tre interés por tales contenidos y los
aprenda de manera significativa. Tam-
bién se pretende que intente descubrir
otras Matemdticas en su entorno, extra-
yendo las aplicaciones que encuentre.,
Este modo de ensefiar Matematicas per-
mite que el alumno sea protagonista de




s propio aprendizaje y desarrolle hdbi-
tos de observacién, andlisis y reflexion
sistemdtica de la realidad.

Alicia invitd a Carlos a caminar juntos
por la calle en que se encontraban, por
casualidad, en esos momentos: la Rua
Mayor salmantina. Ambos dialogaban
sobre la posibilidad de extraer, de cual-
quier contexto real, aplicaciones didac-
ticas para la ensefianza en el aula de
contenidos matematicos. Para compro-
barlo decidieron buscar, en esa misma
calle, algunas de estas aplicaciones.

Observaron el escaparate que tenian
delante (foto 1). En él se podia ver un
expositor de anillos. Para localizar el
mds grande de todos ellos debia darse
una referencia numérica que lo identifi-
case: en la tercera fila, empezando por
arriba, y en la cuarta columna, desde la
izquierda. Si se hubiese tomado como
origen de coordenadas el vértice infe-
rior izquierdo del expositor, solamente
habria sido necesario dar el par ordena-
do (4, 2) para distinguir el anillo elegi-
do. Aunque ese par serfa distinto si se
considerase como origen de coordena-
- das el vértice superior derecho. O si lo
fuese el centro del rectangulo.

Existian mds actividades que podia
sugerir ese expositor. Si se contaban los
anillos que conformaban cada una de
las 4 filas se comprobaba que eran 9.
Por lo tanto, el expositor estaba com-
puesto por 36 anillos. Pero también se
podia observar que habia 9 columnas y
4 anillos por columna. También de esa

Y si bubiese
14 colummnas?

sDe cuantas
Jormas
se podrian colocar
las 5 figuras?

JCudl es
el menor
namero...?

forma se obtenian los 36 anillos, de modo que se verifica-
ba la propiedad conmutativa de la multiplicacién de
nlmeros naturales. Para comprobar su veracidad no habia
mis que contar los anillos de ambas formas.

Ademis, jqué buen ejemplo para explicar el concepto de
multiplicacién! Si en vez de 9 columnas hubiese 5, ;cudn-
tos anillos habria? ;Y si hubiese 14 columnas? Estamos
jugando con la tabla de multiplicacion del 4, que podia ser
la del 9 sin mis que variar el nimero de filas en vez de
hacerlo con las columnas. Por cierto, si imaginamos cada
anillo numerado de izquierda a derecha y de arriba a
abajo, ¢qué tienen en comin los nimeros de una misma
columna? Estibamos recordando las peculiaridades de la
multiplicacién por nueve.

Detrds de ese expositor se vefan cinco figuras navidefias
ordenadas: Maria, José, el Nifio Jests, la mula y el buey.
¢De cudntas formas se podrian colocar las 5 figuras? Son
variaciones de esos 5 elementos pero condicionadas por el
siguiente orden: el Nifio Jests siempre ha de estar en el
lugar central, la mula y el buey delante, y Jests y Marfa
detras. También podria considerarse la posibilidad de
poner a éstos dos Gltimos delante y a los animales detras.
¢Qué habria pasado si hubiese también un pastorcito? ;Y
si, ademads, estuviesen los tres Reyes Magos?

A la derecha del escaparate se vefan unos guantes. Esto
hizo recordar un problema conocido: en un cajéon hay 10
calcetines negros y 10 blancos, todos sueltos; si no es posi-
ble observar el color de los calcetines, ¢cuil es el menor
namero de éstos que hay que sacar para garantizar que, al
menos, haya 2 del mismo color? Y si, en las mismas con-
diciones, en el cajén hubiese 6 pares de guantes rojos y 6
pares de guantes azules, ;cuidl es el menor nimero de
guantes que habria que extraer para garantizar que se
tuviesen 2 del mismo color, uno para cada mano?

Enfrente de esta tienda se encontraba otro establecimien-
to que mostraba varias estrellas de cinco puntas en su
parte superior (foto 2). iEra la famosa estrella pentagonal,




simbolo de los pitagoricos, aquéllos que dieron nombre al
teorema mds famoso de la historial Esta figura se obtiene
al trazar las cinco diagonales de un pentigono regular.
Observar la estrella pitagérica sugiri6 calcular cudnto mide
cada uno de sus dngulos. Esto se podia saber conociendo
la medida de los angulos de un poligono regular de cinco
lados, cuyo valor se obtiene dividiendo el pentigono en
tres tridngulos y sumando sus dngulos (la suma de los
angulos de un tridngulo cualquiera es un valor conocido
que se puede calcular sin més que poner los angulos uno
a continuacién de otro y observando lo que ocupan).
También es posible hallarlo mediante la circunferencia en
la que estd inscrito el pentigono (por ejemplo, tomando
como centro el punto de corte de las mediatrices de los
segmentos que forman sus lados). De esta manera, las
puntas de la estrella estarfan sobre esa circunferencia v,
por tanto, para calcular el dngulo que forman bastarfa con
calcular la mitad del arco comprendido entre sus lados.

Por cierto, si estiramos una concreta y cualquiera de las
puntas de la estrella, ésta dejard de estar sobre el penti-
gono y decrecerd el valor de su 4ngulo. Se trata de un
angulo exterior a una circunferencia cuyo valor se puede
caleular sin més que hallar la semidiferencia de los arcos
comprendidos por sus lados. Naturalmente, variard en
cada caso. Pero también se puede encoger la punta de la
estrella de forma que quede un 4ngulo interior de la cit-
cunferencia, que también es calculable en cada caso (seria
la semisuma de los arcos comprendidos por sus lados y las
prolongaciones de éstos). Hasta ahora se ha pensado en
estirar o encoger una de las puntas de la estrella mientras
las demds permanecen sin modificar, aunque también se
podria estirar una de sus puntas de forma que todas cam-
bien de igual modo. En este dltimo supuesto se puede
estudiar el valor de la suma total de los angulos de la
estrella de cinco puntas modificada. (Es el mismo que el
de la estrella inicial? sEso ocurre en todos los casos?

El pentigono asociado a la estrella recuerda el logotipo de
una cadena de televisién de una Comunidad Auténoma
espafiola (¢por qué es regular?). Parece que los puntos de
corte de sus cinco diagonales forman otro pentidgono, tam-
bién regular, que permiten formar una nueva estrella pen-
tagonal. Y asi sucesivamente, cuantas veces se desee.
Pero, ademis, se observan otras peculiaridades, como que
cada uno de esos puntos de corte divide a la diagonal en
dos segmentos distintos, de tal manera que la razén entre
la diagonal completa y el mayor de los segmentos es la
misma que la de éste y el segmento menor. Es la llamada
«@azén 4durea», la misma que se repite varias veces en la
fachada de la Universidad de Salamanca. Sabiendo esto, es
posible calcular el drea de la estrella en funcién del lado
del pentigono.

Contiguo a este establecimiento habia una librerfa con un
suelo formado por figuras floreadas, donde los pétalos

Jse podria
encontrar
un rectangulo
parecido
en el que
el nimero
de cuadrados
del borde
Juera igual
al del interior?

eran baldosines hexagonales (foto 3). Se
observé que la primera capa estaba for-
mada por 6 hexdgonos, mientras que en
la segunda habia 12 (para todo ello
prescindimos del hexigono central). En
caso de que hubiera una tercera capa,
chabrfa 187 ;Y si hubiese cinco capas? Se
trata de multiplos de 6, es decir, de la
tabla de multiplicar del 6. ;Se puede
también entender como una progresién
aritmética de razén 6?

Foto 3

En la entrada de la librerfa habia un rec-
tingulo formado por pequefios baldosi-
nes cuadrados. La linea exterior, de
color més oscuro, tenfa 21 cuadrados de
largo y 13 de ancho. Por tanto el borde
tenfa 64 cuadrados. En el interior habia
209. (Son semejantes esos rectingulos?
Més todavia: sse podria encontrar un
rectangulo parecido en el que el nime-
ro de cuadrados del borde fuera igual al
del interior? ;O los lados tendrian que
tener una cierta medida?

Un poco mds adelante habia una tienda
de fotocopias en cuya cabecera se podia
leer: «Fotocopias en el actor (foto 4).
Una actividad interesante serfa buscar
simetrfas en las letras. jHay alguna que
tenga mds de un eje de simetria? Es
necesario buscar ejes adecuados. En la




fotograffa se pueden descubrir otras
letras que también permiten estudiar su
simetria (se observa que el tipo de letra
utilizado para la escritura condiciona su
posible simetria).

De la puerta contigua a la tienda de
fotocopias se podian extraer otros con-
ceptos matemdticos. Por ejemplo, circu-
los concéntricos, simetrias, traslaciones
y giros. También contenia una estrella
hexagonal inscrita en una circunferen-
cia, que se encontraba repetida varias
veces en el balcén de esta fachada, en
distinto tamafio. Esa estrella se forma
con dos tridngulos equildteros en posi-
ciones invertidas. No es dificil calcular
las medidas de sus dngulos. Si se estira
una de las puntas, ;varfa la suma total
de los 4dngulos?

Se han visto estrellas de 5 y 6 puntas
que han sugerido actividades matemati-
cas. Se podria hacer lo mismo con
estrellas de 7 puntas? Podemos conse-
guir estrellas de 7 puntas sobre una cir-
cunferencia dividida en siete partes
iguales sin m4s que unir los vértices de
tres en tres. ;Y con otro nimero de pun-
tas? sSe mantiene la suma de los dngu-
los de las puntas en todos los casos? ;Se
podria conseguir una formula general
para las diversas estrellas?

Estas actividades
confirman
la utilidad que,
para el estudio de
las Matemadaticas,
pueden
proporcionar
objetos
tan conocidos
y apreciados
por los alumnos
como éste.

Avanzando un poco mds a lo largo de la calle, Carlos y
Alicia observaron varias bicicletas aparcadas frente a un
edificio (foto 5). jQué instrumento tan interesante para
estudiar la circunferencia, sus componentes y medidas!
Conocido el radio de una de sus ruedas se puede saber
su perimetro o, lo que es lo mismo, se puede calcular el
ntmero de metros que avanza la bicicleta por cada vuel-
ta completa que den sus ruedas. De igual manera, cono-
cido el didmetro de su pifién y de su plato, es ficil hallar
el espacio que recorre la bicicleta por cada vuelta com-
pleta de pedal (ilas vueltas que da el pifién son las mis-
mas que las de la rueda?). Pero algunas de las bicicletas
fotografiadas tenian varios platos y pifiones, de tamafos
diferentes, por lo que el avance serd distinto segin su
combinacién. Ademds, el armazén metilico permite estu-
diar la clasificacion de dngulos en el plano, asi como las
posiciones relativas de dos rectas tanto en el plano como

en el espacio. Sabiendo los didmetros de los platos y

pifiones de cada bicicleta se puede calcular su avance con
cada combinacién. Estas actividades confirman la utilidad
que, para el estudio de las Matemdticas, pueden propor-
cionar objetos tan conocidos y apreciados por los alum-
nos como éste.

Foto 5

Continuando el paseo vieron a una persona que salia de
un bloque de viviendas (foto 6). Es muy probable que no
se diera cuenta de que la puerta que acababa de abrir
podia servir, entre otras cosas, para demostrar el Teorema
de Pitdgoras en el caso particular de un tridngulo rectan-
gulo isdsceles. No es dificil comprobar que ese tridngulo
es rectingulo ya que sus catetos coinciden con las semi-
diagonales de un cuadrado y su hipotenusa es uno de los
lados de éste. Ambas diagonales dividen al cuadrado en
cuatro partes iguales y, como la suma de los 4ngulos de
todo cuadrado es 360°, cada parte forma un angulo recto.
La demostracién del Teorema de Pitdgoras se puede
hacer considerando uno de los tridngulos mas pequefos




Foto 6

que se observan en la fotograffa y comprobando que el
drea del cuadrado cuyo lado es la hipotenusa (exacta-
mente, el formado por 4 tridngulos) es lo mismo que la
suma de las dreas de los dos cuadrados (uno por cateto)
que tienen por lado cada cateto del mismo tridngulo (un
cuadrado formado por dos tridngulos en cada caso). Este
teorema también se puede comprobar utilizando cual-
quier tridngulo rectangulo mds grande de esa misma
puerta, sin mds que contar el ntmero de tridngulos. Y esa
puerta puede servir para otras muchas actividades mate-
maticas.

En un techo de la Casa de las Conchas se vefa un mosai-
co formado por diversas piezas enlazadas unas con otras

Foto 7

(foto 7). Si se observa una tnica fila, se
puede comprobar que se necesitan 4
piezas para formar una figura, 7 piezas
para dos, 10 para tres y asi sucesiva-
mente. De ahi se puede obtener un
patron. (Cudntas piezas serdn necesarias
para formar diez figuras enlazadas de

Este teorema

también una misma fila? ;Y para otro ndmero de
figuras?

se puede 8
compro bar Unicamentf se ha lftilizado una .fila,
o pero también se podian haber conside-
utilizando rado dos filas de figuras. Si asi fuese,
cualquz’er s6lo habria que fijarse en las figuras de
lrz’dngulo dos en dos. De esta manera, para con-
rec t&ingu lo fe.ccionar 2 figuras nece;sitariamos 7
- piezas, para formar 4 harian falta 12 y
mas g rande asi sucesivamente. ;Qué ocurritia si se

de esa misma consideraran 3 filas de forma similar?

puerta, (Y si se tuvieran en cuenta dos filas

sin mas pero con diferente ntmero de figuras

cada una de ellas? De esta forma se

que contar el obtendrian multitud de sucesiones

numero cuyo término general variaria en cada
de triangulos. caso.

Casi al final de la calle vieron una facha-
da con varios balcones, pertenecientes a
las tres plantas de un edificio (foto 8).
Se observé que dicha balconada podia
servir para trabajar las fracciones: 7 de
los 12 balcones que componian la
fachada tenfan las persianas bajadas, es
decir, siete doceavos. Pero si en vez de
fijarnos en los 12 balcones sélo consi-
deramos los 8 de las dos primeras altu-
ras, la proporcién de balcones con las
persianas bajadas cambia. También se
pueden considerar fracciones equiva-

Foto 8




lentes sin més que fijarse en las persia-
nas bajadas de la primera y tercera plan-
ta: son 4/8 o 1/2 segiin se considere el
namero de ventanas o toda la planta
completa.

Al llegar a este punto, Catlos se encon-
traba mucho més animado. Habian sur-
gido actividades muy diversas y de nive-
les muy diferentes: geométricas, numé-
ricas, de medida, estadisticas... Agra-
deci6 a su compafiera sus sugerencias y
su estimulo, y mostrd interés en repetir
la experiencia para seguir dialogando
acerca de esta forma de ver las Mate-
maticas. Por fin, ambos compaferos se
despidieron.

Una visiéon
de la experiencia

Carlos nunca habfa hablado sobre
Matematicas como lo hizo en este
paseo, ni las habia percibido de una
forma tan directa y real. La verdad es
que le caus6é una buena sensacién. De
toda la ruta matemadtica, lo que mis le
llamo la atencién fue el enriquecedor
didlogo que mantuvo con su comparfie-
ra durante el recorrido. Pensé acerca de
la posibilidad de trabajar las Mate-
maticas en sus clases de esta manera.
Por ejemplo, podria llevar fotografias o
videos que sugirieran actividades mate-
mdticas para analizarlos con sus alum-
nos. Le gustarfa descubrir su reaccién
ante esas actividades, es decir, cdmo
encajarian la idea, como se organizarian
para adaptarla y cémo dialogarian entre
ellos. Quizés esto les ayudaria a apren-
der mejor. Este material, por su caricter
cercano, podria ofrecer un conocimien-
to méds concreto sobre los diversos con-
tenidos.

De igual manera, también consider6 la
posibilidad de organizar rutas matema-
ticas con sus estudiantes para estudiar
diferentes conocimientos matematicos
fuera del aula, en la propia realidad.
Podria aprovechar estas salidas para
introducir nuevos contenidos gracias a
la variedad de recursos que proporcio-
na el entorno. También podria servir

Inicialmente
podria resultar
dificil
descubrir
Matemdticas
en el entorno, pero
esta capacidad
se desarrollaria
progresivamente
con la prdctica.
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para que afianzaran aprendizajes ya adquiridos y, por
tanto, favorecer su generalizacion a diferentes contextos y
realidades. Si esto fuera posible, la estrategia de ensefar
y aprender Matemdticas utilizando el entorno real mas
inmediato se convertiria en un recurso pedagogico de
gran interés que los docentes deberfan considerar. Los
estudiantes dispondrian de mdltiples ejemplos sobre la
realidad para un mismo contenido, primeramente ofreci-
dos por su profesor y, después, descubiertos por ellos
mismos. Asi se facilitarfa su comprensién y su aplicacion
de diferentes maneras, y se incrementarfa su interés y
motivacion.

Este planteamiento llevd a Carlos a especular que, para
que esa forma de trabajar con los alumnos fuese realmen-
te productiva, deberfa ir acompaifiada de un trabajo previo
y otro posterior en el aula. Seria necesario profundizar en
el aprendizaje derivado de estas actividades a través del
andlisis, el razonamiento y la reflexién posterior. Ademas,
el docente deberia planificar cuidadosamente sus salidas.
En primer lugar, tendrfa que decidir el recorrido: una calle,
un supermercado o el propio recinto escolar. También
serfa importante tener claramente fijado el objetivo de la
ruta para lo cual, en esos momentos, consideraba tres
posibilidades: observar algunos detalles concretados de
antemano, buscar aspectos relacionados con un tema o
considerar vilido cualquier contenido matematico. Todas
estas decisiones concretas que el profesor tendria que
tomar estarian condicionadas por dos aspectos basicos: el
desarrollo evolutivo de los alumnos y su nivel de conoci-
mientos previos. Segin fueran las caracteristicas de ambos
condicionantes, asi serfa la complejidad de los contenidos
que se tratarfa de estudiar (Rawson, 1990; Rawson y
Chamoso, 2000).

Pero, durante esta reflexion, una duda le vino a la mente
a Carlos: ¢los estudiantes serfan capaces de extraer aplica-
ciones matemiticas del entorno? Era consciente de la difi-
cultad que entrafiaba ese proceso. Por este motivo pensd
en la importancia que la mediacién del profesor tendiia
para el éxito de una actividad de estas caracteristicas. Su
trabajo deberia consistir principalmente en sugerir ejem-
plos y orientar las observaciones de los alumnos. El valor
de esa mediacion serfa mayor cuanto menos habituados
estuviesen los estudiantes a esta dinamica de trabajo.
Inicialmente podiia resultar dificil descubrir Matematicas
en el entorno, pero esta capacidad se desarrollarfa pro-
gresivamente con la préctica.

Al mismo tiempo, Carlos imaginaba las posibilidades de
esa metodologia para promover aprendizajes grupales
entre sus alumnos. Si las actividades anteriores se hicieran
en equipos de trabajo, se estarfa desarrollando una dind-
mica de aprendizaje cooperativo que favorecerfa un conti-
nuo intercambio de ideas y razonamientos entre los com-
ponentes de cada grupo.
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Conclusiones

La ensefianza de las Matemdticas se puede realizar de for-
mas muy diferentes dependiendo de multiples factores:
por ejemplo, de los objetivos de la ensefianza, del grado
de implicacién docente, de la formacién de éste y de sus
deseos de innovar. Tradicionalmente las Matemdticas se
han concebido como un objeto definido que hay que
dominar. En cambio, en la actualidad se entienden mis
como una forma de pensamiento abierta, con margen a la
creatividad, y respetando el ritmo y la autonomia de cada
persona. Parece que, de esta Gltima manera, se estimula la
imaginacién y el razonamiento propio, y se permite la
multiplicidad de ideas. Es decir, se considera que no exis-
te s6lo una realidad ni un Gnico camino para resolver los
problemas.

No se puede olvidar que un trabajo en ese sentido exige
un gran esfuerzo del profesor, que actia como mediador
entre el alumno y su aprendizaje pero dejando al pri-
mero el protagonismo del mismo. Para ello, parece ade-
cuado que el aprendizaje se realice desde diversos con-
textos y compaginando diferentes recursos didécticos,
con el fin de que sea mds significativo, funcional y dura-
dero. Quizds haya que tener en cuenta el entorno para
la ensefianza-aprendizaje de las Matemiticas y, de esa
forma, se pueda mejorar la actitud de los estudiantes
hacia las mismas.
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Si ocho millones de personas...

Carmen Gonzalez Marti

Se describe el proceso de
investigacién del alumnado
al estudiar la veracidad de
la frase «Si ocho mil millones
de personas se ahogaran en
el Mediterréneo, el nivel del
agua subiria una décima de
milimetro». Aparecen el
orden en que razonan, los
preconceptos erréneos, y
algunas indicaciones que
pueden guiar a quien
quisiera llevar a cabo la
experiencia.

¢

A SIGUIENTE actividad persigue que el alumnado se
enfrente con un problema abierto, viéndose obligado a
disefiar una estrategia y llevarla efectivamente a cabo, en
un marco relativamente interdisciplinar. Surgird la necesi-
dad de utilizar determinados procedimientos matematicos
como herramienta ineludible para llevar a cabo la tarea.
Todo ello bajo la supervision constante del sentido comiin.

Planteamiento

Si_ocho mil millones de personas se ahogaran en el
Mediterraneo, el nivel de agua subiria una décima de milimetro.

La cita pertenece a la novela EI primer siglo después de
Béatrice de Amin Maalouf (Alianza: 106). Voy a intentar
exponer un aprovechamiento didéctico de la misma en un
grupo de 3.° de ESO.

Primeras preguntas

¢Es cierto? ¢TG4 qué crees? ;Por qué?

Se invita a la clase, dividida en grupos pequefios, a sefia-
lar por escrito dos o tres comentarios con las primeras
impresiones. Luego se leen en voz alta. Todos los grupos
sefialan que la afirmacién es falsa. No lo justifican. Otros
comentarios: no bay ocho mil millones de personas, no se
puede saber, no se podria medir.

¢Cémo podriamos comprobarlo?

Los grupos se ponen de nuevo a trabajar. Se les anima a
detallar el proceso a seguir, a estudiar su viabilidad, sin




perder de vista el objetivo, a saber, valorar la veracidad
de la cita.

Se acuerda, para empezar, calcular el volumen de una
persona.

é¢Qué volumen ocupa una persona?

Arquimedes no tarda en aparecer. Se llena una barera, me
meto dentro, recojo el agua desbordada... Como idea no
estd mal, pero su puesta en prictica echa para atras a cual-
quiera con una minima experiencia en el uso de la fregona.

iBurekal Para conocer el volumen bastaria con dividir el
beso medio de una persona por la densidad del cuerpo
bumano. Si tuviésemos patatas fritas, podriamos comer
huevos con patatas,... si tuviésemos huevos» porque, ¢cual
es la densidad del cuerpo humano? En este punto, podria-
mos echar mano de la enciclopedia, pero el problema
puede ser ordefiado mds atn.

Se mete un muiieco hueco en un barrefio. .. (y otra vez
Arquimedes). La logistica es desde luego mds llevadera, La
razon rentre la talla de un adulto y la del mufieco es ficil
de hallar. «S6lo» queda convencer al pablico de que debe-
mos multiplicar el volumen del mufieco por # y no por r
(con dnimo de incordiar: la semejanza entre un bebé y el
mufleco es clara, pero, ¢es extrapolable a adultos?).

Todos los grupos han seguido un enfoque directo: calcular
el volumen ocupado por una persona, para luego saber el
correspondiente a los ocho mil millones de ahogados. Se
les hace ver que el Mediterrdneo no ha aparecido por nin-
gun sitio y se guia el debate hasta la siguiente pregunta:

éQué volumen supone un aumento de 0,1
mm del nivel de agua del Mare Nostrum?

La profundidad del mar aparece inmediatamente, y cues-
ta bastante llegar a reconocer que es irrelevante.
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También se habla del perimetro y de la
densidad del agua salada. Por fin llega-
mos a la supetficie. Conocida la super-
ficie de nuestro mar (3.081.850 km?2
seglin el Espasa), «olo» toca pelear los
cambios de unidad para llegar a
3,082 - 101 dm? que, divididos por los
ocho mil millones de personas, arrojan
un no muy claro 38,5 dm? por habitan-
te. ;Y ahora, qué?

éEs razonable?

JAbultas ti casi como 40 litros? Se cal-
culan las medidas de un prisma o un
cilindro con ese volumen vy altura, diga-
mos que 1,6 m (;cuil es la altura media
de las personas?) En el caso del prisma,
se obtiene una base cuadrada de unos
15 cm de lado. {Es verosimil!

Conclusién

Con la excusa de Amin Maalouf, hemos
mareado la notacién cientifica, el cam-
bio de unidades, las razones de seme-
janza, la estimacioén y comparacién de
areas y volimenes, y la enciclopedia; se
han explorado y contrastado diferentes
estrategias para abordar el problema,
hemos hecho protocolos y los hemos
puesto en practica, han salido a la luz
preconceptos errdneos, hemos discuti-
do mucho... y ademis ahora sabemos
que si ocho mil millones de personas se
hundieran en el Mediterrineo. .
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¢A qué apuestas?

M.? del Carmen Yélamo Blanco

M.® Magdalena Yélamo Blanco

L JUEGO /A qué apuestas? es un instrumento para intro-
ducir y practicar el concepto de probabilidad. Es un juego
para dos jugadores.

Material necesario

Por cada par de jugadores, se necesita:

e Un tablero.

e Una baraja de cartas J4 qué apuestas?

e Un par de fichas de distinto color.

e  Un par de dados ctbicos blancos.

e  Un par de dados ctbicos de colores distintos.
e  Un dado dodecaédrico.

e Una moneda.

e Una baraja de cartas espafiola (40 cartas).

Reglas del juego

e Antes de empezar el juego, se barajan las cartas ;A4
qué apuestas?

e Se establece un turno de jugadores, empezando por el
que tenga mayor puntuacion al lanzar su dado blanco.

e El jugador que empieza el turno, tira su dado blanco
. . y, a continuacion, extrae una carta de la baraja /4 qué

un juego que sirve para
infroducir y trabaiar el apuestas?, 1a lee y apuesta a uno de los dos sucesos
concepto de probabilidad. que en ella se describen. El otro jugador apuesta obli-

Puede utilizarse en alumnos gartoriamente al otro suceso.
que no conozcan dicho
concepto, basandose en la

En este frabajo se presenta

e El jugador realiza el experimento a que se refiere la

nocién intuitiva de carta elegida (lanzar un dado cibico, lanzar un dado
probabilidad, o bien, en dodecaédrico, lanzar dos dados distintos, extraer una
aquellos alumnos que s carta de una baraja espafiola o lanzar una moneda tres

sepan calcular las
probabilidades de los
sucesos que aparecen en el e Siel suceso al que apostd se verifica, avanza con su fi-

juego. cha el nimero de casillas indicado por su dado blanco.

veces consecutivas).




1.

1. Salir al menos un 4

2. Salir un moltiplo de 3

Si se cumple el otro suceso, el otro jugador avanza
con su ficha un lugar, si en el dado se obtuvo 1, 2 o
3; dos lugares si se obtuvo 4 o 5; y tres lugares si se
consiguié un 6.

Sien la primera realizacion del experimento no se dan
ninguno de los dos sucesos (los sucesos no son nece-
sarfamente complementarios), éste se repetird hasta
que ocurran uno de los dos.

Acaba el turno del jugador, apartando la carta elegida
a otro montdn,

Gana el jugador que antes consigue llegar a la meta.

Si las cartas a extraer se acaban antes de llegar a la
meta, se vuelven a barajar y se continda el juego.

Observaciones

Este juego se enmarca en el aprendizaje del concepto
de probabilidad. Concretamente en el cilculo de pro-
babilidades de sucesos con la regla de Laplace. Se han
considerado, por lo tanto, experimentos cuyos posibles
resultados son todos equiprobables: lanzamiento de un
dado cabico, lanzamiento de un dado dodecaédrico,
lanzamiento de dos dados cibicos de distinto color,
lanzamiento de una moneda tres veces consecutivas v
extraccion de una carta de una baraja espafiola.

El objetivo es que el alumno aprenda a contar cudn-
tos resultados posibles tiene un experimento y cuan-

Si desea utilizar este juego,
ponemos a su disposicién nues-
tro juego de cartas.

Contacte con nosotros en:
mmyybb@netcourrier.com

En la extraccion de una

En el lanzamiento de un En el lanzamiento de un

dado cibico: dado dodecaédrico:

#A qué apuestas? 3A qué apuestas?

1. Sacar un divisor de 42 |

carta de una baraja

En el lanzamiento de dos

espafiola (40 cartas):

sA qué apuesltas?
#A qué apuestas? Grqueap

1. Sacar al menos un 3

1. Sacar bastos

2. Sacar un miltiplo de 4 £

tos resultados son favorables al suceso cuya probabi-
lidad queremos hallar,

Nivel: 2.° de ESO.

Debido a lo intuitivo del concepto, este juego puede
llevarse a cabo antes de que el alumno conozca for-
malmente la regla de Laplace, y como introduccién a
ella. Pero quizds resulte més provechoso si se pone
en prictica durante o al final del desarrollo de la uni-
dad didactica, después de haber trabajado algunos
espacios muestrales presentes en el juego y que pue-
den resultarles de mis dificultad, como los relativos
al experimento del lanzamiento de dos dados distin-
tos y al del lanzamiento de una moneda tres veces
consecutivas.

2. Sacar figura

2. Sacar doble
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dados cibicos distintos:

5. Con el juego también se pone de
manifiesto el concepto de probabili-
dad, de manera, que, aunque un
jugador apostase siempre adecuada-
mente al suceso de mas probabili-
dad y su compafiero al de menos,
podrfa perder, porque estd presente
el componente azar: que sea mds
probable no significa que vaya a
ocurrir con seguridad. Esto ayuda a
que no se desmotiven los alumnos
menos aventajados, puesto que
aunque se falle con cierta frecuencia
al considerar el suceso mis proba-
ble, es posible ganar.

6. Eljuego ayuda a repasar conceptos
de divisibilidad como los de: ntime-
o primo, nimero compuesto, divi-
sor y multiplo.

7. Se trabajan también el significado
de algunas expresiones, que los
alumnos de estos niveles no tienen
suficientemente claras como: «al
menos», «como muchos,..,

Las cartas

Algunos ejemplos de cartas son!:

En el lanzamiento de una
moneda tres veces

consecutivas:

3A qué apuestas?

1. Sacar un nomero impar

de cruces

2. Sacar exactamente dos |

caras

El tablero

Puede servir cualquier tipo de tablero
que tenga una salida y una meta como
la oca o el parchis. Se recomienda que
por cada carta haya aproximadamente
dos casillas en el tablero.

Puede ocurrir que haya que barajar el ma-
20 de cartas varias veces antes de finalizar
una partida. Esto no es ningtin inconve-
niente puesto que los experimentos son
aleatorios. M4s atn, es ventajoso pues
ayuda al alumno a conocer mejor los
sucesos descritos en las cartas y a corregir
errores cometidos en turnos anteriores.




Pitagoras desde el circulo

Miquel Alberti Palme

AS VISUALIZACIONES del teorema de Pitigoras se basan
en una comprobacion del resultado haciendo encajar las |
piezas de un pequefio rompecabezas que se obtienen de
partir en pedazos un cuadrado. Por ejemplo asi:

Figura 1

(Por qué no se muestra nunca una visualizacion del teore-

ma que tenga que ver con el circulo? ;Es que no la hay?

Encuadrando

Podemos hacer el primer intento de encontrarla pensando
en la figura 1. En ella se ven dos cuadrados, uno dentro
de otro, de manera que el espacio que media entre ellos
es una corona cuadrada. Si cambiamos ambos cuadrados
por circulos obtendremos una corona circular. Copiando el
proceder anterior se tratarfa ahora de partir esta corona en
cuatro partes iguales y deducir el teorema a partir de sus
Cualquier prueba del teorema | 4reas. Evidentemente puede hacerse esto de innumerables

 de Pitgoras se asocia formas, pero la mis sencilla y parecida al caso del cua-
siempre a un cuadrado. 3No

habré alguna forma de ver el
teorema a partir del circulo? tes de la circunferencia exterior sendos segmentos a cua-

Pues si. tro puntos también equidistantes de la circunferencia inte-

drado consistird en trazar desde cuatro puntos equidistan-




rior. Asi la corona quedaria dividida en cuatro partes idén-
ticas, pero si nos fijamos bien en la corona cuadrada nos
daremos cuenta de que los segmentos que unen los cua-
drados son tangentes a sus lados. Hagamoslo igual:

Figura 2

Dichos segmentos tangentes a la circunferencia interior
tienen una relacion especial con las circunferencias que
forman la corona. Para verla sefialemos también los radios
de cada circunferencia:

Figura 3

El tridngulo 7Rx que aparece es rectangulo: 7'y X son per-
pendiculares puesto que x es tangente a la circunferencia
pequefia. El drea del circulo mayor es 4 = nRk?, y la del
pequefio a = w2 Por tanto, el 4rea de la corona serd:

C=A-a=nR*~ ) = gx?

Esta Gltima igualdad se obtiene aplicando el teorema de
Pitdgoras. Pero lo que yo quiero es precisamente lo con-
trario, ver el teorema en lugar de aplicarlo. Esto quiere
decir que deberfa ser capaz de wem en el disefio de la
figura 3 que el 4rea de la corona circular es x2. Si lo con-
sigo podré razonar asi:

e El drea de la corona es mx2

* las dreas de los circulos son nR?y 7 respectiva-
mente.

Puesto que C'= A4 - g, serd: nx? = TR — T

Luego tenemos el teorema: jj R2 = x2 + 2]

Circulando

¢Y puede verse esto? Vedmoslo!

El cuadrado es estitico, el circulo no.
Mirando una circunferencia no pode-
mos decir si se estd quieta o gira alre-
dedor de su centro. De hecho, una cir-
cunferencia se dibuja mediante un giro,
movimiento que constituye su esencia.
Por eso quizd no vayamos mal encami-
nados si enfocamos la basqueda de una
visualizacién circular del teorema de
Pitdgoras en este sentido.

Con este objetivo trazo ahora en la
corona tres segmentos X, y, z que unan
ambas circunferencias, pero que formen
diferentes dngulos con la interior (x,
tangente; y, perpendicular; z, ni lo uno
ni lo otro) y la hago girar alrededor del
centro comun P

Figura 4

Al girar, x, , z barren un area. Pero asi
como z e y la barren tanto por el hecho
de girar como por el de trasladarse, en
cambio x s6lo barre drea en razén de su
giro ya que es tangente a la circunfe-
rencia interior. ;Qué sucede al pintar
con un pincel? Cuanto mayor es el
angulo que forma el pincel con el des-
plazamiento mis grueso se pinta:

Figura 5




Una vez se ha trasladado una distancia
I, el pincel o segmento M barre un drea
A= L'Msin s, el drea del paralelogramo
~ de 4ngulo sy lados My L En cambio, N
barre un 4drea nula como el dngulo que
forma con la trayectoria. Si ésta no es
rectilinea un pincel tangente a ella sélo
pintard por el hecho de girar, no por
trasladarse. Lo mismo le sucede a x, que
gira como si todo el circulo interior
fuera el centro ingente de su giro. ;Y
qué érea describe un segmento al girar
alrededor de un punto? {La del circulo
que lo tiene por radiol:

Miquel Alberti
IES Pau Vila
Sabadell {Barcelona).
Federaci6 d’Entitats
per I'Ensenyament de les
Matemdliques a Catalunya

Figura 6

iLo veol! El 4rea de la corona es C = mx? y de ahi se dedu-
ce el teorema de Pitdgoras.







jMas teatro y menos
matematicas!

Ismael Roldan Castro

Jose Munoz Santonja

Llevamos afios utilizando los
medios de comunicacién en
los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las
matemdticas en Secundaria y
Bachillerato. Desde el afio
2000 investigamos
especialmente el teatro como
medio no convencional,
aunque muy eficaz en los
procesos aludidos. En este
arficulo se narran
experiencias con
espectaculos de teatro
matemdtico realizadas con
gran éxito ante pUblicos
heterogéneos. Pensamos que
las matemdticas pueden y
deben emocionar a los
espectadores no sélo en la
vertiente formal de sus
contenidos, sino también en
la estética, sin olvidar los
ingredientes esenciales de
fantasia y humor.

L TEATRO como recurso educativo

El teatro es fascinacion. ;Quién de nosotros no ha queda-
do atrapado en una historia teatralizada cuando hemos
sido pequefios? Ademas hemos entrado en la trama que se
nos narraba, gritando, llorando, aplaudiendo... segln
fuese la ocasion. Desde nuestra mis tierna infancia hemos
formado parte de la narracion realizada por titeres, paya-
sos, mimos, actores en general y nos hemos dejado arras-
trar por el hilo argumental que éstos han hecho desfilar
delante de nuestros 0jos.

Esa capacidad de fascinacién que posee el teatro lo con-
vierte en un recurso muy eficaz en el campo educativo. Las
posibilidades didécticas del teatro abarcan muchos aspectos
y situaciones. Se pueden aprender a partir de una repre-
sentacion escénica comportamientos, actitudes y, a veces,
conceptos y procedimientos. Es posible conocer épocas his-
téricas, aprender habilidades sociales que nos permitan
relacionarnos correctamente en sociedad, reforzar concep-
tos (como por ejemplo en las obras que se realizan en algGn
idioma extranjero que estén estudiando nuestros alumnos)
y atender a muchos aspectos transversales de la ensefianza,
como la coeducacién, la educacidn en valores, el respeto
medioambiental, la solidaridad con otras culturas, etc.

En muchos centros educativos existe una larga tradicion
de obras teatrales realizadas por los alumnos, lo que tiene
una vertiente atin mds positiva, pues las personas que par-
ticipan en la realizacién de un montaje teatral desarrollan
unas relaciones personales muy positivas, al tener que tra-
bajar en un proceso costoso pero gratificante, como es una
obra de teatro. Existen incluso concursos para grupos tea-
trales del alumnado de secundaria.

Hay gran cantidad de obras que se pueden escenificar en
relacién con multitud de materias, Por supuesto, el abani-




co més amplio de posibilidades serian las propias obras
teatrales de la literatura, que permiten a los alumnos cono-
cer esas obras maestras a través del trabajo de actores pro-
fesionales, o de los propios alumnos. También es muy
corriente encontrar algunas obras en inglés o en francés,
tradicién que ya eémpieza en algunos colegios de primaria,
donde en las fiestas de final de curso o en las semanas cul-
turales, hay pequefias obras preparadas por alumnos en
los idiomas que estin estudiando. Otro gran bloque de
obras son escenificaciones de situaciones de actualidad (el
tema de la inmigracién, la llegada del euro, la violencia
contra las mujeres, etc.) que permiten trabajar esos pro-
blemas posteriormente en clase. También existen obras
que presentan la invencion de grandes avances cientificos
O situaciones histéricas importantes, y en este caso mere-
cen especial interés aquellas que recrean aspectos de la
cultura clasica, utilizindose incluso el latin o el griego en
su puesta en escena.

Especial mencion merece la figura de Carl Dijerassi, cate-
dritico de quimica y prestigioso cientifico que cambié el
mundo cuando sélo contaba veintipocos afios con el anti-
conceptivo oral o «pildoras como se hizo famosa. Ahora,
con cerca de los setenta afios, rico y famoso, progresa en
una nueva carrera intelectual esta vez literaria. Define su
nueva tarea como ciencia en la ficcién subrayando que no
es ciencia ficcion. Escribe novelas y obras de teatro que
utilizan la ciencia verdadera para informar al pablico y sus
libros constituyen una estimulante lectura.

El teatro y las matematicas

Como no podia ser menos, las matematicas también tienen
Su pequefia parcela en el teatro. Aunque pueda parecer
imposible, dado el halo de irracionalidad y abstraccién
que rodea a esta materia, también las matematicas pueden
ser escenificadas,

Nuestra experiencia nos indica que el teatro es un pode-
[0SO recurso para la didictica y la divulgacién de las
matemiticas. Especialmente, por la capacidad de asombrar
al poner en escena conceptos que se consideran abstrac-
tos, de atraer la atencién y de motivar el interés del espec-
tador, se convierte en una herramienta muy valiosa en
nuestra materia.

Como contaba en una conferencia nuestro querido Claudi
Alsina, todos los profesores tenemos algo de actores, pues
cuando planteamos un problema ¥ preguntamos inocen-
temente cuil serd la forma de abordarlo, estamos hacien-
do teatro, ya que nosotros conocemos de sobra cémo
desarrollarlo y cudl es la solucién. Incluso debemos ser
unos buenos actores, pues no es raro que tengamos que
repetir la misma funcién en el mismo dia, pero para espec-
tadores distintos.

...todos
los profesores
tenemos
algo de actores,
pues cuando
Dplanteamos
un problema
Y breguntamos
inocentemente
cual serd
la forma
de abordarlo,
estamos haciendo
teatro. ..

.

&

Hay muchos aspectos matematicos que
permiten ser teatralizados. Quizas el
mis evidente, y por eso mas desarrolla-
do, es el escenificar la vida y presentar
la obra de algin famoso matematico,
No sbélo en nuestro pais, sino en
muchos otros pafses (Portugal, Italia,
Argentina...) conocemos experiencias
realizadas en centros educativos, donde
los alumnos han preparado montajes
sobre algin matemitico, lo que les ha
permitido explicar los conocimientos
matematicos de su época y las principa-
les aportaciones a la ciencia de esos
personajes.

También es posible encontrar ejemplos
de montajes, donde se presentan aspec-
tos matematicos importantes para la vida
cotidiana. Por ejemplo, la necesidad de
unas unidades de medida comunes, o
las dificultades del cambio al euro,

Pero lo que puede ser mas dificil de
concebir es que haya elementos mate-
mdticos que puedan ser escenificados.
Sin embargo, nosotros pensamos que,
salvando las distancias, tan irreales pue-
den ser Macbeth o Romeo y Julieta
€Omo una potencia o una funcién.

En la literatura es posible encontrar
narraciones en las que elementos mate-
maticos son los protagonistas. Por no
insistir en referencias muy conocidas,
como el libro Planilandia de Edwin
Abbot, podemos citar dos libros separa-
dos en el tiempo. Por un lado la narra-
ci6n corta titulada De c6mo el nigmero 7
se volvio loco de Bram Stoker ( 2002) en
la que el protagonista es el nimero 7
que sufre mucho por ser primo. Otro
mds reciente serfa el cuento /Ojald no
bubiera niimeros! de Esteban Serrano
(Serrano, 2002), en el que los regidores
del pais de los nimeros deciden dejar al
mundo sin nimeros para castigar a un
chaval que los aborrece. En clave de
humor se cuentan las dificultades que
aparecetian en la vida cotidiana si no
hubiese nimeros.

Existen ejemplos de escenificacién de
elementos matemdticos que han podido
ser observados en la televisién. Por
ejemplo, conocemos una produccién de
la antigua realizadora Yambo S.A., que




dentro de una serie de programas lla-
mada «Un castillo de cuentos» presentd
una historia de titulo Za familia mate-
madtica, en la que un alumno asqueado
con las dificiles matemaiticas que tenia
que resolver, es abducido por su cua-
derno de matematicas, donde vive una
familia de quebrados a los que ayuda, y
en reciprocidad es ayudado a compren-
der los deberes que tenia sefialados.

Por otro lado, existe un mondlogo de
Faemino y Cansado, englobado dentro
de su serie televisiva de programas «El
orgullo del tercer mundo», dedicado a
contar una historia paradéjica, pues como
ellos mismos dicen «parece irreal, pero
trata de dos ntimeros reales». En el moné-
logo se cuenta la historia del 6 y el 9 que
eran hermanos, y de todos los nimeros
que se relacionan con ellos (fracciona-
rios, negativos, irracionales, etc.).

Si pensamos que los elementos de las
matemdticas no pueden servir para con-
tar una historia, es porque no hemos
visto el corto de dibujos animados E/
punto y la linea. Un romance matemdti-
camente simple. Dirigido por Chuck
Jones, uno de los grandes dibujantes de
la Warner Broos (creador del Coyote y
el Correcaminos, entre otros) en el que

se narra la historia de una recta enamo-
rada de un punto.

Los ejemplos anteriores se refieren a
adaptaciones matemdticas realizadas
por profesionales. Pero también los
alumnos pueden representar obras de
teatro, en las que algunos conceptos (en
muchos casos geométricos) son mostra-
dos formando parte de una historia.
Varios ejemplos se encuentran refleja-
dos en la bibliografia que acompana a
estas paginas.

El pais de los vectores

De los dos autores de este articulo,
Ismael Roldan, aparte de Licenciado en
Fisica y profesor de Matematicas, es
licenciado en Arte Dramdtico. Fue fun-
dador y durante cinco afios actor profe-
sional con el grupo Teatro de la Jacara
de Sevilla. El mundo del teatro es algo

Pero también
los alummnos
pueden
representar
obras de teatro,
en las que algunos
conceptos
(en muchos casos
geometricos)
son mostrados
Jormando
parte
de una bistoria.

que siempre ha llevado en la sangre y que, siempre que ha
podido, se ha manifestado en sus clases. Conceptos como
la composicién de funciones han sido explicados en clase
mediante la ayuda de una simple escenificaciéon teatral.

Conocer las posibilidades del teatro para presentar ele-
mentos matemdticos nos animé a aceptar la invitacion de
Canal Sur TV, dentro de su programacién educativa y mds
concretamente en «El Club de las Ideas». La productora
sevillana Intermedia ya habifa grabado una experiencia
realizada por Ismael en su centro pero ahora el reto se
presentaba excitante, pues en lugar de tratarse de una gra-
bacién convencional nos propusimos un programa espe-
cial donde tendrfamos que elaborar un guion para la tele-
visién partiendo de una pieza teatral con contenidos mate-
maticos y dos actores.

Como la productora estaba preparando un programa
monogrifico sobre matematicas y nuestra relacién con el
‘realizador y el cimara resulté desde el principio fluida y
especialmente cordial, no tardamos en ponernos de acuer-
do acerca del proyecto ilusionante de hacer teatro mate-
matico para la televisién. Después de leer algunos textos
que nos parecieron interesantes, como el citado libro
Planilandia de Edwin Abbot, o algunas de las pequefias
piezas teatrales elaboradas por Claudi Alsina, optamos por
elegir El Pais de los Vectores, un montaje realizado en plan
diaporama por el profesor canario Martin Corujo en 1993,
Tuvimos que adaptar el texto a una obra teatral para dos
actores y grabarla de tirén el mismo dia que comenzamos
a ensayar el guidn. Aquella tarde tendriamos que unir a la
condicién de Catedritico de Matematicas de Pepe su
espléndida capacidad interpretativa y teatral que no hacia
mds que comenzar y auguraba futuros éxitos para esta
pareja tan singular. La experiencia resulté muy satisfacto-
ria y recibimos la felicitaciéon de los directivos de «El Club
de las Ideas» asi como de muchos conocidos que vieron
aquel programa. Se emitié6 multitud de veces en Canal Sur
TV (y se sigue emitiendo en la actualidad), e incluso via
satélite para la televisiéon educativa que se emite en los
paises de habla hispana.

Primer acto: El Afle Mundial de las
Matematicas.

Durante el afio 1998 se celebraron en Madrid unas jorna-
das de la sociedad APUMA (Asociacién de Profesores
Usuarios de los Medios Audiovisuales) y en ellas presen-
tamos la experiencia que habfamos tenido con el progra-
ma citado anteriormente. Alli conocimos a Margarita
Marin, profesora de la Escuela de Formacioén del Profe-
sorado de Ciudad Real, que nos invité a participar en el
afio 2000 en las Primeras Jornadas Regionales de Castilla
La Mancha, que se celebraron en Ciudad Real. Se nos




plante6 el presentar una ponencia-taller sobre Matemiticas
y Medios de Comunicacion que constarfa de una primera
parte en plan conferencia para todos los asistentes segui-
da de un encuentro mds prictico con actividades matema-
ticas para un grupo mds reducido. Ismael tuvo la genial
idea de realizar una obra teatral para esa primera parte
preparando un guién formado por distintos sketches. La
idea general del montaje era presentar una parodia de pro-
grama de television realizado con motivo especial del Afio
Mundial de la Matemiticas.

En la presentacion, el conductor del programa (un fla-
mante y bien parecido Pepe con traje y pajarita) hacia una
entrevista a una figura emblematica de la educacion mate-
mdtica, en concreto a Ricardo Pichardo Esteso, un alumno
de primero de ESO (interpretado por un Ismael con pan-
talon corto, zarcillo a la oreja y gorra juvenil al estilo
break-dance) que, por supuesto, odiaba febrilmente las
matematicas. En el desarrollo del montaje se proyectaba
una «publicidad matematica» que se disefio expresamente
para la ocasién y que consigui6 la hilaridad del ptblico;
unas entrevistas que realizamos a grandes figuras de la
comunicacion como Carlos Herrera, Manuel Campo Vidal
0 Paco Lobatén, que tuvieron la gentileza de contarnos sus
experiencias escolares con las matematicas (por cierto que
desde hace tiempo estamos detrds de entrevistar a Ifiaki
Gabilondo para ir completando las aportaciones de los
grandes comunicadores del pais), v una serie de pequefas
piezas teatrales tales como un telediario matematico, una
tertulia en un café donde se repasaban todas las posibili-
dades de la prensa en la ensefianza matemdtica, y algunas
piezas teatralizadas, donde los actores, por ejemplo, nos
convertimos en una funcién y su asintota en un idilio
imposible de explicar con palabras con un final memora-
ble. También hicimos una propuesta con expresion cor-
poral escenificando el concepto de desigualdad y el de
simetria.
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Telediario matemético

El éxito del montaje fue extraordinario y
su entrafiable recuerdo perduré en el
tiempo. Desde luego hay que destacar
la ayuda prestada por Carmen Castro, la
mujer de Pepe, y por el profesor de
Educacién Fisica de la Escuela de
Formacién del Profesorado de Ciudad
Real, que se encargaron de los medios
técnicos audiovisuales cuyo manejo y
sincronismo a pesar de la complejidad
inherente result6 brillante e impecable.

Los espectadores se vieron especial-
mente sorprendidos porque esperaban
ver una conferencia tradicional de mate-
mdticas y se encontraron con todo un
espectdculo teatral multicolor cargado
de humor y musica, donde la funcién y
su asintota culminaban su historia bai-
lando al ritmo de Los Sabandefos.
Muchas de las pequefias piezas presen-
tadas resultaron ademas asequibles para
cualquier persona aunque sus conoci-
mientos matematicos fuesen escasos o
casi inexistentes.

El tnico regusto amargo que nos quedd
de aquella experiencia no fueron las mis
de 100 horas que dedicamos a la prepa-
racion del espectaculo (escribir el guion
inicial y las modificaciones posteriores, la
seleccién de la misica, elaboracién de
las diapositivas, realizacién y edicién de
un video publicitario, la preparacion del
atrezzo y eleccién del vestuario, los mul-
tiples ensayos, etc.) sino no haber podi-
do representar el montaje en ningtn otro
lugar rentabilizando tanta ilusién y
esfuerzo, pues aunque lo ofrecimos a tra-
vés de la pagina web de la FESPM duran-
te el Afio Mundial de las Matematicas, la
UGnica posibilidad real de repetitlo se nos
fastidi6 por un problema médico, y otras
muchas posibilidades no llegaron a fra-
guar al final. Deformados por la profe-
sion dirfamos que se trataba de un pro-
yecto complejo con fuerte componente
imaginaria y casi nula parte real....

Segundo acto: Con las
matemadticas si se juega

Cuando el gusanillo del teatro ya nos
recomia por dentro, vino en nuestra




busqueda de nuevo Margarita Marin,
que junto con el profesor José Luis
Carlavilla habifan organizado una serie
de conferencias en la Universidad de
Castilla-La Mancha para el afio 2002.
Recordaban la gran impresién que habia-
mos dejado en Ciudad Real en el 2000.
Y como era previsible los actores-profe-
sores aceptaron encantados la nueva
invitacidén y por segunda vez nos pusi-
mos manos a la obra. Para esta ocasién
aprovechamos una serie de guiones que
Ismael habia preparado en los dos ulti-
mos afios, y que iban a aparecer en
forma de libro editado por la editorial
Nivola con el titulo Teatromditico. Diver-
timentos teatrales matemdticos para
todos los piiblicos.

Aparte del material anterior, se realiza-
ron guiones nuevos para crear una his-
toria que sirviera de hilacién a todo el
montaje, y se metieron sketches que no
habfan salido publicados, como una
apasionante historia de amor-odio
entre una funcién y su variable (con
amplia participaciéon del publico) y
otras piezas, que al ser totalmente
visuales y sin ningn texto, no aparecian
en el libro.

El montaje volvi6 a ser todo un éxito y fui-
mos felicitados con efusion por los asis-
tentes organizadores y medios de comu-
nicacién presentes el dia del estreno que,
contra todo prondstico, prepararon una
rueda de prensa espectacular con las
matematicas como invitada de honor.

Nos encontramos especialmente recom-
pensados con el piblico asistente, pues
ademds de la presencia de profesores y
estudiantes de la Escuela de Formacién
del Profesorado, también asistieron
alumnos de secundaria que fueron lle-
vados por sus profesores para la oca-
sién. Todos disfrutaron del montaje y
participaron activamente cuando se les
requirié por parte de los actores crean-
do momentos de auténtica catarsis y
emociones compartidas.

En la actualidad estamos recomponien-
do este ultimo montaje (ya que se hizo
especialmente para ser estrenado en
Ciudad Real y existen muchas referen-
cias a esa ciudad) para poder represen-
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Funcién y variable

tarlo en otros lugares y mantenemos el contacto con otros
estamentos e instituciones para realizar alguna otra fun-
cién, a ver si por fin sacamos provecho de la cantidad de
esfuerzo y trabajo desarrollados en este proyecto.

El telediario matemético

Es muy dificil hacerse una idea clara de lo que significan
estos montajes, pues en ellos resulta fundamental la pues-
ta en escena, la misica y las imdgenes que la acompafian
(cerca de 30 diapositivas). Sin embargo, para que el lec-
tor se acerque un poco al estilo y objetivo que persegui-
mos en el especticulo procedemos a continuacién a
reproducir parte del telediario matemdtico en su parte
més literaria:

La escena presenta una mesa tipica de television (de las
antiguas, sin los nuevos adelantos técnicos con pantallas
inteligentes) donde se sientan dos actores, haciendo el
papel de periodistas y leen con la entonacién e impasibi-
lidad propia del momento las noticias matematicas, algu-
nas de las cuales son las siguientes (el lector puede encon-
trarlas todas en Teatromdtico, libro resefiado en la biblio-
grafia que se acompana):

SUCESOS. Tanto el Suceso A {alumnos dvidos de una mateméti-
ca feliz) como el Suceso B {profesores empefiados en concebir su
asignatura como una carrera de obstéculos), han demostrado ser
incompatibles tras comprobarse que su interseccién daba el con-
junto vacio.

Ecologistas geométricos comprometidos con la defensa y el res-
pefo de la diversidad en la fauna poligonal, se vieron obligados
a disuadir a una pandilla de cuadrados engreidos, que increpa-
ban a una familia de ingenuos trapezoides procedentes de dife-
rentes lugares del plano. Los trapezoides aseguraron a nuesiros
reporteros haber escuchado insultos xendfobos como: «cuadrilé-
teros confrahechos, no tenéis paralelos lo que hay que tener». La
ministra del medio: «Dodecégona Planita» ha declarado oficial-




mente que lo importante no es cémo se tengan, sino el uso que
de ellos se haga.

El méximo galardén que otorga la Real Academia de Entes
Matemdticos Dispersos, el Circulo Aureo, le ha sido impuesto al
olvidado logaritmo. Con este acto se le reconoce su labor libera-
dora de las sufridas bases, quienes por fin se han visto aligera-
das del peso secular que sobre ellas ejercian sus exponentes.

A partir del préximo milenio, el MEC y todas las comunidades
auténomas con competencias educativas, obligarén a que todos
los centros expliquen las cénicas desde una pedagogia pragmé-
fico-gastrondmica més coherente con los postulados de la Logse.
Los profesores y profesoras cortarén en clase circulos, elipses,
hipérbolas y pardbolas de la mejor cafia del lomo ibérico espa-
fiol. Estas cafias serdn consideradas a efectos administrativos
como material fungible no inventariable.

En efecto, hay amores que matan. Esta es la razén por la que le
ha sido concedido el diploma del abnegado sacrificio al profesor
italiano Suplizzio Problematicae, actualmente de gira por Espafia
y con un agudo célico nefritico. El inclito Suplizzio se ha hecho
famoso por su lema: Problema, Problema, Problema. Aunque sus
alumnos estaban hasta el copén, de tal forma amé los céleulos,
que los hizo hasta en su rifién,

Los laboratorios «Gauss» han elaborado una nueva pastilla anti-
depresiva, el «valorin absoluto». Esta gragea cambia todo lo
negativo a positivo en un plis-plas.

Los némeros decimales que hasta ahora habian vivido en el
mds injusto ostracismo, aborrecidos por la incomodidad de su
uso, segln un alto porcentaje de usuarios, y que desde hacia
lustros recibian asistencia psiquidtrica por tanto odio a ellos
dirigido, sufren desde el 1 de enero de 2002 una aguda
hemorragia de placer, provocada por la inyeccién del euro en
las redes comunitarias. Nunca imaginaron los decimales que
volverian a reinar como céntimos altivos en bares, cines, mer-
cados y Ggoras diversas. Y como es de bien nacidos ser agra-
decidos levantan en Bruselas un monumento a su euro-santo
patrén: San Redondeo, quien en estos momentos bate todos
los récords de plegarias por su ecuanimidad en las aproxi-
maciones.

La participacién de los alumnos

En los apartados anteriores hemos visto cémo nosotros
hemos realizado montajes donde se pueden representar
conceptos matemadticos que se han aduefiado de la esce-
na y han contado sus historias directamente al piblico.
Pero hay un aspecto que enriquece aiin mis esta expe-
riencia, y es que sean los propios alumnos los que pon-
gan en escena los elementos matemdticos que estin estu-
diando en clase.

Es indiscutible que para que un especticulo teatral tenga
éxito debe conectar con los espectadores. Asi, aunque
nosotros podamos hacerlo mejor desde el punto de vista
teatral, la conexion entre los jovenes de la misma edad a
veces es mas fuerte, aunque el resultado final no esté tan
pulido.

T

. hay
un aspecto
que enriquece
aun mas
esta experiencia,
Y es que sean
los propios
alumnos
los que pongan
en escena
los elementos
matematicos
que estan
estudiando
en clase.

Conocemos en concreto una experien-
cia realizada en Granada en el IES
Padre Manjon alld por el mes de marzo
de 2000. Este Instituto, haciendo alarde
de una encomiable capacidad de orga-
nizacibn y participacién, consiguié
dedicar un dia completo en el Centro a
las matemdticas con actividades mlti-
ples y diversas. Un éxito cuyo deto-
nante fue, sin duda, el departamento
de matematicas por el disefio tan atrac-
tivo de dia festivo matemdtico que rea-
liz6 pero que sin duda resulté ser una
realidad gracias a la colaboracién y
participacion del resto de profesores de
los demids departamentos. Todo ello
sin olvidar el equipo directivo que faci-
litd los medios para la consecucién del
proyecto. Y como colofén el estreno de
dos piezas de teatro matemitico en el
salén de actos.

Ismael no podrd olvidar el entrafiable
recuerdo que le supuso asistir por invi-
tacién del Instituto al estreno de dos
piezas de teatro matemético que poco
antes habfa publicado en Mimeros y
Epsilon.

La primera actuacién tuvo lugar a
cargo de una joven actriz, alumna de
tercero de ESO. Interpretd la pieza tea-
tral: La incognita X, un divertido
mondlogo no exento de dificultades
interpretativas que narra las venturas y
desventuras de este ser tan familiar
para los alumnos y pricticamente inse-
parable en el devenir de su formacién
matemdtica. Por fin, una incognita
abandonaba su bidimensional plano
de existencia lanzdndose a comunicar
sus sentimientos y emociones tras
siglos de atribulados trasiegos por los
diferentes miembros de infinidad de
ecuaciones.

La segunda actuacién constituiria el
broche de oro final. Cinco alumnos
también de tercero de ESO interpreta-
ron magistralmente Lg liberacion de la
potencia. la elegancia del montaje
quedaba de manifiesto en la puesta en
escena. Dos de los alumnos interpreta-
ron en directo un exquisito concierto
para dos violines como fondo musical
de los otros tres actores: la base, el
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exponente y el logaritmo. Comienza
esta historia con un didlogo entre la
base y su exponente. El exponente
escucha con dolor y amargura las que-
jas de su injusta base que manifiesta lo
insoportable que le resulta aguantarle
encima suya durante toda una eterni-
dad. El exponente reacciona con sosie-
go y templanza haciéndole ver a su
base que realmente representa su clo-
nica vanidad patolégica y que deberia,
por tanto, serenarse y reflexionar antes
de provocar conflictos conyugales. Sin
embargo, la concordia no es posible y
tienen la suerte de encontrarse casual-
mente con un logaritmo a quien dejan
funcionar y les libera finalmente.
Jamds se hubiese imaginado una
potencia o un logaritmo de libro de
texto haber vivido una experiencia
semejante envueltos ademis en una
atmoésfera musical tan emocionante.
Los aplausos inundaron durante varios
minutos el repleto salén de actos del
Instituto. Magnificos los alumnos-acto-
res, genial el profesor de inglés que
dirigi6 los ensayos y fantastica la cola-
boracién de la APA del Centro que
confeccioné el vestuario y la esceno-
grafia. Y que las matemiticas consi-
guieran esta auténtica transversalidad
comunicativa entre dreas de conoci-
miento y estamentos tan diversos tam-
bién constituyé motivo de gran satis-
faccidn.

Antes de bajar el telon

Y para terminar, vamos a recalcar algu-
nos puntos de los desarrollados en este
articulo.

Creemos firmemente que el teatro es un
poderoso recurso de divulgacion mate-
mdtica que puede romper la mala fama
de abstraccion, dificultad y alejamiento
de la realidad que en muchos lugares
tiene la matemadtica.

Pensamos que lo Gnico que se debe
utilizar es un poco de ingenio, algo de
originalidad y, desde luego, unas ade-
cuadas gotas de humor para que el
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resultado final del proceso sea gratificante. El teatro
sirve para romper las barreras entre la pizarra y nues-
tros alumnos, pues tenemos comprobado que cuando
ven escenificados algunos elementos matemiticos, no
lo vuelven a olvidar en la vida, y cuando nos los encon-
tramos por la calle, afios después de haber abandonado
los institutos, atn siguen recordando aquel aspecto que
los impresiond, por lo que se salia de los cinones en
los que muchas veces nos empefiamos en encorsetar a
las matematicas.

Animamos desde aquf a todos los compafieros con
deseos de innovar, a poner en practica pequefios monta-
jes teatrales con sus alumnos, bien a partir de los guio-
nes que aparecen en la bibliografia, o de otros que ellos
mismos creen. Serfa interesante que se publicaran en las
revistas especializadas todos aquellos montajes relacio-
nados con las matemaiticas, para que quien quisiera
pudiera organizar en sus centros, pequefias obras de tea-
tro matemitico en las semanas culturales. Incluso la
Federacion podria proponer en algin afio futuro que se
dedicara el Dia Escolar de las Matematicas a obras tea-
trales matematicas.
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En este articulo se realiza un
somero estudio geométrico
de las tumbas denominadas
Torre de San José
{Villajoyosa) y Torre de
Daimuz. El autor utiliza como
punto de partida el trabajo
realizado por Abad y
Bendala sobre dichos
sepulcros.

Estudio geométrico del recinto
interior del sepulcro romano
de la Torre de San José
(Villajoyosa, Alicante)

Vicente Ibanez Orts

L A TUMBA TURRIFORME denominada Torre de San José es

un sepulcro romano de mediados del siglo I d.C. Su estu-
dio se debe a Abad y Bendala (1985). Este trabajo también
comprende el sepulcro de la Torre de Daimuz (Gandia),
del que tan sélo se tiene constancia por la bibliografia y
unos pequefios restos dispersos, ya que se desmontd a
principios del siglo xx.

Segln estos autores, la Torre de San José es uno de los
ejemplares mejor conservados del arte funerario romano
en la peninsula. Su origen hay que buscarlo en los mode-
los norteafricanos. Se trata de un sepulcro en forma de
torre de planta aparentemente cuadrada, situada sobre un
podio de cuatro peldafios y con columnas de orden corin-
tio adosadas en sus dngulos. Su aspecto es sobrio, ya que
carece de decoraciéon entre los pafios de pared delimita-
dos por las columnas de esquina. Actualmente le falta la
parte superior. Este monumento se encuentra acoplado a
la vivienda del propietario del cimping Sertorium, en
Villajoyosa, quedando dos lienzos de pared ocultos dentro
del edificio y dos fuera (fotos 1 y 2). Se trata de un sepul-
cro ciego, ya que carece de puerta de entrada. Esto quie-
re decir que una vez depositados en su interior los cuer-
pos o las cenizas de sus promotores la tumba se cerro;
quedando incomunicada con el exterior. Tan s6lo se dejo
una pequefia abertura para que los deudos cumpliesen
con las libaciones y los ritos fanebres.

El trabajo de Abad y Bendala es exhaustivo y poco mas se
puede afiadir al mismo. En él recogen los dibujos de
Antonio de Valcircel, Conde de Lumiares, del siglo xvi, y
de A. de Laborde (1806), viajero romantico francés de
comienzos del xIx. Aun asi, desde un principio me llamé la
atencién que al observar la planta de la torre (figUra"D el
espesor de las paredes es igual dos a dos. Las nes
del cuerpo principal en su arranque sobre e mento
escalonado son de 414 x 462 cm, lo que confirm:




to aparentemente cuadrado. La diferencia de valor corres-
ponde a la distinta longitud de los pafios entre columnas,
que es de 48 cm, es decir, pricticamente un codo romano
0 44,4 cm. Sin embargo, al observar la cella su aspecto es
claramente rectangular, debido al diferente grosor de sus
paredes. No es frecuente que un edificio se construya con
muros de desigual espesor, por lo que inmediatamente sur-
gi6 la idea de que este hecho se debia a algin tipo de rela-
cién geométrica entre sus medidas, que expresamente el
arquitecto que lo construyé quiso inchiir en su disefio. La
Torre de Daimuz, por lo que se conoce de los dibujos que
de ella se hicieron, tanto en su interior como externamen-
te, es de planta casi cuadrada, hasta el punto de que hay
que trazar en el plano de Laborde las bisectrices de sus
angulos para comprobarlo. El muro perimetral de cierre
tiene el mismo tamafio en todas sus partes.

Tras los permisos pertinentes, pude visitar la torre para
tomar personalmente sus dimensiones. Interiormente el
monumento consta de una Unica cella que segin Abad y
Bendala mide 7,5 m de altura. En ella se han construido
con posterioridad dos pisos. Uno a la altura de la entrada
actual y ofro superior al que se accede por una escalerilla
¥ que hasta tiempos recientes sirvié de palomar, Se acce-
de al interior de la cella por una pequefia abertura que ha
quedado al quitar uno de los sillares, justo al nivel del pri-
mer piso. Con una escalera portatil se puede bajar a la
parte inferior a través de un agujero que hay en una esqui-
na. Ese lugar esta lleno de tierra y por excavar, por lo que
se desconoce la profundidad del monumento.

Ya en su interior surgié un problema no previsto, ya que
mientras el monumento en el exterior presenta un aspecto
petfecto con sus gruesas piedras pulidas, en el interior, dado
que una vez clausurado no se iba a volver a visitar, los silla-
res de piedra caliza no sélo no estin pulidos, sino que cada
uno presenta distinto tamafio. Por tanto se ajustaron por el
exterior, sin importar que sobresalieran mis o menos en la
parte interior. Estos desniveles pueden llegar a diez centi-
metros (foto 3), por lo que decidi tomar las dimensiones del
recinto interior justo en la base del arranque de la boveda,
donde empieza el arco (foto 4). Esta béveda estd formada
por cinco dovelas de muy buena labra que estan perfecta-
mente integradas en el resto del monumento, como se
puede apreciar en la figura 2. Las medidas que obtuve, junto
con las propuestas por Abad y Bendala, son las siguientes:

Abad y Bendala 1,60 x 2,76
Ibafiez 1,68 x 2,68

Mientras que la medida longitudinal corresponde a nueve
pies romanos (2,68/29,6 = 9,054), la transversal no es un
nimero entero (1,68/29,6 = 5,6757). Esto me daba pie a
conjeturar que el rectdngulo que forma la cella es 4dureo,
es decir, conforme con el ntimero Phi (¢). Este valor, tan
apreciado por los pitagéricos, corresponde al ntimero tras-
cendente 1,618... (ver Ginka, 1978). Evidentemente, en

Esta boveda
estda formada
por cinco dovelas
de muy buena
labra
que estan
perfectamente
integradas
en el resto
del monumento. ..

Foto 1. Vista frontal del sepulcro romano
de Villajoyosa (Alicante). A la altura
de la segunda v tercera hilada
de sillares del cuerpo principal
se distingue el pequefio orificio
para las libaciones

Foto 2. Vista lateral

Figura 1. Planta de la Torre de San José
segin Abad y Bendala. Los grosores
de las paredes son iguales dos a dos




el

Foto 3. Detalle del recinto interior del sepulcro.
Se observa cémo los bloques de piedra caliza

labrada sobresalen unos de otros

Foto 4. Béveda de cafién formada por cinco dovelas
que cerraba el sepulcro en su parte superior. En el
arranque de la misma es donde hemos tomado las

dimensiones del recinto interior

caso de ser asi, se tratarfa de un juego
geométrico propio de un buen arquitec-
to, muy conforme con el tratado de
Vitrubio (1987) sobre el arte de la arqui-
tectura y de la construccién, y con los
cénones helenisticos. No cabe duda de
que el saber geometria era una de las
cualidades, quizds la mayor, que distin-
guia al autentico arquitecto del maestro
de obras. Si calculamos el cociente entre
sus dimensiones dividiendo 2,68 por
1,68 obtenemos 1,595, resultado que
bien se puede redondear a 1,6. Este
valor, ligeramente distinto de Phi, indica
que en principio este nimero no estaba
incluido en el disefio de la tumba.

Ahora bien, en muchas ocasiones los

arquitectos de la antigiiedad no emplea-

Vicente lbéhez
Societat d'Educacié
Matemdtica
de la Comunitat Valenciana
«AlKhwarizmi»

Figura 2. Hipotética reconstruccién del monumento con el
Gltimo cuerpo en pinéculo realizada por Abad y Bendala.
Se observa como las cinco dovelas que conforman la
béveda estan perfectamente integradas en el muro (la flecha
indica el lugar de medicién)

ban directamente Phi, valor irracional, sino alguna de sus
aproximaciones. En este aspecto es sabido que el niimero
Phi se obtiene como limite de dos términos consecutivos
de la sucesién de Fibonaci. Esta sucesion es la siguiente:
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, ... En ella, cada término se obtie-
ne como suma de los dos anteriores. Como origen o semi-
lla se parte de los valores mas sencillos, 1 y 1. Si ahora
consideramos el cociente entre dos términos consecutivos
de esta sucesion: 3/2, 5/3, 8/5, 13/8 ... estas fracciones
tienden al namero Phi. Era frecuente en algunas ocasiones
emplear alguno de estos primeros términos como una
buena aproximacién de Phi. En este aspecto 1,6 u 8/5 es
el valor que resulta del cociente entre las medidas del rec-
tingulo que conforma la cella, lo que nos da pie a conje-
turar que la superficie interior de este monumento se ha
trazado de acuerdo con este cociente, y por tanto con el
ntimero Phi, lo que de ser cierto honrarfa a su disefiador.
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El astrélogo y el Emperador
del Ganges

Pablo Ferndandez Gallardo

José Luis Fernandez Pérez

Un comunicante nos ha
hecho llegar unos legajos,
descubiertos en la Biblioteca
Nacional y atribuidos a Ben
Barri, judio zamorano que
trabajé en la Escuela de
Traductores de Toledo en el
siglo xii, que contienen la
transcripcién al castellano de
la version arabe de las Actas
de las Audiencias del
Emperador del Ganges.
Hemos afiadido, asimismo,
una serie de notas que ilus-
tran algunos de sus aspectos.
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OTA preliminar

El explorador y aventurero Sir Richard Francis Burton, tra-
ductor, entre otras obras, de Las mil y una noches, buscod
ansiosamente durante afios las Actas de las Audiencias del
Emperador del Ganges, pero apenas logrd recopilar algu-
nos de los episodios que alli supuestamente se narraban.

Recientemente, un comunicante nos ha hecho llegar unos
legajos, descubiertos en la Biblioteca Nacional y atribuidos a
Ben Barri, judio zamorano que trabajo en la Escuela de
Traductores de Toledo en el siglo x1, que contienen la trans-
cripcién al castellano de la version drabe de estas legendarias
Actas. Nuestro comunicante, cuyo nombre no nos permite
desvelar, es persona culta e instruida, e intuyd el valor mate-
matico de estos documentos. Asi que nos animé a hacerlos
publicos, acompafiandolos de los comentarios pertinentes.

Una de las Actas mis interesantes es la que recoge una dis-
cusién del Emperador con su astrélogo Sadaranujan. La ver-
sion de Ben Barri estd escrita en un verso de retérica alam-
bicada y pleno de retruécanos. Para comodidad del lector,
nos hemos tomado la libertad de transcribirla en prosa y en
espafiol moderno, respetando, en todo, los detalles de la
discusién. Hemos afiadido, asimismo, una serie de notas
que ilustran algunos de sus aspectos; algunas de ellas nos
han sido remitidas por nuestro comunicante.

Nota del comunicante

Las Audiencias del Emperador del Ganges eran registradas
en Actas, con todo lujo de detalles, por los escribas del
Notario Mayor, quien, a su vez, incorporaba jugosos
comentarios sobre las reacciones del Emperador.

En aquel tiempo, tras su invencién un siglo antes, el juego
del ajedrez era ya la gran aficion del Emperador y de toda




la Corte. Los nobles competian por tener a su servicio a los
mejores equipos de ajedrecistas y sobre todo a los grandes
maestros’, Los premios a los ganadores de los torneos eran
generosos. El Emperador no era mal jugador, pero
Sadaranujan, aunque nunca jugaba, siempre asistia a las par-
tidas con un aire de superioridad que enojaba al Emperador.
Un dia, parece ser que harto de la actitud prepotente de
Sadaranujan ante el ajedrez, o hizo llamar a su presencia.

El Acta de la Audiencia

El Acta de la Audiencia, tras un largo predambulo que no
viene al caso, dice asi:

El Emperador exige a Sadaranujan que explique su actitud
ante el ajedrez. Sadaranujan contesta, con cierta displicencia:

—Mi Sefior, no sé jugar al Ajedrez. Tan sélo conozco las
reglas basicas. Pero es un juego que carece de interés,
pues no encierra ningn misterio para mi.

Esta respuesta incomoda especialmente al Emperador:

—¢Como? Si asi fuera, podrias hacerte inmensamente rico
participando en los torneos de la Corte.

—Mi Sefior, habéis de saber que mi alma no goza con la
posesion de riquezas materiales. Por puro pensamiento,
sin rebajarme a practicar el juego, he logrado averiguar su
esencia. Y ese logro del espiritu humano? me basta como
satisfaccion.,

—No entiendo. Me exasperas: ;de qué esencia me hablas?

—DMi Sefior, sé€ que existe el Gran Libro Blanco del Ajedrez
0 el Gran Libro Negro del Ajedrez?. No he logrado averi-
guar cuil de los dos existe o si existen los dos. Pero al
menos uno de los dos existe.

Ante la seguridad de las respuestas de su astrélogo, la
exasperacion del Emperador da paso a la curiosidad, y
también a la ambicion de quizds convertirse en el mejor
jugador del Imperio.

—¢Qué quieres decir?, ;qué contienen esos libros?; ;dénde
estan?

—Mi Sefor, esos libros contienen las claves para jugar y
nunca perder al Ajedrez. No aseguran la victoria, pero si el
camino para evitar la derrota. Estos libros existen en el
mundo, pero no en nuestro vil mundo material, sino en el

El Emperador
ama el saber,
¥ la filosofia
se encuentra
entre sus muchas
‘aficiones.
Las ideas
de Platon,
tan lejanas
de la cultura
tradicional
de nuestro pueblo,
 le entusiasman.

sublime mundo de las ideas, ese mundo
de los filésofos del Lejano Poniente del
que os hablé hace algln tiempo.

El Emperador ama el saber, y la filosofia
se encuentra entre sus muchas aficio-
nes. Las ideas de Platén, tan lejanas de
la cultura tradicional de nuestro pueblo,
le entusiasman. Ya empieza a advertir
que lo que le pueda contar Saradanujan
Nno va a mejorar su juego, pero promete
ser muy interesante. Llama al Secretario
de Cdmara para que cancele la Audien-
cia Imperial y da orden de que no se le
moleste.

—Explicate. Soy todo oidos.

—Mi Sefior, el Ajedrez es en realidad un
juego muy sencillo. El azar no parece
intervenir y toda la informacion que se
requiere para cada jugada esti a la vista
en el tablero*. No es como en los juegos
de naipes. El Gnico problema es que el
nimero de partidas posibles es enorme,
pero finito®. Pero, con paciencia, dedi-
cacibén y concentracién, un equipo de
entrenados calculadores podria hacer
una lista de todas ellas®, Asi que, si me
permitis, voy a explicar mi argumenta-
ciébn con un juego mis simple: el
Shydarayata’ con cuatro guijarros.

—No juegues con mi paciencia, Sara-
danujan. {C6mo vamos a comparar!, en
ese juego es bien sabido que el negro
gana siempre: si blanco quita uno,
negro quita dos, y si blanco quita dos,
negro quita uno.

—Mi Sefior, de acuerdo. Hay muy pocas
posibilidades, y por eso el anilisis es tan
directo. Pero si empezdramos con sesen-
ta y cuatro guijarros, ;cudl seria la regla?
¢Quién tendria ventaja, el jugador blanco
o el negro? No permitdis, mi Sefior, que
las vacas os impidan ver el rebafio.

El Emperador, concentrado como estd
en seguir la argumentacion de su astro-
logo, no capta el tono impertinente de
este Gltimo comentariod,

—Bien. Es mis dificil. Pero creo que
podria hacerse un andlisis parecido.

—Exactamente, mi Sefior. Pero igual
ocurrirfa con el Ajedrez. Si nos centra-
mos en la esencia y no en los detalles,
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Cascada 1

os podré explicar como. Todo se basa
en representar el juego conveniente-
mente y en empezar por el final. El
juego entero se puede representar como
una cascada’®. Las posiciones finales del
juego las hemos llamado V (victoria) o
D (derrota) siguiendo el punto de vista
de blanco, el primer jugador. Las posi-
ciones del juego estin todas representa-
das de esta manera. Por ejemplo, N2
significa que toca jugar a negro y que
quedan dos guijarros.

Fl Emperador comienza a entusiasmar-
se, al comprender que hay un ar-
gumento general tras el andlisis de
aquel juego tan sencillo. Y aventura:

—Fsta misma representacion la pode-
mos hacer si hubiera sesenta y cuatro
guijarros.

Y, tras reflexionar un poco:

—Y también con el Ajedrez, sblo que
ahora no emanarian dos torrentes de
cada fuente®, sino muchos: la cascada
serfa ahora mucho més larga y en cada
fuente habria que escribir el tablero
entero del Ajedrez en esa posicion...

El silencio del astrélogo parece indicar
que falta algo mas. El Emperador lo mira
inquisitivamente, pero el astrologo, imper-
turbable, le sostiene la mirada. Por fin:

—iAh!, ya sé. Ademds, las posiciones
finales serdn ahora tres: V y D, como
antes, y ademds T, por tablas.

El astrélogo quiere mis...

—Muy bien, te concedo que se podria
representar el Ajedrez de esta manera.
Habra que ir pensando en entrenar a los
calculistas de la Corte. Pero, ja qué nos
lleva todo esto?

—Mi Sefior, como os decia, el anilisis
procede ahora desde el fondo hasta la

Todo se basa
en representar
el juego
convenieniemente
y en empezar
por el final.
El juego entero
se puede
representar
como
una cascada.

superficie. Fijaos en la fuente que estd decorada con B2 en
esta primera cascada: ¢qué valor tiene para el blanco?

—YV, sin duda, porque en esa tesitura el blanco juega a N1
y gana, v claro, no se le ocurritia jugar a D, pues eso le
conduciria a la derrota segura.

—Muy bien, mi Sefior, y ahora podemos ir recortando la
cascada y...

—Déjame. Ya esta.
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Cascada 2

Dibuja entonces una segunda cascada, y luego dice, al tiem-

Cascada 3

‘po que dibuja una tercera, en ripida y entusiasta sucesion:

—Y claro, en N3 y N2 jugaria el negro a la posicién que
ahora es D. Y ya podemos afirmar que el blanco pierde y
el negro gana.

—Ahi lo tenéis, mi Sefior: el Libro Negro del Shydarayata
con cuatro guijarros.

El Emperador despide al astrélogo Saradanujan con un
adusto ademin, y queda absorto en sus pensamientos.

Aqui acaba el Acta que recoge la discusion del Emperador
y el astrélogo en torno al ajedrez''. En otra de las Acias
transcritas por Ben Barri se describe una escena acaecicda
unos dias después.

Segunda Acta

Tras el predmbulo de rigor, que de nuevo evitaremos al lec-
tor, el Acta comienza asi:

El Emperador convoca al astrélogo a su presencia. Du-
rante varias lunas ha estado meditando sobre la discusion
en torno al Ajedrez y las maneras de analizar los juegos de
mesa. Ha logrado resolver el juego del Virisiddhta'?, al que
tan aficionados son los jovenes principes. Sin embargo, el
juego del Bransiddhta'?, el favorito de la Emperatriz y las
demdas damas de la Corte, ha resistido a todos sus inten-
tos. El Emperador se dirige a su astrologo:

negras blancas




—Mi estimado Sadaranujan, llevo tiempo meditando sobre
la conversacién que mantuvimos acerca de los caminos
para analizar los diversos juegos, e intentado aplicar tus
sabias ensefianzas al Bransiddhta. Sospecho que este juego
se presta a un andlisis similar, pero no termino de comple-
tarlo. Te ruego me ayudes. Te confieso, y confio en tu dis-
crecidn, que me subleva el hecho de que mi dulce Sefiora,
la Emperatriz, me derrote siempre en nuestras partidas.

—Mi Sefior, vuestra confianza en mi me halaga, siendo
como soy poco merecedor de tal distincién, pues apenas
soy un humilde siervo de...

—Por Vishnt, al que ruego nos proteja y dé felicidad, deja
esas consabidas férmulas y hdblame sobre el juego.

—Os ruego me perdonéis, mi Sefor. El juego al que os
referfs no deberia tener secretos para vos, que ya estiis
versado en los resortes del pensamiento que permiten
desentrafiar la esencia de estos entretenimientos. Si me
permitis una humilde observacioén, nuestra Emperatriz
demuestra una gran astucia, pues supongo que siempre
opta por ser la primera en jugar.

—Pues si, tienes razoén. ¢Es ésa la clave que le permite
ganar siempre? Por utilizar tus términos, ses que acaso dis-
pone del Libro Blanco del Bransiddhta?

—Mi Sefior, lo Ginico que puedo aseguraros es que tal libro
existe, no asi el Libro Negro.

—No tan ripido. Supongamos que construimos una cas-

cada semejante a la que me mostraste para el juego del .

Shydarayata; sin duda habrid de constar de multitud de
fuentes y torrentes... Pero una primera duda me asalta:
¢puede acaso el juego terminar en tablas?

—Mi Sefior, tal posibilidad no existe, como bien podéis
descubrir. Os ruego que penséis en los siguientes térmi-
nos: €l jugador blanco estd construyendo un cauce para
un 1io que una sus dos orillas, mientras que el jugador
negro trata de levantar una presa de piedras que impida
el paso de las aguas. Solo logrard bloquear las aguas si
su construccién le permite ir, pasando de piedra a pie-
dra, de una de sus orillas a la otra.

—Lo que dices suena razonable, y me convenceld,
El Emperador medita durante unos instantes, y prosigue:

—Pero entonces, como la cascada es finita y sélo hay dos
posibles finales, uno de los dos libros, quizis el Blanco o
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la existencia
del Libro Blanco
la que perseguis

comprobayr?,
Y quereis partir
de la existencia
del Libro Negro?

quizds el Negro deberi existir. O acaso
es posible que existan ambos? No, espe-
ra, procediendo hacia atrds, como ti me
ensefiaste, la primera fuente de la cas-
cada s6lo puede acabar con el simbolo
del Blanco o del Negro, pero nunca con
los dos a la vez. Ya veo: sy por qué ase-
guras que es el Libro Blanco el que exis-
te, y no el otro?

—Mi Sefior, os daré un argumento, que
mds parece un ardid, pero que compro-
baréis que es solido como el suelo que
nos sostiene. Suponed que es el Libro
Negro el que existe.

—iPor Brahma, nuestro creador, que me
confundes! ;No es la existencia del Libro
Blanco la que perseguis comprobar?, 5y
queréis partir de la existencia del Libro
Negro?

—Mi Sefior, este ardid no es invencion
mia, sino que es un fértil camino de
constatacidén, que ya utilizaban los
maestros del Lejano Poniente',

Esta invocacion a sus adorados fil6sofos
occidentales tranquiliza al Emperador,
que concede:

—De acuerdo, el Libro Negro existe. ;Y
qué?

—El jugador blanco hace un primer
movimiento, no importa cudl. Y, a todos
los efectos, actia como si esa casilla ele-
gida estuviera vacia. Asi el Blanco se ha
convertido en Negro y viceversa, Por
tanto, podra leer el Libro Negro y seguir
Sus preceptos.

El Emperador empieza a desesperarse
ante lo intrincado del argumento, pero
no desea hacerlo notar. Asi que medita
sobre el asunto y responde:

—Tengo una objecién: ¢qué ocurre si
los mandamientos del Libro Negro exi-
gen en algin momento elegir la casilla
que Blanco tomé en primer lugar?

—Mi Seflor demuestra gran perspicacia
al plantearme esta dificultad. Si tal fuera
el caso, Blanco volverfa a escoger una
casilla al azar, y de nuevo estaria en
condiciones de leer el Libro Negro. Esto
se harfa tantas veces como fuera nece-
sario. Siguiendo los mandatos del Libro
Negro, como la casilla adicional s6lo




podria, en todo caso, ayudar a Blanco a
completar su plan, es seguro que aca-
baria venciendo®S.

—No sé si acabo de captar lo que dices.
Pero, si fuera cierto, el Libro Negro per-
mitirfa al Blanco conseguir la victoria...
{Asi estarfamos escribiendo las lineas de
un Libro Blanco! Y habiamos convenido
en que ambos no pueden existir simul-
tAneamente.

—Mi Sefior, habéis captado la esencia
del argumento que utilizan los maestros
del Lejano Poniente: esta situacion absur-
da nos muestra sin lugar a dudas que ese
supuesto Libro Negro no puede existir.

El Emperador considera que por esta
sesion es suficiente y despide al astrologo.

Epilogo

Nos consta la autenticidad del docu-
mento de Ben Barrf, aunque nunca
sabremos a ciencia cierta si las Actas
que transcribid son reales o no, pues,
como nos sefiala nuestro comunicante,
era entonces costumbre que los erudi-
tos, como sin duda era nuestro perso-
naje, utilizaran pardbolas y hechos figu-
rados para transmitir sus ensefianzas.

Pero, tanto si son creacién de Ben Bairi
como si, efectivamente, son una transcrip-
cién de las Actas originales, el texto mues-
tra un conocimiento preciso y profundo
de lo que hoy conocemos como Teoria de
Juegos!’. ;Cudntas veces més habra sido
asi, cuantos redescubrimientos?

¢Setfan Zermelo y Nash reencarnaciones
del astrélogo Sadaranujan, o del mismi-
simo Ben Barri?l®

Notas

1 Nota del comunicante: Conviene recordar que en
el Imperio del Ganges los torneos se disputaban
con el mismo sistema de competicién que la lucha
canarig, en la que se van enfrentando sucesiva-
mente un luchador por cada equipo. El luchador
que pierde queda eliminado. Una luchada conclu-
ye cuando todos los luchadores de un equipo han
sido eliminados. Normalmente, la luchada se deci-
de en la confrontacion final entre los dos punfales,
generalmente los luchadores de mayor peso y for-
taleza.

2 Aqui Sadaranujan se adelanta al célebre matemati-
co alemén Jacobi en su famosa prescripcion de que
la razén de hacer Matemdticas era por el puro
honor del espiritu humano. loable actitud que, sin
embargo, desmerece la asombrosa utilidad de las
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JSerian 5
Zermelo y Nash .
reencarnaciones
del astrologo
. 7
Sadaranujan,
o del mismisino
Ben Barri?
8
9

Pablo Fernéndez Gallardo
J. Luis Fernéndez Pérez
Departamento de Matemdticas
Universidad Auténoma de

Madrid

matemdticas (en palabras de Eugene Wigner, «the unreasonable effective-
ness of Mathematies in the Natural Sciences»).

Hoy utilizamos la palabra estrategia; el Libro Blanco seria una estrategia que
permitiria al jugador blanco forzar una victoria o unas tablas. Es decir, un
profocolo preciso y prescrito de cémo reaccionar ante cualesquiera movi-
mientos del adversario.

Nota del comunicante: Aunque en algunos de los juegos precursores del
ajedrez moderno se utilizaba un dado para decidir qué pieza se movia [y
se jugaba entre cuatro jugadores). El astrélogo parece referirse a una ver-
si6n entre dos jugadores y sin dado, més parecida al juego actual. Por otra
parte, las reg\as de estas versiones primeras diferian de las actuales.
Todavia en tiempos de Alfonso X, como se recoge en sus Juegos de axe-
drez, dados y tablas, la dama sélo podia desplazarse una casilla, en cual-
quier direccidn, o el alfil dos casillas (aunque podia saltar por encima otras
pielzcs). Las reglas que hoy utilizamos se fijaron, esencialmente, a partir del
siglo xv.

Este comentario nos permite deducir que ya entonces el nimero de jugadas
de una partida estaba limitado.

Aqui se equivocaba Sadaranujan. Ni con toda la potencia computacional
que ahora nos ofrecen todos los ordenadores de la tierra podriamos com-
pletar esa tarea en un tiempo inferior al de toda la historia del Universo. Pero
este error no resta validez a su argumentacién.

Nota del comunicante: El Shydarayata era un juego del que gustaban los
nifios del Imperio. Consistia en disponer unos guijarros sobre una mesa y dos
jugadores, blanco el que empezaba, y negro el ofro, se turnaban en retirar
uno o dos guijarros. El que quitaba el ltimo perdia. Habia muchas varia-
ciones, varios montones, otras reglas para la refirada de guijarros... Hoy en
dia se conoce a este juego como el del Nim.

Nota del comunicante: Afortunadamente para el astrélogo, pues los arrebatos
de ira del Emperador y sus consecuencias eran bien conocidos y temidos en
todo el Imperio.

El manuscrito de Ben Barra no incluye ilustraciones de estas cascadas, asi

que nos hemos permifido dibujarlas a la manera en que hoy se representan,
como arboles.

10 E1 lector habrd adivinado que las fuentes son los circulos y los torrentes las

lineas que conectan una fuente de un nivel con una fuente del nivel inme-
diatamente inferior. En términos de hoy, los vértices y las aristas del arbol.

Muchos afios después, Ernst Zermelo, matematico alemén del siglo xx, a quien
debemos gran parte de la fundamentacién actual de las Matematicas, nos lega-
ria un detallado andlisis de juegos como el ajedrez o el Nim, que técnicamen-
te se conocen como juegos con informacién completa y de competencia estric-
ta. Zermelo renunci6 a su cétedra en Friburgo por oposicién al nazismo. El hin-
garo John von Neumann y el austriaco Oskar Morgenstern fueron los primeros
en formalizar lo que hoy conocemos como Teoria de Juegos, en su clésico
Theory of Games and Economic Behavior (1944). Von Neumann fambién es
bien conocido por sus aportaciones a la Lgica, la Mecénica Cuéntica, la Teoria
de los Procesos Estocdsticos, la Inteligencia Artificial, efc. Todo un personaje. En
palabras de ofro hingaro ilustre, George Pélya, «Johnny ha sido el dnico estu-
diante que me llegaba a atemorizar. Si en el transcurso de una leccién yo pro-
ponia un problema abierto, lo més probable es que él me viniera, a la salida
de la clase, con la solucién completa garabateada en un trozo de papel».

12 Nota del comunicante: El «juego de los tres espiritus», que hoy conocemos

como las tres en raya.

13 Segln nuestro comunicante, el «juego de los rios». Hoy en dia es conocido

como el juego del Hex, y fue redescubierto por el poefa ¢ ingeniero danés
Piet Hein en 1942 y, posteriormente, por John Nash en 1948. Nash, tan de
actualidad con motivo de la oscarizada pelicula Una mente maravillosa,
consiruyé el argumento que aqui onﬁcipcﬁq el astrélogo. Los trabajos de
Nash en el campo de la Teoria de Juegos le valieron el Premio Nobel de
Economia en 1994. El juego del Hex fue comercializado unos afios después
y popularizado por Martin Gardner en sus articulos divulgativos en los afios
70. Dos jugadores van situando alternativamente fichas blancas y negras en
el tablero; el que juega con blancas empieza, y gana aquél que consiga un
camino de fichas de su color, consecutivas, que una las orillas de su color.

14 El razonamiento del asirélogo es intuitivamente obvio. Pero, como en muchas

cuestiones topolégicas, como por ejemplo el teorema de la curva de Jordan,
que el lector podra adivinar estd muy relacionado con esta cuestion, una
demosiracién rigurosa es complicada. En el articulo de David Gale «The
Game of Hex and the Brouwer fixed-point theorem»s, Am. Math. Monthly, n.®
86 (1979), paginas 818-827, se puede encontrar una demostracion de
carécter combinatorio de este hecho, asi como su relacién con el teorema
del punio fijo de Brouwer.

15 Un argumento de reduccién al absurdo, como habré adivinado el lector.
16 El lector deberia reflexionar sobre los argumentos del astrélogo, pues son

sutiles. Conviene sefialar que la simetria del tablero desempefia un papel fun-
damental en ellos.

17 Para aquéllos que quieran profundizar en estas cuestiones, el libro de Ken

Binmore Fun and games: a fext on Came Theory, D. C. Heath, Lexington,
Massachuselts, 1992, es una buena referencia.

18 Si a estas alturas algin lector sigue preocupado por la identidad de nuestro

misterioso comunicante, digamos que... digamos que es.una reencarnacion
de Cide Hamete Benengeli.
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Isoperimetros: El problema
de los isoperimetros
veinticuatro siglos después

Grupo Construir las Matemaéticas*

¢

ODO TIENE UN FINAL, incluso una etapa de progreso y buen hacer
como este Gltimo periodo de nuestra querida SUMA. Emilio y Julio han
cumplido de sobra y pasan el testigo. Sirvan estas lineas introductorias a
nuestra también wltima entrega isoperimétrica para mostrarles nuestro
reconocimiento. Sobresaliente cum laude por unanimidad, amigos.

Si a(f} es una curva plana, parametrizada por el arco, regular en [0, L], cerra-
da y simple entonces —a([0, L]} fiene exactamente dos componentes conexas
{divide al plano en dos partes, el interior a la curva y su exterior, tales que
a([0, L]) es su frontera comin).

Este enunciado corresponde al teorema de la curva de Jordan, curva con
la que se establece el problema con el que hemos mantenido esta sec-
cién de problemas: De todas las curvas de Jordan de longitud Z, ;cudl
determina un interior con mayor drea?; si existe, scudl es su forma? En los
nGmeros anteriores ya se ha presentado la solucién y, sobre todo, posi-
bles introducciones en la ensefianza de las Matemadticas. Para Secundaria
y Bachillerato, presentibamos clases de Geometria, de Algebra o de
Andlisis. Para la universitaria, motivaciones para el Calculo de Variaciones
y para poner de manifiesto la dificultad de solucién para el problema de
existencia de solucion, y caben destacar dos de ellas, una debida a A.
Hurwitz (1902), elegante y corta que utiliza ideas de la teoria de series
de Fourier (Chern, 1967) y otra de E. Schmidt, la mis sencilla de las
conocidas, que utiliza la férmula de Green para el drea de un recinto
plano (do Carmo, 1976).

El problema isoperimétrico se materializa en la desigualdad isoperimétri-
ca: st tenemos una curva de Jordan, de longitudL y drea acotada por ella
A, entonces1? — 4nA > 0 (la igualdad se da si y sélo si la curva es una cir-
cunferencia). También nos ocupamos de ella, analizando la forma 6pti-
ma de las latas de bebidas que nos resultan habituales. En esta Gltima

* Los componentes del Grupo Construir las Mateméticas son Rafael Pérez, Isabel
Berenguer, Luis Berenguer, Belén Cobo, M.e Dolors Daza, Francisco Fernéndez,
Miguel Pasadas y Ana M.? Payé.




colaboracién queremos afadir otra aplicacién de esta
famosa desigualdad: spuede deducirse la_forma de un tam-
bor a partir de su sonido? Si se tiene un dominio regular D
de R? cuya frontera estd formada por curvas de Jordan,
puede verse como una membrana vibrante sujeta por su
frontera, es decir, jun tambor! Es l6gico pensar que se pue-
den disefiar infinitos tambores atendiendo a la forma de su
membrana. Las vibraciones de D son funciones de
F(u, v): Dx R — R, tal que
2
AF+¥ =0 y HADxR

El problema de Stone-Weierstrass permite separar las
variables y estudiar vibraciones de la forma

Fu, v) = fG g(w),
siendo fD—>R y g R = R, y se obtiene

AP/f=-g/g="h
donde A es una constante intimamente relacionada con las
vibraciones, puesto que g” + Ag=0. ;Cudl es conjunto de
valores de A para los cuales existe £, no nula, tal que

Af =Ny floD =07

Este conjunto es el espectro de D, entonces, nuestro proble-
ma puede formularse asi: Jqueda un dominio caracteriza-
do por su espectro? O también, si dos espectros coinciden,
¢los dominios asociados son iguales? Lo que nos lleva a decir
que si dos membranas vibrantes, D, y D,, tienen las mismas
frecuencias de vibracion, ilos dos tambores tienen igual
sonido! El problema planteado al comienzo es el rectproco:
si dos tambores emiten el mismo sonido, jstendrdn la misma
forma? En suma, ;puede oirse la forma de un tambor?

El problema isoperimétrico resuelve el problema para tam-
bores circulares: se puede oir la forma de un tambor cir-
cular; esto es, se puede distinguir por el sonido si un tam-
bor es o no circular. Es decir, el espectro de un dominio
determina su drea Ay la longitud de su borde L y sabe-
mos que el dominio es circular si y s6lo si I? = 4mA.

Como hemos tratado el problema isoperimétrico en tres
dimensiones podemos preguntarnos acerca de la existen-
cia de una desigualdad isoperimétrica sobre una superficie
regular cualquiera (por ejemplo, sobre una esfera). En este
caso la respuesta es negativa (a quien le interese este
aspecto puede ver Osermann, 1975).

En el recorrido que hemos hecho de la mano del proble-
ma isoperimétrico, y también pensando en tres dimensio-
nes, pasamos por la formulacién correspondiente a pana-
les de abejas y vimos que la celdilla de Fejes Toth mejo-
raba a la construida por las abejas (aunque practicamen-
te no era interesante su realizacién). El siguiente enun-
ciado sobre el problema isoperimétrico para panales es
todavia un problema a la espera de solucién:

Dados dos nimeros cualesquiera, V'y A, hallar un panal de
anchura A (distancia entre los dos planos paralelos que limi-
tan el panal) cuyas celdillas tengan superficies de érea mini-
ma y encierren un volumen V.

Decididamente, la solucién no es la aportada por las abe-
jas ya que, al menos, la dicha de Fejes Toth mejora la de
aquellas. Esta formulacion nos lleva considerar superficies
minimales. Esto nos conduce a un grupo de investigacién
al que interesa el problema isoperimétrico en sus formu-
laciones actuales y de reconocido prestigio internacional.
Se trata de grupos del Departamento de Geometria de la
Universidad de Granada. Primero, M. Barros —del que
hemos resumido en las notas anteriores parte de uno de
sus articulos divulgativos que publico scbre el tema
(Barros, 1984)—y, después, A. Ros son los responsables de
introducir la linea de investigacion y dirigir los correspon-
dientes grupos que viene aportando resultados del mayor
interés. En la web <www.ugr.es/~ritore/preprints/int.pdf>
hay informacién al respecto.

Fin (por nuestra parte).
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Las matematicas en la prensa:
el Premio Abel

Fernandq Corbaléan

LO LARGO DE ESTA SERIE de articulos que ahora termina he intentado
aportar datos y puntos de vista para resaltar el hecho de que las mate-
miticas constituyen una parte importante de los medios de comunicacion
y, sobre todo, que una mirada con ojos matemdticos a los medios sirven
para desenvolverse mejor entre el torrente de noticias que nos arrolla y
poder tener una opinién propia.

Si es cierto lo anterior y que, como dice un libro publicado recientemente
(El lenguaje de las matemdticas, de K. Devlin; Robinbook, Barcelona,
2002), «asi como la sociedad quemd combustibles fésiles para propulsar
las miquinas de la era industrial, en nuestra era actual de la informacién
el combustible principal que quemamos son las matemdticas», la verdad
es que los medios de comunicaciéon de nuestro pais en su conjunto no
se han enterado de ninguno de los dos aspectos, y siguen en la era de
los fosiles. Y es que si son constantes las constataciones de que las mate-
mdticas no son objeto de interés de los medios, la ‘casi’ ausencia de una
noticia que tendria que haber ocupado un lugar destacado vuelve a
ponerlo de manifiesto.

Nos referimos a la concesion a Jean-Pierre Serre del primer Premio Abel
de Matemadticas, el equivalente matematico del Nobel en otras disciplinas.
El Premio Abel lo otorga la Academia de Ciencias y Letras noruega (que
se encarga también del Nobel de la Paz) y tiene una dotacién de unos
760.000 euros, similar a los Nobel. Fue instituido en 2002 para conme-
morar el bicentenario del nacimiento
del matematico noruego Abel, un
siglo después de un intento similar
que no llegd a buen puerto.

El jurado del premio estaba formado
por Erling Stormer, de la Universidad
de Oslo, John Macleod Ball de la de
Oxford, Friedrich Hirzebruch, del
Instituto Max Planck de Matemadticas
aleman, David Mumford de la Brown
University norteamericana y Jacob
Palis, del Instituto Nacional de




La Academia Noruega de Ciencias y Letras ha resuelto conceder ef Premio Abel 2003 a

Jean-Pierre Serre
Colegio de Francia, Paris, Francia;

“por su'papel central en la elaboracion de Ia forma moderna de numerosas partes de las Matematicas, en
particular la Topologfa, la Geometria Algebraica y la Teoria de los Ndmeros”.

El primet Premio Abel ha sido otorgado a Jean-Pierre
Serre, uno de los grandes matematicos: de nuestros
dias. Serre es Profesor Honorario del Colegio de
Francia de Paris. Durante mas de medio siglo, ha
contribuido notablemente - al - progreso de ' las
Matematicas, y lo sigue haciendo.

Los trabajos de Serre son de una amplitud,
profundidad e ‘influencia extraordinarias. Serre ha
desempenado un papel central en la elaboracion de
la forma moderna de numerosas partes de las
Matematicas, en particular:

[ .La Topologia, que trata de la cuestion
siguiente: ;Que es o que se mantiene
constante ‘en ‘geometria ‘aun cuando ‘se
deforme la longitud?

0 La Geometria Algebraica, que trata de la
cuestion  siguiente:  3Como  resolver
geometncamente los . sistemas - de
ecuaciones polmomlcas’)

[1° LaTeoria de los Numeros, el estudio de las
propiedades basncas de los numeros. Por
ejemplo los nimeros primos y la resolucton
de las ecuaciones polinomicas en el Ultimo
Teorema de Fermat.

Serre desarrollo métodos algebraicos
revolucionarios para el estudio de la Topologia,
ocupandose en particular de- las® transformaciones
entre hiperesferas. A él se debe una espectacular
aclaracion de’ los trabajos de  los geometras
algebristas italianos mediante  la. introduccion .y el
desarrollo. de los sistemas algebraicos adécuados
para * ‘determinar  cuando = funcionaban  sus
construcciones geomeétricas. Esta potente técnica
de Serre, con su nuevo lenguaje y su punto de vista
inédito, - inaugurd una ‘nueva edad de oro de Ila
Geometria Algebraica.

Durante las Ultimas cuatro decadas, los magnificos
trabajos de Serre y su vision de la Teoria de los
Nimeros han ‘sido decisivos para. dar a esta
disciplina su éxito actual. Estos trabajos conectan y
ampllan en muchos aspectos las concepciones
matematicas introducidas por Abel, en patrticular su

¢

prueba de la imposibilidad de resolver las
ecuaciones . de quinto. grado por radicales y sus
técnicas de  andlisis para - el estudio. - de - las
ecuaciones polindmicas con dos variables. Las
investigaciones de Serre. han ‘sido centrales para
abrir la via a los- descubrimientos recientes mas
destacados, inclusive la prueba por Wiles del Ultimo
Teorema de Fermat.

Si bien es cierfo que Serre ha centrado - sus
esfuerzos en las matematicas mas abstractas, sus
aportaciones han encontrado importantes
aplicaciones. Determinados problemas préctlcos
que plantean el desarrollo de eficaces codigos de
correccion de errores 'y la criptografia  de - llave
publlca se resuelven mediante ecuaciones
polindmicas (en particular en los campos finitos), y
los trabajos de Serre han profundizado' reaimente
nuestra comprension de este tema.

Jean-Plerre Serre nacio en 1926 en Bages,
Francia. Curso estudios en la Escuela Normal
Superior y obtuvo el titulo de Doctor en Ciencias por
la Universidad: de: la. Sorbona de ' Paris en 1951,
Después de haber ocupado varios puestos en el
Centro Nacional de Investigaciones Cientificas, fue
Profesor Asociado en la Facultad de Ciencias de la
Universidad de Nancy. En 1956, ‘se le: nombro
Profesor del Colegio de Francia.

Serre es miembro de la Academia de las Ciencias de
Francia. Es Gran Oficial de la Orden Nacional del
Mérito y Comendador de la Legion de Honor. Ha sido
nombrado miembro de varias Academias Nacionales,
en particular las de Francia; Suecia, los Estados
Unidos y los Paises Bajos. Entre las distinciones
con que ha sido galardonado estan la Medalla Fields
en. 1954 (sigue siendo el receptor mas joven), el
Premio Gaston Julia en 1970, el Premio Balzan en
1985, el Premio Steele en 1995 y el Premio Wolf en
2000. Ha sido nombrado Doctor Honoris Causa por
numerosas - universidades, ~en  Gltimo lugar la
Universidad de Oslo, en 2002, en ocasion de la
conmemoracion del bicentenario del hacimiento de
Niels Henrik Abel.

Det Norske Videnskaps-Akademi The Norwegian Academy of Sclence and Letters
A: Drammensveien 78, N-0271 Oslo, Norway ‘| ' T:+47 22121090 |- F;+47 22121099 | E: abelprisen@dnva.no | W: www, abelprisen.no




Matematica Pura e Aplicada (IMPA) brasilefio. Y en el
comunicado de concesion se sefiala que lo otorgan a Serre
«por su papel central en la elaboracién de la forma moder-
na de numerosas partes de las Matematicas, en particular
la Topologia, la Geometria Algebraica y la Teorfa de los
Nameros». [Se adjunta la versién castellana de la Academia
Noruega en la que aparece una pequefia biografia perso-
nal y profesionall.

iComo fue recogida esta noticia en la prensa espafiola? La
concesion se realiza el 3 de abril y en El Pais del dia 4 apa-
rece un articulo (no demasiado largo —menos de media
pégina— ni en lugar destacado —pégina 40-) con la noticia
y algunos comentarios de matemdticos espafioles que ha
trabajado con él, asi como de sus estancias en Barcelona.
Y mids adelante (el 16 de abriD en el suplemento de
Ciencias del mismo periédico hay un articulo de Pilar
Bayer sobre el tema: Serre, ‘Nobel’ de matemiticas». No es
que me detenga demasiado con ese diario. Es que de mis
pesquisas en la prensa de difusién nacional en un entor-
no de una semana de la fecha de concesién no he encon-
trado ninguna otra referencia ni grande ni pequefia (ha
incluido El Mundo, ABC, La Vanguardia y también Heral-
do de Aragén por ver si en la prensa ‘regional’ se colaba).
Admito que puede estar en algin pequeflo rincén que no
he encontrado (o grande que no fui capaz de ver), pero
desde luego no merecio un tratamiento destacado, similar
al de la concesion de los Premios Nobel. Buscando dis-
culpas pensemos que es tal vez por la novedad. Pero el
hecho objetivo es que a los periddicos llegd una noticia de
agencia que no se considerd con la suficiente importancia
como para encontrale un espacio en el periddico. De
forma que incluso para los interesados en el tema (como
muchos profesores de matemiticas) pasé desapercibido
un hecho importante, al menos para nuestro pequefio
mundo.

Desconozco si el Premio apareci6 en los noticiarios radio-
fonicos o televisivos, porque como ya hemos indicado en

otros articulos, son mucho mis dificiles de seguirles la
pista. Lo que nos vuelve a una de las grandes potenciali-
dades de los medios de comunicacién: la comparacién en
varios de ellos del tratamiento de un mismo aconteci-
miento. Y aunque sea una invasién de otra de las seccio-
nes de la revista (Recursos en Internet) nos conduce a un
medio reciente (acaba de celebrar su primer decenio): las
versiones digitales de los periédicos.

Pero antes de pasar a ese tema, para quien sea de su inte-
rés, doy algunas direcciones electrénicas en las que encon-
trar informacién sobre Serre y sobre el Premio Abel. En pri-
mer lugar estd la propia direcciéon del Premio (www.abel-
prisen.no/index_english.html) con informacién sobre el
mismo, que incluye una descripcion comprensible de la
importancia de los trabajos de Serre en diferentes campos
de las matemadticas actuales. La asociacion francesa de pro-
fesores APMEP (www.apmep.asso.fr) da amplia informa-
cion sobre su vida, obra y temas conexos (se puede entrar
desde la direccién con la palabra Serre o directamente en
www.apmep.asso.fr/abel03 . html). En la pigina de la AMS
americana (http://www.ams.org) y en particular en su apar-
tado http://www.ams.org/notices/200005/comm-wolf. pdf
hay mucha informacién (en inglés) sobre Serre. En algtin
sitio en castellano también hay mds cosas sobre Serre, como
en www.matematicas.net, donde se puede ver una lista de
Medallas Field en la que él estd.

La prensa digital

Ya hemos dicho varias veces que una de las ventajas de la
prensa es poder comparar posturas ante un mismo tema,
que nos hacen ver que incluso la ventaja que proporcio-
nan los datos matemiticos de que son indiscutibles, desa-
parece, puesto que ante un mismo hecho (y a veces inclu-
so con la misma fuente de la noticia) nos dan nimeros
diferentes. La primera impresién al confrontarse con esa

Jean-Pierre Serre obtiene el
primer ‘Nobel’ de matematicas-

La Academia de Ciencias noruega inaugura el galardén Abel

MRE, Madrid -
Con el apoyo de la Unién Matematica Interna-

cional, la Academia Noruega de Ciencias y Le-

tras anuncio ayer el ganador del primer premio

Abel de Matematicas, dotado con 760.000

euros, que aspira a convertirse en el Nobel de

esta disciplina. El prestigioso matematico fran-

" cés Jean-Pierre Serre ha sido el ganador “por su

papel central en la elaboracion de la forma mo-
derna de numerosas partes de las matematicas,
en particular la topologia, la geometria algebrai-
ca y la teoria de nimeros”, segun el jurado.
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situacion es que es un asunto de manipulacion informati-
va: cambiar a conciencia los datos para inducir determina-
das conclusiones. Pero si es un ejercicio que se hace con
regularidad se comprueba la perseverancia en los ‘errores’
en la mayoria de los medios, con lo que parece razonable
llegar a la conclusién de que es mds bien ineptitud mate-
madtica (y es conveniente que sea cada uno de los alum-
nos quien llegue a esa conclusion).

Durante mucho tiempo existia el inconveniente de la difi-
cultad de obtener varios periddicos de fecha del dia o por
lo menos préxima, sobre todo si querfamos que fueran de
lugares geogrificos lejanos, algo muy conveniente en
estos tiempos de guerras y confrontaciones. Pero esa difi-
cultad ha desparecido con las ediciones digitales y la
conexion a Internet en las propias aulas. En ‘tiempo real’
podemos tener elementos de juicio para hacernos una
idea mis contrastada de los distintos puntos de vista, que
no sblo no suelen ser coincidentes sino que con cierta fre-

cuencia son contrapuestos. Y que en bastantes casos apor-
tan datos diferentes sobre las mismas situaciones, con lo
que nosotros (y nuestros estudiantes) tendremos que
hacer algo que nadie hard por nosotros: pensar.

Y ya solo queda encontrar formas ficiles de llegar a
muchos medios de comunicacién. Se puede acceder a ellos
a partir de los servicios de algunas paginas web, pero, de
todas las que conozco, la mejor con gran diferencia es la
sueca ‘Kiosken’ (www.esperanto.se/kiosk/engindex,html),
que enlaza con 15559 medios distintos de 213 paises. Sola-
mente con ella podemos hacernos una idea clara del refle-
jo en los medios de todo lo que pasa en el mundo.

[Y s6lo queda la despedida. A lo largo de varios ntmeros
he estado intentando ver la importancia de la utilizacién
de los medios en la enseflanza en general y de las mate-
maticas en particular. Espero haber contribuido a lograr
que en las clases de matemadticas haya un pequefo rincén

para los medios. Gracias y hasta siemprel.

T




Rompecabezas del teorema de
Pitagoras

Grupo Alqberque*'

¢

IN DUDA, EL MATEMATICO mis conocido en nuestro tiempo por las
personas que no tienen una relacidén corriente con las matemdticas es
Pitdgoras (aunque algln alcalde de ciudad importante piense que no
haya hecho mucho por ella). Quizds de su vida se conozca poco, no se
sepa en qué época vivio, cuiles fueron sus estudios, pero lo que es indu-
dable es que todo el mundo conoce el teorema que lleva su nombre, e
incluso personas que perdieron hace mucho tiempo su relacion con la
escuela son capaces de repetir su enunciado.

Aparte de las comprobaciones numéricas y demostraciones algebraicas,
existe una gran variedad de demostraciones geométricas, que pueden
aprovecharse para montar juegos de rompecabezas.

El Teorema de Pitdgoras era conocido antes que él por babilonios, hin-
dties, chinos o egipcios (al menos para ciertos tridngulos rectingulos) y
ha recibido a lo largo de la historia nombres muy significativos. Por ejem-
plo los hindtes lo llamaban el Teorema de la Silla de la Esposa. En la
Edad Media se conocia como Teorema Maestro de la Matemdtica pues
todo aquel que deseaba acceder a la categoria de maestro en matemdti-
cas debia presentar una demostracién propia (de ahi la gran cantidad de
demostraciones geométricas existentes). En el siglo XVIII se conocia
como el Teorema del Puente de los Burros, pues el que superaba ese
Teorema entraba en el mundo del conocimiento matematico. Hoy en dia
se calcula que pueden existir cerca de 1.000 demostraciones, hechas no
solo por matematicos, sino también por personajes tan diferentes como
filosofos, monjes, politicos...

Puzzles de Pitagoras

Los siguientes juegos se basan en este conocido teorema. La forma de
presentarlos es como un puzzle en el que partiendo de un tridangulo rec-
tangulo y al montar las piezas se puede formar por un lado el cuadrado

* Los componentes del Grupo Alquerque de Sevilla son Juan Antonio Hans Martin
(C.C. Santa Maria de los Reyes), Jos¢ Mufioz Santonja {IES Macarena), Anfonio
Ferndndez-Aliseda Redondo (IES Camas), José Blanco Garcia (IES Alcald del Rio) y
Josefa M.2 Aldana Pérez (C.C. Inmaculado Corazén de Maria —Portacelli—).




sobre la hipotenusa, y con las mismas piezas se constru-
yen por otro los cuadrados sobre los catetos.

Estos rompecabezas se pueden usar en primaria como
simples juegos para trabajar equivalencias de superficies,
y en secundaria como complemento a las comprobaciones
numéricas y demostraciones algebraicas,

Tal vez la diseccién mas conocida es la atribuida a Henry
Perigal (1801-1898), corredor de bolsa londinense y astré-
nomo, y que se encuentra grabada en piedra en la ldpida
de su tumba en Essex. En ella se divide en cuatro partes
el cuadrado construido sobre el cateto mayor a partir de
su centro (que se puede hallar por interseccion de las dia-
gonales), trazando posteriormente por él una paralela v
una perpendicular a la hipotenusa del tridngulo.

Otra demostracion facil de realizar utiliza las siete piezas
del Tangram Chino. En este caso el tridngulo sobre el que
se trabaja no es un tridngulo rectingulo cualquiera sino
rectingulo e is6sceles, y coincide con uno de los tridngu-
los mayores del tangram.

Posiblemente el puzzle mis simple en su construccién se
basa en la demostracién realizada por el matemitico y
astronomo hindt Bhaskara Akaria (1114-1185), autor del
libro Lilavati dedicado a problemas aritméticos, geométri-
cos y combinatorios. En €l uno de los catetos ha de ser
doble que el otro.

Hace unos afios la Junta de Andalucia presents la siguien-
te division como divulgacién de la bandera de nuestra
comunidad, ya que si el cuadrado sobre el cateto grande
se dibuja de verde y el del pequefio de blanco, al montar
el cuadrado sobre la hipotenusa aparece en diagonal la
bandera de la comunidad andaluza (verde-blanco-verde).

Por tltimo presentamos otra demostracién mediante rom-
pecabezas del Teorema de Pitdgoras que puede ser utiliza-
da para demostrar asimismo el Teorema de los Catetos ya
que el cuadrado sobre la hipotenusa queda dividido en dos
rectdngulos cuyas dreas son respectivamente el producto de
la hipotenusa por la proyeccién de cada cateto sobre ella.

A continuacién se acompafian las piezas necesarias para
montar cada uno de los puzzles comentados (salvo el tan-
gram chino) que pueden ser copiadas en cartulina y recor-
tadas para jugar.




TEOREMA DE PITAGORAS: Demostracién de Perigal Grupo Alquerque

TEOREMA DE PITAGORAS: Demostracién de Bhaskara Grupo Alquerque
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Matematicas en Internei:
cuairo anos después

Antonio Pérez Sanz

¢

MPECE MIS COLABORACIONES en este rincén de SUMA hace casi cua-
tro afios. Ahora, ante el inminente cambio en la direccidon de la revista,
el rincon de Recursos en Internet dard paso presumiblemente a otras sec-
ciones. Y si no, la LSSI lo hari innecesario dentro de poco.

Escribia yo, en un articulo titulado precisamente «<Matemdticas en In-
ternet», alld por 1999, la gran sorpresa de Nuria Torres, ficticia profesora
de matemdticas destinada en un pueblo perdido de nuestra geografia,
cuando al acercase por primera vez a Internet buscando recursos de
Matemdticas para su clase y teclear en el buscador més popular de la
época (Yahoo) la palabra MATH aparecia en su pantalla este mensaje:
Web Pages (1-20 of 1071228). El buscador le avisaba que habia encon-
trado (j1.071.228 péginas con informacion de mathematics!!

Repeti la experiencia hace unos pocos dias, cambiando de buscador,
—ahora es méis popular Google— para cuantificar qué habia cambiado en
estos cuatro aflos y mi gran sorpresa, constatable por todos vosotros, es
que ahora el nimero de piginas web con ese término es de 16.880.000
piginas. En tan s6lo cuatro afios hemos pasado de un millén a casi 17
millones de péaginas. Y la evolucion de paginas en castellano es ain mds
espectacular. Si buscamos paginas con la palabra matemdtica sélo en cas-
tellano aparecen 176.000.
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Pero si el factor de crecimiento en la cantidad se ha mul-
tiplicado por 24 en lo que respecta a la calidad de la infor-
macién matemdtica el factor es mucho mis grande. Y la
actitud de los usuarios también. Lo que en un principio era
una mera bisqueda de materiales ajenos, con el tiempo se
ha convertido en un amplio, variado y cada vez mis cui-
dado muestrario de contenidos matematicos elaborados
no sélo por instituciones oficiales, sino por centros educa-
tivos, profesores e incluso alumnos.

En estos Ultimos cursos las paginas de SUMA han sido
testigo de estos cambios. Pero algo ha cambiado en nues-
tro pais...

Poner murallas al campo. La LSSI

Los lectores que consultaban de vez en cuando la pagina
web de la FESPM http://www.fespm.es.org, alojada en el
servidor de IREDI, red gratuita, habrin podido comprobar
que desde hace unos meses la direccién es inaccesible,
como todas las que tuviesen esas extensiones. No es que
hayamos renunciado a mostrar nuestra pequefia ventana
al mundo de la red. Es que ha entrado en vigor la LSSI.

'er  Favorkos  Herramientas  Ayuda

WWW.FESPM.ES.ORG

DOMINIO MOMENTANEAMENTE DESACTIVADQ
Mensaje de NIC.ES.ORG
Estimados amigos, lamentamos comunicarles que el servicio del dominio

por los responsables de ES.ORG, de forma indefinida, debido a la presente legislacion
espafola.

Informacidn (LSSI } hacen imposible continuar prestando el servicio como hasta ahora.

ahora,

WWW FESPM.ES.ORG

WWW.FESPM ES.ORG, ofrecido hasta ahora por ES.ORG, ha tenido que ser interrumpido

Los costes de adaptacién y mantenimiento a la nueva Ley de Servicios de la Sociedad de

Lamentamos profundamente que esto sea asly confiamos en que futuros cambios legislativ
restauren el nivel de libertad de expresién del que disfrutaban los ciudadanos espafioles hag

La LSSI, Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion,
del Ministerio de Ciencia y Tecnologfa, http://www.setsi.
mceyt.es/legisla/internet/ley34_02/sumario.htm, que naci6
como un intenfo «dngenuo» de transponer una normativa
europea, se ha convertido en el ojo vigilante del Gran
Hermano orwelliano, no el de Tele5. De entrada, miles de
péginas como la nuestra han desaparecido, o se han teni-
do que ubicar en otra direccién, de golpe y porrazo.

A partir del 12 de octubre de 2002, fecha de entrada en
vigor de la LSSI, escondido bajo lo que aparentaba ser
una ley para la regulacién de «ciertos aspectos juridicos de

los servicios de la sociedad de la informacién» subyacia un
articulado que nos convierte a todos, de un plumazo, en
«prestadores de servicios», en consumidores, usuarios y
policias o ladrones. Todo ello a mayor gloria del comer-
cio electronico.

La Ley en principio va dirigida a piginas WEB comercia-
les y pretende que el comercio electrénico sea mias segu-
ro regulando derechos y deberes de los prestadores de
servicios (WEB comerciales) y usuarios. Incluye un apar-
tado fundamental que es el siguiente: das WEB comercia-
les deberdn identificar al prestador de servicios que es la
persona o empresa que mantiene la WEB, en la misma
estardn el nombre, apellido, NIF, direccion, v e-mail del
responsables,

La no inclusién de los datos anteriores se castiga con una
multa minima de 3.000 euros.

En principio, la LSSI sélo afecta a piginas comerciales,
pero tiene una trampa que hara estragos en Internet para
el usuario que sélo pretende tener una pagina por voca-
cién o por diversion, los profesores, alumnos, centros
educativos e instituciones como las sociedades de profe-
sores que, sin 4nimo de vender nada, se limitaban a rega-
lar informacién cultural y cientifica y que no podian o no
querfan pagar encima por ese acto generoso.

La LSSI es también aplicable a paginas no comerciales alo-
Jadas en un servidor gratuito que ponga banners comer-
ciales, aunque al disefiador de la pagina esto le importe
muy poco.

La LSSI afectard a usuarios que pongan en su pégina un
contador de paginas gratuito con alguna referencia co-
mercial.

La LSST afectard a usuarios que pongan algin foro, chat,
libro de visitas o algtin otro elemento que contenga algu-
na referencia comercial,

La LSST afectard a los usuarios que hagan algin enlace a
alguna pdgina comercial, aunque sea sbélo para una refe-
rencia sin contenidos comerciales; por ejemplo, la pagina
de Cabri Web, como Cabri es comercial, ya se verfa afec-
tada por la LSSI.

Con esto se puede comprobar que hacer una péagina per-
sonal o de un centro o sociedad a la que no le afecte la
LSSI es muy dificil, casi imposible.

Es decir, todos somos comerciales; o lo que es lo mismo,
estamos obligados a alojar la pdgina en un servidor de
pago y a introducir en ella los datos personales del autor
como nombre y apellidos, domicilio, NIF, direccién de
correo, etc. Imaginaos si ahora ya empezamos a tener
nuestros correos saturados de publicidad no solicitada,
queé ocurrirfa si todos nuestros datos apareciesen en nues-
tras paginas web.




Y cuidado con los correos. Los servidores estdn obligados
a mantener en el servidor copia de nuestros e-mail duran-
te un afio a disposicion de la autoridad pertinente. Tam-
poco estd muy claro quién es esa autoridad: un juez, la
policia, el MCyT, el gobierno local o central....

La LSSl y los centros educativos

Empezaba a ser cada vez mds frecuente, y en estas pagi-
nas lo hemos podido comprobar, cémo los centros educa-
tivos pasaban de ser receptores de informacién a conver-
tirse en emisores; como profesores y alumnos publicaban
sus trabajos en Internet al alcance de compafieros y afi-
cionados. Pues se acabd.

¢Qué pasard con las WEB de los Centros? Pues todas ellas
se veran afectadas por la LSSI de una u otra forma. ;Cémo
es posible que algo tan diddctico se pueda considerar
comercial? No tiene ningln sentido, pero es asi; cualquier
WEB de un Centro con una referencia inocente a cualquier
programa informdtico, libro, revista.. serd comercial.
Habri que poner los datos del autor. Si éstos son del
Centro no importa mucho, pero... ;pedirin los datos del
profesor como responsable?

¢Qué pasa si los alumnos hacen sus piginas? Pues, nada,
a poner los datos de todos ellos. Esto es impensable, no
se puede pedir a los alumnos que pongan sus datos per-
sonales. Consecuencia, los alumnos no tendrin péaginas
WEB, v posiblemente el Centro tampoco.

Un Centro no se puede arriesgar a una multa de mas 3000
euros por una pagina WEB.

La cosa va tan en serio que ya hay alguna empresa que
se anuncia en Internet con el siguiente reclamo: Legaliza
tu web por 29 euros. Y es que es cierto: jjtodos somos ile-
gales!!

Adiés al uso creativo de Internet. A partir de ahora nos
limitaremos a consultar la pagina oficial de la Consejerfa
de Educacion del Gobierno de nuestra Comunidad Auto-
noma o mejor aln, a ver la televisién, a ser posible TV1.
iEl Gran Hermano te vigila!

Rompiendo murallas

Por suerte, los profesores no tienen el BOE como lectura
de cabecera, o no estin dispuestos a esconder en un cajon
virtual su trabajo elaborado con tanto esfuerzo y tantas
horas, seguramente fuera de sus horarios lectivos.

Hoy presentamos un notable ejemplo. Las paginas del
departamento de Matematicas del IES Los Viveros de Sevilla.
http://www.iesviveros,com/matematicas/matematicas htm
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1. De la funcin $:%—% se sabe que f*’(x) =x%2x+2 y que su gréfica tiene tangente
horizantal en el punto P(1,2). Hallar fa expresién de f.

2. Considerar la funcién valor absoluto, es decir, fa funcibn f:%—% dada por f(x) = x}.
(1) Estudiar la derivabilidad de f.
(@) Dibujar la gréfica de f.
2

(3) Hallor | [x[dx.
-2

a
@ 9. Sea fi[-a61R, con @0, una funcibn continua tal que |f(x)dx = 0. Responde
a

razonadamente a las slgu\en?es pregumas
od

En ellas encontramos ademds de un cuidado disefio, unos
servicios y unos materiales de gran utilidad para los alum-
nos del centro y para cualquier visitante.
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Las paginas constan de un mend principal con cuatro sec-
ciones:

e Seminario: con informacion de los autores, de las
asignaturas, calendarios, libros...

e Unidades: con apuntes interactivos y con programas
sobre unidades de los bachilleratos de Ciencias de la
Naturaleza, Tecnoldgico y de Ciencias Sociales.

e Alummnos: con secciones privadas con informaciones
de calificaciones y con material de contenido mate-
mdtico para preparar las distintas unidades de varios
cursos. Entre sus apartados hay que resaltar:

— Actividades: amplias colecciones de ejercicios con
sus soluciones.

— Paso a paso: su objetivo es resolver un problema
paso a paso, con ayudas, elegido entre los mds de
mil de los que consta la base de datos.




~ Autoevaluacion: permite al alumno plantearse exi-
menes aleatorios con el nivel de dificultad elegido
por él mismo.

— Correcciones: ejercicios y problemas resueltos de
exdmenes variados y de selectividad.

® Varios: estsa seccién ofrece desde la posibilidad de
tener a los alumnos informados de las novedades del
Seminario hasta excursiones por terrenos menos aca-
démicos de las matematicas: enlaces, pasatiempos,
juegos, chistes, curiosidades.

En fin, una pédgina interesante para los profesores en esos
momentos en que uno siempre anda buscando problemas
distintos que proponer en clase, como para los alumnos
de secundaria para acceder a un material cldsico que per-
mite su entrenamiento auténomo.

Un excelente trabajo y muchas horas de recopilacién y
elaboracion de Julio Minguez, Carmen Hernédndez, Angel
Jiménez-Caballeros, Ascensién Pulido, que han respondi-
do con creces al reto de Antonio R. Garcia Torres de entrar
en el tercer milenio con tecnologfas educativas ajustadas a
los nuevos tiempos.

Cuando empezaron a hacer sus paginas aln no existia la
LSSI, y en ellas no aparece por supuesto ni el NIF ni los
DNI de los autores, y en los apuntes de Informitica se
citan varias marcas de programas comerciales Y, por
supuesto, hay enlaces a paginas externas con contenidos
matematicos interesantes, que por desgracia tienen ban-
ners publicitarios, uno de ellos ofreciendo, por cierto,
degalizar paginas de Internet.

Estos profesores no cobran un euro por brindar este exce-
lente muestrario de material a todo el mundo, pero... en

En recuerdo

cualquier momento, aunque aparecen las fotos del director
y de los miembros de la Junta directiva, puede llamar a la
puerta del IES un policia para notificarles que tienen una
multa de 3.000 o de 6.000 euros.

Porque estaremos en los inicios del tercer milenio, pero
nuestros legisladores nos quieren hacer volver a unos tiem-
POs, no tan remotos, en los que las palabras LIBERTAD DE
EXPRESION eran subversivas.

LA FESPM CAMBIA DE DOMINIO VICTIMA
DE LA LSSI. LA NUEVA DIRECCION

Nueva direccion de FESPM: http://www .fespm.org

Correo: secretaria@fespm.org

presidente@fespm.org

Federacion Espaiiola de Sociedades
de Profesores de Matematicas

Achmiiidg 17-57.2000 =
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Fedevacion Europea R
Dia Escolar de las Matematicas.
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publicacier o
V2 edicion
Ravista SUMA
12 e maya de 2003,
Acyidadesy
Recirsas Tema: Los mapas y fa rosa de Jos vientos

Hotichas

Anills atemitics

A LA DIVINA PROPORCION

A fi, maravillosa disciplina,

media, extrema razén de la hermosura,
que claramente acata la clausura

viva en la malla de tu ley divina.

A ti, céreel feliz de la reting,
&urea seccidn, celeste cuadratura,
misteriosa fontana de mesura
que el Universo arménico origina.

A fi, mar de los suefios angulares,
flor de fas cinco formas regulares,
dodecaedro azul, arco sonoro.

Luces por alas un compds ardiente.
Tu canto es una esfera franspdrente.
A i, divina proporcién de oro.

Rafael Alberti




Un falso amanecer

Angel Ramirez Martinez

Carlos Uson Villalba

Después de cada oscuridad viene el amanecer
Pe7 o después de cada amanecer también viene la oscuridac
De un proverbio Gypsi!

L 2003 NOS DESPERTO con la dolorosa noticia de la muerte de Ilona
Lackova. Aunque podriamos hacerlo por su condicién de pedagoga, no
traemos aqui el recuerdo de la escritora eslovaca-romani por su tras-
cendencia en el mundo de las matematicas, obviamente, sino por su tri-
ple condicién de mujer, gitana? y luchadora. Destinada a vivir en la mar-
ginalidad, nunca acepté impasible el papel de victima que le asignaron,
su nacimiento primero, y la guerra después. De los 600 nifios y nifias
del campamento de Velky Saris, cerca de Presov, fue la Gnica en termi-
nar sus estudios primarios. Excluida de la ensefianza secundaria, la II
Guerra Mundial la alcanzd con 18 afios. Sufrid en su propia carne el sal-
vaje dominio fascista que le rob6 la vida de una de sus hijas gemelas y
recluyé a su marido en un campo de trabajo. Recibié con alivio el domi-
nio soviético y la promesa de una sociedad igualitaria. Fue entonces
cuando escribié El campamento gitano en llamas y ejercié el cargo de
inspectora cultural en la regién de Presov. Pero, como en un falso ama-
necer, el estalinismo prohibié a los gitanos hablar su lengua y pudo
comprobar con sus propios ojos como muchos seguian marginados, pre-
sas del hambre. Haciendo gala de esa vitalidad que la acompafid siem-
pre, a los 50 afios estudié Pedagogia y Periodismo en la Universidad de
Praga y se dedico a denunciar la situacioén de su pueblo hasta que, tras
la Revolucién de Terciopelo de 1989, fund6 la Asociacion Cultural de
Ciudadanos Romanies, editd la revista Noticias Gitanas y tradujo al
checo algunos libros de cuentos. Aunque su principal obra literaria, por
la que sin duda sera recordada, es la autobiografia cuyo titulo encabeza
este escrito.

En su memoria, queremos dedicar estos parrafos a las mujeres matema-
ticas. Ahora bien, desde este rincén, creemos que es hora de salir al
encuentro de las matemiticas de mafiana ademés de homenajear a las
heroinas de ayer. Ese es el verdadero sentido de la historia: ayudar a
construir el futuro. Pero, si nos atrevemos a considerar nuestra cultura
occidental dividida en dos en funcién del género, podemos asumir el
reto del articulo anterior y trabajar por una escuela inclusiva también en
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este aspecto. Ese objetivo serfa suficiente para cubrir las
pretensiones de estos parrafos.

Por alusiones...

Las citas que siguen a continuacién hablan por si solas y
pueden ser ademds, suprimiendo el nombre del autor, una
excelente propuesta didictica para la hora de Tutoria.
Hemos seleccionado aquellos pensadores que, en articu-
los anteriores, asocidbamos con el desarrollo de las ideas
en Occidente. Fruto de los estereotipos occidentales suele
sorprender la positiva visién de Averroes frente a la de
Comte, mucho mis previsible y culturalmente cercana. En
cuanto a Aristételes, es cierto que podtiamos haber elegi-
do a otros filésofos griegos que, como Sécrates o Platon3,
tenfan una concepcién mucho mis positiva de la valia
femenina, pero sus planteamientos son representativos de
una forma de entender el papel de la mujer que ha esta-
do vigente hasta nuestros dias.

Cudl es la naturaleza y cudl la funcién del esclavo resulta claro
de lo expuesto. El que siendo hombre no se pertenece por natu-
raleza a st mismo, sino que es hombre de otro, ése es, por natu-
raleza esclavo. Y es hombre de ofro el que, siendo hombre es una
posesién, y una posesién como instrumento activo y distinto.[...]

También en la relacién del macho con la hembra, por naturaleza,
el uno es superior; la ofra, inferior; por consiguiente, el uno domi-
na; la ofra es dominada.[.. ]

Sin embargo, esté claro que, por naturaleza, unos son libres y los
ofros son esclavos. Y que a estos les conviene la esclavitud, y es
justa. Aristoteles. Politica Libro 1. Siglo IV a. de C,

Sin embargo, en estas sociedades se desconocen las habilidades
de las mujeres, porque ellas sélo se utilizan para la procreacién.
Por tanto estan destinadas al servicio de sus maridos y relegadas
al cuidado de la procreacién, la educacion y la crianza. Pero
esto impide sus [ofras posibles] actividades. Como en esfas socie-
dades las mujeres no se preparan para ninguna de las virtudes
humanas, sucede que muchas veces se asemejan a las plantas en
dichas sociedades. [Que, en ellas,] representen una carga para
los hombres, es una de las razones de la pobreza de esas socie-
dades; en ellas llegan a doblar en némero a los hombres, mien-
tras que, al mismo tiempo y en tanto carecen de formacién, no
contribuyen a ninguna de las [ofras] actividades necesarias,
excepto en muy pocas como son el hilar y el tejer, las cuales req-
lizan la mayoria de las veces cuando necesitan fondos para sub-
sistir. Ibn Rusd (Averroes) siglo Xil.

Primero, como madre; a continuacién, como hermana; luego, y
sobre todo, como esposa; y por fin, como hija; accesoriamente,
como criada. Bajo cada uno de estos cuatro aspectos naturales,
la mujer estd destinada a preservar al hombre de la corrupcién
inherente a la existencia préctica y tedrica. Su superioridad afec-
tiva le confiere esponténeamente este oficio fundamental, que la
economia social desenvuelve cada vez mas, separando al sexo
amante de foda solicitud perturbadora, activa o especulativa

August Comte, siglo XX.

Diosas y heroinas

La historia de la mujer en la ciencia, la literatura, el arte, la
musica... ha estado llena de personajes rupturistas? cuyo
protagonismo, sin embargo, no ha conseguido cuajar hasta
que la sociedad industrial capitalista no decidiera incorpo-
rarlas al mundo laboral y convertir en beneficio empresa-
tial su creatividad y su trabajo.

La historia escrita, en general, ha sido una historia de hom-
bres, redactada por hombres y pensada para un lector
masculino. Es por eso por lo que se ha optado por una
narracién de hitos, en base a la documentacién escrita,
que ha excluido a las mujeres (y al 95% de la poblacién)
y ha elegido al «progreso» como paradigma. Una historia
de «generales» que ha despreciado las contribuciones ano-
nimas de quienes, con abnegada generosidad, han sacrifi-
cado sus vidas® para hacer posibles las victorias.

Esa historia olvida a veces que la mayor revolucioén cienti-
fico-tecnolégica no se produjo en el XVII sino en el
Neolitico. Podemos intuir que la presencia de la mujer en
€sos momentos fue decisiva, pero es cierto que ese punto
de vista no deja de estar contaminado por los propios con-
dicionantes de nuestro siglo. Llegados a ese extremo no
podemos fiarnos mas que de la tradicion, oral primero y
escrita después, esto es: de los mitos. En ellos, la presen-
cia femenina no sélo resulta relevante sino que ademis su
ambito de actuacién se ajusta a las previsiones iniciales.

De todos ellos nos quedamos con el de Dido por su testi-
monio de saber matematico. Su hermano, el rey Pigmalion
de Tiro, maté a su marido, lo que la obligd a huir con su
viudedad y la hacienda familiar al norte de Africa, donde
decidi6 fundar la ciudad de Cartago. Como buena fenicia,
ajustd con los propietarios de las tierras el precio de las
que pudiera abarcar con una piel de buey. Corté el cuero
en finas tiras, las uni6 una a otra por los extremos, y trazé
asi una semicircunferencia cuyo didmetro era bafiado por
el mar, Hasta el siglo XIX no se conseguirfa demostrar que,
efectivamente, Dido abarcé la maxima superficie posible
para un perimetro dado.

Pero, en esta historia de pioneras, también hubo sus heroi-
nas. Otra cosa es que resulte dificil conseguir referencias
bibliogrificas de ellas. Por €s0, cuando existen, hay que
valorarlas sobremanera, porque al hecho de haber sobre-
vivido a los avatares de la historia se une el que lo hayan
hecho también al desprecio masculino, Asi por ejemplo,
en la sociedad hispanomusulmana, en la que el statu quo
de la mujer se distingui6, en general, por la carencia de los
més elementales derechos individuales?, algunas supieron
aprovechar su ascendente aristocratico durante los reinos
de taifas. Sirva como muestra la poetisa Wallada, quien
llevé en Coérdoba una vida de mujer liberada y canto
publicamente sus amores sin someterse a los escripulos
morales de la época. Un poco mis apartadas de la permi-




sividad de la vida cortesana, Um al-Ala al-Sayyida al-
Abdariyya y Umm al-Hasan también participaron de esa
libertad de que gozaban algunas mujeres de la clase noble.
La primera se dedico a la ensefianza de nifias y fue cono-
cida por su vasta cultura y profundo conocimiento de la
lengua 4rabe, mientras la segunda compaginaba la medi-
cina y la literatura.

No pretendemos hacer un recorrido, a través de la histo-
ria, de la mano de las mujeres que destacaron en Mate-
maticas —ya lo hicieron otras antes que nosotros y a sus
estudios nos remitimos— pero si reivindicamos su incorpo-
racion al aula y a la memoria histérica. Algunas tan sefie-
ras como Hipatia. Importante por sus trabajos cientificos’
que la sitian en una posicién de puente entre la ciencia
alejandrina y la musulmana®. Pero, sobre todo, por haber-
se mantenido fiel a sus convicciones y por el valor con
que las defendié: entre ellas, el paganismo y la certeza de
que la ensefianza de la Filosoffa y de las Matematicas era
independiente del credo de su alumnado. Hipatia fue ante
todo una docente.

Entre las astrénomas, podrfamos incorporar a la lista a
Sofie Brahe (#1556, 1643), Maria Cunitz (1610, 1664), Caro-
line Herschell (1750, 1848) o a Elisabeth Korpmann (1647,
1693) quien, después de perder en un incendio el trabajo
de diez afios, atin publicaria Firmamentum sobieskanum
y Prodromus astronomicae, el mayor catdlogo de posicio-
nes de estrellas jamas compilado hasta ese momento y el
Gliimo antes del uso del telescopio. Dentro del estricto
campo de las Matemdticas, citaremos a Maria Agnesi,
Sophie Germain (1776, 1831), Sofia Vasilievna Kovalevs-
kaia (1850, 1891) y Emmy Noether (1882, 1935). A Ada
Byron (1815, 1852) como pionera en €l campo de la
Informatica, pero también a Gabrielle-Emilie Le Tonnelier
(1706, 1749) v a Anne Finch (1631, 1679)°. La primera por
su influencia sobre Voltaire, a quien se adjudican gran
parte de los honores que a ella corresponden. Y, la segun-
da porque sus Principios de la mds antigua y moderna
filosofia definieron el universo monddico de Leibniz.

Coeducacién y autoestima

No creemos que nadie pueda negar la importancia de la
mujer en el devenir historico, moral, cientifico, ideoldgico,
artistico. .. o en el 4mbito familiar. Sin embargo, ha sido el
varén quien ha luchado siempre por mantener una supre-
macia publica, a costa de despreciar la capacidad femeni-
na y reducir su papel al de esclava, en perfecto paralelis-
mo con la intelectualidad griega de la que tan orgullosos
nos sentimos. En consonancia con ese empeiio ha surgido
el particular desarrollo de las concepciones filosoficas,
cientificas, econémicas y sociales que analizamos somera-
mente en el articulo anterior. Tras todo ello se ha edifica-

do un concepto de la trascendencia personal, y colectiva,
que se entiende en sentido individual, confundida con la
fama o la preeminencia, y que tiene los libros de historia
como meta'®,

Son las mujeres quienes han trasmitido los valores éticos y
morales de nuestra nifiez y han velado las armas de nues-
tro equilibrio emocional en la adolescencia, ademds de ser
las guardianas de la norma en todo momento. Pero su sen-
tido de la realizacién personal ha sido siempre diferente al
masculino. Se ha centrado en el valor de las actitudes,
disuelto permanentemente en el bienestar de los demds'".
Se les reprocha muchas veces su falta de ambicién. Una
critica certera si lo que se ambiciona es el conocimiento,
la creatividad, la autonomia personal... pero, cuando se
formula tal censura al sexo femenino, se hace desde la
perspectiva tradicional del varén: como sindénimo de ansia
de poder, de dinero, de dominio... Una avidez que tiene
por sujeto y por objeto a uno mismo. Mejor dicho: a sus
més bajas pasiones. ;Qué es la realizacién personal, hasta
donde llega? ;Hasta qué niveles necesitamos los varones
alimentar nuestro ego? (Cudnta inseguridad hay tras ese
horizonte de necesidades insatisfechas? De verdad: ses
posible criticar la decision de la astronoma Marfa Kirch de
rechazar la invitacién del zar Pedro el Grande para traba-
jar en su privilegiado observatorio y quedarse a cambio
con su hijo Christfried en el de Berlin calculando calenda-
rios? ¢Desde qué perspectiva? A esas alturas Marfa habia
descubierto el cometa de 1702, que no lleva su nombre, y
estudiado la aurora boreal, la conjuncién del Sol con
Saturno y Venus, asi como la de Jupiter con Saturno, ade-
mis de trabajar durante afios en el magnifico observatorio
del baron Von Krosigk!?.

Por contra: ;No es fatuo en exceso pensar que Laplace
trascendié como persona por haber escrito «su» Mecdnica
Celesté No lo creemos. Es la constatacion de lo que no
hizo, del talante con el que afront6 la vida, lo que permi-
te asegurar su fracaso. ¢No serfa mejor educar en ese otro
sentido de la trascendencia mucho més femenino y dedi-
car la vida a transmitir actitudes solidarias? Sin que eso
implique minimizar el propio desarrollo autonomo y libre
en lo que afecta a opciones y modelos'3, o se presuponga
que se reserva el dmbito de lo privado para la mujer y el
de lo publico, que es como decir de las decisiones politi-
cas, econdmicas, sociales, ..., para €l hombre. Renunciar a
todo ello si es un sacrificio excesivo que anula a la perso-
na y que, desde la masculinidad y la fuerza, se le ha exi-
gido al género femenino. Potenciar €sas kzl‘ct‘itudesf:esf
forma de eliminar la diferencia de partida en la :
las aspiraciones entre Uno y Otro sexo, pe '
estimular la propia autoestima de la
efecto de la valoracién externa— par
particulares puntos de vista sin &

modelos masculinos.




Si, si, ya, el mundo es como €s y esto no pasa de ser una
quimera... Pretender transformar la sociedad desde la
escuela seguramente también, pero ese es nuestro Gnico
ambito de actuacion. Adoptar otra postura es doblegarse
ante lo que nos viene dado. En cualquier caso nuestra
meta es mucho menos utépica: nos conformamos con la
reflexién, por parte del profesorado, acerca de la existen-
cia de un sistema de valores distinto al dominante, en el
que las chicas podrian sentirse mas a gusto, y al que seria
bueno acercar la cultura en general y la masculina en par-
ticular... Nos conformarfamos con ese grado de convenci-
miento y con poder escuchar en clase con mis frecuencia:
Gy... ¢por qué no?!» de labios de una chica.

Educar la parte emocional

Es ésta una reflexion individual, qué duda cabe, pero cree-
mos que es hora de que nos planteemos seriamente qué
es la coeducacion en este momento vy, en particular, qué y
como queremos educar en ella; en definitiva, de que la
consideremos como un tema serio de investigacion didac-
tica. Recopilar, analizar y discutir sobre comportamientos
diferenciados es importante para ir mds alld de la mera
especulacion, condicionada por el sesgo sexista de cada
cual, y poder desmontar asi determinadas actitudes que
niegan la necesidad de un cambio; pero lo es, sobre todo,
para eliminar barreras sociales, didacticas y profesionales
y para modificar el comportamiento del profesorado fren-
te a cllas. El objetivo final es claro y unitario: ensefiar en
libertad para la libertad; educar en igualdad para la igual-
dad; propiciar el hecho de que cada persona sea capaz de
construir su futuro profesional, sus creencias y su escala
de valores ~que es como decir su ideologia~ asi como sus
relaciones humanas y su actitud ante la vida, desde la
autonomia personal. Esa que se edifica desde la indepen-
dencia de pensamiento y la seguridad en uno/a misma y
en sus capacidades. En resumen construir una sociedad en
la que no tenga sentido establecer diferencias en funcion
del género, de la adscripcion étnica o de las creencias reli-
giosas de cada cual,

Pero, jcuidadol, la identificacién personal con el papel de
dominacién o sumisién no es un constructo racional sino
emocional. Por eso no es suficiente con hacer llamadas a
la razén: por eso es necesario incidir en la parte mas irra-
cional del ser humano. Alli donde las ideas se construyen
sobre prejuicios y existe un criterio tnico de interpretacién
del mundo y de valoracién de las personas que lo habitan,
Alli donde anidan el egoismo y la egolatria pero también
la intuicion, la creatividad, la solidaridad, el compromiso...
Afortunadamente, mal que les pese a algunos o algunas,
como enseflantes sélo trasmitimos actitudes. Pero son
estas actitudes y modelos los que resultan trascendentales

para que las alumnas -y alumnos- se identifiquen y se
sientan respetadas y respetables en ellos.

Pero, ¢tienen sexo las Matematicas?

El devenir de los tiempos empuja a analizar s6lo lo positivo
del comportamiento femenino para ensalzarlo, pero esa es
una posicion que recrea de nuevo el papel de salvadores y
victimas. Resulta necesario buscar lo que se debe corregir y
someterlo a discusion para poder poner en entredicho ver-
dades firmemente asentadas. Por ejemplo: es un lugar
comtn entre los y las ensefiantes el mejor rendimiento esco-
lar de las chicas frente al de los chicos. Pero, un hecho como
éste, aparentemente positivo, quizds no lo es tanto como a
priori pudiera parecer. Ocurre que el sistema educativo
ensefia la obediencia y la valora, y las chicas son obedien-
tes en mayor medida, lo que genera un asumido vasallaje
que se trasluce en su obsesién por «salir bien formadas» o, lo
que es lo mismo, adecuadamente adaptadas a las exigencias
del sistema. Potenciar otros valores quizas haga posible que
las matematicas del futuro consigan unas Matemdticas mas
femeninas y que esos cambios sean profundos tanto en su
geénesis como en el papel social que desempefien,

Desde hace afios venimos reivindicando propuestas ima-
ginativas que supongan un reto para la racionalidad pero
también para la creatividad, la emocién y la sensibilidad
de las, y los, adolescentes. Resulta inaplazable que el
alumnado asuma el protagonismo de su trabajo y generar
asi aulas en las que el profesorado hable menos y conce-
da mayor libertad y vida al pensamiento. Pero, para ello,
es imprescindible que los curriculos de matematicas, de
cada profesor y profesora, sean menos dogmaticos para
que la clase deje de ser 4mbito tnico para la obediencia
algoritmica. Por eso defendemos que la coeducacién pasa
por una didéctica de resolucién de problemas. Ahora bien,
€sa es una condicion necesaria pero no suficiente. Es ine-
ludible el trabajo de investigacién del que hablabamos
antes, pero mucho mas modificar el contexto que se toma
como referencia. Y es, en la definicién de ese contexto, en
la que el uso del lenguaje tiene mas importancia de la que
parecemos estar dispuestos a asurmirl4,

Colofon didéctico

Por si somos capaces de sacar alguna ensefianza positiva
de la experiencia, sirva este breve relato sobre educacion
de la que fuera la primera mujer ministra en Europa. No
llegd a ir a la escuela y aprendi6 de su madre lo que no
le ensefiaron ni la vida ni su sentido comtn. A tenor de lo
que cuenta la hija, aquella mujer, ademas de maestra, fue
una excelente pedagoga:




... mi madre fue esencialmente mi educadora [...]. No me hizo
aprender ni el abecedario ni las tablas de multiplicar. La gramé-
tica se me ensefi6 sin tener en cuenta el orden prefijado de los
libros de texto oficiales. No sé si fueron los métodos pedagégicos
de mi madre o mi facilidad natural para aprender, el caso es que
progresé rdpidamente y pronto gané el tiempo perdido con el ini-
cio tardio de mi educacién.

Debia observar un régimen especial de distribuciéon del tiempo.
La mafiana estaba destinada al estudio. Las tardes eran libres.
Tampoco me torturé con lecciones que debifa aprender a toda
costa. Cuando no entraba en mi cerebro sin esfuerzo, se dejaba
para més adelante.

[...]] el método pedagégico de mi madre consistia esencialmente
en despertar mi curiosidad, remitiéndome a las lecturas que
podrian ampliar mis conocimientos. [...] Ningtn limite tuve en mis
lecturas. Lo pude leer todo y lef, por lo menos, todo lo que tuve a
mi alcance.

[...] la gran inteligencia de mis padres consistia en ponerme
sobre la pista de los autores que progresivamente iria compren-
diendo. Era yo misma quien descubria y seleccionaba [...].

También entonces habia «alternativas didacticas»:

Mi padre rompié con su hermana Maria, a la que habia adora-
do, el dia en que, al quedar viuda, bautizé a sus hijos y encerrd
al varén en un colegio de jesuitas. El nifio [...] era un rebelde en
el colegio y, a fuerza de castigos despiadados para domarlo, le
hicieron morir'>.

Notas

1

En el siglo XIV, durante su hégira por Europa, algunos gitanos se asentaron
en Epiro (Grecia). Al lugar se le llamé «Pequefio Egipto» por la fertilidad de
sus cultivos, Esa denominacién popularizé el toponimico Egipcianos, cuya
traduccién inglesa es Gypsies.

En el articulo anterior, «Hacer de las Matematicas un lenguaje verdadera-
mente universal», habldbamos de transformar nuestros Institutos en Centros
inclusivos. En ningn momento nombramos a los gitanos, para que fuera més
evidente su situacién de olvido respecto de la escuela espafiola. Es muy raro
que alguien se plantee que los gitanos forman parte de nuestra realidad mul-
ticultural. Hasta ese punto ha sido eficaz la marginalizacién educativa a la
que estan sometidos. {No, no, no busque disculpas en su absentismol Es
mucho peor refugiarse en el impermeable que nos ha alejado de su cultura.

No en vano aprendieron filosofia de ellas. Diotima, desde su magisterio, y
Perictione, como madre, imbuyeron de pitagorismo a Platén. Por su parte,
Aspasia, maestra del Sécrates, participé con Anaxagoras de la conviccién
de que la Luna y los planetas eran similares a la Tierra y ambos fueron per-
seguidos por impfos.

Muchas de ellas lo fueron simplemente por estar ahi, donde las convicciones
sociales habian previsto que no estuvieran. Como sefialara Margaret Alic en

El legado de Hipatia (1995, Siglo XXI, Mexico): «... algunas fueron abierta-
mente feministas, pero la mayoria de ellas no eran ni revolucionarias ni
defensoras de los derechos de la mujer».

5 Es cierto que la historiografia marxista no cae en este elitismo simplén, pero

st en la masculinidad. En cualquier caso, alguien deberia hacer una historia
estadistica de los miles de obreros que perdieron la vida en aras del pro-
greso y del enriquecimiento de los que subordinan la seguridad al beneficio.

6 No fue mucho mejor en el mundo cristiano. La evolucién posterior de ambas

civilizaciones si ha marcado diferencias.

7 Escribi6 un comentario, en 13 libros, sobre la Aritmética de Diofanto en el

que aporta soluciones alternativas y nuevos problemas. Un tratado, en 8
libros, sobre las Cénicas de Apolonio, en realidad una adaptacién didécti-
ca de las mismas. Todos sus libros los orienté en esa direccién. También
redacté un Canon Astrondmico y disefi¢ diferentes instrumentos técnicos: un
astrolabio plano, un aparato para destilar agua y un higrémetro.

8 Un falso puente, si se prefiere, puesto que no hay constancia de que sus tex-

tos fueran utilizados en el mundo drabe.

9 Y muchas més: Jeanne Dumée, Nicole-Reine Etable de la Brisre, Withelmine

Bottcher, Maria Mitchel, Henrietta Swan... entre las astrénomas, Elena
Cornaro y Mary Fairfax en Mateméticas o Grace Hopper en Informética.

10 El libro Guinness de los Records, los propios reality shows, el empefio por
ocupar las paginas de los periédicos, las pantallas de televisién o las por-
tadas de las revistas del corazén son «ejemplos-basura» de todo ello.

—_

Sirvan como referencia las palabras de Carolina Herschel a su sobrino John,
presidente de la Real Sociedad de Astronomia, tras recibir la medalla de
Oro: «A través de mi larga vida no he acostumbrado ni deseado que se me
concedan honores piblicos; y ahora sélo fengo un deseo, el de poderme lle-
var tu buena opinién conmigo a la tumba. [...] Quienquiera que diga dema-
siado de mi, dice demasiado poco de tu padre y sélo me puede causar
intranquilidad». Es cierto que tras estas palabras se trasluce una baja opi-
nién de si misma y éste es un aspecto negativo, pero resplandece mucho mas
su humildad y un concepto del trabajo y de la trascendencia del mismo
mucho més saludable que el que se respira en muchas avlas de nuestros ins-
fitutos y universidades.

12 No sabemos con exactitud cuéles fueron las razones profundas de la deci-
sién de Marfa pero sirve como ejemplo de otras muchas que antepusieron y
anteponen sus fidelidades a su triunfo personal. Bien diferente resulta esa
renuncia cuando es la propia realizacién lo que esté en juego. Como recha-
zables son las razones de fondo que hacen que sean las mujeres quienes,
mayoritariamente, renuncian a su proyeccién personal y profesional para
favorecer las de su pareja.

13 Queda la duda de saber si es posible el cambio sin que la mujer antes tome
el poder y aplique reformas en esa direccién. Mas atn, zpermitira el Poder
que quien lo ejerza lo haga en contra de los principios del positivismo? sNo
se asegurard antes la sumisién de la Condoleezza Rice de turno?

14 En ese sentido no podemos por menos que criticar algunos textos en los que,
la excusa del inexistente género neutro, elimina cualquier referencia femeni-
na. Sirva como ejemplo el «Seminario de reflexién sobre la ensefianza de
las mateméticas» publicado en el n.° 37 de Suma, y del que elogidbamos
en el articulo anterior su esfuerzo por definir un dmbito comin de referencia.
En las paginas 10 a la 14 no hay una sola referencia a una hipotética lec-
tora, alumna o profesora. Quien haya experimentado en clase el cambio de
actitud que se produce en las alumnas cuando se las nombra, no puede ser
insensible a este problema.

15 Federica Montseny, 1987. Mis primeros cuarenta afios. Plaza y Janés.
Barcelona.
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Con esta resefia termina una serie, que empezé hace ocho afios —cuando Emilio y yo nos hici-
mos cargo de la edicién de la revista SUMA-, dedicada a glosar algunos libros que hemos crel-
do de un valor o significado especial, o que deberian tenerla, para los profesores de matema-
ticas. Seguro que todos los que hayais seguido la serie, habréis coincidido alguna
fra opinidn, aunque en ofras ocasiones vuestro «clésico» hubiera sido ofro,
decir que el libro que hemos elegido para esta ocasién contard con un cas
como uno de los clésicos recientes cuya lectura resulta impresc?r:}dibly




+—

La edicion espaiiola fue uno de los frutos de una corta etapa de
colaboracién entre el Ministerio de Educacién y Cienciay el sec-
for privado que nos trajo la traduccién, ademds, de algunos
otros fitulos importantes como La ensefianza de las matematicas
y sus fundamentos psicolégicos, de Lauren B. Resnick y Wendy
W. Ford (Paidés/MEC), I lenguaje matemético en el aula, de
D. Pimm (Morata/MEC), Diddctica de las mateméticas, de A.
Orton {Morata/MEC), El aprendizaje de las matemdticas, de
Linda Dickson, Margaret Brown y Olwen Gibson (Labor/MEC)
o Pensar matemdticamente, de John Mason, Leone Burton y
Kaye Stacey (Labor/MEC). Sin duda, corrian ofros vientos. .

Después de los afios de estudio académico, acabé por rechazar
el estilo bourbakista con el que se nos presentaron las matemé-
ticas; sentia la necesidad de saber dénde partia y a dénde con-
ducia cada trayecto matemético, cémo se habia llegado a ela-
borar ese aparato tan sofisticado y para resolver qué proble-
mas. Llegué o experimentar que el verdadero aprendizaje lo
conseguia cuando era yo mismo el que me enfrentaba a los pro-
blemas y descubria las soluciones Yy que, a partir de enfonces,
el estudio de los aspectos tedricos se volvia mds provechoso,
Tras finalizar los estudios, la préctica de la ensefianza me con-
dujo a la conclusién de que la mera exposiciéon clara de los
hechos matematicos por desgracia no tenia como consecuencia
el aprendizaje de los contenidos por los alumnos. Asi, final-
mente, se me hizo imprescindible revisar mis puntos de vista
sobre lo que eran las mateméticas, la construccién del conoci-
miento matemdtico y la forma en que éstas se ensefiaban,

Por ello me impresionaron las palabras de Gian-Carlo Rota en
la introduccién cuando afirma que:

Con frecuencia oimos que la matematica consiste fundamental-
mente en la «demostracién de teoremass. 3Consiste acaso la
labor del escritor en «escribir frases»? El trabajo del matematico
©s, en su mayor parte, un embrollo de conjeturas, analogfas, ilu-
siones y frustraciones, y la demostracién, en lugar de ser el
nicleo del descubrimiento, es las mas de las veces una forma de
asegurarnos de que nuestra mente no nos estd gastando malas
pasadas. Pocas personas, si alguna, se habian atrevido a escri-
bir tales cosas antes de Davis y Hersh. (p. 16)

Y empecé a leer, y lei devorando las pdginas porque, sin duda,
la lectura del libro de Davis y Hersh me ayudé a encontrar
muchas de las respuestas que andaba buscando.

Coincidencias

Los autores declaran las infenciones con las que acometieron la
redaccién de su libro bien pronto:

Este libro no tiene el propésito de presentar una exposicién sis-
femdtica y auténoma de un corpus especifico de material mate-
mdtico, ni reciente ni cldsico. Su ambicién es, mas bien, la de
capturar la inagotable variedad que ofrece la experiencia mate-
mética. Las lineas maestras de nuestra exposicién consistiran en
mostrar la sustancia de las matemdticas, su historia, su filosofia y
el modo en que se obtiene el conocimiento matemdtico. (p. 11)
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INada menosj Se trata de un programa
ambicioso, un programa en el que la coin-
cidencias con mis preocupaciones e intere-
ses era plena.

El origen de Experiencia matemdtica hay
que buscarlo en el encargo que recibieron
los autores de impartir un semestre sobre
fundamentos de las matematicas. Habia
que comenzar planteando las cuestiones
bésicas y fratar de aclaralas antes de aca-
bar el curso:

2Qué es un nimero? 3Qué es un conjun-
to? 3Qué es una demostracién? 3Qué co-
nocemos en matemdticas, y cémo lo
conocemos? zQué es el «rigor matemdti-
co»? pQué es la «intuicién matemdticax?

Al ir formulando estas preguntas me daba
cuenta de que no conocia las respuestas.
Ello no era sorprendente, desde luego,
pues en cuestiones tan vagas, «filoséfi-
cas», no es de esperar que las matemdti-
cas sean nitidas y tajantes, como las que
buscamos en matemdticas. Siempre existi-
rian diferencias de opinién acerca de
cuestiones de esa naturaleza.

Lo que me inquietaba e incomodaba era
que yo no sabfa cudl era mi propia opi-
nién acerca de ellas. Peor todavia, no
tenia base alguna, carecia de criterio
para evaluar diferentes opiniones, para
abogar en favor de un punto de vista o
para atacar otro.

Comencé a hablar con ofros mateméticos
acerca de la demosiracion, el conoci-
miento y la realidad en mateméticas, y
descubri que mi situacién de confusa
incertidumbre era fipica. Descubri igual-
mente una notable sed de conversacién y
andlisis de nuestras experiencias y con-
vicciones personales. (p. 21)

Preguntas similares a las que se hacen
Davis y Hersh en las lineas anteriores ron-
daban por mi cabeza cuando terminaba
los estudios, después de haber aprendido
a dominar muchas técnicas y de conocer
gran cantidad de resultados mateméticos.
Esa sensacién molesta de estar trabajando
sobre la nada o al menos sobre algo cuya
naturaleza desconocia, también la experi-
menté. Y, por supuesto, di palos de ciego
tratando de elaborar mis propias respues-
fas, aunque casi siempre con escasa capa-
cidad para valorar tanto mis opiniones
como las opiniones que leia en diversas
fuentes o las que obtenia cuando habléba-
mos de estos temas.




No es extrafio, por tanto, que sintiese que el
libro estaba reclamando que lo leyera, ya
que su contenido se dirigia directamente al
fondo de mis preocupaciones y que era muy
probable que en él iba a encontrar una des-
cripcién convincente de las matematicas, de
su objeto, de cédmo se construyen y qué da

validez a sus resultados.

El contenido

Vamos a repasar de forma breve el conteni-
do de los ocho capitulos del libro.

El primer capitulo comienza abordando la
pregunta 3qué son las matemdticas?: histori-
camente comienzan concibiéndose como la
ciencia de la cantidad y el espacio, pero
con el tiempo, el énfasis que se le va dando
a los aspectos deductivos van conduciendo
a una concepcién en la que lo importante no
es sobre qué objetos trata la matemdtica
sino més bien el hecho de que su estudio se
ajuste al esquema hipotético-deductivo. Pero
ni siquiera esta definicién es definitiva sino
que distinfos pensadores irdn formulando
sus propias definiciones y a lo largo del

libro serén andlizadas algunas de ellas.

Luego sigue el andlisis de ofras preguntas:

2Dénde se puede encontrar el conocimiento
en matemdticas? 3Qué es la comunidad

matemdtica y quiénes y cudntos son los

miembros que la constituyen? 3Cudles son
las herramientas de este oficio?

En la ¢ltima parte del capitulo se preguntan
por la extensién del conocimiento matemati-
co para lo que usan un simil muy sugerente:
un gran océano de textos (por ejemplo, una
gran biblioteca universitaria podria contener
mas de 60.000 volimenes de matemdticas)
que no parece dejar de crecer, puesto que
las fuentes de nuevos problemas no mues-
tran sefiales de estar agoténdose. Dado que
el nimero de libros que puede haber estu-
diado un matemdtico hasta su especializa-
cidn estd entre 60 y 70, resulta ser ésta la
profundidad media del océano de conoci-
mientos que es la matemdtica, la maxima
que suelen alcanzar la gran mayoria de los
matemdticos. Tal amplitud de conocimientos
con esa profundidad media presenta un
horizonte de subespecialidades muy amplio
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que hoy se estima que supera las 3.000. Con este panorama,
solo dentro de una de esas subespecialidades puede decirse que
un matemdtico estd capacitado para juzgar sobre el valor de lo
que es interesante y lo que no lo es. Tan sélo unos pocos mate-
mdticos excepcionales tienen capacidad y conocimientos para
juzgar sobre distintos subespecialidades. Siendo esto asi, ges
posible atn hablar de una Gnica ciencia?

Por otra partfe, en este punto encontramos una nueva justificacion
para reflexionar en la direccién de los temas propuestos en el
libro: para juzgar lo que es mateméticamente valioso no es posi-
ble basarse en el conocimiento de lo que es importante dentro
de las matemdticas (nadie tiene una visidén de conjunto que per-
mita pronunciarse sobre ello), sino que los juicios:
...se fundan en la nocién que tengamos de la naturaleza y pro-
posito de la propia matematica. 3En qué consiste el conocer algo
en matemdtica? 3Qué clase de significado encierran los enuncia-
dos mateméticos? Vemos asf como los inevitables problemas del
diario ejercicio de las mateméticas conducen, inexorablemente, a
cuestiones ontolégicas y epistemolégicas fundamentales, a pesar
de que muchos profesionales hayan aprendido a dejar de lado
tales cuestiones, teniéndolas por irrelevantes. (p. 34)

El segundo capitulo se centra en las diversas formas que adquie-
re la experiencia matematica. Esta, en primer lugar, se configu-
ra histéricamente ya que en cada momento el estado de los
conocimientos es el resultado de una compleja red de motiva-
ciones e infereses personales y sociales, asi como de las infer-

pretaciones y posibilidades de las mateméticas disponibles.

Resulta francamente divertido el retrato que trazan del «matemé-
tico ideal», es decir paradigmdtico. Se trata de una persona que
trabaja en un campo del que fan sélo unos pocos especialistas
saben que existe y al que dedica toda su atencion. No puede
hablar de su tema con nadie cercano y tan sélo lo hace cuando
se redine en un congreso con el resto de sus colegas. Alli desea-
ria llegar en alguna ocasién con la comunicacién de un resulta-
do crucial para la resolucién del problema central de su espe-
cialidad: es su gran suefio. Le resulta muy dificil hacer compren-
der al resto del mundo la importancia de sus investigaciones, y
no sblo eso, también tiene dificultades para convencer a los
demdas de que lo que el llama demostracién no es algo subjetivo
ya que afirma que una demostracién es «un razonamiento que
convence a quienes conocen bien la cuestions. Este refrato, en el
que se sienten también reflejados, les lleva a poner los pies un
poco mds cerca de la tierra y afirmar que:
...nada de lo anterior demuestra que no estemos en lo cierto en
nuestra conviccion de que disponemos de un método fiable para
el descubrimiento de verdades obijetivas. Pero es preciso que nos
defengamos un instante y caigamos en la cuenta de que, excep-
tuada nuestra capillita, a los demds les resulta incomprensible
gran parte de lo que hacemos. No hay forma de que podamos

convencer a un escéplico seguro de si de que las cosas de que
hablamos fienen sentido y, no digamos, «existenciax. (p. 47)

Pero no se reduce a la figura y los pensamientos del matematico
ideal la totalidad de la experiencia matemética. Y asf lo demues-
tran los autores cuando nos dan ofros ejemplos como la vision de-




un fisico para el que es posible encontrar demostraciones empli-
ricas de hechos matemdticos, o personajes atipicos como
Shafarevich que espera que la matemdtica pueda servir para
revelar una meta religiosa suprema. También hay heterodoxos,
convencidos de que la comunidad matemdatica no les compren-
de, pero que ellos han logrado demostrar alguno de los teore-
mas pendientes e incluso «insolubless con el que nadie habfa
podido hasta ahora. zQuién que no haya trabajado en una
publicacion no ha recibido alguna «sorprendente» demostracion
del teorema de Fermat, o de que 7 es un nimero racional?

Termina el capitulo con una discusisn sobre dénde hay que situar
el origen de la creacién matematica. sSe trata del fruto de la
genialidad individual o por el contrario son las condiciones
sociales y econémicas las que lo desencadenan? Aunque hay
autores que se colocan radicalmente en uno u ofro de los extre-
mos la mayoria busca una postura de equilibrio entre ambos. No
obstante esté por hacer una historia de las matematicas que refle-
je esta postura.

El capitulo siguiente se dedica a explorar diversos aspectos exter-
nos de las matematicas. Se empieza con la sugerente pregunta:
gPor qué funcionan las mateméticas@ A la respuesta platénica de
que el universo se expresa en lenguaje matemdtico se contrapo-
ne cada vez con mayor fuerza la postura convencionalista de
que la creacién matemdtica genera «modelos» cuya utilidad se
mide por su capacidad de explicar y predecir el comportamien-
to de los fenémenos. Un modelo matematico es algo provisional;
puede ser bueno o malo para explicar los fenémenos a los que
se enfoca, simple o demasiado complejo, bonito o antiestético,
otil o indtil pero no se le calificaré nunca como verdadero o
falso:

La verdad ha abdicado, en su trono reina ahora hoy la utilidad
inmediata. (p. 62)

Después de analizar con un cierto detalle la naturaleza de los
modelos matemdticos y su construccién, el resto del capitulo se
dedica a una revisién de la gran variedad de usos de las mate-
méticas. En primer lugar se repasa su utilidad con respecto a las
actividades cientificas y tecnolégicas, empezando en el propio
campo matemdtico. Aunque no suele ser reconocido en las his-
forias oficiales hay una serie de campos en los que las ideas
matemdticas han jugado un papel interesante y a ellos dedican
alguna atencién en esta parte final del capitulo. Entre ellos se
encuentran: el comercio y los negocios, la guerra, el misticismo
numérico, la astrologia y la religién.

El siguiente capitulo de Experiencia matemética esté dedicado a
analizar los aspectos internos que caracterizan la actividad mate-
mética. Entre éstos estd el uso de simbolos, con lo que se gana en
precision a la hora de representar las ideas mateméticas pero se
pierde fidelidad y aplicabilidad a los problemas que les dieron
origen; la abstraccién que, tanto en su faceta de idealizacion de
los objetos como en el de extraccién de sus caracterfsticas comu-
nes, son el inicio del pensamiento matemdtico; la generalizacién,
que unifica en un mismo enunciado diversos hechos relacionados
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entre si; la formalizacién, que en Glima ins-
tancia permite la manipulacién y transforma-
cién de los simbolos tanto de forma mecéni-
ca como manual; los objetos y estructuras
matemdticas, sobre los que se construye el
discurso matemético y que plantean la cues-
fion de la naturaleza de su existencia; y la
demostracién, que proporciona la posibili-
dad de escrutinio y crifica de las afirmacio-
nes y les confiere autoridad, revela una com-
prension més profunda de los problemas y
sugieren nuevos desarrollos y:

...es rito y celebracién de la potencia de la
razén pura. (p.118)

No terminan aqui los aspectos internos des-
tacables. Los autores dedican su atencién a
revisar cuestiones como el papel del infinito,
las nociones de recta y moneda justa.

La parte final del capitulo constituye uno de
los apartados més sugerentes de fodo el
libro, ya que muestra, a través de atractivos
ejemplos, el papel que tienen en la creacién
matematica cuestiones tales como la compo-
nente estética, la creacién de orden a partir
del caos, la diferencia entre la concepcion
dialéctica y la algoritmica de atacar un pro-
blema, la ambicién por ampliar el grado de
generalidad y abstraccién en los resultados
y finalmente el descubrimiento de relaciones
entre objefos inicialmente muy distintos.

En el prefacio de la obra los autores afirman
que el libro puede ser leido como una serie
de ensayos independientes. De hecho, parte
del material proviene de articulos publicados
con anterioridad por los autores en ofras
publicaciones. Sin embargo, no hay duda de
que existe un hilo conductor que le da una
gran unidad. Asi, en el quinto capitulo se
exponen seis temas matemdticos que prefen-
den mostrar el corazén de la experiencia
matemdtica, las propias matemdticas. Son:
® La teoria de grupos simples finitos, cam-
po muy fructifero que se caracteriza por
lo largo y prolijo de sus demostraciones.

El problema de los nomeros primos ge-

melos, que muestra la importancia del

céleulo para construir juicios tedricos.

® La geometria no euclidea, una de las
mayores rupturas de la historia de las
matemdticas.

® la feoria de conjuntos no cantoriana,

cuyas ideas han sido a la vez que fruc-

tiferas muy influyentes.




o El andlisis no estandar, en el que se po-
ne de manifiesto la sorprendente aplica-
cién de la légica matemdtica al andlisis.

e E| andlisis de Fourier, fundamental en
gran parfe de la matematica pura y apli-
cada actual.

Empecé la lectura de sexto capitulo —cuyo
fitulo Ensefiar y aprender— con la esperan-
za de que el material que hallaria estaria al
nivel de lo que llevaba leido, pero ademas
con el dliciente de que reflexionaba sobre
los aspectos que para mi, como profesor de
matemdticas, podian resultar més decisivos.
El discurso de los autores se orienta funda-
mentalmente o la ensefianza de las mate-
méticas superiores, pero creo que es posible
hacer una traslacién a la ensefianza ele-
mental de las mateméticas. Lo primero que
me sorprendi6 es que, desde su perspectiva
de profesores universitarios, se reclamaba
una visién didactica muy distinta a la que
estamos acostumbrados a escuchar en nues-

tro entorno. Asi, podemos leer el siguiente
texto que es francamente revelador de su
actitud:

Es frecuente, sobre todo en las clases més
elementales, que algin alumno sincero y
confuso interrumpa la demostracion, excla-
mando: «No veo por qué ha hecho lo que
acaba de hacer. Y, ademés, no comprendo
cémo se le pudo ocurrir hacer lo que ha
hecho». Todos los profesores de matemdti-
; cas han tenido experiencias como ésta.

El profesor se encara enfonces con lo que
podriamos denominar «una crisis de com-
prensiény. 3Qué fratamiento acostumbra a
dérsele? No muy bueno, desgraciadamen-
te. Es posible que el profesor vuelva a pre-
sentar el punto oscuro de forma ligeramen-
te distinta; es posible también que en su
ansia por exponer una determinada canti-
dad de material deje de lado la objecién
del estudiante, diciéndole que sin duda lle-

garia a comprenderla si se tomara la-

molestia de repasar la cuestién tranquila-
mente en casa. (p. 203)

La lectura de las paginas siguientes muestra
mediante un ejemplo cémo encarar una de
estas crisis de comprensién. En ellas se refle-
xiona sobre las causas por las que les resul-
ta dificil a los aprendices seguir las explica-
ciones de los textos de matematicas y cémo
el tono de los libros y de las explicaciones
del aula tiene un aire dogmdtico o autorita-

rio. Por Gltimo se analizan las causa de la
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resistencia y el rechazo de los alumnos ante las matemdticas a
partir de ciertos niveles: ausencia de esfuerzo, carencia de expe-
riencia y técnicas con las que enfrentarse a verdaderos proble-
mas, falta de talento matemético, efc.

Una vez llegados a este punto en el libro se aborda la cuestion
de la creatividad y de las formas en que ésta puede ser ensefia-
da o acrecentada. Aquf los autores se fijan en algunos autores
que a nosotros nos resultan muy familiares. Por ejemplo, desta-
can la obra de Pélya y de otros investigadores posteriores, que
han desarrollado sus ideas acerca de las técnicas heuristicas.
Concluyen su revision de Pélya con una reflexién que después de
estos afios en los que se ha intentado poner en funcionamiento
una didéctica de las mateméticas basada en la resolucién de
problemas resulta especialmente sugerente:
Todo esto es muy bello, pero uno se pregunta, gsera ésta la luz
que despunta como la mafiana, «el relampago que sacia el
deseo»? 3No serd meramente la sabiduria de quien acierta el
lunes la quiniela? zFuncionan en clase estas ideas? Resulta difi-
cil extraer conclusiones claras al evaluar las tentativas de con-
vertir el programa de Pélya en didéctica practica. Al parecer, la

ensefianza requiere algo més que una buena idea de un maes-
tro. (p. 215)

Muy interesante es el ejemplo en el que muestran cémo va cre-
ciendo un resultado a partir de una «semilla» inicial, siguiendo
los pasos del modelo de creacién de nuevas matemdticas de
Lakatos {Tanto Cémo plantear y resolver problemas de Pélya,
como el libro de Lakatos, Pruebas y refutaciones, han sido obje-
to de andlisis en esta misma seccién de la revista SUMA). La
experiencia profesional de los autores con este tipo de acerca-
miento refleja también algunas de nuestra apreciaciones cuando
planteamos a los alumnos situaciones abierta: desconcierto ini-
cial que en los mejores alumnos se convierte en usa sensacién de
libertad fruto del control que tienen sobre el material matemético
sobre el que estan trabajando.

La parte final del libro, que integra el confenido de los dos lti-
mos capitulos es la més filoséfica de todo el texto. En el primero
de ellos se da un repaso a las corrientes principales de la filoso-
fia de las matemdticas: el platonismo, para el que los objetos
matemdticos son reales y las matematicas se dedican a descu-
brirlos, el formalismo, en el que no hay objetos matemdticos y la
matemdtica consiste en axiomas, definiciones y teoremas y por
Gltimo el constructivismo que considera que las Unicas mateméti-
cas validas son las que pueden construirse mediante un proceso
finito. Por ofro lado, en el Gltimo capitulo se vuelven a examinar
algunos ejemplos concretos de frabajo matemdtico tratando de
extraer algunas lecciones filosoficas de ello: asi se analizan el
reforzamiento de la validez de una conjetura cuando puesta a
prueba repetidas veces sale airosa, la existencia de «demostra-
ciones probabilisticas» de la conjetura de Riemann, las demos-
fraciones por ordenador del teorema de los cuatro colores, teo-
remas que como el de la clasificacion de los grupos finitos sim-
ples que ocupan varios miles de pdginas y por eso mismo esca-
pan al andlisis de los expertos matemdticos y ofras.



DE 1A ENSENANZA AL APRENDIZAJE
DE LAS MATEMATICAS

En resumen, Experiencia matemética proporciona el punto de Joan Gémez
. . Paidos

Barcelona, 2002
ISBN: 84-493-1259-0

Conclusién... y otra coincidencia

vista de un profesional de las matemdaticas que trata de expli-
carse, y explicar al publico en general, cudles son los materiales
con los que éstas estan construidas, de qué modo son creadas,

qué criterios tenemos para reconocer el valor de sus resultados y - ~ ' 140 paginas
fambién qué se siente al hacer matemdticas. Y lo hace de una Delaensenanza
forma excepcional. alaprendizaje

de las matematicas

Joan Gontez

Poco fiempo después los mismos El trénsito de la ensefianza df

autores publicaron El svefio de
Descartes (Labor/MEC, Barce-
lona, 1989) que en cierto modo
es una continuacién del anterior
frabajo pero desde ofra perspecti-
va. Aqui se ocupan del impacto
de las matematicas al ser aplica-
das al mundo exterior a ellas, es
decir del mundo de las aplicacio-
nes: cuéndo éstas son beneficio-
sas, peligrosas o irrelevantes; de
qué modo limitan nuestras vidas o
fransforman nuestra visién de la realidad. La lectura de este
segundo libro complementa de forma excelente la del primero.

Al releer Experiencia matemdtica, sorprendentemente he encon-
trado una nueva coincidencia cuyo significado alcanza para mi
todo su sentido después de estos Gltimos ocho afios. En el libro,
los autores emplean el «yo» como recurso estilistico a pesar de
su autoria conjunta:

De tfodos modos, la confusion de identidad no puede causar

gran dafio, pues, en términos generales, cada uno de los auto-
res estd de acuerdo con las opiniones de su colega.

Tan sélo puedo decir que puedo hacer mia esta afirmacién y
emplearla para resumir lo que ha sido el trabajo conjunto en la
direccion de SUMA junto a Emilio. No se me ocurre una mane-
ra més clara de decirlo y tampoco una forma mas conveniente
de terminar este texto Yy esta efapa.

Julio Sancho

ACTAS X JAEM

aprendizaje no se realiza, utili-
zando palabras de la tecnologia
de la comunicacién, en tiempo
real. De hecho, podemos conside-
rarlo como un camino, y como tdl,
es visto de manera muy distinta
por diferentes personas. Habré a quien le
parezca un dulce paseo, a otros se les afra-
gantarén las pendientes pronunciadas, algu-
nos verdn obstéculos insalvables donde los
més afortunados encuentra un acicate. Asi
mismo, las formas de recorrer el camino son
fan variadas como épticas distintas existen:
habra quien quiera recorrerlo répido, sin
pérdidas de tiempo, a ofros les gustard
recrearse en el paseo, disfrutando cada
defalle, incluso a algunos no les interesara
lo m&s minimo llegar al final. En definitiva,
podemos utilizar las palabras del poeta
Santos Isidro Sesefia, identfificando nuestro
camino con su vida:

Para algunos vivir es galopar

un camino empedrado de horas,

minutos y segundos.

Yo més humilde soy

y sélo quiero que la ola

que surge del Gltimo suspiro de un segundo,
me transporte mecido

hasta el siguiente.

El Comite Organizador de las X JAEM comunica, a todos
los asistentes a las mismas, que la distribucién de los dos
volomenes que corresponden a las Actas de las X JAEM se
hard en los primeros dias del préximo mes de Septiembre.




En este orden de cosas, De la ensefianza al
aprendizaje de las matemdticas puede ser
considerada una buena guia de vigjes.

La obra estd estructurada en dos bloques
fundamentales, no secuencialmente presen-
tados: el «marco tedrico» y el «marco préc-
tico». Ademés de los habituales preambulo,
prologo, epilogo y bibliografia, el libro
consta de cuairo capitulos, siendo el prime-
ro y el cuarto basicamente teéricos, los cua-
les flanquean a los dos mdés précticos,
actuando asi de verdadero marco {tanto fisi-
co como fedrico). Los dos capitulos practi-
cos son la parte mas divulgativa de una
obra que, si bien esté& escrita en un lengua-
je sencillo y para cuya comprensién no se
necesita una buena base matemdtica, estd
esencialmente dirigida a profesores de
matematicas.

El primero de los capitulos practicos (el segun-
do del libro} es una miscelédnea, répidamente
conducida por diferentes aspectos matemdti-
cos de la vida cotidiana, que va desde los
engafios pseudocientificos de Hollywood a
una interesante glosa de diferentes unidades
de medida que incluye varias tablas de equi-
valencia y apuntes del desarrollo histérico
que no omiten las unidades de medida més
actudles. El segundo capitulo divulgativo se
dedica exclusivamente al nimero de oro;
tema este muy manido —pero siempre intere-
sante— del que Joan Gémez hace una buena
recopilacién de distintos temas relacionados
con él, incluidas algunas «cuentas» que no
siempre aparecen en una obra de estas

caracteristicas y extension.

En el aspecto mas teérico, el autor aboga
por una imagen optimista de las matemdti-
cas que supere la vision aburrida y absfrac-
ta que fradicionalmente se fiene de ellas.
Para ello considera imprescindible una
nueva didéctica que haga desaparecer los
métodos didacticos obsoletos, orientada
hacia una formacién multidisciplinar que
suministre a los futuros profesionales {econo-
mistas, bidlogos, fontaneros..., jo matemati-
cosl) los conocimientos matemdticos que
vayan a necesitar. La apuesta metodolégica
de Joan Gémez es la modelizacién, esto es,
se trata de plantear un problema de la vida
cotidiana en términos matemdticos, resolver-
lo si es posible, y, finalmente, interpretar el
resultado en el marco tangible en el que se
establece el problema.

Para terminar, un breve comentario. El el capitulo Il —el dedica-
do a las matemdticas en un dia cualquiera- es de agradecer el
pequefio detalle que supone que el autor presente algunas im&-
genes en las que aparecen productos del denominado comercio
justo. Quizés es éste el Ultimo mensaje que podemos entresacar
del texto: las matemdticas y sus profesionales ni pueden ni deben
estar desconectados de la realidad (incluida la més dura) que

nos rodea.

Daniel Sierra Ruiz

LA MEDIDA DE TODAS LAS COSAS.

LA ODISEA DE SIETE ANOS Y EL ERROR
OCULTO QUE TRANSFORMARON EL
MUNDO

Ken Alder

Ed. Taurus

Madrid, 2002

ISBN 84-306-0497-9
494 paginas

A finales del siglo XVIIl la diversidad de unidades
usadas para expresar las medidas era enorme.
Estas, no sélo diferfan de un pais a ofro sino que
también habia diferencias entre los patrones de las
distintas regiones e incluso de una localided a la
vecina. Incluso, bajo la misma denominacién, existian muchas
unidades cuyo valor era diferente. Esta situacién dificultaba el
intercambio de mercancias fuera de los mercados locales, y tam-
bién afectaba a la comparacién de resultados cientificos. Desde
enfonces, han pasado més de 200 afios desde entonces y ain
hay podemos encontrar restos de estos sistemas de medidas loca-
les en nuestro entorno.

Los sabios ilustrados se propusieron acabar con esta situacién
cadtica mediante la infroduccion de un sistema universal de
medidas que pusiera orden y concierto tanto al intercambio de
mercancias como al de informacién cientifica: «Deberia tratarse
de un sistema que, al ser racional y coherente, indujera a sus
usuarios a plantearse el mundo de una forma igualmente cohe-
rente y racional». La pretensién de universalidad que querfan
darle al nuevo sistema exigia que su unidad fundamental no se
basase en la medicién de algo local y por ello se propuso la
medida del globo terrestre. Alder en la medida de fodas las
cosas, cuenta la historia de la determinacién de la medida del
meridiano, sobre la que se estableceria la unidad de longitud del
sistema métrico decimal, y la de la introduccién de dicho siste-
ma. Asi mismo, muestra cémo el desarrollo de este proyecto ilus-
trado no hubiera sido posible sin el impulso que le dio la
Revolucién Francesa que permitié romper las cadenas con todo

el pasado, también la enorme resistencia del pueblo, los comer-




ciantes y la propia administracion a usar el nuevo sistema Y, por
dltimo, cémo la nacién francesa fue la primera en rechazar el sis-
tema cuando Napoleén reinstaurd, para toda Francia, el sistema
parisino de medidas usado durante el Antiguo Régimen.

Ademés de la historia de un importante hecho cientifico, el libro
relata las peripecias por las que pasaron los dos astrénomos,
Jean Baptiste Delambre y Pierre Méchain, que durante siefe afios
-que incluyen los agitados afios que van de 1792 a 1798- efec-
tuaron las mediciones geodésicas que luego condujeron a deter-
minar la medida del meridiano de Paris. Las dificultades que
sufrieron y cémo las afrontaron constituyen una auténtica novela
cientifica que no sélo ilustra sobre cémo se hacia la ciencia expe-
rimental en esa época sino que ademés entrefiene. En el relato
podemos ver a un Méchain atormentado por la presencia de
unos datos que no concuerdan con lo esperado ~dos medidas
discrepante de la latitud de Barcelona-, Y cuya ocultacién le
haré sufrir de una manera increfble que queda perfectamente
reflejada por el autor.

La publicidad que acompaia al libro —e incluso su propio subti-
tulo—- puede resultar engafiosa y hacer pensar que lo que nos van
a contar es la historia de una falacia cientifica, de un experi-
mento amafiado. Pero este punto de vista no es correcto.
Delambre, que fue el responsable de la publicacién de los datos
de la expedicién, present los datos discrepantes de Méchain,
pero nos los achacs a un error de observacién sino que los traté
de explicar como un efecto de la irregularidad de la Tierra, Con
ello empezaba a identificar las causas posibles de la discrepan-
cia, aunque no de forma completa ya que le falté un buen con-
cepto del significado de «error». La revisién matemética de este
concepto y el desarrollo de métodos precisos para su control
naceria precisamente del anélisis de estas tablas. Asi Nicollet
acabaria explicando que la precision de las medidas de
Méchain estaba viciada por la presencia de errores constantes
que conducian a resultados inexactos, pero que mediante un
andlisis detallado de los datos era posible corregirlos. Laplace,
Legendre y Gauss utilizarian més tarde las tablas de Delambre y

Federacién.

;ULTIMA HORA!
Medalla de Oro de la Comunidad Canaria a la Sociedad «Isaac Newton»

Méchain para desarrollar el método de mini.
mos cuadrados. A partir de ese momento
hay un cambio completo de perspectiva: no
se trata ya de utilizar los datos para ajustar
la excentricidad del elipsoide teérico, que
era hasta entonces como se concebia la
figura de la Tierra, sino de buscar la curva
que mejor se ajusta a los datos experimen
tales y hasta qué punto es probable que la
curva escogida sea la mejor. En este proce-
50, los sabios se convierten en cientificos
que no sélo saben diferenciar entre distintos
fipos de error si que ademds seran capaces
de enfrentarse al error de forma cuantitativa,

A lo largo de sus casi 500 péginas Ken
Alder presenta a los personajes de esta his-
foria en su relacién con los acontecimientos
y persondjes cientificos y sociales de su
época y eso concede a la obra una dimen-
sién aln mayor. Puestos a poner un pero, a
mi me hubiese gustado que el autor hubiese
desarrollado con mayor profundidad, que la
que le dedica, la explicacién de los apara-
fos y métodos geodésicos usados por
Delambre y Méchain, el desarrollo de I teo-
ria de errores o el método de minimos cua-
drados. Por cierto, que en el presente nime-
ro de la revista puuede leerse un interesante
articulo sobre el origen del método de los
minimos cuadrados.

A pesar de lo dicho en el parrafo anterior,
quiero dejar claro que, en mi opinion, esta-
mos ante un libro muy ameno e inferesante
y de lectura muy recomendable.

Julio Sancho

El pasado 29 de mayo el Gobierno Canario hizo entrega a Luis Balbuena, como socio
fundador, y Lola de la Coba, como actual presidenta, de la Medalla de Oro de la
Comunidad a la Sociedad Canaria «lsaac Newtons de Profesores de Matemdticas con
ocasién de la celebracién de su veinticinco aniversario.

Queremos hacer llegar a todos los miembros de la Sociedad Canaria nuestra més efusiva
felicitacion convencidos de que es compartida por todos los socios y socias de la



Simposio de la SEIEM

Simposio de la SEIEM

La Sociedad Espafiola de Investigacién en Educacion
Matematica (SEIEM) se retine anualmente, desde su cons-
titucion. Hasta el momento ha celebrado reuniones en la
Universidad de Salamanca (1997), Universidad Pablica de
Navarra (1998), Universidad de Valladolid (1999), Univer-
sidad de Huelva (2000), Universidad de Almeria (2001) y
Universidad de La Rioja (2002).

La séptima edicién se celebrard en Granada (Facultad de
Ciencias de la Educacién, Universidad de Granada) los
dias 11, 12 y 13 de septiembre de 2003

El Comité Cientifico estd formado por Tomds Ortega
—Coordinador— (Universidad de Valladolid), Modesto
Sierra (Universidad de Salamanca), Enrique de la Torre
(Universidad de A Corufia), Encarnacién Castro
(Universidad de Granada), Pilar Orts (Universidad Jaume
D) yBernardo Goémez (Universidad de Valencia).

El Comité local lo constituyen: Encarnacién Castro (Coor-
dinadora), Pablo Flores, Luis Rico y Angustias Vallecillos

Programa cientifico

El programa cientifico incluye las siguientes actividades:
1. Temas de debate

1. Gestidn, Criterios de Calidad y Evaluacién de la
Investigacion en Didactica de la Matematica,

2. Didactica de la Matematica en el Espacio Europeo de
Educacion Superior

3. La Investigacion Historica en Didéctica de la Matemitica.
1I. Comunicaciones

El Comité Cientifico del VII Simposio acord6 dedicar parte
de las sesiones del VIL Simposio a la pre‘se‘ntacién de




Comunicaciones. Estos trabajos deben ser originales y no
estar publicados previamente. Para su aceptacién los tra-
bajos serdn sometidos a un proceso de revisién anénimo
realizado por dos jueces, especialistas en las distintas
lineas de investigacion. Para la publicacién en las Actas
de un trabajo aceptado los firmantes deberdn estar inscri-
tos en el Simposio.

Los trabajos que pueden proponetse como Comunica-
ciones pueden ser:

Informes sobre estudios empiricos (observacional, etno-
grafico, experimental, cuasi-experimental y estudios de
€asos) .

Ensayos tedricos, histéricos o epistemoldgicos.

Los revisores valorardn de manera especial: el marco te6-
rico y la bibliograffa relacionada, la metodologia, des-
cripcion y discusion de resultados, claridad de la redac-
cién y estructura del trabajo, v la relevancia del tema para
la didactica de la matematica. La decision final de acep-
tar una Comunicacion corresponde al Comité Cientifico
del Simposio.

Enviar las comunicaciones antes del 30 de Abril de 2003,
por correo electronico, a Tomds Ortega ortega@am.uva.es

1II. Reuniones de los Grupos de Investigacion

Se celebrardn dos sesiones de trabajo de los Grupos de
Investigacion de la SEIEM, procurando no simultanear las
sesiones de los grupos de contenido genérico (Didéctica
de la Matemitica como Disciplina Cientifica, DMDC;
Conocimiento y Desarrollo Profesional del Profesor
(CDPP), Investigacion en Historia), con las sesiones de
los grupos de contenido especifico (Aprendizaje de la
Geometria; Didactica del Analisis; Didactica de la Esta-

distica, Probabilidad y Combinatoria,
Pensamiento Numérico y Algebraico),

Las sesiones de los Grupos de
Investigacién estarin encaminadas a dis-
cutir los trabajos en curso en el seno del
Grupo y la planificacién de actividades
para el préximo curso.

Edicién de Actas

Estd previsto que la edicién de las Actas
permita su entrega con la documenta-
cién del Simposio. Las Actas incluirin
las ponencias presentadas en los temas
de trabajos y las comunicaciones acep-
tadas.

Es necesario respetar los plazos esta-
blecidos en el calendario de
Comunicaciones para que sea posible
la edicién de Actas en la fecha prevista.

Secretaria del VIl Simposio
de la SEIEM

Departamento de Didé4ctica de la
Matematica

Facultad de Ciencias de la Educacién.
Universidad de Granada.
Campus de Cartuja 18071 Granada

Para cualquier informacién e inscrip-
ci6én relacionada con el Simposio, diri-
girse a  Pablo Flores (UGR)
pflores@ugr.es.

FE DE ERRATAS

Deberia haber aparecido el siguiente:

En la seccién «Convocatorias» del n.® 42 de SUMA (p. 137) es incorrecto
el cuadro en el que se refleja el Comité de Programas de las XI JAEM.

Comité de Programas
X1 JAEM
Xavier Vilella
(Presidente)
Luis Balbuena
Concepcidn Garcia
Juan Antonio Garcia
Margarita Marin
Emilio Palacian

Manvel Pazos




10.

NORMAS DE PUBLICACION

Los arficulos se remitirdn por triplicado a la redaccion de SUMA (Revista SUMA, ICE de Universidad de Zaragoza, C./
Pedro Cerbuna 12, 50009 Zaragoza), impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

Los datos de identificacion del autor no deben figurar en el fexto original ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos en ningin caso serdn informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejarén la
conveniencia o no de la publicacién del trabajo, o recomendaran posibles modificaciones, efc.

Los gréficos, diagramas y figuras se enviarén en hojas separadas {una para cada gréfico), en tinta negra sobre papel
blanco. Asi mismo, podrén incluirse fotografias. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual
forma, si tiene que llevar un pie de ilustracion, éste se resefiaré en la hoja donde aparece la ilustracién.

Adjunto al arficulo se redactard un resumen, de entre cinco y diez lineas, que no necesariamente tiene que coincidir
con la Infroduccién al articulo. Debe ir escrito en hoja aparte, En ese mismo folio aparecerédn los datos de identifica-
cion del autor o autores: nombre y apellidos; direccion completa; lugar de trabaijo; teléfono de contacto; sociedad fede-
rada a la que pertenecen (si procede).

Si se usa procesador de texto, agradeceremos que ademés se envie un disquette con el archivo de texto que contenga
ol articulo, asi como tantos archivos gréficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quiera incluir. La efiqueta
del disquette debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuanto al formato de los archivos de texto, se recomienda MS-
Word (hasta version 5.0) en Macintosh, o WordPerfect (hasta versién 5.1) en PC. Los archivos gréficos es preferible
que tengan formato EPS o TIFF.

En cualquier caso, tanto un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no
fotocopias.

Los trabajos se enviaran completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo.
La bibliografia se dispondré al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, fitulo del
articulo, fitulo de la revista completo [en cursiva o subrayado), volumen y péginas del mismo. Por ejemplo:

TRIGO, V. (1995): «Generacién de nimeros aleatorios», Suma, n.* 20, 91-98.

En el caso de libros se indicard el autor(es), afio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:

GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.

En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), afio, fitulo del articulo (entre
comillas), fitulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:

VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemdticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

Dentro del fexto, las referencias a la bibliografia se indicarén con el apellido del autor y el afio entre paréntesis. Por
ejemplo: ...supone un gran avance (Herndndez, 1992).

Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sdlo se pondré entre paréntesis el afio. Por ejemplo: ...segln Rico

(1993).

Posteriormente, se nofificard a los interesados la aceptacion o no del articulo, asi como —en caso afirmativo- la posi-
ble fecha de su publicacién. En ese momento los autores se comprometeran a refirar el arficulo de ofras publicaciones
a las que lo hayan remitido. No se mantendré correspondencia sobre las causas de no aceptacion de un articulo.




’ »
BOLETIN DE SUSCRIPCION
Tarifa

Suscripcion Nomero
anual suelto
Particulares 21 € 10€
Centros 30€ 10€

Europa 38,5 € 13,5€
América y resto del mundo $50 USA $17 USA

Fotocopiar y enviar a: Revista SUMA. ICE Universidad de Zaragoza. C./ Pedro Cerbuna, 12. 50009-ZARAGOZA

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Direccion:. . ... ... Tnooi. oo
Poblacién: ... ... CPe
Provincia/pais . ... ... CIF/NIF: ..
Importe
[] Suscripcién a partir del n.° (3 nGmeros)

[ ] N.os sueltos:

Total

[ ] Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto).
|| Transferencia bancaria (Ibercaja: 2085-0168-50-03-000415-98).

[] Talén nominativo a nombre de FESPMRevista Suma. Firma y fecha:

] Giro postal dirigido a Revista Suma.

Nombre y apellidos: . ... .o
Cédigo Cuenta Cliente

Entidad | | | | | Oficina | | | | [pc! | Jcvena | | [ [ L[ [ [ [

Banco/Caja . - o
Agencia n.® .. Direccion: .. .......... ... ...
Poblacién: . ... ... . . . Provincia: .. ................

Sefiores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que peridédica-
mente les presentard la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el
pago de mi suscripcién a la revista SUMA.

Atentamente (Fecha y firma):
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