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unto con este numero 48 de SUMA se distribuye la monografia n° 02.
Iniciabamos hace un avio con ldeas de Emmatematica Castelnuovo la serie
de monografias de SUMA. Es nuestra intencion continuar esta tarea,
publicando, al menos, una al ario, como declaramos cuando aparecio la
primera. El nuevo titulo que ahora presentamos es Textos de Miguel de
Guzman. La eleccion de Miguel de Guzmdn en esta ocasion era obvia. El
tendio puentes entre las distintas profesiones del matemdtico, puentes que
es voluntad de esta revista y de toda la FESPM que sigan tendidos y tran-
sitables. Esa es, sin duda, la mejor manera de rendirle homenaje al profe-
sor Guzmadn y al amigo Miguel.

Reflexiondbamos en el editorial del niimero 47 sobre los cambios legislati-
vos, los enésimos, en nuestro sistema educativo y augurdbamos que esta vez
se intente —y se logre— por medio del consenso un marco vilido para
todos, a prueba de cambios de gobierno.

Pero desde nuestra perspectiva de profesores ese serd un primer paso sélo.
Queda, después de él, lo fundamental: lograr que se aprenda; que en cada
hora de clase se produzca la estraria reaccion quimica que desencadena el
proceso de aprendizaje de las matemdticas.

En el pasado trimestre se han hecho publicos los primeros resultados de
PISA 2003. El programa PISA (Programme for International Student
Assessment) persigue establecer indicadores que muestren el modo en que
los paises preparan a los estudiantes de 15 arios para desemperiar un papel
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activo como ciudadanos. Estos primeros resultados para nuestro pais no
son buenos en general, ni en el dmbito de las matemadticas en particular.

Los profesores de matemdticas, en general, no nos sentimos especialmente
sorprendidos por estos resultados, pero una lectura pausada debe llevar-
nos a una seria reflexion.

En primer lugar PISA no evaliia lo que nuestros alumnos han aprendido
del curriculo que se les imparte sino, como hemos sefialado, en qué medi-
da lo que han aprendido les prepara para resolver problemas cotidianos
del ciudadano. Y, en este sentido, la respuesta es clara: o el curriculo no es
el adecuado y no capacita a los alumnos para resolver ese tipo de proble-
mas o el desarrollo que hacemos de él los profesores y el esfuerzo de apren-
dizaje que realizan los alumnos no son los adecuados.

No nos corresponde desde este editorial responder a ésta ni a las otras
muchas cuestiones que PISA suscita, pero si auspiciar un debate sin pre-
juicios —y probablemente, con unas gotas de autocritica— y brindar las
pdginas de SUMA para difundir las reflexiones que sobre un tema tan
importante realicemos unos y otros.

No sélo los profesores debemos reflexionar sobre qué cambios deben hacer-
se en la enseiianza de la matemdtica, por supuesto, pero sin duda nuestra
opinion serd de las mds cualificadas y deberd ser oida.

En otro orden de cosas, cerramos con este niimero la seccion Presencia
mediatica, que dirigia Fernando Corbaldn, no porque el tema de la seccion
esté agotado —las ‘mates, para mal mds que para bien, tienen reflejo per-
manente en los medios—, sino como un paso mds de ese proceso de cambio
que anunciamos desde que nos hicimos cargo de SUMA. Fernando pasard
a ocuparse de la seccion Biblioteca que queremos también renovar paula-
tinamente.

Y por ultimo, corriendo el peligro de ser repetitivos, insistimos en nuestro
deseo de que lleguen a SUMA mads articulos que narren experiencias inno-
vadoras y que, reflexionando sobre la prdctica, nos sirvan a todos para
aprender y asi ensefiar mejor las matemdticas. W
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mosaicos y poliedros

Este articulo responde a la siguiente pregunta: ;Cémo se pueden obtener todos los posibles mosaicos regulares, los mosaicos semi-
rregulares, los poliedros regulares, los prismas y antiprismas formados con poligonos regulares y los poliedros arquimedianos
utilizando sélo conocimientos de funciones correspondientes al curriculum de bachillerato y un graficador de funciones sencillo?

This paper answers the following question: How can be obtained all the possible regular tessellations, the semiregular tessellations,
the regular polyhedrons, the prisms and antiprisms formed with regular polygons and the archimedean polyhedrons? Using only
knowledge about functions corresponding to the high school curriculum and a simple function graphing software.

a investigacién que se presenta a continuacién tiene su
origen en mi funcién de director de trabajos de investigacién
realizados por alumnos de segundo de bachillerato (17 afios)
de la Comunidad Auténoma de Catalunya. En dicha comuni-
dad, los alumnos de 2° de bachillerato deben cursar la asigna-
tura treball de recerca, la cual consiste en la realizacién de un
trabajo individual de investigacion dirigido por un tutor. Este
trabajo suele durar seis meses aproximadamente.

La eleccion del tema de investigacién no estd determinado a
priori y puede ser sugerido tanto por los alumnos como por
el departamento de matematicas de los centros. Una norma
habitual es que los departamentos de matematicas de los cen-
tros tengan que ofrecer a sus alumnos una seleccién de posi-
bles temas que permita una trabajo de investigacién a los
alumnos. De esta manera, los departamentos tienen que
reflexionar sobre qué tipo de problemas, susceptibles de
generar una rica investigaciéon matematica, pueden ser
resueltos por los propios alumnos bajo la tutela del profesor
encargado.

Este articulo tiene su origen en el disefio previo de uno de
dichos trabajos de investigacién. En concreto, se pretendia
averiguar si los alumnos de 2° de bachillerato podrian contes-
tar a la siguiente pregunta: ;Cémo obtener todos los posibles
mosaicos regulares, los mosaicos semirregulares, los polie-
dros regulares, los prismas y antiprismas formados con poli-
gonos regulares y los poliedros arquimedianos? Para ello, se

tenfa que contestar a esta pregunta utilizando sélo conoci-
mientos matematicos correspondientes al curriculum de la
enseflanza no universitaria. Es decir, se tenia que disefiar un
camino que, a partir de los conocimientos que se podian
suponer a los alumnos, permitiera responder a la pregunta
anterior. Para responder a la pregunta se disefié una estrate-
gia de demostracién que partia de los conocimientos previos
de los alumnos sobre funciones e implicaba el uso de un gra-
ficador de funciones sencillo.

Para obtener todos los posibles mosaicos regulares, los
mosaicos semirregulares, los poliedros regulares, los prismas
y antiprismas formados con poligonos regulares y los polie-
dros arquimedianos hay que estudiar los diferentes casos que
se pueden dar al considerar las caras que concurren en un
vértice, lo cual implica hallar las soluciones enteras positivas
que cumplen una inecuacién del tipo F(xy, ..., x,) < 0, 0 una
ecuacién del tipo F(xy, ..., x,) = 0, donde xj, ..., x,, indican los
lados de los poligonos regulares que concurren en un vértice.

Pongamos un ejemplo para ilustrar la afirmacién anterior.
Supongamos que queremos hallar todos los posibles mosai-

Viceng Font Moll

Universitat de Barcelona. Barcelona.
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cos formados por tres poligonos regulares. Con tres poligonos
regulares de lados m, n y p respectivamente se ha de cumplir
la siguiente ecuacién para teselar el plano:

180"(m ~2) 180"(n-2) 180"(p-2)
m n )4

=360"

que simplificada queda:

+

N
+
N | =

1
m

N

Esta igualdad a su vez se puede transformar en la igualdad
siguiente: 2np+2mp+2mn-mnp=0, con lo que se obtiene una
expresidn del tipo F(xy, ..., x,) = 0.

El nimero de incdgnitas tiene que ser mayor que 2 puesto que
con uno o dos poligonos no se puede formar ningin mosaico
ni ninguin poliedro, ni puede ser mayor que 6 ya que 7 tridn-
gulos equilateros concurriendo en un vértice suman mas de
360°.

Una manera de hallar las soluciones de F(xj, ..., x,) < 0 o de
F(x1, ..., x,) = 0 consiste en hacer ciertas consideraciones sobre
los poligonos que concurren en un vértice de manera que en
lugar de hallar las soluciones de la inecuacién o de la igualdad
anterior, tengamos que hallar las soluciones de inecuaciones
del tipo F(x, y) < 0 o de igualdades del tipo F(x, y) = 0.

Podemos ilustrar esta afirmacién continuando con el ejemplo
citado anteriormente de los tres poligonos regulares que con-
curren en un vértice. Si suponemos que hay dos poligonos
iguales (n = p). La igualdad:

+

N
+
RSl
N | =

1
m
se convierte en:

+

RSN
N | =

1
m
que es equivalente a 4m + 2p -pm = 0, es decir F(x, y) = 0.

Ahora bien, utilizando un punto de vista funcional se pueden
resolver graficamente las inecuaciones con dos incégnitas.

Basta aplicar la siguiente técnica:

Dada la inecuacién F(x, y) < 0, se puede hacer una particién
del conjunto de puntos del plano en tres clases:

1. el conjunto de puntos que son solucién de F(x, y) = 0,
2. el conjunto de puntos que son solucién de F(x, y) <0,
3. el conjunto de puntos que son solucién de F(x, y) > 0.

El conjunto de puntos que cumplen F(x, y) = 0 se puede
encontrar haciendo la representacién grafica. Los otros dos
conjuntos de puntos también se pueden hallar sustituyendo x
e y por las coordenadas de determinados puntos que no for-
man parte de la grafica de F(x, y) = 0.

Esta técnica de resolucién sélo puede utilizarse en la practica
si tenemos posibilidades de representar graficamente F(x,y)=0
con cierta facilidad y rapidez. Por ejemplo, si podemos utili-
zar un graficador de funciones como el agrapher.

A continuacidn aplicaremos esta técnica utilizando las posibi-
lidades graficas que permite un graficador sencillo como el
agrapher. El procedimiento que seguiremos serd estudiar los
diferentes casos que se pueden dar al considerar las caras que
concurren en un vértice, y en cada nuevo caso sélo considera-
remos las posibilidades que no han aparecido al estudiar los
casos anteriores.

Resolucion del problema planteado utilizando un
graficador de funciones

Uno y Dos poligonos en un vértice
Con uno o dos poligonos no se puede formar ningiin mosaico
ni ningtin poliedro.

Tres poligonos en un vértice

Con tres poligonos regulares de lados m, n y p respectiva-
mente se ha de cumplir la siguiente ecuacién para teselar el
plano:

180"(m~2) , 180"(n-2) 180"(p-2)
m n p

=360"

que simplificada queda:

+

N
+
e
N | =

1
m

Supongamos que hay dos poligonos iguales (# = p). La igual-
dad anterior se convierte en:

+

N | =

1
m

RS



que es equivalente a

dm
m-—2 p
Si representamos la funcién
4x
)=
I x=2

el nimero de lados de los dos poligonos iguales (p) aparece en
el eje de ordenadas y el nimero de lados del otro poligono en
el eje de abscisas. Los puntos de coordenadas enteras que son
de la grafica de la funcién nos dan posibles teselaciones,
mientras que los que se encuentran por debajo de la grafica
son posibles poliedros siempre que x e y sean mayores o igua-
les a tres.

(3,10,10)

Dodecaedro

truncado
(3,8,8) 12
Cubo 11

truncado g
9

(3,6,6)d 8
Tetraedro —Z :
truncado 6 >/
(4,6,6) / :

Octaedro 3 . .
truncado 2 (4,4,4)Cubo Infinitos
rismas

(5,6,6) (3,3,3) Tetraedro n.4,4)

Icosaedro
truncado

(3,12,12)Mosaico
(4,8,8)Mosaico
.(6,6,6)Mosaico. ..

(5,5,5)Dodecaedro

D I

~

123 456 7 8 9101112131415 1617 18

Si los tres poligonos son iguales aparecen las siguientes posi-
bilidades: (3, 3, 3) tetraedro, (4, 4, 4) cubo y (5, 5, 5) dodecae-
dro. Si de los tres poligonos hay dos iguales y uno diferente,
los primeros han de tener un nimero par de lados. Esta con-
dicién implica eliminar todos los puntos de coordenadas
enteras con la segunda coordenada un ndmero impar diferen-
te de la primera coordenada.

Para demostrar que las caras iguales no pueden ser poligonos
de un nimero impar de lados consideraremos primero un
caso particular: un heptagono. En cada vértice del mismo
concurren tres caras y, por tanto, tres aristas (dos son del hep-
tagono). Las siete caras que limitan con el heptdgono deberdn
ser, de manera alterna, un heptigono y un poligono de »
lados.

Tal como se observa en la figura siguiente, si empezamos en el
vértice A y seguimos el sentido de las agujas del reloj, el hecho
de que el nimero de lados sea impar obliga a repetir cara en
?. Pero, por otra parte, la cara ? no puede ser 7 ni # ya que, o
habria un vértice 777 o uno 7nn. Por tanto, las dos caras igua-
les han de ser poligonos pares.
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Facilmente se observa que el razonamiento anterior se puede
generalizar a cualquier poligono impar.

La grafica nos permite ver que, ademds del grupo de los tres
solidos platénicos con tres poligonos concurriendo en un vér-
tice (tetraedro, cubo y dodecaedro), aparece un grupo de 5
poligonos semirregulares correspondiente a la familia de los
truncados. En los vértices de estos poliedros concurren tres
poligonos y se obtienen fisicamente de los poliedros regulares
truncando por los vértices.

También podemos observar que hay tres soluciones que son
mosaicos. Una corresponde a un mosaico regular (6, 6, 6) y las
otras dos corresponden a mosaicos semirregulares (4, 8, 8y 3,
12, 12).

Por ultimo, aparece la familia infinita de los prismas regula-
res. Graficamente se ve que hay infinitas soluciones puesto

que la recta y = 4 es una asintota horizontal de la funcién.

Consideremos ahora el caso de tres poligonos diferentes:

+

N
+
S =
N | =

1
m
Supongamos m un valor fijo y representemos la funcién

2mx

= e am

Para un valor fijado previamente de m, los puntos de coorde-
nadas enteras nos dan los dos poligonos que junto al poligono
de m lados concurren en un vértice y suman 360°, los puntos
que se encuentran en la parte inferior de la grafica nos dan
una suma inferior a 360°. En esta gréfica los resultados se repi-
ten ya que el punto (6, 10) nos informa que si en un vértice
concurren un poligono de 7 lados, un hexdgono y un decago-



SUMA 48
Febrero 2005

no, la suma de los dngulos interiores es inferior a 360°. Esta
misma informacion nos la da el punto de coordenadas (10, 6).

Por otra parte si m es impar las otras dos caras han de ser
iguales. Para demostrarlo, consideraremos primero un penta-
gono. En cada vértice concurren tres caras y, por tanto, tres
aristas (dos son del pentdgono). Las cinco caras que limitan
con el pentagono deberdn ser, de manera alterna, los otros dos
poligonos. Tal como se observa en la figura siguiente, si empe-
zamos en el vértice V y seguimos el sentido de las agujas del
reloj, el hecho de que el niumero de lados sea impar obliga a
repetir cara en ?.

La dnica posibilidad para que en un vértice concurran las mis-
mas caras es que A = B. Por tanto, si uno de los tres poligonos
es impar los otros dos tienen que ser iguales. Facilmente se
observa que el razonamiento anterior se puede generalizar a
cualquier poligono impar.

Ademis, si m es impar, al tener que ser las otras dos caras
iguales, resulta que las soluciones ya han aparecido en el caso
anterior. Por lo tanto, nos podemos limitar a estudiar los casos
en que m es un nUumero par mayor que 3.

Supongamos m = 4. La funcién es

8x

x)=——
f 2x—8

Por simetria solo estudiaremos las soluciones que se encuen-
tran en la regidn delimitada por la bisectriz del primer cua-
drante, la grafica de la funcién y el eje de abscisas. Podemos
eliminar todos los puntos con alguna de las coordenadas
menor que 3. También podemos eliminar los puntos con algu-
na coordenada igual a 4 ya que en este caso tendriamos dos
poligonos iguales y obtendriamos soluciones que ya han apa-
recido anteriormente. También podemos dejar de considerar
todos los puntos con alguna de las coordenadas impares, ya
que, tal como se ha visto antes, en este caso los otros dos poli-
gonos han de ser iguales y, por tanto, son soluciones que ya

10

han salido anteriormente. S6lo quedan dos posibilidades para
formar poliedros y una para formar mosaicos.

(4,6,12)Mosaico

/

(4,6,8) (4,6,10)
Gran Gran
Rombicuboctaedro -Rombicosidodecaedro

123 456 7 8 91011121314151617 18

Para m = 6 vuelven a salir las tres posibilidades anteriores y no
se aflade ninguna nueva posibilidad. Para m = 8 vuelve a salir
la posibilidad (4, 6, 8) y ninguna nueva posibilidad, mientras
que para m = 10 vuelve a salir la posibilidad (4, 6, 10) y nin-
guna nueva posibilidad. Estas tres graficas, aunque no afiaden
ninguna nueva posibilidad, nos permiten suponer que al
aumentar m la funcién tiene las imdgenes menores que la fun-
cion anterior. Es decir, nos hace suponer que tenemos una
sucesion de funciones f,, tales que f,(x) > fu.2(x) para cual-
quier valor de x. En efecto, para cualquier valor de m (siendo
m un numero par mayor o igual que 3) se cumple:

2mx 2(m+2)x
(m-2)x-2m mx—-2(m+2)

Este resultado nos permite asegurar que para ningtn valor de
m > 12 se puede encontrar ninguna nueva solucién. En efec-
to, para m =12 no hay ninguna solucién con los tres poligonos
diferentes:

123 456 7 8 91011121314151617 18

y para m > 12 tampoco hay solucién ya que se cumple

2mx < 24.x
(m-2)x-2m 10x—24

Por tanto, para tres poligonos diferentes las tinicas posibilida-
des son el gran rombicuboctaedro (4, 6, 8), el gran rombicosi-
dodecaedro (4, 6, 10) y el mosaico (4, 6, 12) que son las solu-
ciones que aparecen en las graficas con m igual a 4, 6, 8 y 10.



Cuatro poligonos

Si intervienen cuatro poligonos regulares de lados m, n, p, y q
respectivamente se ha de cumplir la siguiente ecuacion para
teselar el plano:

180" (m —2) N 180" (n-2) . 180"(p—2) N 180”(g -2)
m n P q

=360"

que simplificada queda:

1 1 1 1
—+—t+—+—=1

Consideramos primero el caso en que hay 3 poligonos iguales.

La condicién:

1 1 1 1
—+—+—+—=1
m n p q
se convierte en
1 3
—+—=1
m q

Si representamos la funcién

3
x-1

obtenemos la siguiente gréfica:

bicuboctaedro

10 4,4:4,4)
9 | Mosaic;

(3333) | | ntiprismas(n,3,3,3)
Octaedro\ \ ——— fat
0 ~

5 ~

4 <

3 4

N Infinitos
T

123 456 7 8 91011121314 151617 18

Vemos que aparece el pequeiio rombicuboctaedro, el mosai-
co formado por 4 rectangulos y la familia, infinita, de los anti-
prismas. Por ejemplo la solucién (6, 3, 3, 3) seria el antiprisma
de base hexagonal y caras laterales que son tridngulos equild-
teros. También vemos que el tetraedro se puede considerar
como un antiprisma de base un tridngulo equilatero.
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Supongamos ahora que en un vértice concurren dos pares de
poligonos diferentes. La condicidn:

1 1 1 1
—+—+—+—=1
m n p q
se convierte en
—+—=1
m q

Si representamos la funcién

2x
x)=—-
f x—2

obtenemos la siguiente gréfica:

3,4,4,4)Cuboctaedr

[
[N
j=

=3
<
c
@

Ao w ok v N oo
~

1 23 456 7 8 91011121314 151617 18

Hemos obtenido el cuboctaedro y el icosidodecaedro.
También podemos observar que hay una solucién que corres-
ponde a un mosaico.

Vamos a considerar el caso de un par de poligonos iguales y
de dos poligonos diferentes. La ecuacién:

se convierte en

1 1 2
—+—+—=1
m n o p

Supongamos un valor fijo para p y consideramos la funcién

px

f(x)z(p—2)x—p

11
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Si fijamos p = 3, resulta que con dos tridngulos, estos no pue-
den ser adyacentes y los otros dos poligonos han de ser igua-
les, con lo que estariamos en el caso anterior.

Supongamos dos tridngulos adyacentes y dos poligonos dife-
rentes concurriendo en A. Al considerar en el vértice B el
mismo orden que en A tenemos que en el vértice C tienen que
concurrir 3 triangulos, lo cual no puede ser. Por tanto, los dos
triangulos tienen que ser opuestos por el vértice.

Si los dos tridngulos son opuestos por el vértice, los otros dos
poligonos han de ser iguales. En efecto, en el vértice A concu-
rren Py P’ ademads de los dos triangulos, en B también, pero
en C concurren dos tridngulos y dos P". La unica posibilidad
esque P=P".

Para p = 4 se obtienen los resultados siguientes:

1
11

|

\
10 \‘

\

\

oy
o

9

o
o

om!

W
)

M.
Vi

—

055

SN

A w s

123 456 7 8 9101112131415 1617 18

Seguimos el proceso y representamos la funcién para p = 5:

1
11
10

I
l
'l
\

MW s o N ®

123 456 7 8 91011121314151617 18

12

Que no ainade ninguna nueva posibilidad pero que nos per-
mite suponer que al aumentar p la nueva funcién tiene las
imagenes menores que la funcién anterior. En efecto, se cum-
ple que

px - (p+1)x
(p-1)x-p-1

(p—2)x-p

para cualquier valor de p (siendo p un nimero mayor o igual
que 3). Este resultado nos permite asegurar que para ningin
valor de p superior a 4 se puede encontrar ninguna nueva
solucidn.

Si suponemos que los 4 poligonos son diferentes, no hay nin-
guna posibilidad ya que la combinacién minima (3, 4, 5, 6) ya
suma mas de 360°.

Cinco poligonos

Si intervienen cinco poligonos regulares de lados m, 1, p, q, y
r respectivamente se ha de cumplir la siguiente ecuacién para
teselar el plano:

180"(m~2) 180"(n-2) 180"(p-2)

m n p
180"(g—2) 180"(r—
L 180°(g=2) 180"(r-2) ..,
q r

que simplificada queda:

Si hay 3 poligonos diferentes, la suma de los dngulos interio-
res de cinco poligonos supera los 360°, por lo tanto con cinco
poligonos sélo puede haber de dos clases diferentes. Caben las
siguientes posibilidades: 4y 1 6 3y 2.

Consideramos el caso de 4 poligonos iguales. En este caso la
condicién:

se convierte en

I~
SHIS
| w



Si representamos la funcién

8x
*x)=—
f 3x—2

obtenemos la gréfica siguiente (la ordenada indica el niumero
de lados de los 4 poligonos iguales):

11

o
)
=
o)

caedro romo

(3,3,3,3,6)Mosaico

o N ® o
—
—~
)
'8}
o,

Y SN

—>1(3,3,3,3,3)Icosaedr

123 456 7 8 91011121314 151617 18

Ademais del icosaedro aparecen dos poliedros nuevos (el cubo
romo y el icosaedro romo) y un mosaico.

Consideramos ahora el caso de 3 poligonos iguales. En este
caso la condicién:

se convierte en

3|
+
X |w
Il
N | W

Si representamos la funcién
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6x

x)=——
S 3x—4

obtenemos la gréfica siguiente (la ordenada indica el niumero
de lados de los 3 poligonos iguales):

11

4,4)Mosaic

Ao w ok v 9 oo
=
—~
)
o

123 456 7 8 91011121314151617 18

Con relacién a esta solucion hay que tener presente que hay
dos posibles mosaicos semirregulares que se pueden formar
con tres tridngulos y dos cuadrados.

Seis poligonos
En este caso la dnica posibilidad es (3, 3, 3, 3, 3, 3). Es decir 6
triangulos equilateros que forman mosaico.

Conclusiones

Consideramos que en este articulo hemos dado suficientes
argumentos para justificar que el estudio de los posibles
mosaicos regulares, los mosaicos semirregulares, los polie-
dros regulares, los prismas y antiprismas formados con poli-
gonos regulares y los propuestos en el apartado anterior, per-
mite que la distancia entre el problema propuesto y los recur-
sos con los que cuenta el alumno para resolverlos no sea insal-
vable si hay una intervencién adecuada del tutor que facilite
su investigaciéon. W

13
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48
5 u m ﬁ Actividades de geometria fractal en el aula

Febrero 2005, pp.15-21 de secundaria (II)

La primera parte se dedicé al concepto de fractal, su dimensién y la generacion de algunos tipos de fractales (determinista line-
ales y sistemas de funciones iteradas) y se hizo un estudio exhaustivo del tridngulo de Sierpinski. Continuamos aqui con otras
formas de generar fractales.

The first part of this article was devoted to the concept of fractal, its dimension and the generation of some kinds of them (deter-
ministic, linear and systems of iterative functions) as well as to an exhaustive study of Sierpinski's triangle. The article goes on with
other ways of fractal generation.

a primera parte de este articulo se dedic6 al concepto de Comenzamos con F
fractal, su dimensién y la generacién de algunos tipos de frac-
tales (determinista lineales y sistemas de funciones iteradas) y F-F++F-F

se hizo un estudio exhaustivo del tridngulo de Sierpinski.

Continuamos aqui con otras formas de generar fractales.

Sistemas L

Ademas de los sistemas de funciones iteradas, hay otras de

obtener objetos fractales. Una de ellas es mediante el uso de E-F++F-F-F-F++F-F++F-F++F-F-F-F++F-F
sistemas L. Fueron ideados en 1968 por el bidlogo Aristid

Lindenmayer y, mediante ellos, se podian describir diferentes

tipos de plantas.

Un sistema L estd formado por un elemento inicial, un con-
junto de simbolos, (letras y caracteres especiales),y unas
reglas de transformacion de esos simbolos.

En los sistemas L cada simbolo puede ser sustituido por todo
un conjunto de simbolos. Por ejemplo:

F— F-F++F-F +—+ -—-
L Antonia Redondo Buitrago
El elemento inicial es un segmento representado por la letra [ES Diego de Siloé. Albacete.
F, + significa giro de 60° en el sentido de las agujas del reloj y M= José Haro Delicado
- en sentido contrario. IES Al-Basit. Albacete.

15
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Si continuamos se obtiene la curva de Koch. El tridngulo de
Sierpinski se obtendria con el sistema

F — F--F--F--ff f—f + >+ - -
La interpretacién es la misma, s6lo que f supone el mismo
avance sin dejar huella.

La aplicacién mds importante de los sistemas L estd en el dise-
o de modelos que permiten simular diversos tipos de plantas
y érboles donde se da un proceso de ramificacién. Un mode-
lo serfa

F— F(+E)F(-F)F

+ =+ - - (—=( ) —)

“ »

Los giros a la izquierda “-” y los giros a la derecha “+” son de
28.58°, “(“ significa el comienzo de una nueva rama que ter-
mina cuando aparece “)”.

£

N

N

Actividad 16: Sobre cuadriculas o tramas de puntos y utili-
zando sistemas L genera diferentes tipos de arboles, como el
que se muestra arriba.

Objetivos: Practicar con otra forma de generar objetos fracta-
les y modelizar formas que se dan en la naturaleza.

Observaciones: Se vuelve a trabajar en esta actividad con la
iteraciéon y autosimilaridad. Se hace necesario el uso de la
imaginacién y se unen las matematicas con la realidad inten-
tando recrear modelos naturales con modelos matematicos.
Una de las cosas mds interesantes de esta actividad es que,
después de haber dibujado en la cuadricula el objeto, tienen
que traducirlo a un sistema L, lo que implica razonar sobre
conceptos geométricos y sobre conceptos relacionados con la
geometria fractal.

Fractales deterministas no lineales

Se inicia aqui la introduccién de un nuevo tipo de sistemas
dindmicos que permiten ver la relacién que se establece entre
matemadticas y entorno que nos rodea.

16

El biélogo Robert May en 1976 publicé un modelo para el
estudio de la evolucién de ciertas poblaciones de insectos en
el que daba la siguiente relacion entre las poblaciones de dos
anos consecutivos p(n+1) = k p(n) (L-p(n)), donde p(n) es el
indice de la poblacién en el afio #, L es la poblacién maxima
estimada y k es una constante que depende tinicamente del
tipo de poblacidn (especie y estado) y de su ubicacién, pero no
depende de .

Si en la ecuacién anterior dividimos por L y llamamos x; a
P(n)/L, resulta:

k L-
pn+1) _ kp(m)(L - p(m) pin+1) =kx,1-x,)L
L L L

SikL = r, se tiene X,.1 = rx, (1-x,) siendo x,, mayor o igual que
cero y menor o igual que uno y x, el cociente entre la pobla-
cién del aio # y la poblacién méxima estimada. Dicha férmu-
la nos permite hallar la poblacién en un determinado afio
conociendo la poblacién en el aiio anterior. Como x,.; ha de
estar entre 0 y 1, la constante r ha de estar entre 0 y 4.

La ecuacion anterior se puede representar mediante la fun-
cién £ [0,1] — [0,1] definida por f{x) = rx(1-x) con k pertene-
ciente al intervalo abierto (0, 4). El par ( [0, 1], f) constituye un
sistema dinamico discreto. Este sistema dindmico tiene una
sencilla funcién de transicién (cuadratica) y, sin embargo,
explica de forma precisa cémo se pasa del determinismo al
caos.

Actividad 17: Para la funcién f: [0,1] — [0,1] definida por
flx)=rx(1-x), ;por qué ha de estar r entre 0 y 4, si se quiere que
f{x) esté entre 0y 1?

Si r=0 averigua los puntos fijos y la érbita de cualquier punto
del espacio de fases. Toma como punto inicial, por ejemplo,
x0=0,4,

Si 0 < r <1 ;cudles son los puntos fijos? Si re(1, 3] ;Cuél es el
punto fijo existente?

Comprueba lo que sucede con las érbitas de los puntos del
espacio de fases, si r estd entre 1y 3. Comprueba lo que suce-
de con las orbitas de los puntos del espacio de fases si
re(3,3.5] y si re(3.5,4].

Si tienes en cuenta que estds analizando la evolucién de una
poblacién, ;qué significan los resultados obtenidos?

Objetivos: Profundizar en los conceptos de sistema dindmico
discreto, 6rbita y punto fijo. Aplicar dichos conceptos a un
caso real como es la evolucién de poblaciones. Trabajar con la
funcién cuadrética y razonar sobre ella y la importancia de sus
elementos. Iniciar al alumno en la teoria del caos.

Observaciones: Con esta actividad se hace al alumno reflexio-
nar sobre la importancia de la funcién cuadratica y el efecto



de sus elementos: coeficiente principal, cortes con el eje hori-
zontal y vértice.

Al ir dando diferentes valores a r, se puede ir observando la
evolucion de las érbitas y en qué valores (puntos fijos) se esta-
blecen. Al ir aumentando el valor de r el periodo se va dupli-
cando hasta llegar a un valor donde las 6rbitas van pasando de
unos valores a otros sin ningtin patrén de conducta fijo, lo que
indica el salto al caos. Esta actividad ha de realizarse con dife-
rentes valores iniciales para cada valor de r y tomar mds de 50
iteraciones porque al principio no se manifiesta la evolucién
de las 6rbitas.

La geometria fractal
cambiard a fondo su vision
de las cosas. Jamds volverd a
pensar lo mismo de todos
estos objetos.

Es importante interpretar los resultados, para que se vea lo
que significa la actividad, aplicada a evolucién de poblaciones.
El alumno debe tener claro lo que significa r y x,, y a la vista
de los resultados analizar la evolucién de las poblaciones en
funcién de los diferentes valores iniciales de x y de los diver-
sos valores de .

Tratamiento informadtico: Calculadora grafica para obtener
los valores de las drbitas y poder representarlas graficamente.
Este ultimo aspecto es muy importante para que se aprecien
los valores en torno a los cuales se estabilizan las drbitas.

Observemos el siguiente diagrama:

“Pariods 3 inglics cani”

=250 [ @-300
W\
T drkota de s gomverge 3 un Basle .\\.\‘
H‘_“.H- y -
W dekita de 3, oscils entre warios |
valares .
DIAGRAMA DE BIFURCACION
Ny TX (1K)

Valor micial x, =0.02

Valores de r

En este diagrama aparecen los puntos limite a los que conver-
gen las drbitas de casi todos los puntos x del intervalo (0, 1),
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segun los diferentes valores de r. Este diagrama tiene estruc-
tura fractal. Se pone de manifiesto el concepto de autoseme-
janza porque dentro de él existen copias de si mismo.

Si se observa el dibujo, denominado también diagrama de
Vershultz o Feigenbaum, se aprecia que si » = 3 y hasta
r=1++6 aparece una orbita periédica de periodo 2. A partir
de ahi la 6rbita se duplica en otra de periodo 4 y asi sucesiva-
mente. Se busca el punto en el que se da el salto de la duplica-
cién de las drbitas al caos.

Conjuntos de Julia y Mandelbrot

Vamos a ver otros dos objetos fractales deterministas no line-
ales pero de variable compleja. Nos centraremos en el estudio
del sistema dindmico (C, f.) donde f;(z) = z2+c, donde ¢ y z son
numeros complejos. Para determinados valores de ¢, hay pun-
tos zo cuyas orbitas divergen hacia infinito y hay otros puntos
zp cuyas Orbitas convergen a un punto fijo o a un ciclo perié6-
dico. En medio de estos dos conjuntos de puntos queda una
regién infinitamente delgada que es la frontera del segundo
conjunto, el formado por los puntos que convergen a un
punto fijo o a un ciclo periédico. Dicha frontera es el llamado
conjunto de Julia.

Actividad 18: Si ¢=0 ;Qué conjunto de Julia se obtiene?

Objetivos: Trabajar con sistemas dindmicos complejos; recor-
dar y manipular conceptos pertenecientes a la teoria de
numeros complejos.

Observaciones: En este caso, el conjunto de Julia es la circun-
ferencia de centro (0, 0) y radio 1. Si consideramos los puntos
cuya distancia al centro es 1, se puede ver que muy préximos
a ellos hay puntos, situados a una distancia del origen menor
que uno, cuyas orbitas convergen a cero y puntos, situados a
una distancia del origen mayor que uno, cuyas drbitas diver-
gen a infinito. Las érbitas de los puntos de la circunferencia o
bien convergen a un punto fijo o son periddicas, pero siempre
permanecen acotadas.

Al variar el pardmetro c, la variedad de conjuntos de Julia que
puede aparecer es infinita y hay una diferencia entre ellos que
es la siguiente: algunos aparecen como una pieza unida, mien-
tras que otros parecen estar compuestos de infinitos frag-
mentos. Esto es debido a la autosimilitud, ya que si un con-
junto estd dividido en dos partes cada una de estas partes lo
estd en otras dos semejantes, etc. hasta quedar convertido en
una especie de polvo fractal.

Para saber si el conjunto de Julia es o no conexo se puede uti-
lizar la o6rbita de cero. Si ésta escapa al infinito, el conjunto
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aparece como polvo fractal. Si no escapa al infinito el conjun-
to es conexo.

Conjunto de Julia conexo

Polvo fractal

El conjunto de Mandelbrot es uno de los mas conocidos y a la
vez, uno de los méds complejos. Su nombre se debe a su des-
cubridor Benoit Mandelbrot.

Si clasificamos los conjuntos de Julia en dos grupos, conexos
0 no conexos, como se ha indicado mas arriba, y considerara-
mos el conjunto de niimeros complejos ¢, para los que el con-
junto de Julia es conexo, es decir, el conjunto de puntos ¢, para
los que la 6rbita de cero no tiende a infinito, nos encontrarfa-
mos con un objeto de extremada complejidad cuya frontera es
un fractal. Dicho objeto no es autosemejante, pero existen en
dicha frontera infinitas casi copias del mismo. La razén de
hablar de casi copias es la de que no son exactamente iguales
al original, ni hay dos copias iguales entre si. El conjunto de
Mandelbrot, ademds, es conexo, lo que quiere decir que todos
su puntos permanecen unidos al conjunto principal como por
una especie de finos hilos.

El conjunto de Mandelbrot contiene en su interior a todos los
de Julia, lo que lo convierte en una enorme enciclopedia
donde cada conjunto de Julia es una péagina.

18

Fractales aleatorios

Los fractales de los que se ha hablado hasta ahora son todos
deterministas porque el azar no interviene en su formacién.
Incluso aquellos formados por sistemas de funciones iteradas
(IES), en los que se asigna una probabilidad a cada aplicacién
contractiva, son independientes de dicha probabilidad.
Cuando nos referimos a fractales aleatorios el azar interviene
en su obtencién completamente. Veamos un ejemplo.

Se comienza con un tridngulo y tomamos los puntos
medios de sus lados. Por dichos puntos medios, se trazan
rectas perpendiculares al plano en el que estd contenido el
tridngulo y sobre cada una de dichas rectas se trazan pun-
tos por encima o por debajo del plano en el que estd el
tridngulo. Se unen dichos puntos con los dos vértices del
lado correspondiente y se obtienen otros tres tridngulos.
Sobre cada uno de los tridngulos obtenidos se procede
como en el inicial y se continua indefinidamente.

Con este método se obtienen modelos que pretenden aproxi-
marse y simular superficies reales con el fin de estudiar la ero-
sién de las montanas, las fallas tectonicas, los movimientos de
las placas ocednicas y continentales y su relacién con la apari-
cién de volcanes o con la produccién de movimientos sismicos.

Jiirgens, 1989

Aplicaciones de la geometria fractal

No podemos terminar sin hablar de las aplicaciones de los
fractales como respuesta a la eterna pregunta de nuestros
alumnos ;y para qué sirve?

Turbulencias atmosféricas y corrientes marinas

Atractor de Lorenz: En 1963, Edward N. Lorenz del MIT des-
cubrié un sistema de pocas variables que presentaba un com-
portamiento muy complejo. Estaba metido de lleno en el estu-
dio de la prediccion del tiempo y habia observado que el clima
sigue un modelo de comportamiento que es periédico, sin
embargo nunca esos comportamientos se repetian con total
exactitud. Tenfa un ordenador y doce ecuaciones para poder
simular el proceso del tiempo. Un dia quiso ver de nuevo una
secuencia en particular. Para simplificar, comenzé6 en medio
de la secuencia y después de una hora la secuencia habia evo-
lucionado de forma diferente. Lo que ocurria es que el orde-
nador utilizaba seis decimales y Lorenz sélo habia introduci-
do tres.



Este fendmeno comun en la teoria del caos, es también cono-
cido como sensibilidad a las condiciones iniciales. Un peque-
flo cambio en ellas puede cambiar drasticamente a largo plazo
el comportamiento de un sistema. Es sencillamente imposible
alcanzar un nivel de precision de millonésimas. De esta idea
partié Lorenz para afirmar que es imposible predecir el tiem-
po atmosférico con precision.

Lorenz empez6 buscando un sistema dindmico mas sencillo
con una notable dependencia de las condiciones iniciales. Su
primer descubrimiento tenfa doce ecuaciones y quiso una
versiéon mas simple que mantuviera esa condicién. Simul6 en
el ordenador un sistema de tres ecuaciones diferenciales con
pardmetros a, b y c:

dx dy
—=a(y—- —=bx—y—xz
dt aly=2) dt I

dz

o xy—cz

Este modelo simula un fenémeno que se da en la atmdsfera y
en las corrientes marinas y en general en cualquier fluido
donde las capas bajas ascienden al calentarse y las altas des-
cienden al enfriarse. Ese fenémeno puede producir turbulen-
cias cuando se produce el movimiento de ambos.

Para Lorenz fue sorprendente el hecho de que cualquier
pequena variacién en las condiciones iniciales hacia obtener
unos valores totalmente diferentes y, sin embargo, tras un
numero suficientemente grande de iteraciones se obtenia la
misma figura (una doble espiral). Lorenz publicé sus resulta-
dos en 1963 y la imagen asi obtenida se conoce como atractor
de Lorenz. Desgraciadamente, sus resultados sélo aparecieron
en un periédico meteoroldgico y sus descubrimientos no fue-
ron conocidos hasta afios mds tarde cuando fueron redescu-
biertos por otro.

Atractor de Lorenz para a=10, b=17, c=1 y dt=0,001

El atractor de Lorenz conserva cierto orden y parece consti-
tuirse en dos superficies unidas entre si, cada una de ellas
consta de infinitas trayectorias que nunca llegan a cortarse.
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Este fue el primer ejemplo de atractor caético o extrafio. Un
atractor cadtico es un fractal que revela mas y mas detalles
segun se va ampliando. Veamos otros ejemplos de atractores
extrafios o cadticos.

Atractor de Henon: Cinco afos después del descubrimiento
de Lorenz, un investigador del Instituto de Astrofisica de
Paris disefié un sistema dindmico para explicar las pequenas
modificaciones que aparecian en las 6rbitas de algunos cuer-
pos celestes y que los hacian seguir trayectorias no del todo
elipticas. Su sistema dindmico fue el siguiente:

Xne1 =1+ Yu - aX2, Y1 = b, dondea = 1,4y b =0,3

Este atractor desafia el analisis matematico. Genera valores
aparentemente aleatorios y que al ser dibujados en la pantalla
aparecen dispersos como una niebla, pero cuando el numero
de iteraciones es suficientemente alto configuran el atractor,
siendo imposible saber si dos puntos sucesivos estin cerca o
lejos (Barrallo, 1993).

Estabilidad del sistema solar

Como la masa de los planetas es 1000 veces menor que la del
sol, se podria pensar en despreciar el movimiento de éste y las
fuerzas entre aquellos. Se obtiene un sistema con todos sus
movimientos regulares, en los que cada planeta describe una
orbita eliptica. Si se tienen en cuenta las interacciones entre
los planetas, las 6rbitas se modifican, y puede darse la posibi-
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lidad de que alguno de ellos comience a alejarse del sol y siga
una Orbita cadtica que lo expulse al espacio exterior.

En el siglo XIX, muchos astrénomos quisieron probar que
esto no podia pasar y que el sistema solar era estable, pero no
se consiguid. Incluso el rey Oscar II de Suecia ofreci6 un pre-
mio a quien aportara luz a la cuestién. El premio se lo llevé
Henri Poincaré que no resolvié el problema pero si contribu-
y6 a esclarecerlo. Més tarde Kolmogorov, Arnold y Moser en
su teorema (teorema de Kam) afirmaron que las perturbacio-
nes pequefias en un sistema introducen turbulencia y caos,
pero respetan parte del orden, dependiendo proporcional-
mente de la intensidad perturbadora. (Rafiada, 1986). Las
fuerzas que existen entre los planetas producen perturbacio-
nes en las érbitas de los mismos, tanto mayores cuanto mayo-
res sean las fuerzas de atraccién. Aunque la mayoria de ellos
siguen caminos parecidos a érbitas elipticas, no se puede afir-
mar que alguna vez algun planeta no pueda ser expulsado.

Estos atractores cadticos como ya se ha visto en anteriores
ejemplos estin presentes en la dindmica de los mds insospe-
chados procesos de la naturaleza. Siempre son procesos que
en su evolucion gastan energia, son sistemas disipativos y las
leyes que los gobiernan son no lineales.

Fronteras

La formacién de una costa o de la orilla de un rio son proce-
sos fisicos similares y pueden ser simulados mediante mode-
los matematicos que dan lugar a objetos fractales. Se estable-
ce el contacto y la interaccion entre el agua y la tierra y se pro-
ducen grandes modificaciones en los perfiles de las mismas.
Por ejemplo, la formacién de una costa se puede simular
mediante la curva de Koch. La formacién de la curva de Koch
sigue un patrén rigido, sin embargo su dimensidn fractal es de
1,26128... parecido al 1,3 que obtuvo Richardson como
dimensidn fractal de la costa de Gran Bretafia.

Actividad 19: El proceso determinista para obtener la curva
de Koch puede modificarse para que se adapte mejor al pro-
ceso aleatorio de formacién de una costa. ;Cémo modificari-
as el proceso de construccién de dicha curva para lograrlo?

Objetivos: Permitir que el alumno use la imaginacién y mani-
pule un modelo determinista para simular un objeto real.

Observaciones: Utilizando tramas triangulares de puntos o
bien el programa Cabri Géométre, se pueden establecer mani-
pulaciones sobre la curva de Koch para simular cabos y golfos
més o menos pronunciados.

Tratamiento informdatico: Programa Cabri Géométre. Se

puede crear una macro que se aplique a los puntos que for-
man el segmento en vez de al segmento. De esta forma se pro-
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voca el hundimiento o la protuberancia que daria lugar a gol-
fos o cabos.

Sistemas arteriales y venosos

Segun Goldberger y cols. (1990), en el cuerpo humano nos
encontramos con muchas estructuras llamadas fractalifor-
mes, que se pueden ver, por ejemplo, en las redes nerviosas,
las redes de vasos sanguineos y el sistema de tubos pulmona-
res encargados del transporte y evacuacion de oxigeno y anhi-
drido carbénico. Muchos otros 6rganos pueden, también, ser
fractales, pero sus dimensiones no estan todavia cuantifica-
das.. Las estructuras fractaliformes son fundamentales en el
funcionamiento del corazén humano. Por ejemplo, hay una
red fractaliforme de arterias y venas coronarias que aportan
sangre a los musculos del corazén y la extraen de ellos.  Dos
investigadores de la Universidad de Washintong (Van Beek y
Bassingthwaighte) utilizaron la geometria fractal para expli-
car anomalias en el flujo sanguineo que penetra en un cora-
z6n sano. Si se interrumpe este flujo arterial se produce el
infarto de miocardio. La estructura fractal también se mani-
fiesta en la forma de ramificarse ciertos muasculos del corazén
y en el sistema que conduce impulsos eléctricos a los muascu-
los cardiacos.

Las fuerzas que existen
entre los planetas producen
perturbaciones en las
drbitas de los mismos,
tanto mayores cuanto
mayores sean las fuerzas
de atraccion.

Las ramificaciones y repliegues fractales amplian mucho la
superficie de las dreas de absorcion, como el intestino, de dis-
tribucion o recoleccién (vasos sanguineos, conductos biliares
o tubos bronquiales) y de proceso de informacién (nervios).
Las estructuras fractales son robustas y resistentes a las lesio-
nes, y surgen como resultado del lento desarrollo y evolucién
del embrién humano.



Se ha observado que en personas sanas y sin ningdn tipo de
alteracion el numero de glébulos blancos varia de un dia para
otro. Sin embargo, en algunos casos de leucemia dicho nime-
ro se mantiene estable o varia periédicamente. Lo mismo ocu-
rre con el ritmo cardiaco y otros aspectos relacionados y con-
trolados por el sistema nervioso. No obstante, la regularidad y
el comportamiento cadtico no siempre estan relacionados con
la enfermedad y la salud, respectivamente.

Un pequerio cambio en las
condiciones iniciales de un
sistema puede cambiar
drdsticamente a largo plazo
el comportamiento de éste.

Una de las aplicaciones mads recientes de la geometria fractal,
ha sido utilizar la dimension fractal de la superficie celular
para caracterizar células de diferentes tipos. Es posible distin-
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guir células cancerosas de células sanas con la ayuda de esta
caracteristica. La primera aplicacién ha sido para distinguir
células de pacientes con leucemia de células normales
(Wolfganf Bauer, Michigan State University).

Actividad 20: Busca informacién donde se pongan de mani-
fiesto los recientes descubrimientos relativos al uso de la geo-
metria fractal en medicina y mds concretamente en su posi-
ble influencia en el tratamiento de algunas enfermedades
como el céncer.

Objetivos: Mostrar al alumno aplicaciones de la geometria
fractal en campos relacionados con su entorno.

Observaciones: Para desarrollar esta actividad se puede suge-
rir a los alumnos que busquen informacién en todo tipo de
lugares: bibliotecas, consultando sobre todo revistas cientifi-
cas y de divulgacidn, y bases de datos de Universidades.
También se puede encontrar muchisima informacién fiable en
Internet.

Tratamiento informatico: Ordenador con conexidn a Internet
para buscar informacién. B
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En el curso 1999/2000 nuestro Departamento realizé una actividad para conmemorar el Ario Mundial de las Matemdticas.
Dicha actividad traté sobre el estudio del icosaedro y su conocida construccion sobre tres rectdngulos dureos ortogonales.
Posteriormente, las firmantes del articulo retomamos el estudio desde una perspectiva mds analitica. Intentando demostrar la
unicidad de la construccion encontramos, sorprendentemente, que hay otra forma de intersecar los rectdngulos generadora del
poliedro. El articulo desarrolla la demostracion y describe brevemente la actividad.

In the academic year 1999/2000 our Department performed an activity to commemorate the Mathematics World Year. This acti-
vity treated about the study of the icosahedron and its well-known construction on three perpendicular golden rectangles. Later
we took the study again from a more analytic perspective. Trying to prove the uniqueness of the construction, we found surprisingly
that there was another way to intersect the rectangles that could generate the polyhedron. This is what we have demonstrated in
this article and described a bit the activity too.

murante el curso académico 1999/2000, el Departamento
de Matematicas del Instituto de Ensefianza Secundaria Anto-
nio Garcia Bellido de Ledn, del que somos profesoras, decidié
realizar una actividad conmemorativa del Afio Mundial de las
Matematicas.

Dicha actividad, que se describe en el apartado siguiente,
tratd sobre el estudio del icosaedro y su conocida construc-
cién a partir de tres rectangulos aureos perpendiculares.

Las firmantes del articulo nos planteamos, posteriormente,
retomar dicho estudio desde una perspectiva mds analitica.

!

Intentando probar la unicidad de la construccién nos encon-
tramos con la sorpresa de que habia otra manera de cortarse
los rectangulos generadora del poliedro, como demostrare-
mos en este articulo.

!

Aunque los matematicos tendemos a ordenar y axiomatizar
nuestras exposiciones, vamos a intentar en este articulo man-
tenernos fieles también a la heuristica de nuestro particular
proceso.

Una curiosa construccion

‘ ‘ ‘ ‘ ) Angeles Fernandez Garcia
a) Si cortamos perpendicularmente y oponiendo dimensiones Montserrat Prieto Morera

dos rectangulos dureos iguales de la siguiente manera: IES Antonio Garcia Bellido. Leén.
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Figura 1 Figura 4
Resulta que al unir cada vértice de un rectangulo con los dos Ahora, se obtienen ocho segmentos del tercer rectangulo con
vértices mds proximos del otro, se obtienen ocho nuevos seg- el primero y otros ocho de la interseccién del tercero con el
mentos iguales de longitud 4, siendo « la dimensién menor de segundo:
los rectangulos dureos;
a
a

Figura 2

b) Repitiendo el proceso con un tercer rectangulo aureo igual
a los anteriores, observamos que este nuevo rectangulo inter-
seca a los otros de la misma manera:

Figura 5

Es decir, llevamos 8x3 = 24 nuevas aristas de longitud a que
con las 2x3 = 6 aristas también de longitud a de los tres rec-
tangulos nos dan las 30 aristas iguales que forman 20 tridngu-
los equilateros y claramente sélo han hecho falta 12 (4x3) vér-
tices (de forma sencilla se observa que en cada uno confluyen
Figura 3 5 aristas y solo una es lado de uno de los rectdngulos).
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[Nombre Griego. eikosaedron, De eikosi veinte + hedra asien-
to, base.]

De la lectura del libro Divina Proporcién (Pacioli 1509), se
deduce que ciertos gedmetras de la época conocian las rela-
ciones dureas en el icosaedro. Algunas de estas relaciones son
la base de la conocida construccién anterior.

Demostracion

Sea el rectangulo dureo de medidas: a y a¢

A
\/

Figura 6

2 2
DB =DD +DF = 2424 (22 -
2 2
_2a°®° -2a’®D +a’
4

2
— L 220 +1) =0
4 4

ﬂ2 2

A_BzzA_D’2+_D’BZ=Z+3%=a2:>A_B=a

De la lectura del libro Divina
Proporcién (Pacioli 1509), se
deduce que ciertos geémetras de
la época conocian las relaciones
dureas en el icosaedro.

Investiguemos el proceso anterior

Sea ahora un icosaedro de arista a.
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Figura 7

Enfrentemos aristas opuestas. Se forman rectangulos, cuyos
lados menores son los lados del icosaedro, luego de medida 4,
y cuyos lados mayores son las diagonales de los pentagonos
regulares que se forman con cinco caras del icosaedro que
concurren en el mismo vértice, por lo tanto su medida es ¢a
como comprobaremos al final de este apartado (el resultado
es un clasico de la matemadtica). Asi pues son rectdngulos
aureos.

El icosaedro tiene 30 aristas; si las enfrentamos de dos en dos
segun acabamos de hacer, obtenemos 15 rectangulos dureos
iguales.

Pues bien, siempre que se tomen tres cualesquiera de estos
rectangulos, con la condicién de que dos de los lados meno-
res (aristas) no concurran en el mismo vértice del icosaedro,
generaran el icosaedro.

Todas las posibilidades que se obtienen se reducen a estas dos:

Caso 1: Que los tres rectangulos se intersequen bajo dngulos
de 900, es decir la construccion del principio.

Caso 2: Que los tres rectangulos se corten bajo dngulos de 60°
de la siguiente forma:
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Figuras 8 y 9

Para justificar esta afirmacion necesitamos una serie de resul-
tados.

Pentégono y ¢
Para hallar la relacién entre la diagonal y el lado del pentégo-
no regular parece mas sencillo dar los siguientes pasos:

1°) Demostrar que los tridngulos BED y BCF son semejantes,
algo casi evidente si tenemos en cuenta que las diagonales
dividen los dngulos A, B, C, D y E en tres partes iguales y que
los tridngulos citados son isdsceles.

Figura 10

2°) Supongamos que las diagonales del pentdgono miden d
unidades y consideramos el pentdgono de lado 1, que nos sim-
plificard los célculos.

Si BED y BFC son semejantes,
BE BF d_ 1

e —_— =
ED FC 1 d-1

+
—dd-1)=1=d"-d-1=0= =%
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es decir,

_1+45
2

d P

Caso 1: Que los tres rectangulos se intersequen bajo dngulos
de 90°.

Figura 11

Por ejemplo, en la pirdmide pentagonal ABCDEF tomemos el
rectangulo dureo de lado menor AB; el rectangulo perpendi-
cular a éste en esta piramide es el de lado menor FD. El tercer
rectangulo perpendicular a estos dos solo puede ser el de lado
menor OFE.

Si en lugar de empezar con el lado AB, comenzamos por otro
cualquiera de los cinco lados restantes del pentagono ABCDE,
obtenemos otra terna de rectingulos dureos perpendiculares.
Por lo tanto hay cinco ternas de rectingulos perpendiculares
que generan el icosaedro; pero en esencia son la misma.

Caso 2: Que los rectangulos se corten bajo angulos de 60°.

En la figura 11, habiamos partido del rectangulo aureo de lado
menor AB de la pirdmide pentagonal ABCDEF; el siguiente
rectangulo dureo cuyo lado menor no parta del mismo vérti-
ce que el anterior, y que no sea perpendicular a él, puede ser
el que tenga por lado menor EF, en cuyo caso el tercer rec-
tangulo que cumple la condicién solo puede ser el de lado
menor DC.

Si en lugar de comenzar con el lado AB, comenzamos con
cualquier otro de los cinco lados restantes del pentdgono
ABCDE, y procedemos de la misma forma, obtenemos otra
terna de rectangulos dureos generadores formando dngulos
de 60° entre si.

Estas cinco ternas se obtienen haciendo giros consecutivos
(en el sentido de las agujas del reloj) de 72° alrededor de la dia-
gonal del icosaedro con vértice en F Pero, si a la terna AB, EF,
DC, le efectuamos un giro de 72° alrededor de la diagonal del



icosaedro con vértice en A (origen del segmento AB), también
en sentido de las agujas del reloj, obtenemos otra terna distin-
ta; y si esto lo repetimos con cada una de las cinco ternas ante-
riores, obtenemos otra distinta por cada una de las primeras.
En total obtenemos diez ternas generadoras distintas que se
cortan bajo angulos de 60° (6 120°). Pero en esencia son todas
idénticas.

Evidentemente si los giros se hacen en sentido contrario a las
agujas del reloj, las cuentas salen igual.

Figura 12

El icosaedro tiene 30 aristas; si
las enfrentamos de dos en dos,
obtenemos 15 rectdangulos dureos
iguales. Tres cualesquiera de
estos, con la condicion de que dos
de los lados menores (aristas) no
concurran en el mismo vértice del
icosaedro, generaran el icosaedro.

Vedmoslo de otra forma.

Ya hemos visto que cada vértice del icosaedro de arista a sus-
tenta una pirdmide pentagonal.

Figura 13
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y ademads dos vértices no consecutivos ni opuestos lo son a su
vez del pentagono regular de lado g, luego la recta que los une
es siempre una diagonal de dicho pentdgono:

Figura 14

Si en cada pentdgono trazamos fodas las diagonales encontra-
mos un nuevo pentdgono de lado a/®2, como veremos mas
adelante. O sea, 12 nuevos pentdgonos puesto que hay 12
piramides pentagonales distintas.

Figura 15

Como cada diagonal de los pentdgonos es comun a las dos
piramides pentagonales que forman dos vértices consecutivos
(la arista del icosaedro que los une es perpendicular a dicha
diagonal), resulta que los doce pentdgonos son las caras de un
dodecaedro de arista a/2.
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Figura 16

Asi, las 5x12=60 diagonales de los pentdgonos se cortan de
tres en tres para producir los 60:3=20 vértices del dodecaedro.

La interseccién de dichas diagonales es interesante: Dos de
ellas son siempre coplanarias y son no concurrentes en un
vértice del pentdgono (aunque se cortan claramente en un
vértice del dodecaedro). La tercera, une la ctspide de la piré-
mide que tiene como base al pentdgono que determinan las
dos diagonales anteriores, con la ctspide de la pirdmide con-
tigua que tiene comun con la anterior la arista determinada
por ambas diagonales:

iy

Figura 17

Lo anterior constituye otra forma de ver las triadas de rectdn-
gulos daureos no ortogonales. Dos rectangulos tienen el lado
ad en dos diagonales (no concurrentes en un vértice) de un
mismo pentdgono. El tercer rectangulo tiene el lado a¢ sobre
la diagonal que une la ctispide de la pirdmide que tiene como
base al pentdgono que determinan las dos diagonales anterio-
res, con la ctispide de la pirdmide contigua que tiene comun
con la anterior la arista determinada por ambas diagonales.

En el dibujo, aparte de la construccién, se ve cémo tres rec-
tangulos de este tipo determinan los 12 vértices de un icosae-
dro. La vista del poliedro es aquella en la que se oponen dos
pentdgonos en planos paralelos al plano horizontal.

28

Figura 18

Como se ha comentado, el nimero de rectangulos dureos dis-
tintos del icosaedro es 15 pues enfrentamos dos a dos las 30
aristas opuestas del mismo.

Si intersecamos tres de ellos de forma ortogonal tenemos 5
construcciones distintas (partiendo en cada caso de las cinco
aristas que concurren en un punto) que utilizan los 5x3 = 15
rectangulos aludidos.

Por otro lado si la construccién es no ortogonal, hay 10 for-
mas distintas de elegir las triadas de rectangulos, puesto que
cada una de ellas se interseca a lo largo de una diagonal del
dodecaedro. Como el dodecaedro tiene 10 diagonales resulta:
10 diagonales por tres rectdngulos que determinan cada dia-
gonal = 30 rectdngulos; pero como cada rectangulo participa
en dos triadas distintas (cada diagonal de los pentdgonos del
icosaedro contiene dos vértices distintos del dodecaedro),
30=2 x 15 (n.° rectangulos dureos distintos).

Caso 1
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Caso 2

L,(®*-2
x:CDLP—Zb:d)LP—%:—P( )_

(o}
[ o) O
2b+x=2%+§=—L”(2§+1)=¢LP

Esta medida x es la del lado del dodecaedro que se forma en
el interior del icosaedro al trazar todas las diagonales en las
bases pentagonales de las 12 pirdmides.

Figura 19

Estudio del angulo de corte

De lo anterior observamos que en estas ternas, dos rectangulos
se cortan a lo largo de la recta que une dos vértices opuestos del
dodecaedro. Este dodecaedro (no inscrito) es el que se forma en
el interior del icosaedro al trazar todas sus diagonales.

Figura 21

b) Sean ahora dos de los rectangulos dureos que se cortan de
forma no ortogonal, es decir a lo largo de una diagonal del
dodecaedro:

Figura 20

a) Relaciones entre el rectangulo y este dodecaedro:

En la figura 21 tenemos una construccidn clésica (pentalfa).

Figura 22

Los tridngulos: ABC y CDE son semejantes por tener los
angulos iguales, y
a = lado del icosaedro

CE=®L, a/®2=lado del pentigono que es cara del dodecaedro
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ald + ald? + ald = ad (largo).

Es curioso observar que los dos rectingulos de medidas a y
a/p son nuevamente aureos.

a/d a/®  a/d
Seccién Diagonal
a 1 del
norma pentigono
de
lado
/¢’

> 5
rectangulo 1 A a/¢

Figura 24

Sea el angulo que forma el lado menor con la diagonal en el

recténgulo 2 rectangulo de lados a y a/¢?,
¢2
senet = ——
V1+@*
1
COSQl = ———
V1+@*
tano = ®*
Como
Figura 23
0! +1=03
Estudio del corte:
se obtiene
|\> a/
o u (I)
senot =—
V3
a
cosor = L
D3
tano = ®*
Dado que uno de los tridngulos es el formado por dos lados
o = arcotan ¢? consecutivos del pentdgono y la diagonal correspondiente, al
ser el lado del pentdgono a/¢2, la diagonal vale a/¢ por ser ¢
o =69°541,1.." veces el lado.
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Luego, para calcular el dngulo de la seccién normal, basta
considerar el tridngulo isésceles:

a/¥ 54
a/dV3
N a/d -
a/2$
Figura 27
a

20 3
sen> = 22) =§

Figura 25 3

Por otra parte, el tridngulo rectangulo de la figura en que se y por lo tanto x/2 = 60° y x = 120°.

estudia el corte estd resuelto:
Asi pues, el corte de ambos planos es de 120° 6 60°.

Es decir solo hay dos tipos de ternas de rectangulos dureos
que generen al icosaedro. Todas las demds posibilidades se

/& reducen a una de éstas estudiadas.
a/dv3 a a
— senot=—-— Un icosaedro particular
. o o5 P yo
Figura 26 a) Un poliedro en el Instituto

Figura 28
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Nuestra primera idea fue construir una escultura matemadtica
en la que se vieran reflejados el mayor nimero de resultados
geométricos y algebraicos, que fuera atrayente por su belleza,
y que, de este modo, quedara como una contribucién del
Departamento de Matematicas del IES Antonio Garcia
Bellido al Ao Mundial de las Matemadticas.

Este cuerpo poliédrico formado por 20 tridngulos equilateros
y que estd sustentado por tres rectingulos dureos que se inter-
secan bajo dngulos de 90° nos pareci6 la mejor idea, ya que al
tener sélo las aristas deja al descubierto toda su estructura
interna.
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De forma natural surgié la idea de aprovecharla para idear el
LOGO del Departamento. Una cdmara de fotos y unos reto-
ques bastaron para ello (ver figura 28). B
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Una evaluacion de habilidades matematicas

Durante un curso pre-universitario de Matemdticas en la Universidad Nacional de General Sarmiento se aplicé una evaluacion para
conocer la brecha en el aprendizaje de ciertas habilidades matemdticas de los alumnos. Se han disefiado los instrumentos de modo
de poder tener informacion sobre la brecha individual que se mide en funcion de la diferencia entre las respuestas de un mismo alum-
no al comienzo y al final del curso. Se han evaluado habilidades matemdticas de diversa complejidad respectivamente que estdn rela-
cionadas entre si. Se presentan aqui las caracteristicas, los criterios, los instrumentos y el andlisis de los resultados obtenidos.

At a pre-university maths course at the Universidad Nacional de General Sarmiento (Argentina) assessment was given to the under-
graduates in order to learn about their gap in learning abilities. Tools were devised to find about the individual gap measuring the dif-
ference between a specific student’s answers at the beginning and at the end of the course. Through both exams interrelated maths abi-
lities were assessed, of both high and low complexity.This paper looks at the pre-university course features, the assessment criteria and

its tools, as well as the results obtained.

a Universidad Nacional de General Sarmiento (UNGS),
localizada en el conurbano bonaerense, tiene como primera
etapa curricular de caracter obligatorio para todos los aspi-
rantes a ingresar en ella el Curso de Aprestamiento Univer-
sitario (CAU). El CAU consta de dos asignaturas, Matematica
y Taller de Lecto-Escritura. Actualmente existen dos modali-
dades para cursar el CAU:

+ el CAU Regular,
+ el CAU Complementario (CAUC).

El C.A.U regular tiene una duracién de ciento cuatro horas
distribuidas a lo largo de seis meses, mientras que el CAUC es
de desarrollo intensivo, con una duracién de 60 horas y se
lleva a cabo en sélo seis semanas entre enero y febrero de
cada afio.

El contexto en el que este trabajo se realizd es el de Mate-
matica del CAUC 2004, dictado en los meses de enero y
febrero. Por esta razén detallamos las caracteristicas centra-
les de este curso que ayudan a comprender el planteo del pro-
blema que estudiamos aqui.

Cualquier estudiante egresado del nivel medio puede inscri-
birse en el CAU regular, no asi en el CAUC Este est4 destina-
do centralmente a estudiantes que, por diversos motivos, ya
posean algunos de los conocimientos de Matemadtica que
incluye el curso. Este requisito hace que confluyan en el

CAUC dos tipos de estudiantes: aquellos que han tenido
acceso a mds anos de formacion en otras instituciones o quie-
nes han cursado/, sin aprobarlo, el CAU regular. De este
modo el CAUC convoca a estudiantes que, por ejemplo, han
egresado de colegios de nivel medio que brindan preparacién
técnica (el nivel medio en estos colegios es de seis aflos mien-
tras que en los otros es de sélo cinco afios), han aprobado
ingresos en otras universidades nacionales, o bien han apro-
bado cierta cantidad de materias en carreras universitarias o
terciarias.

Esta modalidad complementaria tiene por objetivos:

+ completar la capacitacién de los estudiantes del CAU
regular que no hayan aprobado alguna de las dos asig-
naturas,

+ brindar un aprestamiento intensivo a aquellos aspi-
rantes que hayan obtenido habilidades y conocimien-
tos por otros medios.

Mabel Rodriguez
Gustavo Carnelli
Alberto Formica
Universidad Nacional de General Sarmiento. Buenos Aires.
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Por alguna de las razones antes mencionadas, los estudiantes
disponen al comienzo del curso de conocimientos matemati-
cos que deberdn complementar y ajustar para ingresar en la
Universidad. El objetivo que nos planteamos es identificar qué
conocimientos, en términos de habilidades, tienen disponi-
bles los estudiantes al inicio del CAUC (habilidades de baja
complejidad) y como evoluciona su saber hacia el final del
curso (habilidades de mayor complejidad). Una de las princi-
pales razones que justifican este trabajo es que este tipo de
andlisis nos podria permitir, en una segunda instancia, elabo-
rar hipétesis que relacionen el logro de habilidades complejas
en funcién de las habilidades simples disponibles al comienzo
del curso. Una vez corroboradas éstas, podrian proponerse
ajustes en la propuesta de ensefianza con un sustento empiri-
co y tedrico sélido.

“No se puede separar el saber
del saber hacer, porque siempre
saber es saber hacer algo;
no puede haber un
conocimiento sin una habilidad,
sin un saber hacer”

Talizina

Acordamos con los principios del National Council of
Teaching Mathematics Standards (Schoenfeld, 1992) que
establecen:

La Matemitica es un tema viviente que intenta entender
patrones que ataiien tanto al mundo circundante como a
nuestra mente. Aunque el lenguaje de la Matemé-tica estd
basado en reglas que deben ser aprendidas, es importante
para la motivacién que los estudiantes se muevan mds alld
de las reglas para ser capaces de expresar cosas en el len-
guaje de la Matemadtica. Esta transformacién sugiere cam-
bios en el contenido curricular y en el estilo instruccional.
Involucra renovados esfuerzos para centrarse en:

- Buscar soluciones, no simplemente memorizar procedi-
mientos

- Explorar patrones, no simplemente memorizar férmulas
- Formular conjeturas, no simplemente hacer ejercicios.

Cuando la ensefianza empiece a reflejar estos énfasis, los
estudiantes tendrdn la oportunidad de estudiar Matemé-
tica como una disciplina exploratoria, dindmica, en evolu-
cién, en vez de un cuerpo cerrado, rigido, absoluto de leyes
a memorizar. Tendrdn valor para ver la Matemadtica como
una ciencia, no como un canon y reconocer que la
Matematica se trata de patrones y no simplemente de
ntimeros. (National Research Council, 1989, pg. 84)2

34

De esta forma es que concebimos el aprendizaje de la
Matematica como una construccién social, donde el estudian-
te tiene un rol activo de trabajo con la Matematica. La siguien-
te frase describe la génesis del conocimiento matematico en
relacion con la actividad matemadtica que realiza el estudiante.

La génesis del conocimiento matemadtico se produce como
consecuencia de la actividad del sujeto enfrentado a situa-
ciones problemas y haciendo uso de los elementos ostensi-
vos e intensivos disponibles (Godino, 1998).

Consideraremos como actividad matemdtica aquel tipo de
actividad implicada en la solucion de cierta clase de situacio-
nes problematicas de la cual emergen y evolucionan progresi-
vamente los objetos matematicos.

La actividad matematica puede ser descrita en términos de las
siguientes entidades (Godino, 1998):

+ Ostensivas: representaciones materiales usadas en la
actividad matematica (términos, expresiones, simbo-
los, tablas, graficos). Se incluyen las entidades lingiiis-
ticas y notacionales.

+ Extensivas: las entidades fenomenolégicas que indu-
cen actividades matematicas (problemas, situaciones,
aplicaciones).

+ Intensivas: ideas matemadticas, abstracciones, generali-
zaciones, métodos (conceptos, proposiciones, teorias,
técnicas, algoritmos).

+ Actuativas: acciones del sujeto ante situaciones o tare-
as (describir, operar, argumentar, generalizar, etc.).
Esta categoria tiene que ver con la génesis del conoci-
miento matemadtico, de acuerdo con las teorfas cons-
tructivistas, los actos de las personas son la fuente
genética de las conceptualizaciones matematicas.

+ Afectivas: creencias, preferencias, etc.

Las habilidades matemdticas forman parte de la actividad
matematica y pueden distinguirse entre las entidades actuati-
vas. Consideramos que las entidades actuativas podrian
incluir, ademas de las habilidades matematicas, ciertas activi-
dades exploratorias, asistematicas o de indagacién que no lle-
guen a conformar una habilidad matematica en el sentido que
a continuacién mencionamos. D. Rubi (1997) describe tres
requerimientos que se han tenido en cuenta para determinar
habilidades matematicas generales:

a) que sean propias del quehacer matematico,

b) que sean generales como para que estén presentes en
distintos niveles de escolaridad y

¢) que resulten imprescindibles para la formacién matemadtica.

Consideramos, sin ser exhaustivos sino a modo de ejemplo,
las siguientes habilidades matemadticas: representar, compa-



rar, resolver, estimar, operar, seleccionar, argumentar, recono-
cer estructuras, aproximar, calcular, razonar, simbolizar, justi-
ficar, etc. En el articulo mencionado puede encontrarse un lis-
tado de habilidades matematicas con sus definiciones y ejem-
plos de cada una de ellas. Distintos autores especialistas en
Educacién han trabajado con habilidades en términos genera-
les, sin dedicarse especificamente a Matematica. En algunos
trabajos las habilidades cognitivas se presentan agrupadas y
jerarquizadas en términos de complejidad. En este trabajo
consideraremos distintos tipos de habilidades matemadticas
segun su complejidad, como indicamos en la seccién 2.

M. de Guzmén Ozdmiz (1993) plantea que en el conocimien-
to matematico, y en la Matematica como ciencia, predomina
el método sobre el contenido, el saber hacer sobre el saber. Por
otra parte, Talizina (1985) establece que “no se puede separar
el saber del saber hacer, porque siempre saber es saber hacer
algo; no puede haber un conocimiento sin una habilidad, sin
un saber hacer”. De un modo u otro, las habilidades matema-
ticas ocupan un lugar central en el aprendizaje de la Matema-
tica y en este trabajo nos centramos en disefiar una evaluacién
sobre algunas de ellas.

Método utilizado: diseiio de la evaluacion

Para obtener la informacidén sobre las habilidades matemati-
cas en alumnos del CAUC 2004 disefiamos una evaluacién
que consta de dos instancias: un diagnéstico y un examen
final, que detallamos en las secciones que siguen.

Trabajamos con un universo formado por los 521 estudiantes
que asistieron a clase el primer dia, de modo que en este tra-
bajo no hemos considerado una muestra. Para poder llevar a
cabo el andlisis ha sido imprescindible tener informacién de
las dos instancias de evaluacién, diagndstico y final. De esta
forma hemos tomado en cuenta los 431 casos de los que dis-
pone la informacién de la evaluacién completa.

La evaluacién a partir de la cual intentamos conocer la brecha
en el aprendizaje individual de los alumnos, consté de: el diag-
noéstico y el examen final. Para medir el salto en los aprendi-
zajes en el breve periodo del CAUC, se definid la evaluaciéon
partiendo de que la dltima instancia que formara parte de ésta
fuera el final, instancia de acreditacion del curso. Esto se debe
a que, por falta de tiempo en el curso, cualquier otro examen
adicional hubiera requerido disponer mas horas de clase, lo
que hubiera complicado el desarrollo de la materia.

La brecha individual se midi6 con ejercicios que relacionaran
habilidades de baja y alta complejidad respectivamente para
distintos contenidos matemdticos y en funcién de la diferen-
cia entre las respuestas de un mismo alumno al comienzo y al
final del curso.
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Diseiio del diagndstico

Elegimos los contenidos y habilidades matematicas del exa-
men con el siguiente criterio: incluimos habilidades de baja
complejidad que surgen de descomponer aquellas habilidades
mds complejas que se exigen al finalizar el curso. Hemos
incluido muy pocos items que requieran conocer terminolo-
gia especifica que se ensefia en el curso (imagen, dominio,
asintotas, etc.).

Los contenidos elegidos fueron: operatoria aritmética, algebra
y funciones, principalmente. Los contenidos del CAUC son:
conjuntos numéricos, dlgebra, geometria, modelizacién a tra-
vés de funciones elementales (lineales, cuadraticas, polinémi-
cas, racionales, exponenciales y logaritmicas).

Los objetivos que se persiguen en cuanto a los conocimientos
y habilidades matematicas son:

+ Evaluar expresiones numéricamente.

« Operar y comparar fracciones.

+ Interpretar datos de funciones (ceros, pertenencia de
puntos, positividad, puntos de encuentro, dominio,
imagen) a partir de un grafico.

+ Hacer un gréfico que responda a datos (ceros, puntos,
positividad, dominio, imagen) dados.

+ Reconocer elementos (hipotenusa, cateto opuesto a un
angulo, base, altura) de un triangulo.

« Utilizar, si corresponde, el teorema de Pitdgoras.

+ Decidir si un valor es o no solucién de una ecuacién o
de una inecuacion.

+ Hallar el conjunto solucién de una ecuacién lineal y
cuadritica.

+ Reconocer la diferencia de cuadrados y el cuadrado de
un binomio.

+ Aplicar el desarrollo del cuadrado de binomio y la dis-
tributividad.

Por el criterio expresado anteriormente, no hemos incluido
como objetivos en esta instancia aquéllos que son de comple-
jidad mayor como por ejemplo plantear problemas, modeli-
zar, argumentar, etc.

El tipo de prueba (ver anexo) que hemos elegido es estructu-
rada (Cami-lloni et al, 1998) con preguntas para completar las
respuestas. S6lo en el item 1) a), referido centralmente a la
operatoria aritmética, se incluye el desarrollo. En el el item 5)
¢), en el que se requiere reconocer diferencia de cuadrados y
cuadrado de binomio, hemos propuesto opciones mdltiples
pero no hay sélo una respuesta correcta, sino varias y la can-
tidad de ellas no es dato. Hemos optado por no disefiar un
examen de opcién multiple sdlo para evitar las respuestas al
azar. Una prueba de opcién multiple (que no incluyera entre
las opciones una que fuera ninguna de las anteriores) ofrece la

35



SUMA 48
Febrero 2005

posibilidad de revisar los calculos si acaso el estudiante no
encuentra entre las soluciones propuestas la misma que hallo,
con lo cual se pone énfasis en lograr precisién en las respues-
tas. Con esta prueba también se pone énfasis en lograr preci-
sion, tanto en los calculos como en las observaciones de gra-
ficos, en la produccidn de ellos, etc.; sélo se pierde la posibili-
dad de interactuar con las multiples respuestas y, eventual-
mente, corregir los resultados. Disefiamos una prueba en la
que no se incluye el desarrollo de los ejercicios, pues la redac-
cién, simbolizacién, organizacidn de ideas, etc., son cuestio-
nes complejas que comienzan a ensefarse durante el curso y
que, en general, no estan presentes en los alumnos al inicio del
mismo. Hacia fines del curso se logra evolucién, aunque no un
resultado acabado. Por otra parte, se agiliza la correccién, per-
mitiendo una répida devolucién a los estudiantes. El examen
final tuvo una estructura y caracteristicas similares, aunque
incluimos un item de desarrollo.

Para la correccion de la evaluacion (diagnéstico y final) elabo-
ramos una grilla de correccién que sistematizé la informacion
y que se mostré a los alumnos, junto con el examen diagnés-
tico, para que ellos conocieran su estado inicial de conoci-
mientos. Tal como se describié en Figliola, et al. (2001), es
importante en esta instancia el papel del docente en el apoyo
de quienes hayan resuelto incorrectamente el examen. El exa-
men y la grilla se conservaron para disponer de las evidencias
y como informacién para relacionar los resultados de la prue-
ba inicial y la final. La grilla facilit6 el analisis estadistico sobre
la prueba.

Se incluye en el anexo el examen diagnéstico.

Diseriio del final

Teniendo en cuenta el criterio con el que fue diagramado el
diagnostico, disefiamos el final incluyendo un tipo de habili-
dades més complejas que las incluidas en el diagndstico, habi-
lidades que se espera que los alumnos hayan alcanzado hacia
el término del CAUC.

Incluimos todos los contenidos del curso, salvo funcién expo-
nencial y logaritmica. Las habilidades mds complejas, que se
suman a las presentes en el diagndstico, y que se requieren en
el final, son:

+ Interpretar enunciados.

» Elegir estrategias de resolucién de problemas.

+ Plantear la bisqueda de informacion intermedia que
serd requerida para responder las consignas.

+ Interpretar un proceso a partir de un grafico.

« Plantear una expresion funcional que describe un pro-
ceso.

+ Obtener datos (ceros, positividad, imagen, etc.) a par-
tir de una funcién dada por su expresién algebraica.
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» Hacer un gréfico con los datos que el alumno debié
hallar analiticamente.

+ Interpretar soluciones de inecuaciones en graficos que
debe hacer el alumno.

La tabla de la pagina siguiente muestra la relacién entre los
items del diagndstico y del final, incluyendo las diferencias en
el nivel de exigencia de las habilidades especificas.

Elegimos un tipo de prueba coherente con el diagnoéstico,
incluyéndose un ejercicio que el alumno debe desarrollar en la
hoja (ejercicio 3).

Para la correccién del final asignamos puntajes que figuran al
lado de cada item. Los datos que se incluyen en la grilla de
correccion de la evaluacién son:

PUNTAJE TOTAL DIAGNOSTICO: .../40
NOTA D: ... Esta nota resulta de dividir por 4 el puntaje total
del diagndstico.

PUNTAJE TOTAL FINAL: .../40
NOTA F: ... Esta nota resulta de dividir por 4 el puntaje total
del final.

Al final de la grilla de correccién del diagndstico aparece una
tabla (tabla 1) en la que se volcaron los datos de los items que
relacionan el diagndstico con el final, pudiéndose asi observar
rapidamente la brecha en el aprendizaje para cada alumno de
los contenidos involucrados. Los items relacionados tienen el
mismo puntaje tanto en el diagnéstico como en el modo de
comparar, en la tabla mencionada, las brechas con sélo restar
los puntajes obtenidos. El final se aprobé con 16 puntos (que
equivalen a 4 puntos en la escala de 1 a 10) y con un ejercicio
completo bien.

Del Diagnéstico Del Final F-D Sobre un total de puntos

= e 2 puntos|

2 puntos|

6 puntos|

T ererrenrenns 11 puntos|

6 puntos|

w2 m oA o~

9 puntos|

Tabla 1

Calculamos la brecha promedio del alumno, BP, que es un
valor entre 0 y 10 y representa el promedio ponderado de las
brechas de los items habiendo normalizado el puntaje de cada
item a 10 puntos. Se calcula:
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ANEXO

DIAGNOSTICO MATEMATICA C.A.U.C. 2004
APELLIDO Y NOMBRES: DNI:
Ejercicio 1) Dadas las sigui uaciones e inecuaciones, se pide:

a) Verificar que el valor x = 1 no es una solucién de la ecuacién A. (Resolverlo en el espacio dejado a

continuacién)

b) ;Verifica el valor x = 1 la inecuacién B?

SI: PORQUE
6

NO:

PORQUE

c) El conjunto solucién de la ecuacién A es:.

d) El conjunto solucién de la ecuacién C es:

ECUACION A INECUACION B ECUACION C
2,1 _x-2.3 2, 1,x-2.3 (x=1)—2=3x(x—1)-1
3 4 6 2 3 4 6 2

Ejercicio 2) Dado el siguiente tridngulo, completar:

a) Eldrea del tridngulo es: Area = ...ocoooveeinienns
b) Conociendo los valores de los lados a y b, el lado ¢ se puede calcular haciendo

c= ues:.

) Elcateto opuesto al ngulo A es: ..

d) La hipotenusa del tridngulo es:

FINAL MATEMATICA C.A.U.C. 2004
APELLIDO Y NOMBRES: DNI:.

‘IMPORTANTE: EL FINAL SE APRUEBA CON POR LO MENOS 16 PUNTOS Y UN E]ERCICIO‘

ICOMPLETO BIE]

Bjercicio 1) Dada la ecuacién (x~2)° —2x :%(1074;:) se pide:

a) Encontrar los valores de las dos soluciones que tiene la ecuacién. Llamamos al menor
de esos dos valores A y al mayor de ellos B.
A= yB=

b) Para los valores A y B hallados en el punto anterior se pide calcular el resultado de la

resta A-B e indicar si dicho resultado es racional o irracional.

A-B= y este nimero es:

Ejercicio 2)

Lo 2
a) Hallar el conjunto solucién de la ecuacién d

Respuesta: El conjunto solucion es:..

Ejercicio 3) Se quiere fabricar la vela de un barco como muestra la figura,

La vela es de tela pléstica y lleva en todo su contorno un adorno hecho con un cordén.
El largo total del barco es de 15 metros y el mastil est4 ubicado justo en la mitad. vela

El 4ngulo sefialado es de 60°. mastil ¥

a) Calcular cuénta tela es necesario comprar para hacer la vela.
b) Calcular cudnto cordén es necesario comprar para hacerle el adorno
que bordea la vela.

> Largototal
RESOLVER AL DORSO DE LA HOJA IMPRESA
JUSTIFICAR LOS PASOS.

Ejercicio 3) A partir de la informacion del siguiente grifico responder:

a) Todos los ceros de g Son:.........coeovuriivueiiineiiiniinnninns

b) fseanulaen: &/ 3 E

c) ges positiva para los valores de x en:. s

d) laimagen de g es: Im(g) -

e) Laimagen de fes: Im(f) = . T

f) fygse cortan en los pares ordenados 21
2

Ejercicio 4) Hacer un grafico de una funcién f que cumpla todas las condiciones siguientes:

x =2 es un cero de f

f3)=-1

fle)=0

(4, 0) es un punto del grafico de f.

fes positiva solamente en los intervalos (0; 2) y en (4; 6)
no existe f{5)

Ejercicio 5) Dada la funciéon f:R— R, f(x)=(x*—-9).(x-2)*,
a) Completar la siguiente tabla de valores:

1/2
-2/3
-2

b) Todos los ceros de fson:...........ccoeveveuennns
c) Marcar, entre las siguientes, todas las expresiones equivalentes a f:

(%% = 9).(x —2)(x+2) (x—3).(x+3).(x ~2).(x +2)

(x+3).(x=3).(x—2).(x-2) (x=3).(x=3).(x-2).(x-2)

(x% =9).(x* +4) (x* —4x+4).(x+3).(x—3)

(x—2)(x+3)(x-2)(x—-3) (x—2)".(x" —6x+9)

(x—3).(x—2)° (x*-9).(x* —4)

Ejercicio 4) El siguiente es el grafico de una funcion f que describe, en funcién del tiempo, la
temperatura de una pieza A que se fabrica sometiéndola a calor y frio.

La temperatura que toma otra pieza B, que también se fabrica p|
sometiéndola al calor y al frio, tiene un comportamiento lineal. ~ ~~
por trozos. 20

Se sabe que a las 8 horas la pieza B tiene una temperatura de 10° C10

y la temperatura se estaciona en los 10° C, es decir desde las 8 hs [0
en adelante la pieza conserva esta temperatura.

La pieza presenta una temperatura de 30° C bajo cero al

comenzar el proceso.

Llamamos g a la funcién que describe la temperatura de la
pieza B en funcién del tiempo

A partir de la informacién dada responder:

a
b)
9
d

B

La pieza B tuvo 0°C en:.

La pieza A tuvo temperatura positiva en:..

La imagen de fes: Im(f) = .

Las dos piezas tuvieron la misma temperatura en los

f) Latemperatura de la pieza A a las dos horas de haber

8
h) Explicar qué significa, en el contexto del problema, la solucién de la inecuacion g(x) > f(x)

el proceso fue:

La inecuacion g(x) > f(x) tiene conjunto solucion:..

(@ -9.(x-2)

Ejercicio 5) Dadala funcién f: 4 < R > R, f(x)=—— 222 "2 cepide
(x-3)(x-2)
a) Hallar:
Respuestas
Dom f
Ceros de f

El conjunto de positividad de f

El conjunto de negatividad de f

Asintotas de f, si las tiene

Imagen de f

b) Con toda la informacién obtenida en el item anterior hacer un grifico de la funcién.
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Ej. N°

ITEMS RELACIONADOS

DEL DIAGNOSTICO

Habilidades v contenidos que involucra.
Grado de complejidad.

Se relaciona

con

DEL FINAL

Habilidades vy contenidos que involucra.
Grado de complejidad.

1)

1)

2)

3)

4)

5)

d)

<)

Resolver una ecuacién cuadrética. Debe hacer
cuadrado de binomio y distributiva. Los
coeficientes son enteros y la solucién un

entero y una fraccién.

Se pide hallar la solucién de una ecuacién
lineal que presenta operatoria con fracciones.
En el item 1) a) el alumno verific6 que un
valor dado no es solucién, lo que puede

servirle para chequear su respuesta.

Se da un tridngulo rectangulo en una posicién
no “clasica” con nombres en sus lados y un
angulo marcado. El alumno debe reconocer
cudl es la hipotenusa, cudl es la base y la altura
para calcular el érea, cudl es el cateto opuesto
al dngulo marcado, y debe aplicar Pitdgoras
para dejar indicado cémo calcularia uno de

los lados en funcién de los otros.

Se da una figura que tiene los gréficos de dos
funciones, una lineal y otra que no lo es. A
partir de los gréficos se pide informacién de
tipo: ceros, imagen, intersecciones, dénde una
de las funciones es mayor que la otra, valores

numéricos, etc.

Se da informacio6n (ceros, pares ordenados del
grafico, positividad, etc.) sobre una funcién y
se le pide al alumno que haga un gréfico

coherente con la informacién dada.

Se da la expresion de una funcién y se le pide
al alumno hacer una tabla de valores y
encontrar expresiones
debe

diferencia de cuadrados.

equivalentes. Aqui

aplicar cuadrado del binomio vy

2)a)

3)

4)

5)b)

5) a)

Resolver una ecuacién cuadrética. Debe hacer cuadrado
de binomio y distributiva. Los coeficientes son racionales
pero tras operar quedan enteros. Las soluciones son
irracionales. Debe trabajar sin redondear las soluciones

para responder el 1) b)

Se pide hallar la solucién de una ecuacién lineal que

presenta operatoria con fracciones.

Se da un problema que involucra un tridngulo rectdngulo
al que se le deben calcular uno de sus lados mediante
trigonometria. Debe calcular el area y el perimetro. Es
necesario que identifique el cateto opuesto al éngulo
marcado y debe hallar, usando Pitdgoras o trigonometria,

el otro lado faltante.

Se da una figura que tiene el grifico de una funcién que
describe un proceso. Se da informacién sobre otro
proceso lineal. Mediante la informacién dada se deberd
hallar la expresién para responder las preguntas. Se
quiere hallar el mismo tipo de informacién que en el
diagndstico (ceros, imagen, intersecciones, dénde una de
las funciones es mayor que la otra, valores numéricos,
etc.) pero se pregunta en relacién al proceso, incluso
también se pide interpretar qué significa el planteo de
una inecuacién.

Se le pide al alumno que haga un grafico coherente con la
informacién que él mismo tuvo que obtener a partir de
una funcién dada por una expresion algebraica. A partir
de ésta debe obtener cierta informacién (ceros, pares

ordenados del gréfico, positividad, etc.) para el item a).

La expresiéon dada es un cociente de polinomios
factorizados que deben simplificarse. Para ello el alumno
debe

aplicar cuadrado del binomio y diferencia de cuadrados.

encontrar expresiones equivalentes mediante

Si no simplifica le serd complicado hallar la informacién

solicitada previo a la produccién del grafico.
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BP=(A-10/2+B-10/2+C-10/6+D-10/11+E-10/6+F-10/9)-1/6

donde los valores de A, B, C, D, E'y F son los valores de la ter-
cera columna de la tabla anterior. Este nimero debe tomarse
en cuenta conjuntamente con las notas del diagndstico y del
final. (Notar que un alumno puede tener brecha 0 teniendo
notas de 10 en ambos exdmenes, 6 4 u otra).

En la tabla 1 se han volcado, en la primera y segunda colum-
na respectivamente, los puntajes de los items del diagndstico
y del final que estén relacionados. En la tercera columna, F-D
se vuelcan los resultados de las diferencias entre la nota obte-
nida en el final y en el diagndstico respectivamente y para
cada item. Se incluye en el anexo el examen final.

Resultados obtenidos

Exponemos en esta seccién los resultados obtenidos en el
diagnoéstico, en la prueba final y los correspondientes a las
brechas. Al final se incluyen algunas conclusiones sobre el tra-
bajo realizado.

Sobre el diagndstico

Sobre la poblacién de estudiantes que se han presentado a la
prueba diagndstica y también al examen final, que son en total
431, se encuentra que el curso fue aprobado por 221 alumnos
y desaprobado por 210.

Miguel de Guzmdn Ozdmiz
(1993) plantea que en el
conocimiento matemadtico, y en
la Matemdtica como ciencia,
predomina el método sobre el
contenido, el saber hacer

sobre el saber.

En todas las tablas y graficos que siguen vamos a usar las
notas normalizadas de 0 a 10 y las presentamos agrupadas en
dos categorias. Con la primera de ellas clasificamos el resulta-
do de cada ejercicio segin su puntaje sea menor que 4 puntos
o mayor o igual que él. Con la segunda categoria considera-
mos los puntajes asociados en tres grupos segun el rendi-
miento observado: rendimiento alto (puntajes mayores o
iguales que 7), rendimiento medio (puntajes mayores o igua-
les que 4 y menores que 7) y rendimiento bajo (puntajes
menores que 4).
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Las tablas y gréficos que siguen corresponden a los resultados
del diagndstico segiin se aprobé o no el CAUC.

Referencias: AP: aprobaron el CAUC; NAP: no aprobaron el
CAUC; Punt: puntaje; Cant: cantidad; %: porcentaje; Rend:
rendimiento.

Ej. 1 (Ecuaciones e inecuaciones)

AP NAP AP NAP

Punt | Cant| % | Cant| % Rend | Cant | % | Cant | %

Alto 6 3 18 9

>4 40 | 18 79 | 38
Medio| 34 |15 61 |29

<4 181 | 82 131 | 62 Bajo 181 |82 131 |62

100 - Puntaje
80

60 O AP %
40 — [0 NAP %
20

0

>4 <4

100 - Rendimiento
80

60 O AP %
40 [0 NAP %
20 —|»

ol []

Alto Medio  Bajo

Ej. 2 (Geometria)
AP NAP AP NAP

Punt | Cant| % | Cant| % Rend | Cant | % | Cant | %

Alto 9 4 37 |18

>4 60 | 27 | 119 | 57
Medio| 51 |23 82 |39

<4 161 | 73 91 43 Bajo 161 |73 91 43
100 - Puntaje
80
60 _ O AP %
40 [0 NAP %
0
>4 <4
100 - Rendimiento
80
60 O AP %
40 — [0 NAP %

Nmsniln

Alto Medio  Bajo
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Ej. 3 (Interpretacién de graficos) Ej. 5 (Expresiones algebraicas)

AP NAP AP NAP AP NAP

AP NAP
Cant| % Rend | Cant | % | Cant | %

Punt | Cant| % | Cant| % Rend | Cant | % | Cant | % Punt | Cant| %

Alto 5 4 23 |11 Alto 0 0 9 4
>4 21 | 10 68 | 32 >4

18 8 63 | 30
Medio| 16 |23 45 |21

Medio 18 8 54 |26

<4 | 200 90| 142 | 68 Bajo | 200 (73| 142 |68 <4 | 203 |92 147 | 70 Bajo | 203 92| 147 |70
100 - Puntaje 100 - Puntaje
80 80 ]
60 O AP % 60 O AP %
40 O NAP % 40 O NAP %
20 20
0 0
>4 <4 >4 <4
100 - Rendimiento 100 - Rendimiento
80 80
60 O AP % 60 O AP %
40 O NAP % 40 O NAP %
20 4|—|—F 20 }
o0 L= ol __—
Alto Medio Bajo Alto Medio Bajo
Como se muestra en los graficos anteriores, en cada uno de
los ejercicios, se observa una marcada proporcién de alumnos
Ej. 4 (Graficar funciones) .
con baja nota. A su vez, dentro de este grupo, se encuentra
AP NAP AP NAP ,
que la mayoria de estos alumnos aprueba el curso.
Punt | Cant| % | Cant| % Rend | Cant | % | Cant | %

Alto 24 |11 76 |36
>4 47 | 21| 111 | 53

Medio| 23 |10 35 |17

Sobre el final

B Nl I N Bajo | 174 |79] % |7 En todo este trabajo, excepto en esta seccidn, se informa sobre
una poblacién de 221 estudiantes ya que de éstos se tiene la
informacién tanto del diagnéstico como del examen final.

100 - Puntaje
80 — En este apartado describimos los resultados por ejercicio y
60 O AP % calificaciones de los 288 alumnos que aprobaron el CAUC
40 ] O NAP % La tabla y grafico que siguen muestran la distribucién de las
20 notas obtenidas.
ol L]
>4 <4
Nota 4 | 56| 7| 8] 910
Cantidad | 94 | 70 | 39 | 46 | 21 | 11 | 7
100 - Rendimiento Nota promedio: 5,62
80 —
60 O AP % Distribucién de notas
40 O NAP% < 100
20 E|7 = 50
0 | 50\ ‘ Hﬂf—\r—\ﬁ
Alto Medio Bajo 4 5 6 7 8 9 10

Notas obtenidas
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Las tablas y graficos que siguen corresponden al desagregado
por ejercicio del examen final de dichos estudiantes. Nueva-
mente usamos las mismas categorias (puntaje respecto de 4 y
tipos de rendimiento). Las notas también se presentan nor-
malizadas de 0 a 10.

Referencias: Punt: puntaje obtenido; Cant: cantidad de estu-
diantes; %: porcentaje; Rend: Rendimiento.
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Ej. 1 (Ec. Cuadritica)
Punt | Cant| % Rend | Cant | %
Alto 106 |37
>4 161 | 56
= Medio| 55 |19
<4 127 | 44 Bajo 127 |44
Nota promedio: 4,61
Rendimiento
44
Puntaje 50 37
100
56 o 19
% 44 K
0 . 0 B .
>4 <4 Alto Medio  Bajo
Ej. 2 (Ec. Lineal y médulo)
Punt | Cant | % Rend | Cant | %
Alto 114 |40
>4 | 207 |72 :
- Medio| 93 (32
<4 81 28 Bajo 81 |28
Nota promedio: 5,41
Rendimiento
Puntaje 50 40
100, 7 32 28
%
% 28
0 . 0 B .
>4 <4 Alto Medio  Bajo
Ej. 1 (Ec. Geometria)
Punt | Cant| % Rend | Cant | %
Alto 203 |71
>4 | 253 |88 :
= Medio| 50 (17
<4 35 12 Bajo 35 12
Nota promedio: 8,13
100 Rendimiento
Puntaje
100, 88 71
% %
’ 12 17 12
0 | !
>4 ‘ <l Alto Medio  Bajo

Ej. 4 (Funciones por graficos)
Punt | Cant | % Rend | Cant | %
Alto 88 |30
>4 | 177 |61 :
- Medio| 89 (31
<4 111 | 39 Bajo 111 |39
Nota promedio: 5,17
Rendimiento
Puntaje 50 39
100 30 31
61 %
% m 39
0l : ‘ 04 — -
>4 <4 Alto Medio  Bajo
Fj. 5 (Funciones racionales)
Punt | Cant | % Rend | Cant | %
Alto 95 |33
>4 | 173 | 60 :
- Medio| 78 |31
<4 115 | 40 Bajo 115 |40
Nota promedio: 5,29
Rendimiento
Puntaje 50 40
100 33
60 % 27
% 40
0. ‘ ‘ 0l B
>4 <4 Alto Medio  Bajo

De los resultados obtenidos por los estudiantes que aproba-
ron el examen final, se destaca claramente el buen rendimien-
to en el ejercicio de geometria, que tiene un fuerte predomi-
nio de habilidades de tipo conceptual como identificar, de tipo
traductoras como modelar, de tipo heuristicas como resolver
y también buscar informacién intermedia para responder a
una consigna. Las habilidades de tipo operativas, como calcu-
lar y algoritmizar, se hallan también presentes pero en una
complejidad menor a la de otros problemas.

Estas habilidades son exigidas en mayor complejidad en los
ejercicios 1y 2. En estas situaciones es similar la cantidad de
estudiantes que obtiene puntajes altos, tanto sea bajo conteni-
dos relacionados con ecuaciones lineales como con cuadrati-
cas. Sin embargo, la cantidad de puntajes bajos cuando estas
habilidades se requieren en ecuaciones cuadriticas es muy
superior a cuando se necesitan para ecuaciones lineales.

En los ejercicios 4 y 5, de contenidos relacionados con funcio-
nes, aparecen habilidades como interpretar, modelar, graficar
y calcular. Los resultados en estos casos se distribuyen casi
uniformemente en las tres categorias de rendimiento.
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Resultados sobre brechas

A continuacién mostramos los datos referidos a las brechas
individuales en funcién de si el alumno aprobé o no el curso.
Los valores positivos de la brecha promedio indican que efec-
tivamente se logré aprendizaje de habilidades complejas,
mientras que los valores negativos o nulos de la brecha pro-
medio pueden indicar la falta de desarrollo de las habilidades
mads complejas, respecto de las evaluadas en el diagnéstico,
que fueron requeridas hacia el final del curso (esta correspon-
dencia se detall6 en la pagina 4).

Cabe resaltar que tanto en alumnos que aprobaron o no el
curso puede encontrarse brecha positiva, negativa o nula. Por
esta razén es que el interés es conocer la brecha segin los
resultados del curso.

Brecha Aprobé | No aprobd

promedio| Cant | % | Cant | %

B>0 106 | 48 | 48 23
0 32 14 5 2
B<0 83 38 | 157 75

Total 221 |100| 210 | 100

Brecha promedio segtiin
Aprobé/No aprobé CAUC

80 __
60
% 40 :I_F o Aprob6
20 4 0O No aprobd
0 , [

B>0 0 B<0
Brecha promedio

Se observa que casi la mitad de los estudiantes que aprobaron
el curso (48%) han tenido brecha positiva, mientras que es
notable que el 38% de los mismos han tenido brecha negativa.
Asimismo se encuentra que un 23% de los estudiantes no
aprobo el curso pese a que obtuvo brecha positiva.

Conclusiones

Las primeras conclusiones que nos interesa comunicar aqui
tienen que ver con el uso que se le ha dado al diagnéstico en
el curso. El diagnéstico permitié, ademas de tener informa-
cién inicial para medir la brecha en los aprendizajes, poder
describir el estado inicial de conocimiento de los alumnos del
CAUC 2004 respecto de los contenidos y habilidades mate-
maticas seleccionados. Esta informacidn fue aprovechada por
el docente en su curso para: a) informar a los alumnos del
estado de sus conocimientos y b) presentar qué tipo de cono-
cimiento y habilidades se exigirian en el curso.
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Estos dos usos que el docente dio al diagnéstico respetan la
linea de trabajo que fuera llevada a cabo en el CAUC 2001 y
cuyos resultados pueden verse en Figliola et al (2001). A par-
tir de los ejercicios del diagnéstico el docente ha podido a)
presentar los distintos contenidos que se incluyen en el curso
(aritmética, dlgebra, geometria, funciones) y b) presentar dis-
tintos objetivos en términos de habilidades que se esperan del
alumno. Este examen ofrece la posibilidad de hacer esta pre-
sentacién en dos niveles. En el nivel inicial —presente en el
diagnostico— de las habilidades requeridas que involucran
percepcion, experimentacion, observacion de graficos, alguna
manipulacién aritmética y algebraica simple, principalmente.
El docente pudo anticipar un segundo nivel en el que el alum-
no deberd manifestar haber aprendido habilidades con nivel
de complejidad mayor al término del curso: habilidad para
resolver ecuaciones de distinto tipo analitica y graficamente,
operar con nimeros y reconocer qué tipo de nimeros mani-
pula, reconocer funciones para graficarlas sin hacer tabla de
valores, operar algebraicamente para simplificar expresiones
y asi poder obtener informacién sobre su comportamiento
(asintotas, ceros, etc.), interpretar procesos descritos colo-
quialmente, simbolizarlos y operar para resolver preguntas,
justificar, etc.

Los resultados del examen diagnoéstico han revelado que los
estudiantes carecen de habilidades bésicas al comienzo del
curso por lo menos en alguno de los aspectos evaluados. De
todos modos, la mayoria de los estudiantes que comienza el
curso con este tipo de carencias, aprueba el curso.

Por otra parte, los resultados del examen final parecerian
indicar que una dificultad central son las habilidades de tipo
operatoria, encontrandose el mejor rendimiento en el ejerci-
cio en el que la misma no tiene un papel central, incluso cuan-
do el ejercicio requiere de varias habilidades complejas (iden-
tificar, modelar, resolver, etc.). Esta operatoria es mds costosa
aun cuando se trata de ecuaciones cuadraticas.

Por ultimo, respecto del andlisis de brechas, hemos mencio-
nado que casi la mitad de los estudiantes que aprobaron el
curso (48%) han tenido brecha positiva y el 38% de los mismos
han tenido brecha negativa. Esto sugiere que este dltimo
grupo de estudiantes tuvo un muy buen desempeiio cuando
se trat6 de habilidades de baja complejidad y que en las com-
petencias de mayor nivel tuvo un buen desempeio, ya que
logré aprobar el curso, aunque no demostré tener sobre éstas
un dominio tan amplio como el que manifestd en las evalua-
das en el diagnéstico.

El 23% que no logré aprobar el curso y que obtuvo brecha
positiva parece indicar un grupo de estudiantes que, indepen-
dientemente de cémo haya empezado el curso, estd eviden-
ciando avances en los aprendizajes aunque todavia no le son
suficientes para mostrar dominios minimos en las habilidades



complejas requeridas. Teniendo en cuenta que la poblacién de
alumnos que no aprobé el CAUC esta conformada por 180
recursantes y 30 inscriptos nuevos, el alto porcentaje (75%) de
estudiantes que no aprobaron el curso y tienen brecha negati-
va sugiere que un gran numero de estos estudiantes comen-
zaron el curso con cierto grado de conocimiento sobre com-
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petencias poco exigentes. El resultado podria atribuirse, y no
tenemos forma de constatarlo con estos elementos, a: falta de
estudio, supuesta confianza por un resultado aceptable en el
diagnoéstico, estudiantes con dificultades de aprendizaje,
tiempos del curso insuficientes, ritmo acelerado de cursada,
etc. H
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NOTAS

1 Existen mds requisitos sobre éste y los otros puntos que conside-
ramos no son relevantes al trabajo.

2 “Mathematics is a living subject which seeks to understand pat-
terns that permeate both the world around us and the mind
within us. Although the language of mathematics is based on
rules that must be learned, it is important for motivation that
students move beyond rules to be able to express things in the
language of mathematics. This transformation suggests changes
both in curricular content and instructional style. It involves
renewed effort to focus on:
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48
5 u m ﬁ Evaluacion de la falacia de la conjuncion en

Febrero 2005, pp.45-50

alumnos universitarios

Uno de los errores analizados en las investigaciones sobre psicologia del razonamiento probabilistico es la falacia de la conjun-
cion, que consiste en estimar, para la probabilidad de la interseccion de dos sucesos, un valor mayor que la estimada para pro-
babilidad simple de uno de los sucesos. Aqui analizamos los trabajos de investigacion en torno a la citada problemdtica y pre-
sentamos un estudio experimental con 157 estudiantes de psicologia, comparando la influencia de la forma en que son presen-
tados los datos sobre la falacia. Finalizamos con la discusion de las implicaciones para la ensefianza de la probabilidad.

One of the mistakes analyzed in research on the psychology of reasoning is conjunction fallacy, which consists of giving a two-out-
come intersection probability a higher value than estimated for a single outcome one. The research papers analyzed here are tightly
related to it and an experimental study on 157 psychology students is presented comparing the influence of the way fallacy data
are shown. This paper ends up with a discussion on the attached implications for the teaching of probability.

os conceptos de experimento compuesto y probabilidad
conjunta son fundamentales para la correcta aplicacion de la
estadistica, porque estdn presentes en la construccién de las
distribuciones n-dimensionales, distribuciones de estadisti-
cos en el muestreo, asi como en los conceptos de correlacion
y regresion y, posteriormente, en la estadistica multivariante.
Es esencial, por tanto, que el alumno comprenda bien estos
conceptos y diferencie una probablidad simple de otra pro-
babilidad conjunta o condicional. La probabilidad forma
parte del curriculo matemdtico en la educacién secundaria, y,
por tanto, es ensefiada por profesores de matemadticas. Puesto
que la preparacion de estos profesores es esencialemente
cientifica, algunos pueden no ser conscientes de los matices
psicoldgicos ligados a la idea de probabilidad, que han sido
abundamentemente analizados en la investigacion en psico-
logia y que indican que las intuiciones en este campo no
siempre corresponden al conocimiento normativo que se
trata de transmitir en la clase de matemadticas.

En este trabajo analizaremos uno de los errores en razona-
miento probabilistico mas insistentemente documentados en
psicologia, denominado falacia de la conjuncidn, que se rela-
ciona con una falta de comprensiéon de la probabilidad con-
junta. Presentaremos también un estudio exploratorio con
estudiantes de psicologia que sugiere una amplia existencia
de este sesgo entre los mismos. Para contextualizar el trabajo,
hacemos una breve panoramica de las investigaciones sobre
la falacia de la conjuncién.

Antecedentes

Las personas, en su vida cotidiana, no tienen un razonamien-
to estadistico correcto cuando hacen inferencias intuitivas
sobre acontecimientos inciertos, bien porque no han apren-
dido nunca las leyes de la probabilidad, bien porque los pro-
blemas superan sus capacidades de cdlculo mental. En lugar
de usar un célculo de probabilidades normativo, confian en
reglas relativamente simples llamadas heuristicas que son las
que guian sus juicios. Estas reglas tienen aparente validez,
pero a menudo llevan a sesgos predecibles (Kahneman, Slovic
y Tversky, 1982). Una buena revisién de estos trabajos se pre-
senta en Pérez Echeverria (1990) y un resumen de los mismos
en Diaz (2003).

Las personas, en su vida
cotidiana, confian en reglas
relativamente simples llamadas
heuristicas que son las que
guian sus juicios.

Carmen Diaz
Universidad de Granada. Granada.
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Representatividad

La estimacion de la probabilidad de un suceso es un proceso
complejo que requiere interpretar un problema, buscar la
informacién relevante sobre los datos requeridos y elegir la
respuesta apropiada a la pregunta planteada. Algunos proble-
mas de probabilidad que aparecen en la vida diaria estén rela-
cionados con la pertenencia de un elemento a una categoria
(¢Qué probabilidad hay de que el elemento A pertenezca a la
clase B?). Para resolverlos confiamos en la heuristica de repre-
sentatividad que consiste en evaluar la probabilidad de un
suceso por el grado de correspondencia o similitud entre una
muestra y una poblacién, un ejemplar y una categoria, un acto
y un actor o, mdas generalmente, un resultado y un modelo
(Tversky y Kahneman, 1974).

La representatividad se usa para predecir resultados y, gene-
ralmente, produce buenas respuestas, ya que las muestras y
los resultados mas representativos tienen una mayor probabi-
lidad de ocurrencia. Sin embargo, el hecho de fijarnos sélo en
la similitud de la muestra con la poblacién puede llevarnos a
ignorar otros elementos esenciales de la informacién, como la
variabilidad del proceso de muestreo, ocasionando algunos
errores.

La heuristica de
representatividad que consiste
en evaluar la probabilidad de
un suceso por el grado de
correspondencia o similitud
entre una muestra y una
poblacién, un ejemplar y una
categoria, un acto y un actor o,
mads generalmente, un resultado
y un modelo.

Tversky y Kahneman

Falacia de la conjuncion

Uno de los errores tipicos causados por la heuristica de la
representatividad se suele dar en el cdlculo de la probabilidad
de un suceso en un espacio muestral producto, caso en que
puede producirse un gran contraste entre representatividad y
probabilidad. Una de las reglas bésicas de la probabilidad es
que cuanto mds especificamos un suceso, menor es su proba-
bilidad (Tversky y Kahneman, 1982). Por ejemplo, la probabi-
lidad de que una persona sea mujer es mayor que la probabi-
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lidad de que la persona sea mujer de 30 afos y ésta es mayor
que la probablidad de que sea una mujer india de 30 afios.
Estas relaciones de orden entre las probabilidades no se trans-
forman en otras correspondientes de representatividad, sino
que, en ocasiones, la representativad se incrementa cuando
especificamos mas nuestras condiciones. Por ejemplo, supon-
gamos que evaluamos la probabilidad de que una persona
simpatice con ideas socialistas. En este caso, un hombre joven
puede ser mas representativo que un hombre y un hombre
joven que dedica su tiempo libre a actividades de cooperacién
puede ser todavia mas representativo.

Una de las reglas bésicas de la
probabilidad es que cuanto mds
especificamos un suceso,
menor es su probabilidad.
Tversky y Kahneman

Al tratar de estimar la probabilidad de la interseccion de dos
sucesos ocurre a veces un conflicto en los casos en que la
interseccién de los dos sucesos es mas representativa del caso
cuya probablidad se nos pide, puesto que los juicios sobre la
probabilidad estdn mediatizados por la representatividad.
Tversky y Kahneman pusieron a prueba esta teoria proporcio-
nando a diversos grupos de estudiantes con y sin instruccién
en probabilidad problemas similares al Problema 1.

Problema 1. Linda tiene 31 afos, es soltera, extravertida y
muy brillante. Se licencié en filosofia. En sus tiempos de estu-
diante estaba muy comprometida con asuntos de discrimina-
cién y justicia social, y también solia participar en manifesta-
ciones antinucleares. Ordena las siguientes afirmaciones de
acuerdo con su grado de probabilidad

1. Linda es cajera de un banco

2. Linda es cajera de un banco y estd asociada al movi-
miento feminista
Linda es profesora de primaria
Linda participa en el movimiento feminista
Linda trabaja en una libreria y toma clases de yoga
Linda es una trabajadora social
Linda estd afiliada a una organizacién feminista politica
Linda trabaja en una compaiiia de seguros

®© N ook w

Promediando los ndmeros en las diferentes ordenaciones
dadas por cada estudiante se obtuvo la siguiente ordenacion
(de mds a menos probable): (4) > (6) > (5) > (2)> (3) > (7) >(1)
> (8). Es decir, en promedio, los sujetos de la muestra consi-
deraron mads probable el suceso Linda es feminista que el
suceso Linda es feminista y cajera de un banco, lo cual es



correcto. Por otro lado, también este suceso se considera mas
probable que el suceso Linda es cajera de un banco, lo cual
contradice las propiedades de la probabilidad y corresponde a
la falacia de la conjuncidén. Esta respuesta se ha encontrado en
un 80 % de estudiantes en diversos experimentos en que se
plantean un problema de este tipo y el porcentaje de respues-
tas incorrectas no varié ni siquiera en los estudiantes con
mayor nivel de instruccion.

Con el fin de comprobar su hipétesis sobre la falacia de la con-
juncion, los autores plantearon el problema 2 a una muestra
de 93 estudiantes.

Muchas de las dificultades que
las personas tienen con la
comprension de la probabilidad
pueden deberse a la redaccion
de los enunciados.

Problema 2. Supdén que Bjorn Borg alcanza la final de
Wimbledom en 1981. ;Cual de las siguientes afirmaciones
consideras mas probable?

a. Bjorn Borg gana el primer set pero pierde el partido
Bjorn Borg gana el primer set
Bjorn Borg gana el partido
Bjorn Borg pierde el primer set pero gana el partido

po o

En este y otro problema similar referido al presidente Reagan
encontraron que alrededor del 70% de los estudiantes consi-
deraba mds probable la interseccién de los sucesos que un
suceso simple. Los encuestados consideraron mdas probable
que Bjorn ganase el partido (a) y también que ganase el parti-
do aunque perdiese el primer set (d), considerando esto mds
probable que simplemente perder el primer set (b). Tversky y
Kahneman sugieren que los estudiantes usan la heuristica de
la representatividad y basan la probabilidad pedida mds en
esta representatividad (respecto a los éxitos usuales del Bjorn)
que en el calculo normativo de la probabilidad de un suceso
compuesto.

Lenguaje y presentacion de los problemas

Una sugerencia de Pollatsek, Well, Konold y Hardiman (1987)
es que muchas de las dificultades que las personas tienen con
la comprensién de la probabilidad pueden deberse a la redac-
cion de los enunciados. Su hipdtesis se basa en los resultados
de Einhorn y Hogarth (1986), quienes muestran cémo los
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enunciados que usan la conjuncién “y” pueden interpretarse
como probabilidad conjunta o como probabilidad condicio-
nal. Asi, de 24 estudiantes a los que se les hizo la pregunta:
¢Cudl es la probabilidad de ir al supermercado y comprar
café? 9 la interpretaron como una probabilidad condicional P
(comprar café / ir al supermercado), mientras que el resto lo
interpreté como una probabilidad conjunta P (ir al supermer-
cado N comprar café). Una conducta similar se encuentra en
mas de la mitad de los sujetos de la investigacién de Ojeda
(1995).

Gigerenzer (1994) sugiere que nuestra mente estd mejor equi-
pada para resolver problemas de probabilidad (el autor hace
referencia particular a problemas bayesianos) cuando la infor-
macidén y las preguntas se dan en términos de frecuencias.
Llama frecuencias naturales al formato que presenta las fre-
cuencias en forma secuencial, que se asemeja mas a la forma
en que recogemos informacioén de las frecuencias de sucesos
aleatorios en una situacién de muestreo natural a lo largo de
nuestra experiencia. Por ejemplo, en un problema de diagnos-
tico médico, el razonamiento natural de frecuencias se daria
en la siguiente forma: “En 1000 adultos hay 999 sanos y uno
enfermo. Al pasarles una prueba médica, aproximadamente
50 de los 999 sujetos sanos dardn positivos y también el suje-
to enfermo. Luego la probabilidad de que el sujeto esté enfer-
mo si el test es positivo es 1/51 porque solo hay un enfermo
entre los 51 a los que el test dio positivo” En el razonamiento
anterior, el médico no tiene que aplicar toda la complejidad
del teorema de Bayes, sino sélo tener en cuenta los casos favo-
rables y posibles, de modo que el problema de Bayes se trans-
forma en un problema simple de probabilidad.

Segun Gigerenzer, nuestra
mente estd mejor equipada
para resolver problemas de
probabilidad cuando la
informacion y las preguntas se
dan en términos de frecuencias.

En el caso particular de la falacia de la conjuncién, Fiedler
(1988) encontré una reduccién considerable del nimero de
respuestas incorrectas al cambiar el enunciado del problema
1y pedir a los sujetos calcular frecuencias, en lugar de pro-
babilidades. Al plantear la pregunta de la forma: “Dado que un
grupo de n mujeres se ajustan a la descripcién de Linda;
¢Cudntas de ellas serdn cajeras? ;Cudntas de ellas serdn caje-
ras y feministas? encontraron que hasta el 80 % o 90 % de los
estudiantes daban respuestas correctas, ajustadas a la proba-
bilidad de la interseccion de sucesos.
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Enseianza

Muchos y diferentes estudios han tratado de analizar si la
enseflanza mejora el razonamiento sobre las probabilidades
compuestas y evita la falacia de la conjuncién. Tversky y
Kahneman (1983) comparan las respuestas de sujetos con
diferentes conocimientos de probabilidad, encontrando tan
so6lo ligeras mejoras en los que han tenido mayor nimero de
cursos de estadistica, con la excepcién de un grupo de sujetos
con conocimientos estadisticos bastante avanzados. Crandall
y Greenfield (1986) ensefaron sistemdticamente a sus sujetos
a usar diagramas de Venn para resolver problemas similares a
los descritos anteriormente, encontrando una mejoria mode-
rada en el grupo experimental de sujetos. Otros estudios en
los que se usan diagramas de Venn o se fuerza a los alumnos
a considerar sus respuestas y producen alguna mejora en la
resolucién de las tareas se describen en Sedlemeier (1999),
quien considera que la ensefianza de la estadistica mejora la
comprensién de las probabilidades compuestas, pero que los
estudiantes requieren ayudas y claves para la resolucién. La
ensefianza directa de probabilidades compuestas parace ser
mads efectiva aunque todavia la mitad de los participantes en
los diferentes experimentos contintan con la falacia de la con-
juncidn al finalizar la ensefianza.

Los resultados de los estudios anteriores parecen preocupan-
tes, puesto que indican que los estudiantes no son capaces de
utilizar los conocimientos adquiridos en la ensefianza formal
en su razonamiento cotidiano.

Los resultados de los estudios
parecen preocupantes, puesto
que indican que los estudiantes
no son capaces de utilizar los
conocimientos adquiridos en la
enserianza formal en su
razonamiento cotidiano.

Material y método

En nuestro caso hemos tratado de llevar a cabo esta evalua-
cién, dentro de un cuestionario mds amplio que contempla
diversos aspectos de la comprensién de las probabilidades
conjuntas y condicionales. Participaron en la experiencia dos
grupos de estudiantes de primer afio de psicologia, antes de
haber estudiado el tema de probabilidad condicional. Los
items concretos relacionados con la falacia de la conjuncién
que se propusieron a estos estudiantes se presentan a conti-
nuacioén. El primer grupo de estudiantes (n=81) completé los
items 1y 3 y el segundo grupo de estudiantes (n=76) comple-
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té los items 2 y 4. La evaluacidn se llevé a cabo como una acti-
vidad dentro de la asignatura Analisis de Datos en Psicologia,
que ambos grupos cursaban con la misma profesora, inme-
diatamente antes de comenzar el tema de probabilidad condi-
cional. Precisamente la evaluacion se realizé con finalidad
diagnostica, para conocer los posibles sesgos que presentaban
nuestros estudiantes y tenerlos en cuenta en la ensefianza del
tema.4

Sedlemeier (1999), quien
considera que la ensefianza de
la estadistica mejora la
comprension de las
probabilidades compuestas,
pero que los estudiantes
requieren ayudas y claves para
la resolucion.

Item 1. Linda tiene 31 afios, es soltera, extrovertida y muy bri-
llante. Se licenci6 en filosofia. En sus tiempos de estudiante
estaba muy comprometida con asuntos de discriminacién y
justicia social, y también solia participar en manifestaciones
antinucleares. En Granada, hay 100 personas que se ajustan a
la descripcién de Linda, ;Cudntas de ellas consideras que son

a. Cajeras de un banco ?
b. Cajeras de un banco y estdn asociadas al movimiento
feminista ?

Item 2. Bill es un hombre de 34 afos, inteligente pero poco
imaginativo, y en general, poco activo. En la escuela era bueno
en matematicas, aunque se le daban bien las ciencias sociales
y humanidades. En Granada hay 100 personas que se ajustan
a la descripcién de Bill. ;Cuantos de estos hombres conside-
ras que:

a. Tocan jazz en su tiempo libre

b. Son un contable que toca jazz en su tiempo libre

Item 3. Supén que Anna Kournikova alcanza la final de
Roland Garros en 2004. ;Cudl de las siguientes afirmaciones
consideras mas probable?
a. Anna Kournikova gana el primer set pero pierde el
partido.
Anna Kournikova gana el primer set.
c. Los dos sucesos son igual de probables.

Item 4 ;Cual de los siguientes sucesos consideras mds proba-
ble?



a. Aznar mandard mds tropas a Irak y aumentara el pre-
supuesto de becas.
Aznar aumentar4d el presupuesto de becas.

c. Los dos sucesos son igual de probables.

Todos los items son versiones modificadas de los utilizados
por Tversky y Kanhneman (1982). En todos ellos nos hemos
limitado a presentar un suceso simple y otro compuesto, para
evitar la dispersidn de la respuesta si se incluyen demasiados
distractores. Los items 3 y 4 son modificaciones del problema
2 presentado anteriormente y otro equivalente referido al pre-
sidente Reagan, aunque hemos adaptado a nuestro contexto,
usando personajes actuales y sucesos de actualidad que sean
familiares a nuestros alumnos. En los items 1 y 2 (modifica-
ciones del problema 1 y otro equivalente presentado por
Tversky y Kahneman) la principal diferencia es que la solu-
cién del problema se pide en términos de frecuencia y no de
probabilidad, para comprobar la hipétesis planteada por
Fiedler (1988) de que este formato facilita la resolucién de los
problemas. En concreto los items 1 y 2 son versiones seme-
jantes a las usadas en las investigaciones de este autor.

En nuestro estudio, a pesar de
variar el contexto del problema,
en los grupos se presenta una
proporcion semejante de
alumnos que muestra la falacia
de la conjuncion en los items
planteados.

Resultados y discusion

En las Tablas 1 y 2 presentamos los resultados obtenidos en
cada item. Hemos considerado correcto cualquier niumero
que se responda en los dos apartados que componen los items
1y 2, siempre que el alumno estime un mayor nimero de per-
sonas que cumplen la condicién simple (ser cajera o tocar
musica de jazz) que el nimero estimado para la condicién
compuesta (ser cajera feminista o ser contable que toca el
jazz).

A pesar de variar el contexto del problema, en los dos grupos
se presenta una proporcién semejante de alumnos que mues-
tra la falacia de la conjuncién en estos items (da un nimero
mayor de personas para la conjuncién que para el suceso sim-
ple). Es minimo el nimero de alumnos que da una respuesta
correcta, aunque la gran cantidad de respuestas en blanco
hace sospechar que el problema es poco habitual para el
alumno.
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Item 1 Item 2
(Grupo 1, n=81) | (Grupo 2, n=76)
Correcta 5 (6,2) 4 (5,3)
Incorre‘cto Ffalaaa 23 (28,4) 24 (31,6)
conjuncién)
En blanco 53 (65,4) 48 (63,2)

Tabla 1. Frecuencias (y porcentajes) de respuestas en los
items en formato de frecuencias

Resultados en item Item 3 Item 4
3 (Grupo 1, n=81) | (Grupo 2, n=76)
Correcta 30 (37,0) 21 (27,6)
Incorre?cto .(f,alac1a 6 (7,4) 14 (18,4)
conjuncién)
Incorrecto
(equiprobabilidad) 39 (481) 34 (44,7)
En blanco 6 (7,4) 7 (9,2)

Tabla 1. Frecuencias (y porcentajes) de respuestas en los
items en formato de frecuencias

En los problemas 3 y 4 (Tabla 2) el nimero de respuestas
correctas sube considerablemente en los dos grupos, y hay
muy pocas respuestas en blanco, lo que contrasta con la hip6-
tesis de Fiedler (1988) de que los problemas de probabilidad
compuesta son mds sencillos si se plantean en términos de
frecuencias. No obstante, todavia se presenta una fuerte pro-
porcién de alumnos que responden de acuerdo a la falacia de
la conjuncién en los dos grupos.

Hacemos notar también que alrededor del 50% de los alum-
nos en los dos grupos concede la misma probabilidad a los dos
sucesos, lo cual es claramente incorrecto, puesto que la con-
juncién de dos sucesos s6lo puede tener la misma probabili-
dad que uno de ellos si el otro es el suceso seguro. Estos alum-
nos posiblemente razonen de acuerdo a la heuristica de la
equiprobabilidad (Lecoutre, 1992) que consiste en considerar
dos sucesos equiprobables cuando no lo son.

A pesar de que los problemas se pasaron en dos grupos dife-
rentes, se observan los mismos patrones de respuesta. Para
analizar si las diferencias en proporciones de respuestas
correctas son estadisticamente significativas se realiz6 un
andlisis de varianza de medidas repetidas, tomando como fac-
tor intragrupo el tipo de problema (frecuencias o probabili-
dad) y como factor intergrupos el grupo de alumnos. También
se controld el efecto de la variable “nota media de acceso” del
alumno para ingresar en psicologia, que estos alumnos pro-
porcionaron en su cuestionario. Los resultados se muestran
en la tabla 3.
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Efecto F Significacion
Tipo de 42,970 0,000
problema
Grupo 1,283 0,259
Nota
Bachillerato 0,893 0,346
Interaccion 3,650 0,058

Tabla 3. Resultado del andlisis de varianza

Estos resultados nos indican un efecto significativo del tipo de
problema, no siendo asi del curso, interaccién o Nota en Ba-
chillerato. En consecuencia, podemos decir que el problema
de la falacia de la conjuncién se ha presentado en forma simi-
lar en los dos grupos de estudiantes y que no depende de la
calificacion previa de los alumnos en Bachillerato, aunque los
resultados —en contra de lo esperado— son algo mejores en
los problemas presentados en términos de probabilidad, que
en los de frecuencia.
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moy en dia, casi es una obviedad decir que las matematicas
constituyen un eje central de la historia de la cultura y de las
ideas y que, gracias a su universalidad, se aplican en las otras
ciencias, de la naturaleza y sociales, en las ingenierias, en las
nuevas tecnologias, en las distintas ramas del saber y en los
diferentes tipos de actividad humana. Ademds, las matemati-
cas constituyen una herramienta basica para que la mayoria
de las personas puedan comprender la sociedad de la infor-
macion en la que viven, cada vez mas compleja y tecnificada.
Actualmente el desarrollo de toda sociedad, en particular, de
la sociedad espanola, depende en gran medida del desarrollo
cientifico y tecnoldgico, en el cual las matematicas son parte
fundamental. Por tanto, seria ldgico esperar un incremento
generalizado de la cultura matemdtica entre la poblacién. Sin
embargo, no parece que eso sea asi segin algunos estudios
recientes, como los informes PISA, TIMSS, OCDE e INCE.

En general, podriamos decir que la mayoria de las personas
no alcanzan el nivel de alfabetizacién funcional minimo para
desenvolverse en una sociedad moderna. Un gran ndmero de
personas encuentra las matematicas dificiles y aburridas, e
incluso se sienten inseguras respecto a su capacidad para
resolver problemas sencillos o simples célculos. Como afirma
J. A. Paulos (1990) en su famoso libro titulado El hombre anu-
mérico:

El anumerismo, o incapacidad de manejar cémodamente
los conceptos fundamentales de ntimero y azar, atormenta
a demasiados ciudadanos que, por lo demds, pueden ser
perfectamente instruidos... de manera que es frecuente oir
expresiones como: las matemdticas no son lo mio, yo soy
de letras, no entiendo de nimeros, etcétera.

La paradoja parece pues estar servida: las matemadticas, uno
de los conocimientos mas valorado y necesario en las socie-

Divulgacion de las Matematicas

dades modernas altamente tecnificadas es, a la vez, uno de los
mas inaccesibles para la mayoria de la poblacién.

Las anteriores reflexiones suponen un reto: hacer llegar de un
modo asequible el sentido de la actividad matematica a un
amplio segmento de la sociedad. En estos dltimos afos diver-
sos colectivos y personalidades asi lo han manifestado.
Citaremos como ejemplo que en el Acta de la reunién de cie-
rre del Comité del Afio Mundial de las Matematicas 2000, se
aprobd que una de las labores prioritarias a desarrollar en el
futuro era la popularizacién y divulgaciéon de las Matematicas,
con la pretensién de colaborar en la mejora de la cultura cien-
tifica de nuestra sociedad y en un cambio positivo en la imagen
de las Matematicas. Por tltimo, comentar que en el Programa
Nacional de Matemadticas del Plan Nacional de Investigacion,
Desarrollo e Innovacion Tecnolégica 2004-2007 aprobado por
el Consejo de Ministros el 7 de Noviembre de 2003, dentro de
su punto quinto, ‘Actuaciones horizontales asociadas al pro-

La direccion del portal
DIVULGAMAT: en Internet es:

www.divulgamat.net

Coomision de Divulgacion
Real Sociedad Matematica Espaiiola
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grama, se dedica un apartado, el 5.3, al ‘Fomento de la cultura
cientifica y tecnoldgica, mencionandose:

A pesar del desarrollo notable de las Matemadticas en nues-
tro pais y de su creciente implicacién en la ciencia, la tec-
nologia y la economia, existe aiin un problema evidente de
comunicacidn al publico de esta realidad que afecta en con-
secuencia a la falta de vocaciones cientificas. Las medidas
que aumenten la apreciacién puiblica de las Matemadticas
deberian pues ser priorizadas, como se ha puesto de mani-
fiesto en la reciente ponencia sobre La problemdtica de la
ensefianza de las ciencias en la educacién secundaria, des-
arrollada en el Senado en colaboracién con las sociedades
cientificas.

Ante esta situacidn, la Real Sociedad Matematica Espanola
(RSME) ha creado una Comisién de divulgacion, con el fin de
mejorar la actitud social hacia las matematicas, desarrollar la
cultura matematica de nuestra sociedad, deshacer el topico de
ciencias/humanidades, compartir su belleza, animar a las per-
sonas a que sean matemdaticamente mds activas, mostrar las
matemdticas que existen en nuestro entorno, aprendiendo a
mirar la realidad con ojos matematicos, estimular el desarro-
llo de la actividad matemadtica, divulgar la investigacién mate-
madtica que se desarrolla en nuestro pais, incrementar la cul-
tura matemadtica espafola y fomentar las vocaciones matema-
ticas. En resumen, se trata de aumentar la presencia de las
matematicas en la sociedad y de mejorar la actitud, percep-
cién y valoracién que ésta tiene de las matemadticas.

La Comision de Divulgacion de la RSME

La Comisién de divulgaciéon de la Real Sociedad Matematica
Eespanola estd formada por los siguientes miembros: Raul
Ibafiez (presidente), Alberto Bagazgoitia, José Ignacio Extre-
miana, Santiago Fernandez, Fernando Fouz, Mikel Lezaun,
Vicente Liern, Pilar Moreno, Antonio Pérez, Lukas Rodriguez
(webmaster) y Rosa Maria Ros.

Dicha comisidn, tras analizar la situacion en que se encuentra
actualmente la divulgacién matemadtica en Espana, ha disefia-
do una estrategia para desarrollar distintas actividades a
medio y largo plazo. En particular, ha elaborado un plan de
trabajo anual recogido en el proyecto DIVULGAMAT,
Divulgacién Matematica, del que el portal DIVULGAMAT es
parte esencial y que describimos a continuacidn. Este proyec-
to ha sido posible gracias a la accion especial DIF2003-10145-E
del Ministerio de Ciencia y Tecnologia.

El portal DIVULGAMAT

La péagina principal del portal DIVULGAMAT, Centro Virtual
de Divulgaciéon Matemadtica, consta de tres zonas:
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12 Zona, situada en la parte central

El objetivo de la misma es captar la atencion de los visitantes a
la pagina mediante imagenes y fragmentos literarios relaciona-
dos con las Matematicas. Aqui, todos los meses aparecerdn
dos imédgenes impactantes (esculturas, pinturas, edificios, ima-
genes generadas por ordenador, fotografias, imagenes histori-
cas, sellos, etc.) que estén relacionadas con las Matematicas, y
ademds dos fragmentos literarios (poesia, novela, teatro,...)
que contengan alusiones directas a diferentes aspectos de las
Matematicas. Todas estas imagenes y fragmentos se irdn guar-
dando en dos Histéricos de imdgenes y de fragmentos litera-
rios, a los que se podré acceder en cualquier momento.

22 Zona, situada en la parte izquierda de la pagina
El grueso de la informacién ofrecida esta ubicada en esta colum-
na. Su contenido estd distribuido en las siguientes secciones:

+  Retos Matemdticos. Uno de los objetivos definidos en esta
seccién es animar al “publico” a que tenga una relacién
activa con las matemadticas. Una de las formas, que aqui
planteamos, para que realmente exista esa participaciéon
activa y de calidad es que los visitantes se enfrenten a una
serie de retos matematicos. Asi, cada quince dias se pro-
pondran dos retos para que los lectores los trabajen y si lo
creen interesante nos comuniquen sus dudas, reflexiones,
soluciones, o incluso narren su experiencia a la hora de
resolver el reto propuesto. En la quincena siguiente apare-
ceran las soluciones que por diferentes razones se juzgue
interesante mostrar. Habra dos tipos de retos: un problema
de matemdticas mds o menos elemental (del nivel de la
ensefanza secundaria u obligatoria) y otro de un nivel de
bachillerato o de primeros afios de la universidad.

« Historia de las Matemdticas. Sin duda, este es uno de los
apartados con mayor peso dentro de este portal, tanto por
su contenido como por su trascendencia. En el mismo se
podran encontrar las siguientes subsecciones: Biografias
de matematicos ilustres, Temas matematicos, Obras clave
en la Historia de las Matemadticas, Las Matemadticas en
diferentes culturas, Articulos de las secciones “Historia” y
“Mirando hacia atrds” de La Gaceta de la RSME, Historia
de las Matemadticas a través de la imagen, Biografias de
matemadticos espaiioles, Recuperando la memoria: La
Gaceta Matematica 1949-1982.

« Publicaciones de divulgacién. Uno de los grandes proble-
mas con que se encuentran las publicaciones de tipo divul-
gativo o diddctico en nuestro pais es que no llega informa-
cién de las mismas a la sociedad. Por ejemplo, rara vez los
medios de comunicacién hacen reseflas o comentan las
publicaciones relacionadas con las matematicas. Por ello,
en esta seccién vamos a realizar bases de datos con infor-
macién de publicaciones en formato libro, video, revista y
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articulos de periddicos, con contenidos divulgativos de
diferentes niveles. En estas bases de datos se dard informa-
cién precisa de las publicaciones, asi como reseiias criticas
de las mismas.

Textos on-line. En esta seccién se podrdn encontrar textos
matematicos, en formatos de facil utilizacién como por
ejemplo ficheros pdf, inéditos o que han tenido una difu-
siéon muy reducida o efimera. Estos textos serdn cursos,
seminarios, conferencias, premios culturales o de divulga-
cién, lecciones inaugurales, discursos de las academias,
jornadas matematicas, etc.

Exposiciones Virtuales. Una forma interesante y atractiva de
divulgar las Matematicas es mediante la organizacién de
exposiciones. La belleza de las imagenes que conforman la

exposicién tiene como objetivo captar la atencién del publi-
co para que se interese por lo que estd viendo. De esta mane-
ra, las matematicas van apareciendo de forma natural a tra-
vés de la propia imagen, del objeto expuesto o del texto que
les acompana. El interés por las Matemadticas relacionadas
con la exposicién va surgiendo de forma espontinea en el
publico que sin darse cuenta estd pidiendo mds explicacio-
nes, mds material... Esta seccién estd formada por cinco
series de exposiciones, que se irdn renovando periédica-
mente, aunque seguiran guardandose las viejas exposiciones
de cada seccién. Los titulos de estos apartados son: Arte y
Matemdticas, Fotografia y Matematicas, Libros matemati-
cos, Exposiciones con Historia, La Exposicién de...

Cultura y Matemdticas. Aqui se pretende mostrar y expli-
car de forma sencilla y atractiva la presencia de las Mate-
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madticas en otras manifestaciones culturales. Para este afio
se estdn organizando ya las siguientes subsecciones: Las
Matematicas en la Ciencia-Ficcidén, Musica y Matematicas,
El Rincédn Matemdgico, Matematicas y Cine, Matematicas
y Teatro, Matematicas con Papiroflexia, Juegos...

Erase una vez...un problema. Estos cuentos con proble-
mas, o estos problemas contados, han sido escritos con la
intencion de entretener y hacer pensar tanto a aquellos que
se escudan en que son “de letras” para justificar su rechazo
hacia las matemadticas, como a aquellos “de ciencias” que
estan convencidos de que las matematicas tienen que ser
muy serias, con el riesgo consiguiente de convertirlas en
aridas, asi como a todos los que puedan estar interesados
en divertirse un poco. Queremos demostrar que letras y
nimeros no estan refiidos, como se comprobara en estos
“cuentos problematicos’, a los que hemos intentado afadir,
ademds, una buena dosis de humor.

Matemadticas en Accion. En esta seccion encontraréis
informacion, articulos e iméagenes sobre el concurso para
profesores Fisica + Matemdticas en Accidn, asi como un
apartado de experimentos para realizar en el aula o en
casa, para aprender Mateméticas con ellos o para crear de
recursos diddcticos innovadores.

Recursos diddcticos de Matemdticas. Uno de los objeti-
vos de este portal es crear una guia comentada de recur-
sos didécticos en la que profesores (de primaria, secun-
daria y universidad), estudiantes y aficionados a las
matematicas puedan encontrar materiales de aprendiza-
je o autoaprendizaje de las matemadticas. A corto plazo
esta seccion tendrd tres secciones: Recursos Didécticos
en Internet, Recursos para el aula de Matemadticas y
Juegos (Juegos como materiales diddcticos y Juegos de
estrategia).

Enlaces de interés. En esta seccion se dard un listado de
interesantes enlaces relacionados con las matematicas,
prestando especial atencién a las paginas web de conteni-
do divulgativo o didéctico. Cada una de las paginas vendra
acompafiada de un comentario critico realizado por la
comisién de divulgacion, asi como una pequeiia descrip-
cion de sus contenidos. Los enlaces estardn clasificados
por su tematica.

o Sorpresas Matemdticas. Esta seccion de DIVULGAMAT
pretende poner a disposicidn del visitante pequenas joyas
matemadticas de rdpida lectura. Como su propio nombre
indica, Sorpresas Matemdticas es una seccién donde el
visitante nunca estara seguro de lo que alli aparecerd, aun-
que eso si, serdn pequefias sorpresas, interesantes y cauti-
vadoras. Entre estas sorpresas tendremos anécdotas de
matematicos, curiosidades, citas con contenido matemati-
co, chistes matematicos, acertijos, caricaturas, ilusiones y
paradojas, demostraciones sin palabras...

+ Quienes somos. En este apartado aparecen los miembros
de la Comisién de Divulgacion de la RSME, junto con una
carta de presentacion en la que se hace un llamamiento a
la comunidad cientifica espafiola para que colabore en este
interesante proyecto.

+ Sugerencias. Esta es una pagina interactiva, por lo que dis-
pone de un sencillo formulario que facilita que los lectores
envien sus sugerencias, ideas, criticas...

o Buscador. La pagina web DIVULGAMAT cuenta en su
pégina inicial con un buscador que permitira al visitante
localizar cualquier materia en la que esté interesado.
Pensamos que el buscador es una herramienta imprescin-
dible para toda pagina web, de gran valor para el visitante.

« Noticias. En este espacio se pretende difundir las noticias
matemadticas o con contenido matemadtico. Aqui caben
desde noticias relacionadas con la investigacién matemati-
ca pero susceptibles de tener una repercusién social (al
estilo de la demostracién del teorema de Fermat), pasando
por premios que se concedan a matemdticos o a obras
matemadticas, hasta noticias con un marcado tono divulga-
tivo.

+ Eventos. Siguiendo con la filosofia de la informacion, en
esta seccion se recogerdn y se acercaran a la comunidad
cientifica y a la sociedad en general los eventos de caracter
divulgativo, diddctico,... que se celebren en Espaiia. Desde
aqui animamos a la colaboracién para que se nos remita y
asi podamos difundir las convocatorias de este tipo de
eventos.

Para terminar, como antes hemos mencionado, el portal
DIVULGAMAT que acabamos de presentar no es la tnica
realizacién que se ha propuesto llevar a cabo la Comisién de
Divulgacion de la Real Sociedad Matematica Espanola. En un

32 Zona, situada en la parte derecha de la pagina futuro no muy lejano daremos cumplida informacién del desa-
Actualmente consta de los siguientes apartados: rrollo de esas otras actividades. W
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uele ser la muerte la que marca los tiempos de la historia.
Suele ser ella quien da sentido a cada frase, selecciona los
hechos y decide sobre su valor de verdad y trascendencia. Ella
es la culpable de que dediquemos este articulo a un amigo,
Mariano Hormigon, que, después de haber dedicado una gran
parte de su vida a la Historia de la Ciencia, este verano pasé
a formar parte de ella.

El nos ensefié a ver la historia como un arma cargada de futu-
ro y nos ilusioné con la posibilidad de esperar algo de ella
cuando aiin no habiamos acabado la carrera. El, que tenia el
don de la palabra —y era un auténtico cotilla histérico'—, nos
subyugé con la suya en aquellas brevisimas sesiones de tres
horas del Diploma. El nos enseié a pensar la historia mds alld
del positivismo de la mera enumeracion de hechos, a ver que
ni siquiera esa seleccion era justa u objetiva. De él bebimos la
pasion por escrutar esa parte de la historia que silencian las
versiones oficiales. Por delimitar sus intenciones, por inscribir-
las en su propio marco filoséfico, econdémico, histérico y politi-
co. El nos contagio el placer por trascender las verdades histd-
ricas firmemente asentadas y el entusiasmo por desenredar
esas mentiras oficiales, hdabilmente urdidas, que la repeticion
acaba convirtiendo en verdades insoslayables.

Por eso, desde la modestia de quienes suscribimos estas line-
as, este articulo, los que le precedieron y los que vengan,
estdn dedicados a su memoria. Pretenden ser, un discreto
homenaje en medio de ese impenetrable silencio cargado de
culpa, que le dedica la Universidad de Zaragoza y que espe-
ramos que sea tan solo temporal y circunstancial. Porque,
mds alld de las diferencias personales, profesionales o ideo-
logicas, sélo desde la mezquindad podria negdrsele el home-
naje publico que merece quien, gracias a su esfuerzo y a su
denodado trabajo contra viento y marea, consiguié que esta
Universidad tenga, en Historia de la Ciencia, una presencia
y un prestigio nacionales e internacionales que, para los que
conocimos en otros momentos la desafeccion por esta disci-
plina, nos parece impensable. Nosotros, desde este rincon,
desde la confianza con que nos honrdis cada niimero, nos
unimos a ese homendaje.

En torno al Triangulo Aritmético
que algunos llaman de Pascal.
La autoria (I)

Mariano Hormigén Bldzquez

Y quizds por ese bien aprendido afdin de transgredir las nor-
mas para intentar ver el sol desde las sombras y porque, desde
nuestra modestia, pretendemos que la muerte de Mariano,
como todas, sirva para alimentar la vida, comenzaremos esta
segunda serie de articulos dedicados a temas elementales y
recurrentes de la Secundaria, por escribir la historia al revés,
tratando de responder con el trabajo de nuestros alumnos y
alumnas, aunque sea implicita y parcialmente, a aquel reto,
sobre el que tantas veces reflexionamos en el Diploma de
Historia de las Ciencias y de las Técnicas y que, al menos para
nosotros, seguia activo desde las III JAEM’: ;Cudl debe ser el
papel de la Historia en clase de Matemadticas?

Carlos Usén Villalba
Angel Ramirez Martinez
historia.suma@fespm.org
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El ser humano es el Gnico ordenador que guarda la informa-
cién en formato biolégico, de tal manera que desaparece con
él en el instante mismo de la desconexién. Los que somos pro-
fesores tenemos la suerte de poder guardar ese conocimiento
en formato de red, bioldgica también, pero de red. De tal
forma que el receptor, aunque no lo conserve de forma fide-
digna, tiene la capacidad de enriquecerlo o donarlo a otros
para que lo enriquezcan. Hay formatos mucho menos fragiles
y mds inequivocos. Hasta el siglo pasado, los libros en sus
multiples variantes a lo largo de los tiempos: pergamino,
barro, piedra, papiro, etc. Pero a ellos llega una minima parte
de esa informacién, pues cuando llega a oleadas (como suce-
de ahora) es imposible recuperarla eficazmente de forma indi-
vidualizada.

Los conceptos cientificos han
flotado durante siglos
estancados en el magma
inconexo de la imprecisién a la
espera de un desarrollo efectivo
que, casi siempre, ha sido fruto
de un complejo proceso de
asimilacion-transmision.

En cualquiera de los casos, y a pesar del empeiio de la historia
por buscar el origen del conocimiento, a pesar de su exalta-
cion de las fuentes escritas, los conceptos cientificos han flo-
tado durante siglos estancados en el magma inconexo de la
imprecision a la espera de un desarrollo efectivo que, casi
siempre, ha sido fruto de un complejo proceso de asimilacién-
transmision en el que ha jugado un papel mas importante la
posibilidad de transgredir las normas establecidas, la actitud
de pensamiento en libertad que han conquistado para si sus
autores®, o que han propiciado los maestros, que los propias
evidencias en las que se fundamentan. Las geometrias no
euclidianas pueden ser el ejemplo paradigmatico de esta cer-
teza pero es sélo uno mds entre los muchos posibles. Y es por
ello por lo que hemos querido simbolizar en el Tridngulo
Aritmético ese acto colectivo de creacion cientifica. De
hecho, sus primeros pasos se pierden en el tiempo sin que sea
facil precisar cuando y dénde surge por primera vez. Un ané-
nimo nacimiento que caracterizard también su desarrollo
durante siglos hasta que el salto conceptual que llevara al cal-
culo infinitesimal sea un hito de tal calibre que el orgullo
eurocentrista decida acogerlo como un objeto propio y lo bau-
tice con el apellido de uno de los mas renombrados filésofos
del cristianismo.
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En este proceso ha jugado un
papel mds importante la
posibilidad de transgredir las
normas establecidas, la actitud
de pensamiento en libertad que
han conquistado para si sus
autores, que los propias
evidencias en las que se
fundamentan.

El Triangulo de Pascal antes de Pascal

En esta puesta en escena de lo que fue y supuso el Tridngulo
Aritmético, podemos empezar por dar un repaso a lo que nos
dictan las versiones oficiales, aquellas que con su predica-
mento han enraizado en nuestras mds firmes convicciones,
fruto, en este caso, no tanto de sus asertos como de la visién
inducida que dejaron tras ellos.

Dice Nicolas Bourbaki [1972, pag. 72, 73]

Los problemas generales agrupados bajo el nombre de
‘Andlisis combinatorio’ no parecen haber sido considerados
antes de los ultimos siglos de la Antigiiedad Clasica, tnica-
mente la férmula

n _n(n-1)

2 2

aparece en el siglo III de nuestra Era. El matemdtico
Bhaskara (siglo XII) conocia la férmula general para

n

p

Un estudio mads sistematico se halla en la obra de Levi ben
Gerson. A principios del siglo XIII: obtiene la férmula de
recurrencia que permite calcular el niimero de variaciones
de n elementos tomados de p en p, y en particular el nime-
ro de permutaciones de # objetos, enunciando las reglas
equivalentes a las relaciones

n VP n n
)= Y\ p|T\n-p

Pero este manuscrito no parece haber sido conocido por sus
contemporaneos, y los resultados fueron siendo hallados
poco a poco por los matemdticos de los siglos siguientes.
Entre los progresos posteriores seflalamos que Cardano
demostré que el nimero de partes no vacias de un conjun-
to de # elementos es 2"-1; Pascal y Fermat fundando el cal-
culo de probabilidades, vuelven a encontrar la expresién



n

p

’

y Pascal es el primero que observa la relacién entre estos
numeros y la férmula del binomio: ésta parece haber sido
conocida por los drabes del siglo XII, y por los chinos del
X1V, y se habia vuelto a encontrar en Occidente a princi-
pios del siglo XVI, al igual que el método del célculo recu-
rrente llamado del ‘tridngulo aritmético, que se atribuye
corrientemente a Pascal. Finalmente Leibniz obtiene hacia
1676, sin publicarla, la férmula general de los ‘coeficientes
multinomiales) encontrada independientemente y publica-
da por Moivre veinte afios después.

No hemos encontrado en los manuales al uso de historia de la
ciencia ninguna otra referencia a los nimeros combinatorios
en la antigiiedad clasica, pero si esa formulaciéon general de
n(n-1)/2 para un ntmero triangular. Sin embargo, ya en el
siglo VI a. de C. y en la India, la medicina védica afirmaba que
se podian conseguir 63 combinaciones a partir de seis sabores
distintos’. Esa preocupacién combinatoria se traslad6é tam-
bién al campo de la métrica poética hacia el 400 a. de C. y
gener6 un concienzudo andlisis sobre la combinacién de soni-
dos cortos y largos, que Pingala recogié en un libro titulado
Chandasutra. El resultado numérico conformaba las diferen-
tes filas de un Tridngulo que, en este contexto, llamaremos de
Halayudha en lugar de Pascal.

Las referencias a la aparicion
del triangulo de los coeficientes
del binomio, conocido
actualmente como tridngulo de
Pascal son bastante frecuentes
en los textos de historia de las
matemdticas aunque, por lo
general, se le dé poca
importancia y se despache el
tema de su presencia fuera de
occidente con una frase.

Es cierto que los resultados de las matematicas védicas pudie-
ron ser fruto, ‘sin mas; de un recuento de casos elaborados de
forma exhaustiva y que, por tanto seguiriamos sin contradecir
la afirmacién de Bourbaki. Pero la realidad es demasiado terca
y, en las matemadticas jainistas, unos 300 afos a. de C., tam-
bién hubo referencias explicitas a las combinaciones como
herramienta aritmética de cardcter general aplicable a cual-
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quier cuestién que supusiese hacer recuentos de casos. Asi, el
Bhagabati Sutra, propone problemas sencillos de combinato-
ria aplicados, nada menos, que a la organizacién en clases de
las categorias filoséficas fundamentales, aunque, en otro
momento, haga referencia a agrupaciones de los cinco senti-
dos o de un niimero determinado de mujeres, hombres y
eunucos. Pero, a partir de ese estudio el texto ofrece las fér-
mulas correspondientes al nimero de Cy V,para cualquier n
y para un k inferior o igual a 3. Limitacién que parece mas
estética que técnica puesto que alude a la generalizacion del
método para los valores de 7 y k que se deseen’.

Boyer afirma timidamente que
el nombre de Tridngulo de
Pascal le parece inadecuado. Y
no es para menos: Chu Shih
Chieh ya habia hecho un
extenso tratamiento sobre esta
herramienta aritmética tres
siglos y medio antes de que
Pascal se ocupara de él.

Las referencias a la aparicidn del tridngulo de los coeficientes
del binomio, conocido actualmente como tridngulo de Pascal
son bastante frecuentes en los textos de historia de las mate-
maticas aunque, por lo general, se le dé poca importancia y se
despache el tema de su presencia fuera de occidente con una
frase®. La raz6n de que no se llegue a obviar esa presencia es
bien simple, hay una prueba irrefutable que, por su exotismo,
se ha popularizado ampliamente. Se trata del Viejo método del
diagrama de los siete cuadrados multiplicativos del Szu yuan
yii chien (El precioso espejo de los cuatro elementos) de Chu
Shih Chieh de 1303.

La misma referencia a la antigiiedad del método, a la que
alude Chu en el titulo, nos sita ante un sistema ampliamente
extendido en China antes de 1303. Ahora bien, si tomamos la
India como referencia, ya en el siglo X Halayudha recoge las
combinaciones de sonidos en forma de tridngulo en un
comentario al Chandasutra de Pingala. Esa misma disposi-
cién triangular que veremos después en China, en la famosa
portada del Szu Yuan Yii Chien y que, sin embargo, no encon-
traremos en el mundo drabe ni en Europa, donde los coeficien-
tes del binomio apareceran dispuestos en forma rectangular.

Carl B. Boyer [1986, pag. 269] sittia la aparicion del Tridngulo
hacia el 1100, relacionandolo con el calculo de raices y no de
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potencias. Seguin este mismo autor, es posible que, por esa
misma época’, lo conociese Omar Khayyam. La hipétesis parte
de una frase de su Algebra en la que hace referencia a una regla
que habia descubierto para calcular las potencias cuartas,
quintas, sextas y de grado mds elevado de un binomio.

Boyer afirma timidamente que el nombre de Tridngulo de
Pascal le parece inadecuado. Y no es para menos: al margen
de lo dicho anteriormente, Chu Shih Chieh, tanto en El pre-
cioso espejo de los cuatro elementos, al que nos referimos en el
parrafo anterior, como en su Introduccién a los estudios mate-
mdticos (Suan Shu Chi Meng) de 1299, ya habia hecho un
extenso tratamiento sobre esta herramienta aritmética tres
siglos y medio antes de que Pascal se ocupara de él. Pero es
que, a principios del siglo XV, aproximadamente un siglo des-
pués de su publicacién en China, aparece también en la obra
de al-Kashi. Casi un siglo antes de que naciera Blaise Pascal,
aparece impreso en la portada de una de las aritméticas
comerciales alemanas del XVI, concretamente en el Rechnung
(1527) de Pedro Apiano. Y, también formo parte, entre otras,
de la Arithmetica integra de Michael Stifel (1544) famosa por
haber sido considerada como la primera en hacer uso de los
signos “+” y “~” en lugar de la “m” y la “p” de los italianos. Y
después escribieron sobre él otros autores como Tartaglia en
1556, Stevin en 1625 o Herigone en 1634. Todos ellos anterio-
res a Pascal, ya que se piensa que debié de desarrollar su
Tratado poco antes de 1654, ano en que lo menciona en una
carta dirigida a la Academia de Ciencias de Paris.

Es muy probable que Pascal no
sofiase nunca con que se pudiera
asociar el Tridngulo Aritmético
a su persona. No parece que
fuera la vanidad quien guiase
sus actos.

El sueio que no fue de Pascal

Es muy probable que Pascal no sofiase nunca con que se
pudiera asociar el Tridngulo Aritmético a su persona. No
parece que fuera la vanidad quien guiase sus actos. Seria
indigno de su condicién de jansenista y del ideal de honnette
homme al que aspiraba®. Como prueba de esa actitud humilde,
en su Gltima carta a Fermat escribe:

Adpvierto vuestro método para los repartos tanto mas que
lo entiendo muy bien. [...] buscad en otra parte quien os
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siga vuestras invenciones numéricas, de las que me hacéis
el honor de enviarme los enunciados. Por lo que a mi res-
pecta, os confieso que eso me sobrepasa en mucho; sélo
soy capaz de admirarlas.

Y es que Pascal, fundamentalmente, estaba preocupado por la
religién’ y, en el plano cientifico, por la fisica y la geometria.
El optsculo que trata acerca de la herramienta matematica
que algunos han bautizado con su nombre, fue publicado en
1655. Para entonces, Etienne Pascal, su padre, a la vista de la
decadencia de la “nobleza de toga” a causa del empuje del
absolutismo real, ya habia vendido™ su cargo de segundo pre-
sidente del Tribunal de lo Contencioso sobre impuestos indi-
rectos' de Clermont y abandonado esta ciudad para instalar-
se con sus hijos en el renovado Paris de mediados de siglo.
Blaise, que seria instruido en ciencias y humanismo por su
propio padre bajo la perspectiva del perfecto hounette
homme", a la edad de 11 afos habia escrito un Tratado sobre
los sonidos y redescubierto, a los 12, las primeras 32 proposi-
ciones del Libro Primero de los Elementos de Euclides. A los
17, en ese trascendental ano de 1640 en que se editan las obras
claves del enfrentamiento religioso que presidié su vida: el
Augustinus de Jansenio y el Imago primi soeculi societatis Jesu,
publica su Ensayo sobre las conicas.

Un afio mas tarde la Inquisicién condenaba el jansenismo y
otro después, Pascal, con 19 afios, inventaba su Mdquina de la
aritmética y el papa Urbano VIII confirmaba la condena a esa
opcidn religiosa que seria abrazada por la familia Pascal cua-
tro afios después. Los Pascal no fueron los unicos, entre los
desclasados de aquella noblesse de rope que se resistia a con-
vertirse en noblesse de Cour, que se adhirieron a esta doctrina
en la que quisieron ver un rechazo frontal al despotismo real”
a partir de su radical oposicion al absolutismo religioso de
Roma. Este es un hecho absolutamente determinante en lo
que se refiere tanto a la actividad intelectual de Pascal como a
los procesos de cambio que se desarrollaron en sus conviccio-
nes. No en vano, el jansenismo naci6, fundamentalmente,
como oposicién a los principios religiosos que proclama la
Compaiifa de Jesus"™. Su figura, como pensador, hay que
enmarcarla en lo que fue el humanismo francés que le prece-
dié y compartié época con €, y en el que podemos citar, por
aquello del renombre, a Montaigne, Descartes o Voltaire.
Estos ultimos, por ejemplo, fueron educados por los jesuitas.

Entre el vacio y la teologia®

En 1647" Descartes visita a Pascal y, unos meses mas tarde, se
publican sus: Nuevas experiencias relativas al vacio” dando
paso a distintos experimentos sobre el vacio que, a partir de
aquellos primeros de Clermont, Puy-de-Ddéme y Saint Jaques
encargados a Florin Pérrier, configurarian, un afio mds tarde,
su inconcluso Tratado sobre el vacio. Todo ello en medio de la



disputa jansenista en la que participa activamente y que pare-
ce ocupar la mayor parte de su tiempo y energias intelectua-
les. Fue en esta convulsa época religiosa en la que Inocencio X
declara heréticas primero cinco propuestas atribuidas a los
jansenistas (1653) y después condena toda su doctrina (1654);
en la que ademas fallecen su padre (1651) y Descartes (1650),
profesa su hermana Jacqueline (1653) y tiene la famosa expe-
riencia mistica de ‘la noche de fuego™, en la que escribe:
Tratado del equilibrio y el peso de la masa de aire, De nume-
ris multiplicatibus, Potestatum Numericarum summa,
Oracién para pedir a Dios el buen uso de las enfermedades,
Sobre la conversion del pescador”, el Tratado sobre el
Tridngulo aritmético y las tres Cartas a Fermat (1654)*. Dos
aflos mas tarde, concretamente entre 1656 y 1957, veran la
luz, de una forma totalmente clandestina, sus panfletos™ anti-
jesuiticos, popularmente denominados Cartas Provinciales.
Este lego metido a polemista irénico, sarcastico las mas de las
veces, cdustico muchas otras, pretendia acercar al lector los
principios que, en materia de fe, los te6logos profesionales
habian convertido, segtn su juicio, en meras formulaciones
muertas.

Pascal, lego metido a polemista
irdmico, sarcdstico las mds de las
veces, cdustico muchas otras,
pretendia acercar al lector los
principios que, en materia de fe,
los tedlogos profesionales habian
convertido, segun su juicio, en
meras formulaciones muertas.

El Pascal de las Provinciales™ fue jansenista en la acepcion tra-
dicional y primitiva del término que es, a la postre, la mds usual.
Como tal, se posiciona frente a la conciencia® como realidad
humana fundamental, como iluminacién que no deja sombra
de uno mismo y es capaz de identificar con absoluta claridad el
pecado, y frente a la voluntad que, hecha propdsito de enmien-
day, enlo que al pecado se refiere, permite liberarse de él y pre-
senta al ser humano como sefior de si mismo. Pues bien, frente
a todo ello, la lectura que el obispo Jansenio hace de San
Agustin, postula la miseria del hombre sin Dios, como dira el
propio Pascal, quien tampoco perdera la ocasion para ironizar
en Las Provinciales sobre el embrollo acerca de la gracia actual,
suficiente y eficaz en el que se enzarzaron los jesuitas y para cri-
ticar su posicionamiento en lo moral. O mas bien la laxitud con
que los ignacianos examinan, valoran y justifican determinadas
desviaciones morales dependiendo de quién fuera su autor. Y es
que, en Pascal, pese a su radicalismo cristiano y su pesimista
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concepcién de la naturaleza humana, aflora siempre esa con-
vencida defensa de los derechos de la persona —y especial-
mente de su pensamiento— frente a todo tipo de absolutismo,
ya sea politico o eclesidstico.

Y, como no podia ser de otro
modo, esta actitud personal
trasciende lo teolégico para
plantear los mismos
posicionamientos que acabarian
alejandolo del jansenismo y
acercdndolo a lo que fue en
definitiva la esencia de sus
Pensamientos: la originalidad.

Y, como no podia ser de otro modo, esta actitud personal tras-
ciende lo teoldgico para plantear, en su tratado sobre el vacio,
los mismos posicionamientos que acabarian alejaindolo del
jansenismo en sus Gltimas provinciales y acercandolo a lo que
fue en definitiva la esencia de sus Pensamientos: la originali-
dad. Una originalidad que afectara a todas sus posturas, razo-
namientos y convicciones y que lo hace especialmente signifi-
cativo en la historia de la filosofia por su oposicién al carte-
sianismo. Ese es el Pascal mds conocido, el de los Pensa-
mientos llamados a ser una inconclusa Apologia del cristianis-
mo, el Pascal de Inocencio XI y Clemente XI, el que niega el
Método como razén dltima del orden moral. Pero, desde el
punto de vista del Tridngulo Aritmético, del momento preci-
so en el que se gesta, nos interesa mas el Pascal jansenista que
ataca a los jesuitas al mismo tiempo que niega a Descartes y
defiende esa doble vida de percepcion de la verdad: la razén
para la ciencia, el espiritu para Dios.

El posicionamiento cientifico

El prefacio del Tratado sobre el vacio, es muy probable que lo
escribiera Pascal hacia 1647. Su actitud nos recuerda en gran
medida, aunque con un tono de critica mucho mads tibio, a la
que, cuatro siglos antes, adoptara Pedro Alfonso en su Carta
a los sabios franceses. Comienza ast:

El respeto que inspira la antigiiedad es hoy dia tan grande
en las materias en que debe tener menos fuerza, que con-
vertimos en ordculos todos sus pensamientos, y en miste-
rios sus afirmaciones errdéneas, sin que sea posible exponer
novedades sin peligro y el texto de un autor (de la antigiie-
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dad) basta para destruir los mds sélidos razonamien-
tos...[...] No pretendo anular su autoridad [...] en las mate-
rias en las que se busca solamente saber lo que otros escri-
bieron, como en la historia, en la geografia, en la jurispru-
dencia, en las lenguas y, sobre todo en la teologia, [...] hay
que recurrir a sus libros [...] No sucede lo mismo con los
asuntos que caen bajo el juicio o el razonamiento: la auto-
ridad es inutil; s6lo la razén puede comprenderlos.

Y continta con un alegato que parece mds conectado con lo
que expresa en su tratado sobre el Tridngulo Aritmético que
sobre ninguna otra cosa:

[...], la mente encuentra una libertad total para extenderse
sobre ellos; su fecundidad inagotable crea continuamente y
sus inventos pueden ser a un tiempo sin fin y sin interrup-
cién...

La critica que ejerce en este prologo es extensa y le sirve ade-
mds para diferenciar con claridad la postura que se debe
adoptar ante la teologia, su gran preocupacion. En esos temas
recurre a esa obediencia ciega, que niega en los cientificos,
para afirmar que

la gran desgracia del siglo es que vemos muchas opiniones
en teologia, desconocidas en toda la antigiiedad, defendi-
das con firmeza y aceptadas con aplauso mientras que las
que se producen en fisica, [...], parece que deben ser con-
vencidas de falsedad en cuanto se opongan por poco que
sea a las opiniones establecidas. ;Cémo si el respeto que se
tiene a los antiguos filésofos fuese un homenaje inexcusa-
ble y el que se tiene a los mds antiguos de los Santos Padres
una mera cortesfa!

Ahora bien, esa censura que ejerce sobre los que aportan la
mera autoridad como prueba no la traslada a la autoridad en
si sino que, por el contrario, nos hace herederos y depositarios
de ella, nos constituye en parte indisoluble de la misma:

los primeros conocimientos que (los antiguos) nos han
transmitido han servido de peldaiios para los nuestros, [...]
Desde esa altura es desde dénde podemos descubrir cosas
que a ellos les era imposible ver. [...] no sélo cada uno de los
hombres avanza dia tras dia en las ciencias sino que todos
los hombres hacen un continuo progreso a medida que el
universo envejece [...] y como nosotros hemos unido a sus
conocimientos la experiencia de los siglos que les han
seguido, es en nosotros donde se puede encontrar esa anti-
gliedad que honramos en ellos.

Aqui Pascal, se posiciona frente al solipsismo de Descartes™
para alinearse con un nuevo concepto de “progreso” que
vemos auspiciado por F. Bacon® (1561-1626) y mas tarde por
Leibniz (1646, 1716). Al igual que Bacon separa el desarrollo
de la ciencia del de la filosofia entendida como especulacién
deductiva a partir de primeros principios. Ahi radica la nueva
y definitiva orientacién del pensamiento cientifico.

No se debe hacer nunca un juicio decisivo de la negativa o afir-
mativa de una proposicion hasta que [...] la mente no tenga
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medio alguno para dudar de su certeza, le dird al jesuita
Estienne Noel en respuesta a su primera carta. Es evidente
que se refiere a la ciencia pero nos queda la duda de qué estd
hablando Pascal en esta dura, aunque mesurada y politica-
mente correcta, respuesta en la que dedica un largo trecho a
evidenciar lo que debiera ser el método cientifico para termi-
nar sentenciando:

...y reservamos para los misterios de la fe, que nos ha reve-

lado el Espiritu Santo, esa sumisién de la mente que deter-

mina nuestra creencia en unos misterios ocultos a los sen-
tidos y la razén®.

Esta actitud general de Pascal, que puede sorprendernos hoy
por asumir la contradiccién sobre el conocimiento con tal
naturalidad, hay que enmarcarla dentro de su particular posi-
cion frente al cartesianismo® que, en cualquier caso, profun-
diza un distanciamiento entre razén vy fe, entre ciencia y teo-
logia que a la larga sera fundamental para el desarrollo de la
ciencia.

Parecia obligado hacer una glosa de aquel cuyo nombre se ha
utilizado como distintivo de una herramienta matematica
que desde nuestro punto de vista simboliza la génesis anéni-
ma del conocimiento cientifico a partir sus aplicaciones
practicas. Pero, desde ese punto de vista, no es el de Pascal
el peor apellido que se podia haber asociado al Tridngulo.
Todos los datos de que se dispone nos animan a pensar que
este recurso matemdtico participd, de alguna manera, a tra-
vés de él, de ese doble simbolismo: primero porque entendia
el conocimiento cientifico como algo acumulativo: todas las
generaciones de hombres™ se pueden pensar como un solo
hombre cuya vida perdura y estd siempre aprendiendo llega-
ria a escribir. En segundo lugar porque, aunque no explica
que el estudio del Tridngulo Aritmético fuese sugerido por
los problemas que le plantea el caballero de Méré, todo hace
pensar que asi fue y la correspondencia que sobre el tema
mantiene con Fermat lo corrobora. De hecho, Pascal conoce
a Antoine Gombaud, caballero de Méré, en el otono de 1653,
el Tratado sobre el Triangulo Aritmético es anterior a 1654
y, por tanto, a la primera carta de Pascal a Fermat que es del
29 de Julio de 1654. No sabemos la fecha exacta en que
Gombaud y Mitton proponen a Pascal los dos famosos pro-
blemas, pero en Diversos usos del Tridngulo Aritmeético cuyo
generador es la unidad ya aparece un subcapitulo (III) titu-
lado: Uso del Tridngulo Aritmético para determinar los
repartos que se deben hacer entre dos jugadores que juegan
en varias partidas.

Asi pues, hecha esta presentacién de algunos de los persona-
jes implicados, nos gustaria hablar en préximas entregas, pri-
mero de la importancia que tuvo el Tridngulo Aritmético en
el desarrollo de la matemdtica china, hinda y érabe, pero
sobre todo, nos interesa comparar el quehacer cientifico de
nuestras alumnas y alumnos con ese devenir histdrico. B
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Asi lo calificibamos de forma carifiosa el grupo de Calahorra por aque-
lla costumbre suya de dotar de la importancia que merecia cada detalle
conocido y por la abundancia de los mismos que era capaz de retener en
su portentosa memoria.

Elena Ausejo, Eva Cid, Mariano Hormigdn, Reyes Mensat, Ana Pola,
Julio Sancho y César Torres, 1983. “La historia de las Matematicas y la
ensefianza de la Matemadticas”. Actas III JAEM. ICE Universidad de
Zaragoza. Zaragoza

Lo que también puede aplicarse el caso de la historia y los historiadores.

Efectivamente 63, 6 2°-1 si se prefiere, es el resultado de

MR

G. Gheverghese [1991] pag. 345.

K. Ribnikov [1987]. Pag. 42 para el caso de China y pag. 49 para el de la
India.

G. Gheverghese, ibidem, fecha los datos de ese conocimiento en 1074
(pag. 417), fecha de publicacién de su algebra.

Puesto que cuando escribié sobre el Tridngulo atn no habia escrito
acerca de la vanidad, calificando de tonteria la busqueda de la grandeza,
podriamos aplicar a estos parrafos la propia ironfa pascaliana y presu-
poner que su recato no iba mads alld de la falsa modestia. Su actitud en
el tema de la cicloide o en la presentacién de la jeringa a Descartes,
incluso la dudosa redaccién de la Epistola a la Academia de Ciencias,
podria llevarnos a ello, pero estos parrafos de la carta a Fermat parecen
totalmente sinceros.

Totalmente expeditiva resulta aquella frase sobre la geometria y sus
ocupaciones, en una de sus cartas a Fermat: “Estoy dedicado a estudios
tan alejados de esta disciplina que casi ni me acuerdo que existe..”

Una préctica absolutamente habitual en la época, de hecho lo habia
comprado en 1626 por 31.600 libras tornesas.

Tribunal de Cuentas lo denominan algunos traductores y comentaristas.

El uomo universale renacentista que no se especializa en nada, que se
entrega a los demds, que pretende que lo conozcan por su integridad y
espiritualidad y que cultiva la mesura y la humildad por encima de todo.

A finales del XVII y principios del XVIII el poder real se aliaria con los
“jansenistas expurgados” de los que Jovellanos y el obispo Tabira serfan
parte de la representacién espaiiola.

A la sazdn, los confesores de la Corte.

Lejos de evitarla, el titulo evoca esa dualidad entre el Infinito y la Nada
que, en n° 418 de los Pensamientos, permite a Pascal usar —o abusar,
seguin se mire- del célculo de probabilidades para apostar por Dios.

Ese 23 de Septiembre Roberval enseii6 a Descartes el funcionamiento de
la jeringa inventada por Pascal y parece ser que ahi cristalizé la decep-
cién de Pascal hacia un “genio” que era incapaz de aceptar sus tesis
sobre el vacio. Inutile e incertain escribiria de él en sus Pensées. En rea-
lidad ese distanciamiento se habia ido gestando desde las primeras par-

ticipaciones de Pascal en el circulo de sabios que lideraba Mersenne,
consciente de que ni la Fisica ni la Metafisica cartesiana le satisfacfan
plenamente.

Primer ensayo sobre el vacio, en realidad un resumen de los experimen-
tos entre Pascal y Petit, y que provocaria las cartas del jesuita Estienne
Noel y las consiguientes respuestas de Pascal. Una polémica que se pro-
longaria durante todo el afio 1648.

Cuyo trascripcién escrita, el Memorial, llevé cosido a su chaqueta a par-
tir de ese 23 de Noviembre de 1654 hasta su muerte. Ese dia, mientras
lefa una y otra vez el capitulo 17 del Evangelio de San Juan, parece ser
que sufrié un delectatio victrix, una especie de éxtasis mistico que Dios
reservaba a aquellos que lo daban todo por El y que en el caso de Pascal
duré dos horas.

G

Si es que lo escribié él, muy probablemente fuera obra de su hermana
Jacqueline quien ademds de influir decisivamente en la vida religiosa de
Blaise, fue actriz y poeta.

*Y, en 1655, un sin fin més de cartas comprometidas con la defensa del

jansenismo.
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' Condenados por Roma, naturalmente, estas cartas son de tal calidad

literaria que para algunos, como Voltaire, constituyen el primer hito de
la prosa francesa moderna, a pesar de su oposicién filoséfica. Para otros
suponen el nacimiento de un nuevo género literario: el reportaje perio-
distico concebido como campaiia de prensa —claro antecedente de
Montesquieu y Zola, por ejemplo-.

** Aunque se ha popularizado el término “provincial” para designar estas

cartas, su uso constituye una transliteracién del francés puesto que,
como sustantivo, significa jefe religioso pero, como adjetivo, deberia
traducirse por “provinciano’; en el sentido del que vive en provincias,
persona a la que van dirigidas al menos las diez primeras, el resto si las
orienta a los jesuitas.

Esa misma conciencia que inspira a Descartes, del que no podemos olvi-
dar que fue educado en las doctrinas del de Loyola.

N
S

Para él, el aumento progresivo del saber no se sustenta en el sucesivo
descubrimiento de nuevas verdades sino en el paso desde unos princi-
pios universalmente validos a las verdades que de estos principios se
deducen. Es por tanto independiente del tiempo.

* “El tiempo es el autor de autores y el padre de la verdad” llegaria a afir-
mar. {Qué lejos queda hoy esa concepcién purista e incontaminada de la
historia del conocimiento!

** Aunque hablaremos en otro momento sobre la opinién de Pascal acer-

ca de la forma en que la razén puede acceder a la verdad este primer
acercamiento nos sirve para insinuar el cambio epistemolégico que pro-
pone.

N

Pascal es partidario del método cientifico, como acabamos de ver, pero
no uno tnico como propone Descartes, sino el que mas se adapte a cada
situacién.

*Y mujeres, afiadiriamos nosotros.
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i nos remontamos en la historia de la matematica hasta
llegar a los antiguos griegos, nos encontramos con que en esa
época los maestros se reconocian por los pocos elementos
que necesitaban para solucionar los problemas; por ejemplo,
en Geometria era obligatorio utilizar, solamente, regla no gra-
duada (para trazar rectas) y compds. Esta restriccién llevé a
los matemadticos a estrellarse frente a los tres problemas clasi-
cos de la matemadtica griega:

La triseccién del angulo: dividir un angulo cualquiera en tres
partes iguales. Arquimedes (287-212 a. de C.) encontré un
método que trisecaba muchos dngulos, pero fallaba en otros.

La duplicacién del cubo: dado un cubo cualquiera, construir
otro cubo que duplique el volumen del primero. El Ordculo
de Apolo, en Delfos, plante6 este problema a Pericles
(459-429 a. de C.) indicando que la epidemia de peste que
asolaba Atenas so6lo desapareceria si se duplicaba el volumen
del altar ctbico de Apolo.

La cuadratura del circulo: construccién de un cuadrado que
tenga el mismo drea que un circulo dado. La primera referen-
cia conocida sobre este problema se debe a Anaxdgoras (499
—428 a. de C.).

Hasta el siglo XIX no se llegé a demostrar la imposibilidad de
resolver esos tres problemas con regla y compads, aunque tie-
nen solucién por otros métodos.

Puzzles de cuadraturas

Desde tiempo inmemorial, los puzzles y rompecabezas han
ocupado un lugar primordial entre los juegos predilectos de
todas las edades. En relacién con las Matematicas, muchas
divisiones de figuras han estado en la base de materiales,
tanto en su aspecto ladico para jugar, como para utilizarlos
didacticamente.

Existen muchos puzzles, conocidos desde hace tiempo, y que
no por ello pierden su atraccién. Basta citar, como muy popu-
lar, el Tangram Chino. Otro gran bloque lo constituyen las

Cuadraturas de poligonos regulares

disecciones del Teorema de Pitdgoras, como la muy conocida
de Henry Perigal.

Los problemas geométricos de diseccion plantean la particién
de figuras geométricas en trozos de forma que al unirse se
obtengan otras figuras geométricas. En este articulo vamos a
presentar unos casos particulares de disecciones geométricas:
las cuadraturas. Consideraremos como cuadraturas a las divi-
siones que hay que realizar en una figura plana (por ejemplo
un poligono regular) de forma que con las piezas obtenidas
pueda construirse un cuadrado.

Desde tiempo inmemorial, los
puzzles y rompecabezas han
ocupado un lugar primordial
entre los juegos predilectos de
todas las edades.

El aspecto mds matemadtico es conseguir dividir la figura con
la que estemos trabajando utilizando regla y compés. Ante la
dificultad que ello supone se suelen presentar las divisiones ya
hechas, de forma que se trabaje como si fuese un puzzle, es
decir, el objetivo es pasar de una figura a otra.

La primera pregunta que se puede plantear es: ;qué poligonos
regulares podremos cuadrar?

Grupo Alquerque de Sevilla

Counstituido por:

Juan Antonio Hans Martin C.C. Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja IES Macarena.
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La cuadratura del triangulo

Una primera aproximacion a la respuesta viene dada por el
especialista inglés en juegos Henry Ernest Dudeney (1857-
1930), quien estudié la cuadratura del tridngulo equilatero,
presentando en 1905 en la Real Sociedad de Londres, un
modelo construido en caoba.

Con regla y compds, como exigfan los antiguos griegos,
Dudeney encontré la manera de dividir un triangulo equilate-
ro en cuatro piezas que forman también un cuadrado. En su
disefio podemos seguir los siguientes pasos:

1. Dibujar el tridngulo equilatero ABC.

2. Obtener los puntos medios de ABy BC (seran los puntos D
y E).

3. Prolongar AE hasta F, para que EF = EB.

4. Hallar el punto medio de AF (sera el punto G).

5. Con centro en G dibujar el arco AF.

6. Prolongar EB hasta cortar el arco, obteniendo el punto H.

7. Con centro en E dibujar un arco de radio EH. Llamar J al
punto en que corte al lado AC.

8. Trazar el segmento JE.

9. Sobre la base AC del tridangulo marcar K, de forma que
JK=BE.

10. Dibujar las perpendiculares sobre JE desde D y K, obte-
niendo los puntos L y M.

11. El tridangulo queda dividido en cuatro piezas: los tres cua-

drilateros BELD, DLJA y ECKM y el tridangulo JMK, con las
que podemos formar un cuadrado.
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Esta cuadratura del tridangulo equildtero es quizds la mas
conocida, hasta el punto de que se puede encontrar en anun-
cios publicitarios, e incluso su estructura ha sido tomada por
el disefiador Maty Gronberg para presentar la mesa que apa-
rece en la imagen (tomada de El Pais Semanal de 30/08/1987),
y que tiene la virtud de poder usarse como mesa triangular o
cuadrangular segun las necesidades.

Cuadraturas de otros poligonos regulares

Con la intencién de no extender en demasia este articulo
incluiremos otras cuadraturas sin especificar la construccién
completa con regla y compds.



Para trabajar con ellas basta copiar los dibujos, recortarlos y
jugar con las piezas obtenidas como un puzzle cualquiera.

Cuadratura del pentigono

Existen varias divisiones del pentdgono que después de reor-
denar las piezas dan lugar a un cuadrado. Nosotros resefiamos
aqui una realizada también por Dudeney.

Cuadratura del hexdgono
Del hexagono también existen varias divisiones. Os mostra-
mos una de ellas.
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Cuadratura del octégono

Esta es una de las divisiones mds simples, pues se parte de
cuatro piezas iguales, que segtin como se coloquen alrededor
del cuadrado central dan lugar al octégono o al cuadrado.

A la pregunta que haciamos sobre qué poligonos admiten una
cuadratura responde el teorema de Wallace-Bolyai-Gerwein:
Dados dos poligonos de igual drea existe una diseccién de uno

en un numero finito de piezas poligonales que recubre exac-
tamente el otro. La demostracién se puede encontrar en
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http://bayledes.free.fr/decoupage/index.html

Luego todos los poligonos se pueden cuadrar; el interés radi-
ca ahora en encontrar cuadraturas con el minimo ndmero de
piezas o que sean especialmente bellas (por la forma de sus
piezas, su simetria...).

La cuadratura del octégono

es una de las divisiones mds
simples, pues se parte de cuatro
piezas iguales, que segiin como se
coloquen alrededor del cuadrado
central dan lugar al

octégono o al cuadrado.

Coémo trabajar estos puzzles en clase

Una primera forma de utilizar este material es directamente
como puzzle. Es decir, entregar las piezas troqueladas a los
alumnos y pedirles que construyan por un lado el cuadrado y
por otro el poligono que le corresponda.

Este planteamiento es muy atractivo y motivante para quien
se enfrenta a ese reto. Nosotros lo hemos comprobado traba-
jando en los salones de juegos o al realizar la actividad de
Matematicas en la Calle.
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ace mds de dos millones de arios el Homo Habilis transfor-
mo guijarros en herramientas de filos cortantes. Un millén de
arios después, su sucesor, el Homo Erectus, se dio cuenta de que
sacando lascas de las caras opuestas de una misma piedra se
conseguian herramientas mejores. Un cuarto de millon de arios
mads tarde, esas herramientas se perfeccionaron mds avin hasta
tener formas regulares, mds o menos simétricas y pulidas.

Lo que distingue al Homo Sapiens de sus antecesores es la talla
de cosas iniitiles pero bellas, bellas pero significativas. Hace
unos 25000 arios se tallo en granito la primera figura conocida.
La venus de Willendorf es una mujer generosa, casi obesa, sin
cara, sin dngulos ni filos, redondeada. Se desconoce el proceso
de su talla, pero seguramente su autor o autora, consciente o no
de ello, imito el efecto que tiene el agua de un rio sobre las pie-
dras amorfas que arrastra su corriente. Se da el caso de que
otra figura posterior a esta, la venus de Lespugne, es una figu-
ra ‘casi abstraida por completo en una geometria orgdnica de
conos, ovoides y esferas’ (Honour y Fleming, 1991, p.21). En el
origen del Arte y de la Tecnologia encontramos pues el origen
de la Geometria en cuanto a la simplificacién, reduccion y abs-
traccion de las formas presentes en la realidad.

Diez o quince mil arios después de tallarse las venus de
Willendorfy Lespugne otros seres vivos son representados en las
paredes y techos de cuevas en Lascaux y Altamira. Cazadores,
armas y presas han sido liberados de una existencia tangible y
de la fuerza gravitatoria que los mantenia en el suelo.
Desprovistos de su tridimensionalidad, ahora forman parte de
una superficie mds o menos plana y rugosa. Primero trazan el
perfil del animal. En ocasiones aprovechan una irregularidad o
veta de la piedra que quizd les parece semejante al perfil real
del animal. Para ello mojan un atillo de cerdas o de plumas o
un dedo en la sangre de un animal muerto. Asi, un perfil real se
representa mediante el trazo que deja un punto en movimiento.
Ese trazo delimita lo que es de lo que no es, la frontera entre un
bisonte y lo que no es bisonte: la curva como perfil de una cosa,
como encuentro entre lo que es algo determinado y lo que no lo
es, la curva como frontera entre forma y fondo. A veces, el inte-
rior de esa curva cerrada se rellena soplando polvos de color a
través de una cana o de un hueso hueco, la esencia del graffiti.

Cuando el fuego alumbra las pinturas el titilar de las llamas
se refleja en las paredes y en el techo. También en los hombres

enes 13, 14y 15

y animales que all{ parecen correr, persiguirse y morir. El efec-
to de luces y sombras alucina a quienes contemplan el espec-
taculo. El cazador representado corre realmente. El bisonte
herido brama su muerte. A los espectadores de este cine rupes-
tre les parece oler la sangre y el sudor, el aroma del poder. Ese
movimiento aparente devuelve la vida y la dimension perdida
a sus protagonistas. Se hace de dia en la noche.

Otros diez o qince mil arios mds tarde, en la antigua Grecia,
algunos hombres muy sapiens concretan la idea de curva. Una
curva es el vestigio de un punto en movimiento o la intersec-
cion de dos superficies.

Durante el siglo XX se conocerdn otras curvas cuya generacion
difiere de ésta ultima. La recta es unidimensional. Una curva
en si misma también, pero necesita dos dimensiones para exis-
tir. Esas nuevas curvas tendrdn propiedades que generaciones
anteriores ni sofiaron. Sus dimensiones podrdn ser nimeros
decimales. Serdn constructibles mediante un sencillo proceso
iterativo y, precisamente por ser limites de estos procesos, serdn
invisibles a cualquier ojo, humano o mecdnico, por potente que
sea. Parecerdn muy abstractas y alejadas del mundo natural.
Sin embargo, siempre estuvieron en él. Lo estdn hoy, lo estaban
en la Grecia antigua y también en Altamira. Se llamardn cur-
vas fractales y albergan la paradoja.

Cuando se contemplan de cerca su aspecto es el mismo que si
se observan de lejos. Ya no son aprehensibles mediante la
visualizacion, siempre aparecen desenfocadas. Solo el andlisis
légico permite conocerlas. Tampoco sirven para distinguir la
forma del fondo porque las hay que incluso lo colman, como la
curva de Peano. A lo largo de miles y millones de afios, una
curva ya no es sélo un trazo que se aparta de lo recto, es tam-
bién el limite de un proceso que hace difusa la frontera entre
adentro y afuera, entre ser y no ser. W
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Dada una familia de curvas, se llama envolvente a la curva que
en todos sus puntos es tangente a una curva de la familia. La
misma definicién es adaptable a las superficies. En este senti-
do, la superficie mas o menos esférica de la olla limada prota-
gonista de la iMATgen 11 (SUMA n.° 47) seria la superficie
envolvente de una familia de planos.

En la iMATgen 12 teniamos una familia de circulos expan-
diéndose sobre el agua del rio Matarrafia. Sus radios crecian
con el tiempo a la misma velocidad. Bajo determinadas con-
diciones eso daba lugar a dos perfiles rectilineos que eran tan-
gentes en cada punto a una circunferencia. Esas dos rectas son
pues las curvas envolventes de esa familia de circunferencias.
Y son verdaderamente rectas si quien las produce nada en
linea recta y con velocidad constante, sin aceleraciones, pero
dejaran de serlo cuando el nadador aumenta o reduce su velo-
cidad o si cambia de direccién.

Tomemos una familia de circulos con centro en un patito que
estd nadando. Considerando fijo el dnade se crea una familia
de ondas circulares que se expanden a medida que se alejan de
su origen. Sea v la velocidad con la que nada el patito siguien-
do una linea recta horizontal y hacia la izquierda (que hard de
eje de abcisas) y sea k la velocidad con la que las ondas se pro-
pagan en la superficie del agua. Supondremos que ambas,
tanto v como k, son constantes. De este modo cada circulo
tiene radio r=k-, siendo ¢ el tiempo transcurrido desde que se
generd la onda, y su centro esta situado en un punto de coor-
denadas (v-£,0).

La familia de circulos se describe en funcién de este pardme-
tro que es el tiempo t:

Las pendientes de estas dos rectas tangentes a la familia de
circunferencias son:

LQC_ ke sk

PC
m=*tgA=t—=1—= =
0C ~0Q Jwty -(key -k
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Si v=+k-2, las pendientes son 1 y —1, por lo que el angulo for-
mado por ambas rectas es recto. Si v=k, las pendientes son
infinitas y se corresponden con uno de los casos ya descritos
en la iMATgen 12. Si v=0, el patito estd quieto flotando en el
agua y en el denominador aparece la raiz cuadrada de un
nimero negativo:

En este caso la envolvente se reduce a un solo punto, el origen
de coordenadas:

y=tix = y’=—x> = xX’+y’=0 = x=y=0

Ya que el radicando del denominador de la pendiente debe ser
positivo, solo existird envolvente si |k|<|v|, cuando la veloci-
dad k con la que se propagan las ondas en la superficie del
agua no sobrepase la velocidad v de nado. Sélo entonces los
circulos no atraparan a quien los produce.

En cambio, para que los perfiles de un trazo aerografiado
constituyan su envolvente haria falta mucha habilidad.
Pongamonos en el caso mencionado en la iMATgen 10 en el
que en cada momento la superficie graffiada era un circulo.
:Qué debe suceder para que los perfiles de un trazo realizado
circulo a circulo sean su envolvente? Si observamos la foto-
grafia de la iMATgen 10, nos daremos cuenta de que en un
zigzag de amplitud « el perfil exterior si es tangente en cada
punto a un circulo de la familia, pero no asi la esquina interior
del zigzag. Lo seria si el circulo de color pivotara sobre dicha
esquina, es decir, si el artista, en lugar de cambiar de direccién
bruscamente describiese un giro de amplitud 7—c. Como si
perfilase ese pico agudo:

En tal caso, ambas curvas perfiles, ademds de envolventes,
seran también paralelas. Para ello la mano del autor del graf-
fiti debera describir un arco de radio igual al didmetro del cir-
culo grafiado y de amplitud 7—c. W



laga de Catalunya,

en Barcelona, a media
mafiana de un dia de
primavera del afo
pasado. Quince perso-
nas tomandose un res- P ;
piro y varias palomas 3 wl -‘r.
buscando algo que ; i | -
picar. Los bancos en :
los que descansan se
encuentran en uno de
los puntos mds céntri-
cos de la ciudad. Este
es un rasgo de las ciu-
dades sorprendente
para los matemdticos.
Una ciudad no tiene
un centro Unico por
muy redonda que sea. Barcelona tiene muchos, algunos bien
gordos, otros alargados. Entre los primeros destacan las plazas
redondas y cuadradas, pero también determinados edificios
emblematicos. Entre los dltimos estdn los paseos, avenidas y
playas. Todos esos centros figuran en la ruta del visitante y
nadie que venga a Barcelona se marcharia sin haberlos visitado.
El turista tacha iconos de su guia segin el ritmo de los kiléme-
tros recorridos. Entonces llega a un lugar tranquilo, se sienta en
un banco, reflexiona sobre lo que ha visto v, si tiene la ocasidn,
comparte su experiencia con alguien. En este punto pillé a la
mayoria de quienes aparecen en la fotografia.

M. ar

:Qué puede haber en esta imagen que no acabe de compren-
derse del todo sin la perspectiva matemadtica? Por lo que a mi
respecta, no tiene nada que ver con los drboles que aparecen
en ella, ni con las palomas, ni con el suelo, sino precisamente
con la gente que hay sentada. ;Cémo agrupamos socialmente
a la gente a partir de su distribucion en el espacio? ;Por qué se
han distribuido asi y no de otro modo?

El ntimero de personas que aparecen en la fotografia, quince,
puede obtenerse de muchas maneras, pero no de tantas aten-
diendo a la relacién social que refleja su distribucién. Hay tres
bancos y en cada uno cinco personas. La imagen muestra 3-5=15
personas. En cuanto al total de cinco personas sentadas en el
banco de la izquierda, se obtienen asi: 5=1+1+2+1. No de otro
modo, porque las distancias de separacién ponen de manifiesto
que las dos mujeres de blanco van juntas. La suma correspon-
diente a las cinco personas del banco central serfa 5=1+1+1+2.
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il¥Nlgen 13
—

Obsérvese que el hom-
bre de blanco con pan-
talén largo tiene una
bolsa que lo separa de
la mujer que esta a su
derecha. En el banco de
la derecha las cosas no
estdn tan claras. Los
dos hombres de la iz-
quierda llevan bolsas
de viaje y la pareja de su
derecha no. Segura-
mente no van juntos,
pero no es posible afir-
marlo. Por otro lado, la
conversacion que man-
— tiene la pareja con el
hombre de la derecha
los relaciona a los tres. En esta ocasion tenemos mds alternativas:
5=2+2+1=4+1=2+3. Luego el total de personas puede obtenerse
de varias formas:

15=3-5
15= (1+1+2+1)+(1+1+1+2)+(2+42+1)
15= (1+1+2+1)+(1+1+1+2)+(4+1)
15= (1+1+2+1)+(1+1+1+2)+(2+3)

Las propiedades conmutativa y asociativa de la suma de nime-
ros enteros aseguraran que cualquier reordenacién de estas
cifras o cualquier asociacion distinta de unidades proporciona
un resultado idéntico. Cierto, produce el mismo resultado, pero
no reproduce la misma realidad social. En esta ocasiéon podria
aplicarse la propiedad conmutativa, tanto da que se cuenten, por
ejemplo, de izquierda a derecha como de derecha a izquierda.
Pero no seria lo mismo escribir 15=(2+2+1)+(1+3+1)+(1+3+1)
pese a que el resultado de esta suma sea el correcto. Aqui la
asociacién importa mucho y en esta suma se asocian ele-
mentos que no lo estdn en la realidad. Por eso escribir
15=3.5=(1+1+2+1)+(1+1+1+2)+(2+2+1) es un buen modelo
matematico de la distribucién de esa gente en el espacio. La suma
de ntimeros enteros es asociativa y conmutativa, pero no siempre
puede decirse lo mismo de la suma de personas.

Ademas de esto, habia otro aspecto por el que la imagen se
trasmutaba en iMATgen. Llamemos A, B,, C;, D, y E, a las
cinco personas del primer banco, el de la izquierda. Sean A,,
B,, C,, D,y E, las cinco del segundo, el del centro, y A, B;, C;,
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D, y E, las cinco del tercero, el de la derecha. Si se miden las
distancias de separacidn entre ellas (tomando la cabeza como
punto de referencia) se observa lo siguiente.

En el banco 1:
El punto medio de A,E, estd muy cerca de C,.
El punto medio de A,C, coincide con B,.
D, esta lejos del punto medio de C,E,.

En el banco 2:
El punto medio de A,E, estd lejos de C,.
El punto medio de A,C, coincide con B,D.,.
El punto medio de B,D, estd mas lejos de C, que de B, lo
estd el punto medio de A,C,.

En el banco 3:
El punto medio del banco esta en el punto medio de D,E;.
El punto medio de A;D; estd en el punto medio de B,C..
El punto medio de C,E; coincide con D,.
El punto medio de B, y el extremo del banco coincide con E;.

Antes de sacar conclusiones relacionadas con esta serie de
proporciones referentes a puntos medios de segmentos, refle-
xionemos sobre una experiencia que todos hemos vivido.

Disponemos de un banco vacio en el que sentarnos. Podemos
sentarnos en un extremo o en el otro, pero también podemos
hacerlo justo en medio. Si en el banco ya hay alguien el lugar
escogido depender4 de si conocemos o no a la persona senta-
da y de si queremos o no evitarla. Si es un amigo o amiga, nos
sentaremos junto a ella para compartir una charla. Si nos es
desconocida procuraremos dejar un espacio vacio entre ella y
nosotros. ;Cudnto espacio? Depende de lo lleno que esté el
banco y del lugar en el que se encuentre. Si estd sentada en un
extremo, quizd nos decidamos por el otro. En esta decisién
intervienen muchos factores, entre ellos la imagen personal
(quizé a partir de hoy, la iMATgen personal) y el sexo. ;Qué
pensaria si estando el resto del banco completamente vacio
nos sentdramos junto a ella? La distancia que uno deja tiene
significacion social. Si somos muy educados podemos incluso
considerar que sentarse a una distancia excesiva puede inspi-
rar rechazo. Y en caso de que ambos extremos ya estén ocupa-
dos, muy probablemente optaremos por sentarnos en medio
del asiento. Solamente cuando deseemos fervientemente un
descanso y todos los demds sitios disponibles estén ocupados
nos decidiremos a llenar el Gnico intervalo vacio, por pequeiio
que sea, como en los bancos del metro en hora punta.

La relacién existente entre quienes comparten asiento en un
banco o entre quienes comparten espera en un mismo espa-
cio se pone de manifiesto en lo que se ha llamado a menudo
guardar las distancias. Esto es lo que sucede en la fotografia
de esta iMATgen. Las proporciones anteriores relacionadas
con el punto medio muestran como se confirma dicha refe-
rencia a la hora de escoger asiento. Y no sélo eso. En base a
esta referencia podemos aventurar conclusiones:

a. Al banco de la izquierda llegaron primero A, y E,, aunque
desconocemos quién fue el primero de los dos. Luego fue-
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ron C, y D, quienes tomaron asiento. Por cierto, fue C,
quien escogié primero el sitio y D, se sent6 a su lado. La
eleccion del punto medio por parte de C, no fue exacta
debido a la gran distancia entre los extremos. Finalmente,
llegd B, y se acomodo entre A, y C,. El hecho de que B, esté
hablando por el mévil podria corroborar esta suposicion.

b. La persona tumbada, A, fue la primera en llegar al segun-
do banco. Luego lo hicieron D, y E,, la pareja de la derecha.
Es posible que esta pareja llegase acompariada de C,, quien
se sentd algo mas separado de ellos. La tltima en llegar fue
B,y se sent6 justo en medio de A,y C,.

c. En el banco derecho hay tres grupos de personas: las pare-
jas A;B;y C;D; y el hombre E.. Probablemente, A,B; fueron
los primeros en llegar. Luego pudo llegar E;, quien en lugar
de elegir el extremo del banco se senté en medio del espa-
cio vacio. Al final llegé la pareja C;D, y se senté en el espa-
cio reducido que quedaba entre los presentes. Una explica-
cién al comportamiento de E; y C;D; serfa que el banco
estuviera sucio a la izquierda de E;, pero también es posi-
ble que las personas de este banco no vean las cosas como
las he descrito o que haya entre ellas relaciones que una
fotografia no puede mostrar.

En cualquier caso, el andlisis realizado permite sin duda com-
prender mejor la imagen. Siguiendo el algoritmo de ocupar el
punto medio, un banco acaba por llenarse. ;Puede decirse lo
mismo de un banco matemadtico como el intervalo [0,1] en el
que se sientan personitas diminutas como puntos? Una res-
puesta afirmativa significaria que de medio en medio se llega
a cualquier parte y se llena el todo. Esto significaria que todo
numero real x comprendido entre 0 y 1 seria limite de una
sucesion de potencias (positivas o negativas) de 2.

Vemos como en determinadas conductas sociales se manifies-
ta la relacién entre Matematicas y Psicologia del espacio. Una
relaciéon concretada aqui mediante la Predileccion por el
punto medio de un segmento, a la vez equidistante y a la vez
el més alejado de sus extremos:




ché al suelo dieciséis guijarros y

cayeron asi. Luego hice la foto. La ima-
gen puede recordarnos las islas de un
archipiélago, las estrellas de una cons-
telacion, un grupo de gente vistos des-
de arriba o una serie de puntos sobre
el plano.

La fuerza con las que las lancé, la altura
desde la que cayeron, el dngulo con el
que impactaron contra el suelo, la
humedad y temperatura ambientales en
aquel instante, la elasticidad del suelo y
la suya propia con la que rebotaron y
saltaron, todo esto y mucho mas influyé
en el modo en que acabaron quietas y
estables tras efectuar varios saltos y vol-
teretas. Habrd quienes piensen que
incluso mi estado de animo y la posi-
cién de los astros en el cielo también
tuvieron algo que ver en el resultado,
pero esa no es la perspectiva que guia
mis ojos al contemplar esta imagen.
¢Acaso si las hubiera recogido ensegui-
daylas hubiese lanzado de nuevo habri-
an quedado igualmente esparcidas? No.
Sin embargo, en los cuatro o cinco segundos entre ambas expe-
riencias ni mi dnimo ni los astros del cielo habrian cambiado.
Muy diferentes resultados se habrian producido con las mismas
condiciones iniciales. No es esta la base de la Ciencia.

Las variables son muchas y un leve cambio de las condiciones
iniciales puede provocar un resultado muy distinto. Acordé-
monos de las mariposas del Pacifico. Pero, ;es el azar un
cumulo ilimitado de variables? ;Reside en las causas descono-
cidas de un resultado? ;Existe el azar o es una invencién huma-
na? Sin duda es necesario comprender el azar y el determinis-
mo para comprender la historia de esta imagen. El lector inte-
resado en ello encontrara una vasta bibliografia sobre el tema.
Pero la génesis de la imagen no estd en ella misma y en esta
seccién el punto de referencia que se toma es lo visible en el
espacio limitado por esos cuatro perfiles rectilineos y perpen-
diculares llamado rectangulo.

En 1926 se publicé un trabajo que los criticos consideran funda-
mental en la obra de un pintor soviético vanguardista del arte
abstracto. La obra trata de las reflexiones del artista sobre los
trazos elementales que dan lugar a cualquier obra pictdrica,
figurativa o no. El titulo de ese libro, Punto y Linea Sobre el
Plano, habria resultado muy apropiado para el Libro I de los
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Elementos de Euclides o para un tratado
de geometria. Su autor, Kandinsky, abre
la obra con una advertencia en la que
utiliza una expresion en la que agrupa
significados a menudo considerados
contrapuestos: ‘ciencias artisticas’ (op.
Cit., p. 13). Asi deja claro que la siste-
matizacion de sus ideas, las reflexiones
que va a exponer, se elaborardn de
modo parecido a la reflexion cientifica.
¢Acaso no son los puntos y las lineas la
base de la geometria? El Arte, la Ciencia
y las Matematicas se dan la mano en los
conceptos y en la tecnologia imprescin-
dibles para realizar cualquier obra.

Kandinsky, como Euclides, empieza por
definir el elemento fundamental de su
trabajo: el punto. Distingue entre punto
material y punto geométrico: El punto
geométrico es invisible. De modo que lo
debemos definir como ente abstracto. Si
pensamos en él materialmente, el punto
se asemeja a un cero. (op. Cit., p. 21). En
cuanto a la linea: La linea geométrica es
un ente invisible. Es la traza que deja el
punto al moverse y es por lo tanto su producto. (op. Cit., p. 49).
La distincién entre punto geométrico y punto material permiten
considerar que las posibilidades formales del punto son ilimita-
das (op. Cit., p. 26) y dar ejemplos de puntos materiales redon-
dos, cuadrados, triangulares y estrellados, entre otros. El punto
geométrico no tiene dimension, su dimensién es nula. El punto
dibujado, material, es tridimensional y se percibe como bidi-
mensional (un circulo, un poligono, una estrella). Tiene perife-
ria. En esto no se distingue de la linea dibujada.

El objetivo de Kandinsky es el aspecto perceptivo. Sus reflexio-
nes se orientan a la interpretacion y sugestiéon que producen en
quien los observa una serie de puntos o lineas. Segtin su distri-
bucién, forma, grosor, etcétera, esos puntos o lineas provocan
unas impresiones u otras en la mente de quien los observa. Unas
impresiones que el autor llama tensiones, dindmicas, pesos.

Las leyes que regulan la percepcion y agrupacién de distintos
estimulos en totalidades son fundamentalmente cuatro: proxi-
midad, semejanza, continuidad y simetria (Pinillos, 1981). En
concreto, bastantes aspectos figurales (sic) de la percepcion,
sobre todo la visual, han recibido considerable esclarecimien-
to a partir de las leyes de la Gestalt (Pinillos, op. Cit., p. 179).
Gracias a su tamaiio tan parecido las 16 piedras de esta imagen
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pueden ser consideradas como puntos en el plano. Viéndolas
percibimos un archipiélago de 16 puntos formado por otros
subarchipiélagos menores. ;Por qué lo vemos asi? Sobre todo
por las leyes de semejanza y proximidad, pero ;en qué radica
la impresién de ver un archipiélago con subarchipiélagos o la
de ver una linea o la de ver puntos aislados?

La respuesta es la proximidad. Tendemos a asociar lo que
abarca la vista y, una vez abarcado, lo que estd mas préximo:
dos puntos visibles pero separados determinan un ente (no
necesariamente hay que llamarlo segmento) imaginario. En
esta distribucion:

podemos ver un archipiélago de 18 puntos formado por otros
archipiélagos menores (subarchipiélagos) de 3, 5 y 8. ;Consi-
deraremos que aqui hay algin punto aislado? Quiza no, pero si
tuviésemos la imaginacién de nuestros antepasados seriamos
capaces de reconocer en esos puntos la forma de un escorpién.
De ahi que dicha configuracién, correspondiente a una nube
de estrellas del firmamento, se llame constelacién de Escorpio.

Al contemplar tres puntos X, Yy Z, tendemos a unir visual-
mente aquellos més cercanos entre si (pongamos que sean X
y Y) y a aislar de esa pareja el otro mas lejano (pongamos Z).
Percibimos el archipiélago de tres formado por dos suachipié-
lagos, uno de dos y otro de uno, a no ser que sean todos equi-
distantes, en cuyo caso veremos un archipiélago triangular.
De lo contrario, siempre habrd uno de los tres mas alejado de
los otros dos, fuera de los circulos con centro en X e Yy de
radio XY. En tal caso, ese punto serd un punto aislado.

Luego en cada archipiélago finito de N puntos P, hay una distan-
cia minima que determina el aislamiento: 4=min{PP} .
1<i,j<N
Un punto P, del archipiélago estd aislado si Vi#k: PP >d.
El valor d existe y es computable porque es el mas pequeiio de
una serie finita de numeros. Este Algoritmo de Minima
Distancia identifica los puntos aislados de una nube finita de
puntos, pero no la configuracién asociativa que es el propio
archipiélago. Contemplando una serie de islas o estrellas aso-
ciamos cada una con aquella que le queda mds cerca. Es este
Algoritmo Asociativo de Proximidad el que nos hace ver una
configuracion lineal curva en la constelacién de Escorpio.

La asociacién por proximidad, entendiendo ésta en asociar

cada piedra con aquella que le queda mas cerca, produce el
resultado siguiente:
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Pero podemos llevar las cosas mas lejos. El Algoritmo de
Proximidad produce subarchipiélagos. Nada nos impide apli-
carlo de nuevo para asociar unos con otros conectando aque-
llos subarchipiélagos mas proximos. Entendiendo esta proxi-
midad como la minima distancia determinada por puntos de
subarchipiélagos distintos:

Esta versidn iterativa del Algoritmo de Proximidad se aseme-
ja bastante a la realidad perceptiva y es tan asociativo que no
deja ningdn punto aislado. Ademads, cuando el nimero N de
puntos se hace grande, la proporcién entre las N-1 conexiones
que produce y las [1;] Jposibles se hace cada vez menor:

Por eso su efectividad mejora a medida que aumenta el niume-
ro de islas, estrellas o, ;por qué no?, de amigos. Las conexio-
nes establecidas mediante este algoritmo son muy pocas en
comparacién con todas las posibles al mismo tiempo que
garantizan que todo el mundo esté conectado. Su aplicacion
no deja a Nadie solo. W
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ineas de espuma en el parabri-

sas de un automévil. Tras ellas unas
nubes en el cielo y los dngulos oscu-
ros de varias fachadas. Esta imagen
se ha hecho caracteristica en los bre-
ves intervalos que median entre el
cambio del rojo al verde de un sema-
foro. Algo corriente hoy en dia en
muchos cruces de calles de las gran-
des ciudades. Quienes se aplican en
el lavado de parabrisas suelen ser
inmigrantes. Acostumbran a traba-
jar en parejas, especialmente en los
cruces de avenidas y calles amplias.

Hubo un tiempo en que esos limpiadores solicitaban educa-
damente el permiso de sus clientes antes de iniciar su tarea. Ya
no. Ahora pasan de toda cortesia y directamente te emplastan
un estropajo mojado encima del parabrisas y empiezan a fro-
tar. A ti te toca precisamente el dia que, aunque no inmacula-
do, menos sucio llevas el cristal, o el dia en que no tienes nin-
guna moneda, o el dia en que no te da la gana que se te impon-
ga pagar por algo no solicitado. Tu le dices que no, que no
quieres que te laven el parabrisas, que no tienes monedas. ;No
importa, tengo cambid, te asegura él o ella. Entonces, si acce-
des, es peor. Le das un billete, por ejemplo, de 10 euros y ense-
guida él empieza a revolver una bolsa o sus apretados bolsillos
traseros en busca de las monedas que te debe. Pero no las
encuentra o no le llegan. Hace rato que el semaforo estd en
verde. Ya has puesto primera y mantienes presionado el
embrague. Los conductores que te siguen se impacientan y
hacen sonar las bocinas. El sigue buscando cambio, pero no lo
encuentra. El seméforo se pone rojo de nuevo. Desde atrés te
llegan los gritos de los automovilistas. En tu retrovisor ves
unos brazos agitindose. T piensas que eres inocente. ;Por
qué no se meten con él en lugar de hacerte pagar a ti la demo-
ra? Mientras, el limpiador ha ido a buscar a su colega. Cuando
por fin regresa te da solamente ocho euros. ;Qué? ;Dos euros
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por un trabajo de 15 segundos? Te
dice que no les queda cambio y se
va a cazar otro cliente. El semaforo
se pone verde otra vez. jMierda!
Arrancas dejandote otros 20 euros
de neumatico en el asfalto y, ahora
te das cuenta, con restos de espuma
en los extremos del parabrisas.
Cuando se seque habrd que lim-
piarlos otra vez.

¢Cémo comprender la imagen sin
saber cudl es el origen de esas cur-
vas? La imagen muestra el vestigio
de algo universal que alude no sola-
mente a su autor, sino a mi, a ti, a todas las personas del pla-
neta, a todos nuestros antepasados y descendientes, proximos
y lejanos, que sean capaces de escribir, pintar, dibujar o lavar
frotando un suelo, un cristal, una pared o una mesa con la
mano. Alude también a quienes hace miles de afnos habitaron
los espacios huecos en las laderas de una montafia y que, igual
que esos jovenes del ano 2004, se acercaron a una superficie
irregular de la pared o techo que los cobijaba para impregnar-
la de colores, lineas y figuras.

La actividad humana se fundamenta en las extremidades del
cuerpo. Pocas tareas pueden desarrollarse sin su participacién.
Obviamente hacen falta para escribir, pintar y lavar, pero tam-
bién para sostener un libro, tocar un instrumento, pinchar un
disco y conducir. Incluso en aquellos casos en que alguien no
puede disponer de brazos, son las piernas o el cuello y la cabe-
za las que sustituyen su mecénica. Desde el hombro hasta la
yema de los dedos disponemos de seis segmentos 6seos (brazo,
antebrazo, mano y tres falanges) articulados en otros tantos
centros de rotacién (hombro, codo, muiieca y tres nudillos). La
longitud de esos segmentos y la amplitud de esas articulacio-
nes determinan el alcance y la capacidad de nuestras acciones.
¢Coémo entender esta imagen sin comprender esto?
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En el caso de esta imagen tres son las variables que intervie-
nen. Para lavar un parabrisas se ponen en movimiento el
brazo, el antebrazo y la mano. Los dedos se usan para agarrar
bien el estropajo. Esos tres segmentos se articulan desde sus
respectivos centros de giro: el hombro, el codo y la muiieca.
Para simplificar la cuestién consideraremos dos aspectos. Uno,
que la accién del brazo se desarrolla en un solo plano, el del
parabrisas. Asi que todos los giros tendran lugar en ese mismo
plano. Y dos, que el hombro es un punto fijo de dicho plano.

El brazo serd un segmento de longitud a cuyo centro de rota-
cién de amplitud A estd en el hombro. El antebrazo es un seg-
mento de longitud b que puede girar segtin una amplitud B con
centro de rotacién en el codo. La mano, mds concretamente el
puio que encierra el estropajo, es un segmento de longitud ¢
que gira con centro en la muiieca segin una amplitud C.

¢Qué zona del parabrisas queda al alcance del limpiador sin
mover el hombro de su sitio? Imaginando un sistema de coor-
denadas con origen en el hombro y llamando P al punto mas
lejano alcanzado por la mano (derecha) que agarra el estropajo:

P(x,y)
Mano c Y

©

Muiieca ™

Hombro A

€

Esta posicion representada aqui corresponderia al brazo dere-
cho. Las amplitudes B y C se han tomado con relacion a las
direcciones de los segmentos precedentes (brazo y antebra-
z0). El estropajo se halla en el punto P(x,y):

x=a «osA+b «os(A+ B)+c «cos(A+B+C)

P(x,
(x.7) y=a senA+b sen(A+ B)+c sen(A+B+C)

En el caso del brazo derecho, podemos tomar como amplitu-
des Ae[-n/2,m/2], Be[0,3n/4] y Ce[-n/6,n/4]; y como seg-
mentos a=1, b=0,8 y ¢=0,4. Un programa de célculo cientifico
como Maple permite representar la zona accesible. Las ins-
trucciones pertinentes son:

> with(plots):

> animate3d([ O,
cos(x)+0.8*cos(x+y)+0.4*cos(x+y+2z),
sin(x)+0.8*sin(x+y)+0.4*sin(x+y+2z)],
x=-Pi/2..Pi/2,y=0..3*Pi/4,
z=-Pi/6..Pi/4,
scaling=constrained, orientation=[0,90],
style=patchnogrid,axes=normal,frames=9);
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La siguiente serie de imdgenes muestra la secuencia de la zona
accesible para tres valores de C: -nt/6, 51/12 y /4.

Algo parecido sucede al pintar un cuadro o al escribir, ya sea
con tiza en una pizarra o con lapiz o boligrafo en el papel. Del
mismo estilo es también la zona alcanzable por la punta de un
pie manteniendo fija la cadera y moviendo la pierna en un
unico plano perpendicular al suelo. En tal caso reducimos el
problema a tres segmentos (muslo, pierna y pie) y tres articu-
laciones (cadera, rodilla y tobillo). Coordinar sus movimien-
tos es muy importante para golpear una esfera flexible.

En realidad, tanto en el caso de un brazo como en el de una
pierna libres de movimiento, las amplitudes de las articula-
ciones no se restringen a angulos planos, sino sélidos. La zona
de acceso de un miembro libre es pues tridimensional, una
superficie circular.

Los vestigios curvos del movimiento humano y animal surgen
de un juego de circulos. Esto nos iguala a todos. También con
quienes levantan su mano para pedirnos ayuda o comida,
aquellos que han hecho célebre la frase ;Es triste pedir, pero
mds triste es robar! Con la que a menudo nos acosan mien-
tras un seméforo estd rojo. W
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E‘l 2005, centenario de la muerte de Franz Reuleaux, pare-
ce un momento adecuado para recordar a tan singular perso-
naje. Franz Reuleaux (1829-1905) es un nombre engaiioso
pues el apellido Reuleaux induce a pensar en un perfume de
Paris o en alguien indiscutiblemente francés. En realidad fue
un inteligente ingeniero mecanico alemdn. Profesor y espe-
cialista en cinemadtica, supo combinar durante toda su vida su
interés docente con sus ideas investigadoras para disefiar y
describir maquinas. Su maravillosa colecciéon lleg6 a tener
hasta 800 mecanismos que us6 para ensefiar, para sugerir
nuevos avances técnicos (y para enriquecer el pabelldn ale-
madn en la Expo de Filadelfia de su época).

Precisamente, la época vivida por Reuleaux tenia como tema
crucial el desarrollo de la revolucién industrial y por tanto sus
aportaciones le sitian como un hombre plenamente identifi-
cado con los problemas de su entorno. Vaya, que si Reuleaux
viviese ahora serfa un brillante ingeniero informatico o tele-
matico diseiiador de “hard” o de méviles.

Pero... Reuleaux tiene un triangulo

Por la via de la matematica recreativa (y gracias a Steinhaus)
se ha popularizado enormemente el tridngulo de Reuleaux.
Se construye a partir de un tridngulo equilatero de lado L tra-
zando desde cada uno de sus vértices el arco de circunferen-
cia de radio L que pasa por sus dos vértices opuestos. Este
bonito tridngulo (;no seria mejor llamarlo triarco?) constitu-
ye la mejor alternativa a la circunferencia como curva de

Franz Reuleaux (1829-1905)

Claudi Alsina
elclip.suma@fespm.org.
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Franz Reuleaux (1829-1905)

anchura constante, siendo la figura interseccién de tres cir-
cunferencias iguales cuyos centro formen un tridngulo equila-
tero.

Y el triangulo de Reuleaux ya existia hacia siglos...

Muchos siglos antes de Reuleaux, esta figura habia sido bien
conocida por su elegancia de formas y por su simple trazado
con regla y compaés. Dos arcos del tridngulo forman el tipico
arco gotico y son abundantes las catedrales medievales que
exhiben, junto a estos arcos, ventanales y adornos petrificados
con forma de “tridangulo de Reuleaux”.

Yo

Rosetdn del Claustro de la Abadia de Hauterive,
cerca de Friburgo (Suiza), siglo XIV
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El tridangulo de Reuleaux para Reuleaux

Para Franz Reuleaux aquella forma era la del extremo de un
mecanismo de anchura constante que podria girar en un
soporte cuadrado. En su época los mecanismos geométricos
tenian gran interés pues muchos de ellos de apariencia espe-
culativa (“mecanismo para trazar lineas rectas”) daban lugar a
aplicaciones importantes (“convertir movimiento rectilineo
en circular”). Algo debia hacerse con “el vapor” de las maqui-
nas de vapor o con las maquinas de coser.

El tridangulo de Reuleaux para los matematicos

Olvidando el mecanismo original, el tridngulo de Reuleaux
pasé a ser un bonito dibujo sobre el que los geémetras encon-
traron grandes posibilidades especulativas. Su anchura cons-
tante le permitia rodar dentro de su cuadrado o entre parale-
las (tocando siempre un punto de una y un punto de otra); su
perimetro era mL (Teorema de Barbier) como todas las curvas
de anchura constante L. Fijado el valor de L, al considerar
todas las posibles curvas de anchura constante L resulta que
el tridngulo de Reuleaux con dicha anchura es la figura que
posee simetria mas miserable y menor érea.

El tridangulo de Reuleaux hoy

Figura estelar en las paginas web de matematicas, este tridn-
gulo tuvo su momento de gloria al entrar en el mundo de los...
taladros. Con taladros que giran y formas helicoidales es muy
simple hacer agujeros redondos. Pero con un triangulo de
Reuleaux cortante, sometido a una frenética danza taladrado-
ra, resultan agujeros cuadrados (solo observadores exigentes
notardn que se vacia un 98,77% del cuadrado pues quedan
pequeiias zonas curvadas en vértices). Los agujeros cuadrados
reciben bien maderas de seccién cuadrada en muebles, y de
ahi su interés. Pero también el tridngulo sirve para ciertos
tipos de motores de gasolina.

La Reuleaux mania

El club de fans de Reuleaux se ha desbordado. Es figura estre-
lla en la exposicién francesa (EMS-ICMI-MOMBUKA) de
UNESCO Experiencing Mathematics (www.MathEx.org). Hay
una bicicleta con tres ruedas, en forma de tridngulo de Reu-
leaux, que evoluciona sobre una “carretera” ondulada de
medidas adaptadas a las ruedas.

Diversos laboratorios farmacéuticos han dado la forma del
tridngulo de Reuleaux a pastillas (SMINT °, por ejemplo). Este
afo ha aparecido un reloj de pulsera cuya esfera horaria se
inscribe en un perfil de Reuleaux. Y con la moda de platos



geométricos diferentes a lo largo de los exquisitos ments de
degustacion proliferan los platos grandes de ceramica blanca
con forma de tridngulo de Reuleaux. ;Cémo podria imaginar
Franz que su forma iba a realizar tareas tan poco productivas
como soportar una mus de anchoas con vinagre de cerezas?

Caja de pastillas de menta SMINT®

Y para colmo, cerrado ya el Forum Universal de las Culturas
de Barcelona ha quedado como recuerdo el vaso oficial del
Forum 2004. Es de plastico y su forma se genera girando el
triangulo de Reuleaux de la base hasta llegar esta forma a la
boca del vaso marcando unas interesantes superficies latera-
les. Poco préctico para agarrar y raro para beber por el perfil
de arriba... pero lo lleno de cava y brindo a la memoria de
Franz.

PARA SABER MAS
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Para pensar un rato

Aqui tiene tres enunciados de problemas relacionados con el
tridngulo de Reuleaux por si le apetece pensarlos o compar-
tirlos.

» ;Qué angulo hay entre las semitangentes de un vértice del
triangulo de Reuleaux?

+ ¢Qué tipo de curva es la descrita por el centroide de un
triangulo de Reuleaux de anchura L que gira una vuelta
completa en el interior de un cuadrado de lado L?

» ;Cémo generaria infinitas clases diferentes de curvas de
anchura constante?

Comentarios o soluciones curiosas serdn bienvenidas en
elclip.suma@fespm.org W

A T T DD

THE AMERICAN BRAND SINCE 1892

ventura diamonds

REULEAUX E.: The Kinematics of Machinery, Dover Publications,
New York 1964, pp.129-46.

SMITH STANLEY, A.:“Rolling Curves - Activities involving curves of
constant width’, Mathematics Teacher, N.° 67, 1974, pp. 239-242.

SMITH, Scott G.: “Drilling square holes: Using a Reuleaux triangle’,
Mathematics Teacher, N.° 86, 1993, pp. 579 - 583.

En la web:

http.//techreports.library.cornell.edu:8081/Dienst/UlI/1.0/Display/culhtmm
/2002-2

http://kmoddLlibrary.cornell.edu/ebooks/#schroderl
http://kmoddL.library.cornell.edu/ebookds/@voigthl
http://www.stemnet.nf.ca/CITE/inventors.htm
http://www.math.cornell.edu/~dtaimina/Reuleaux/Reuleaux.htm

http://www.arqcon.com.ar
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a coleccién de Maquinas Matematicas del Laboratorio de
Matematicas del Museo Universitario de Historia Natural e
Instrumentos Cientificos de la Universidad de Médena (Italia)
se construyd, tras haber experimentado acerca de su posible
utilidad didéctica, basdndose en indicaciones extraidas de la
literatura cientifica y técnica desde la Grecia clasica hasta
principios del siglo XX.

La coleccién estd disponible en versién on-line en Internet
(http://www.museo.unimo.it/theatrum) y se ofrece también
en CD. En ambos casos, cada maqueta se presenta con una
foto, una animacién, una descripcién y la demostracién de
propiedades. Las animaciones han sido realizadas en Cabri-
Géomeétre II (para Windows). Se incluyen asimismo algunas
simulaciones en Java.

La coleccién del Laboratorio de Matematicas recibe visitas de
escolares, profesores e investigadores. Las maquetas han sido
presentadas en varios lugares de Italia y en otros paises
(Espaiia, Alemania, Holanda, Francia, Canadd, Brasil, USA,
Japon, etc).

Siguiendo a su creador, Marcello Pergola, el objetivo didacti-
co ha condicionado algunos aspectos de la coleccién, por lo
que se trata, mds que nada, de una antologia de un conjunto
mucho mayor. Hay muchas ventajas en el uso didactico de
estos artefactos: despiertan el interés del visitante, refuerzan
su intuicién y la imaginacién, profundizan en la relacién
entre los modelos matematicos y la realidad, fomentan la
investigacion y la obtencién de pruebas, presentan elementos

Theatrum Machinarum
Matemaquinas en el
Museo Universitario de Modena

nuevos o poco comunes relativos al movimiento y, por dlti-
mo, llevan de una forma espontdnea y natural a los usuarios
(principalmente, a profesores y estudiantes, aunque no exclu-
sivamente) a sumergirse en la dimensién histérica y a refle-
xionar sobre las relaciones entre las matematicas, la sociedad
y la cultura. Asi, los usuarios, por un lado, evitan el riesgo de
menospreciar la historia y destruir su propio pasado; y por
otro, se encuentran con varios problemas que se resumen a
continuacién.

Modelos reales y virtuales

Dada su naturaleza matematica, las maquinas del museo podri-
an sustituirse por modelos virtuales (simulaciones virtuales,
por ejemplo). Pero aqui la situacién cambia profundamente.
Desde una perspectiva epistemoldgica, hay una traslacion,
desde la relacion entre dos tipos diferentes de modelos mate-
mdticos, a la relacién entre modelos matematicos y concretos.
Ademas, la manipulacién de objetos concretos tridimensiona-
les es mucho mds enriquecedora y sugerente que la manipula-
cién de un objeto virtual mediante un ratén: una manipulacién
fisica real (o imaginaria) es, casi siempre, en la que se basa una

Jacinto Quevedo
museos.suma@fespm.org
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simulacién por ordenador. Es mucho mejor, colocar los mode-
los virtuales y fisicos juntos y experimentar con ambos.

Ciencia y Tecnologia

Como ocurre con todas las ciencias, la matematica se refiere
a un campo accesible de forma precientifica. Y se mantiene en
ese campo hasta que, en continua comparacién con otras
ciencias y actividades, se va diferenciando progresivamente,
se expresa, enriquece temas, métodos y lenguajes y da sentido
a sus propios programas de investigacion.

Seccién cénica (Compés perfecto)

Los artefactos de esta coleccion son un ejemplo claro de ello.
Ya sea porque hayan sido usados por teéricos o practicos, o
porque hayan tenido relaciones complejas con las formas de
conceptualizacion y contenidos del conocimiento matemati-
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co. Aunque son profundamente diferentes (por ser concretos)
de los objetos matemadticos, siguen estando préximos entre si
y se desarrollan conjuntamente.

De manera simétrica, las comunidades de matematicos siem-

pre se han distinguido claramente de las comunidades de téc-
nicos (artesanos, ingenieros, artistas, comerciantes, etc.) Sin
embargo, ambas estin muy unidas por una densa red de
comunicaciones e intercambios.

Las maquinas y los instrumentos constituyen uno de los pun-
tos de contacto (o friccién) entre la ciencia y la tecnologia:
siempre hay una tendencia a encontrar un punto de equilibrio
reduciendo cada una a un lenguaje; aunque siempre esta la
posibilidad de que realidades no cientificas influyan en el pen-
samiento cientifico formal.

Transformaciones (Génesis tridimensional de la homologia)

Clasificacion de las matemaquinas

Las maquinas de la coleccién se dividen en cinco clases (algu-
nas de ellas se solapén ):
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Seccién cénica (parabolégrafo) Curvigrafos (Espiral de Arquimedes)

Transformacién de una recta en una circunferencia Instrumento para resolver problemas (Trisector del Kempe)
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1) Geometria de secciones cénicas;

2) Proyeccién y Perspectiva;

3) Transformaciones;

4) Trazadores de curvas (curvigrafos);
5) Solucién mecénica de problemas.

1. Geometria de las secciones cOnicas

Seccién cénica (Teoria de Menecmo)

Un primer grupo de maquetas ilustra las teorias cldsicas de
Apolonio y Menecmo. Difieren en dos aspectos. Menecmo
usa solo los conos obtenidos por rotacién de tridngulos rec-
tangulos adecuados; el corte se realiza perpendicularmente a
una de las caras del tridngulo axial y de ahi que para obtener
todas las cénicas se necesiten diferentes tipos de conos.
Apolonio, por el contrario, hace uso de un cono genérico que
es cortado por planos de diferente inclinacién; de ahi que, del
mismo cono, se puedan obtener todos los tipos de cénicas.

Seccién conica (Teoria de Menecmo)(bis)

Los sintomas los obtienen ambos autores razonando en el
espacio tridimensional, pero Apolonio los interpreta en el
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plano mediante la aplicacién de las dreas: de esta forma se
inventan los nombres estdndar (elipse, hipérbola y parabola).
Quedan muchos problemas abiertos: la identidad entre las
secciones de un cilindro y las de la elipse estaba en cuestidén;
las dos ramas de la hipérbola no se concebian como partes de
la misma curva, etc. Las maquetas de este grupo son estaticas,
pero las podemos transformar en maquinas mentales para
imprimirles movimiento.

Un segundo grupo lo forman maquinas que dibujan curvas en
el plano. Unas son una realizacion directa en tres dimensiones
de la definicién clasica. Otras estdn basadas en el conoci-
miento del sintoma del que se va a hacer uso. La maquina estd
construida para obedecer al sintoma. De esta forma el sinto-
ma modifica su estatus: ya no es una verdad estética sino que
funciona para construir la cénica.

Seccidén cénica (Teorema de Stevin)

Ademas, se elimina cualquier relacién con el cono subyacen-
te: los puntos de la curva se posicionan en el plano con res-
pecto a la parte fija de los mecanismos que hace las veces de
sistema de referencia. En algunos casos (como en la maquina
de Paciotti), se puede utilizar la misma mdaquina para dibujar
todo tipo de cénicas mediante pequefios movimientos conti-
nuos. De esta manera nos centramos en dos importantes



cuestiones: la naturaleza unitaria de las cénicas y la impor-
tancia del concepto intuitivo de continuidad que se usé
ampliamente en el S. XVIL

Seccidén cénica (Teorema de Dandelin)

La teoria de las cdnicas se desarroll6 en varias direcciones:
hacia los nuevos tipos de representacién en el plano de
objetos tridimensionales; hacia la simplificacion del tratado
de Apolonio, hacia la aplicacidn del dlgebra a la geometria...
En esta dltima linea, se enunciaron nuevas propiedades que
se plasmaron en ecuaciones que se transformaron en leyes
que dieron pie a tratados. Los conicdgrafos se convirtieron
en maquinas matemadticas en tres sentidos pues: daban
cuerpo a una propiedad geométrica del objeto dibujado,
podian ser mentales y ademads, dependian de la teoria geo-
métrica.

Ocurre bastante a menudo que, para cada nuevo descubri-
miento tedrico se puede disefar un nuevo instrumento.
Algunos mecanismos que funcionan en una conjugacion
ortogonal son reconsiderados en conjugacién oblicua; las pro-
piedades de los circulos directores sugieren construir meca-
nismos que utilicen las propiedades del rombo.
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Seccién cénica Elipse (Método de la polar)

Desde el siglo XVI en adelante, la irrupcién del movimiento
en las matemadticas ha sido muy considerable: por un lado, las
matematicas y los mecanismos ya no estan separados, por otro
lado, los matemiticos tienden a especializarse mas y a conce-
bir maquinas como modelos mentales, dejando para los técni-
cos la solucion de los problemas précticos de construccion.

Otro grupo de maquetas ilustran los teoremas de Dandelin
sobre las conicas. Este Autor (en el S. XIX) reconsidera el
punto de vista de los antiguos griegos, volviendo a situar las
coénicas sobre el cono y obteniendo nuevos resultados.
Recurre a la intuicién y al principio de continuidad. Ademads,
genera una interesante familia de curvas planas continuas (las
curvas focales, estudiadas, entre otros, por Quetelet). Sus
estudios confirman unas observaciones previas: sugieren la
construccién de nuevas maquinas y coloca en un marco teé-
rico mds amplio a maquinas ya conocidas que generan algu-
nas curvas (el cuadrado de Newton, por ejemplo)

2. Proyecciones y Perspectiva

Cuando Durero visité Italia en 1506, buscaba una teoria rigu-
rosa de la perspectiva: los resultados de sus estudios y de sus
encuentros con otros artistas fueron condensados en unas
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pocas paginas y en cuatro famosas imagenes de su tratado.
Las cuatro maquinas de Durero se reproducen en el primer
grupo de maquetas, que contiene instrumentos mecdnicos
para la imitacién de la realidad. Un segundo grupo de maque-
tas contiene instrumentos que dependen de la teoria geomé-
trica y que no podrian existir sin ella.

Proyeccidn y perspectiva (Ventana de Durero)

En lo concerniente al primer grupo de maquetas se pueden
hacer las siguientes observaciones:

1)

2)

3)

Las variaciones técnicas entre los instrumentos tienen
como fin superar las dificultades practicas y alcanzar un
mayor nivel de automatismo, sin embargo, a pesar de
incrementar su refinamiento mecanico, se sustituyeron,
mds tarde, por camaras oscuras y similares, que son mas
precisas y faciles de utilizar.

Los instrumentos para la perspectiva mantienen un estatus
magico, debido al escaso conocimiento de las leyes mate-
maticas que describen la degradacién de la imagen al pasar
del espacio al plano.

Los instrumentos para la perspectiva eran utilizados por
amateurs mds que por pintores profesionales. Como los
amateurs requerfan saber reglas para usarlos, se escribie-
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ron muchos tratados de diferentes niveles, desde muy sim-
ples y descriptivos a muy dificiles, incluso abstrusos.

Sobre el segundo grupo podemos decir que:

1)

2)

Existe una conexién estricta entre la manipulacién de los
instrumentos mecdnicos y el teorema de Stevin: si el plano
de la imagen rota sobre la linea del suelo y si el observador
rota sobre sus pies en la misma direccién paralela al plano,
la perspectiva no cambia y se mantendra también cuando
el plano de la imagen se extienda sobre el plano horizontal.
Este movimiento de Stevin fue utilizado por De La Hire
para aplanar un cono (junto con su seccién) sobre el plano
de su base circular: de ahi que las cénicas son supuestas
transformadas de este circulo. La génesis de la transforma-
cién geométrica tiene que ver siempre con el conjunto de
puntos de figuras particulares y, s6lo mas tarde, implica al
plano completo.

Las mdquinas de Lambert ofrecen una solucién al proble-
ma de representar la transformada de cualquier figura
plana de la forma mads fécil y automatica. En la practica no
son utiles (por su tamano y escasa precision) pero son teé-
ricamente importantes, pues explican la influencia de la
teorfa mecanicista del siglo XVIII en la expresién de la
homologia de planos.

Proyeccién y perspectiva (Lambert)



Un tercer grupo se ocupa de la anamorfosis. Los historiadores
han analizado los lazos existentes entre la produccién de ima-
genes anamorficas, el comienzo de las tendencias en la pintu-
ra, la pasién por los autématas y la filosofia cartesiana.

Desde una perspectiva matemdtica, la anamorfésis del plano no
anade nada a la perspectiva estdndar; se trata de un uso exacer-
bado de las mismas leyes. Asiy todo, dada la falta de algoritmos
formales, es necesario referirse a procedimientos empiricos. La
anamorfosis obtenidas con espejos, son muy dificiles de estu-
diar. En este casoes esencial el uso de modelos.

Proyeccién y perspectiva (Anamorfosis) (bis)

3. Transformaciones

La importancia del concepto de transformacién en el S. XIX
estd relacionada con el desarrollo de la geometria proyectiva
como campo de investigacion auténomo y organico. Desde el
primer momento, la invarianza de algunas propiedades de la
configuracién geométrica bajo proyeccién esta relacionada o
bien con problemas précticos, o bien con el movimiento y la
continuidad. Muchas lineas de investigacion confluyen en la
teoria de las transformaciones, como, por ejemplo, los traba-
jos de Bravais sobre la estructura cristalina, los de Jordan
sobre los grupos de movimiento, el estudio de la relacién
entre la geometria afin, la mecdnica de las deformaciones y el
célculo baricéntrico, los estudios de Helmotz y Lie sobre el
movimiento de los cuerpos rigidos.
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A un nivel mis elemental, las isometrias han desempeiiado un
papel fundamental en la geometria; a partir de Euclides se uti-
liz6, en la practica, la estructura de grupo antes de que se
hubiese clarificado la abstracta nocién de grupo.

Transformaciones. Homotecia (Pantégrafo de Scheiner)

En el siglo XIX, la ingenierfa mecdnica se convirti6 en una de
las tecnologias dominantes: llamaba la atencidn el estudio de
sistemas articulados que hacian realidad la transmisién de
movimientos. Realmente, los abstractos aparatos tedricos
(que, aunque estén relacionados con lo concreto, no son mas
que invenciones intelectuales) renuevan la mirada que observa
y describe la realidad. De ahi que la teoria de transformaciones
e invariantes arrojara nueva luz sobre el anilisis y el disefio de
madquinas. De esto se muestran ejemplos elementales median-
te el pantégrafo de Scheiner y el inversor de Peaucellier.

Una parte de las maquetas muestran las mas elementales
transformaciones en el plano (isometrias, escalamiento y
homotecias). Los puntos correspondientes se representan
mediante un punto director y un punto de trazo, cada uno con
dos grados de libertad.

Por un lado, estos instrumentos deberian concebirse como
piezas que, ensambladas, dan lugar a un mecanismo mads
complejo; por otro lado, algunas de ellas pueden concebirse
como la generalizacién o la particularizacién de otra.
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Transformaciones (inversion circular)

Todos los mecanismos son instrumentos “locales”: determi-
nan una correspondencia entre regiones limitadas del plano,
mientras que las transformaciones geométricas se definen,
globalmente, para todos los puntos del plano.

La transformacién geométrica determinada por el instrumen-
to no tiene relacién directa con el movimiento fisico del
mecanismo; sin embargo, explorando el mecanismo, se pue-
den hacer conjeturas acerca del tipo de transformacién de que
se trata y probarlo luego de forma rigurosa. Estas caracteristi-
cas hacen de los mecanismos para generar transformaciones
un interesante campo de experimentacion para los estudian-
tes de secundaria y superiores.

Otras maquetas llaman la atencién sobre los estrictos vincu-
los entre el espacio tridimensional y el plano. Por ejemplo, hay
modelos que ilustran la relacién entre la proyeccién estereo-
grafica y la inversion circular.

4. Trazadores de curvas (curvigrafos)

Ya hemos citado algunas graficas conicas. Ahora nos referire-
mos a las curvas algebraicas de cualquier grado y a las curvas
trascendentes. El tema es amplisimo. Las curvas algebraicas
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suelen tener formas muy agradables, pero lo mas importante
es que han constituido un campo de ejercicio para la génesis
de muchos conceptos basicos (en la geometria y el calculo) y
la invencién de algoritmos para resolver problemas dificiles.

Curvigrafos (Elis6grafo de Delaunay)

Se puede usar alguna propiedad de la curva con el fin de dibu-
jarla mecdnicamente, mediante un movimiento continuo. De
ahi que los instrumentos que dibujen la misma curva deberian
considerarse equivalentes entre si en algin modo: desde la
perspectiva clasica el total de los instrumentos que dibujen
una misma curva caracteriza la naturaleza de la curva. Esta
idea de que cada objeto matematico tiene una naturaleza solo
se cuestiona en el siglo XIX. Ahora disponemos de instru-
mentos, los ordenadores, que pueden dibujar cualquier curva
real dejando a un lado todas las propiedades geométricas y
centrandose tan sélo en la relacién numérica.

Se podria obtener una curva aplicando una transformacién
adecuada a una curva conocida. Este es el caso de la solucién
dada por Peaucellier al problema de disefiar un instrumento
que pudiera dibujar una linea recta. La inversa también es
cierta: a veces, el estudio de curvas y curvigrdfos ha llevado a
inventar procedimientos para realizar transformaciones.



Curvigrafos (Hiperbolégrafo de Descartes)

Existen otras técnicas para obtener una nueva curva a partir
de otra conocida que pueden ayudar a disefiar mecanismos.
Como por ejemplo, entre otros, la curva podaria.

Curvigrafos (Cuadrado de Newton)
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Curvigrafos (Cuadrado de Newton)

Las maquinas mentales han jugado un papel tan fundamental
en la geometria que incluso estain documentadas en la Géomé-
trie de Descartes. Un famoso teorema que se ocupa de este
tipo de instrumentos tedricos fue demostrado por Kempe en
el siglo XIX y expone un método general para describrir cur-
vas del plano de grado nueve mediante engranajes.

El andlisis de este tipo de mecanismos consta de dos activi-
dades complementarias: primero, la comparacién de los
mecanismos que describen la misma curva para descubrir
una equivalencia oculta y para encontrar las propiedades
geométricas de algunas figuras elementales que, a través de
movimientos, se convierten en elementos versatiles de
mdaquinas complejas. En segundo lugar estd el estudio de la
“biografia” del mecanismo que, en parte, se solapa con la
biografia del objeto matematico relacionado con él. Incluso
el cambio en el sistema teérico puede modificar el estatus
de ambos. Las curvas trascendentales tienen una biografia
muy interesante que se remonta a la Grecia cldsica y que
ensefna muchas contribuciones interesantes en el desarrollo
del calculo.

Curvigrafos (Cicloide)
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Curvigrafos (Cicloide)(bis)

5. Solucién mecanica de problemas

En el dltimo grupo de maquetas se han recopilado instru-
mentos que fueron disefiados para resolver algiin problema
importante, que haya sido estudiado durante siglos, y haya
jugado un papel importante en el desarrollo de las matemati-
cas. Nos referimos, por ejemplo, al problema de la triseccién
del dngulo y a la duplicacién del cubo. Algunas maquetas son
prototipos de familias enteras de instrumentos que tienen el
mismo fin. Otras estdn mds relacionadas con juegos intelec-
tuales y pueden, muy bien, representar la atmdsfera cultural
de cierta época.

5
14
]
Instrumentos para resolver problemas (Compas de proporcién)
1.2 ]
REFERENCIA WEB
Instrumentos para resolver problemas (Compds de proporcién) http://www.museo.unimo.it/theatrum
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1 ‘Informe PISA 2003’

De nuevo las matematicas han sido noticia de primera en
todos los medios de comunicacién por la misma razén que
casi siempre: cuando las cosas van mal o cuando fallan. En
este caso hemos tenido el ‘consuelo’ de que no sélo es en
nuestra materia en la que los resultados son malos, sino que
es una faceta mas de las variadas deficiencias del sistema edu-
cativo espaiiol.

Si sorprende el hecho de que en una época en la que coincide
con un debate abierto sobre los cambios necesarios en una
nueva ordenacion del sistema educativo (plasmado por parte
ministerial en el libro Una educacién de calidad para todos y
entre todos. Propuestas para el debate) no haya tenido lugar
un debate de verdad de las causas que han dado lugar a la
situacion actual y las grandes vias por las que transitar hacia
mejores horizontes.

Esas discusiones no han tenido lugar de forma profunda en
ningin dmbito. Ni a nivel de centros, ni de organizaciones
profesionales ni de sindicatos. Y tampoco en los medios.
Parece como si el Gnico problema de la ensenanza en nuestro
pais fuera la presencia o ausencia de la asignatura de Religién
catolica y su status, porque en ese terreno si que se ha entra-
do al trapo con prontitud y extensién, y con todo tipo de
reproches. Algo bien palpable en las apariciones en TV,

Dos temas, una anécdota y un adios

donde por las premuras de tiempo y los formatos con pre-
sencia de muchos interlocutores, lleva a la simplificacién de
las ideas hasta caer en el eslogan. Estoy convencido de que
mientras no se resuelva o se aparque ese tema no se podran
abordar los verdaderos problemas de la educacion.

Tampoco ha estado presente de forma publica nuestra Fede-
racién, y no por falta de propuestas recientes y mas antiguas.
Se observa de nuevo un problema viejo y recurrente: la falta
de presencia publica de las matematicas (y en particular de la
Federacidn).

Entre los no muy numerosos articulos que van mas alld de la
epidermis de lo que significa y lo que detecta el Informe PISA
en las matematicas sefialemos el de Tomds Recio y Luis Rico,
“El ‘Informe PISA 2003’ y las matematicas” (E! Pais, 24/01/05),
que pone el acento en algo capital:

Fernando Corbalin
medios.suma@fespm.org
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Por decirlo de manera simplificada, se han propuesto a
nuestros alumnos tareas que no son objeto central de tra-
bajo en nuestra ensefianza, si bien son tareas que debieran
dominar al término de la educacién obligatoria.

Parece que seguimos anclados en clases en las que las monta-
fnas de radicales o las ensaladas de epsilones ocupan lo funda-
mental del quehacer cotidiano, como presunta respuesta a la
tan socorrida bajada de ‘nivel; y asi no hay forma de resolver
problemas que tengan algo que ver con la vida de cada dia
fuera de las aulas, a pesar de que parece obvio que ese tiene
que ser el objetivo de la educacién.

Parece que seguimos anclados
en clases en las que las
montanias de radicales o las
ensaladas de epsilones ocupan
lo fundamental del quehacer
cotidiano.

El maremoto

El tépico ambiente navideio, tranquilo y familiar, se vio
sobresaltado este afio por la llegada de un maremoto (asi apa-
recia en mis textos escolares, ahora sustituido por el exético
‘tsunami’). Ademads de herir sensibilidades dio lugar a una uti-
lizacién de los nimeros en la informacién en la que pienso
que merece la pena detenerse.

Las primeras informaciones televisivas que yo conoci ponian
un énfasis especial en el nimero de muertos europeos (y
turistas en general), importante desde luego, pero que sélo
supone un pequeno porcentaje del total. A pesar de que los
turistas se han contado sin dejar uno, las estadisticas sobre los
indigenas no han sido muy finas. La siguiente noticia (que a
mi me sono improcedente incluso en ese contexto) fue sobre
las posibles pérdidas para las agencias de viaje (del primer
mundo, por supuesto) derivadas de los gastos de repatriacion
y las cancelaciones de viajes, complementadas al poco tiempo
por las posibles dificultades econémicas de las compaiiias de
Seguros.

Asistimos asi una vez mas a esa llamada ley de proximidad en

los medios que hace que el mismo hecho tenga diferente
importancia segin donde haya sucedido o a quien afecte. Esa
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que en la formulacién que recoge Paulos reza un estadouni-
dense igual a cinco ingleses igual a 500 ecuatorianos igual a 50
000 ruandeses. (Un matemdtico lee el periddico, Tusquets,
1996) y que en el caso de muertos en el mismos lugar y en el
mismo momento tiene bastante de obsceno.

Y permite reflexionar sobre por qué una noticia es de prime-
ra pagina, durante cudnto tiempo lo es y por qué desaparece
de alli (por cierto, ;ya no hay vacas locas, noticia de primera
hace unas Navidades?). Porque catéstrofes similares se dan
cada dia ante la indiferencia general: “Y suponiendo las cifras
estimadas de 150.000 muertos en el Indico, en menos de tres
dias mueren de hambre una cantidad igual de seres humanos,
y en cuatro dias y medio 150.000 niflos mueren de hambre en
ese mismo basurero. En los barrios acomodados de la Tierra
vivimos el 20% de la poblacién y disfrutamos del 83% de la
riqueza mundial. En los barrios pobres y miserables, un 80%
de los seres humanos cuenta sé6lo con el 17% de la riqueza pla-
netaria. Se trata de la mayor catastrofe del mundo vy, sin
embargo, apenas se habla de ella o se intenta solucionarla’,
como sefiala A. Aramayona (“Vacunas perniciosas’, El
Periédico de Aragon, 05/01/05).

Una vez mds vemos que la presunta coartada de indiscutibili-
dad que proporcionan las matemadticas (el 2 y 2 son 4’) sirve
para poner de manifiesto sélo lo que interesa, porque cifras
iguales merecen en los medios importancia muy distinta.

Las primeras informaciones
televisivas sobre el
maremoto que yo conoct
ponian un énfasis especial
en el niimero de muertos
europeos (y turistas en
general), importante desde
luego, pero que sélo supone
un pequerio porcentaje del
total.

Una anécdota

También fue noticia de primera pagina un ligero error, una
variacién de magnitud de orden 6: el paso de ‘millones’ a ‘billo-
nes’ de euros en la sentencia judicial de indemnizaciones por
la expropiacién de un banco. Segtn titula El Pais (18/1/05) Un



juez pide 1.122 millones al Fondo de Garantia por la venta del
Valladolid, con un subtitulo En un posible error mecanogrdfi-
co, pide billones de indemnizacion para el ex presidente del
banco, dando a conocer en una liada informacién que El texto
del auto recoge textualmente la consignacion de
“1.021.877.955,54 millones de euros de principal mads
100.000.000 millones de gastos y costas” a solicitud de
Domingo Lipez Alonso [antiguo propietario del Banco de
Valladolid].

Es una muestra mas de las dificultades de manejo (por parte
del juez y del periodista) de los grandes ndmeros, tan presen-
tes en los medios y sobre los que no se ha tenido instruccién
en los estudios de matemadticas. Algo que deberfa cambiar,
pero que por desgracia es una mas de las tareas pendientes en
la vida diaria de las clases de matematicas.

Esto permite reflexionar sobre
por qué una noticia es de
primera pdgina, durante

cudnto tiempo lo es y por qué
desaparece de alli.

Un adids

Hace ya tiempo que empecé en SUMA esta seccidn fija para
poner de manifiesto las relaciones entre las matemadticas y los
medios de comunicacidn, y sus implicaciones en la ensefian-
za, que primero se llamé Mates y medios y que con el cambio
de direccién en la revista pasé a ser Presencia medidtica.

El tema considero que sigue siendo de primera importancia.
Por una realidad que es tozuda:

En los paises occidentales los nifios, antes de su primer dia
de colegio, han sido expuestos a no menos de 3.000 horas
de programacidn televisiva y, al acabar su escolaridad, han
pasado el doble nimero de horas ante el televisor que en el
aula. Y en Espafia la exposicién televisiva por habitante
ronda las tres horas y media diarias, monopolizando la casi
totalidad del tiempo de ocio diurno.

Romaén Gubern, “Chiclé para los ojos” (El Pais, 24/01/05)

Y esas cifras no s6lo no disminuyen sino que si acaso van a
aumentar por la explosion de cadenas de TV y de facilidades
de acceso a las mismas, complementada por la omnipresencia
de la radio y ahora aumentada con el florecimiento de los
periddicos gratuitos.
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Y con unas implicaciones serias: Los medios crean realidad y
conciencia, pueden hacer creer a los ciudadanos que las cosas
y las personas son como ellos las muestran, dan el ser’ a unos
acontecimientos y personas y se la niegan a otros, porque en
una sociedad medidtica ‘ser es aparecer en los medios. [Adela
Cortina (citada por M. Azndrez, “Defensora del lector’, en
“Despedida” (El Pais, 23/01/05)].

Todo ello hace de la mayor importancia la alfabetizacién en
los medios, la dotacién de instrumentos para poder abordar-
los criticamente. Asi lo recoge el Rapport Thélot para la refor-
ma de la ensefianza en Francia (La Escuela deberia formar en
el desciframiento (décryptage) y el uso de los medios), pero por
desgracia estd ausente en la propuesta del MEC Una educa-
cion de calidad para todos y entre todos. Propuestas para el
debate, salvo que se considere como tal lo referido a las TIC
de las paginas 63-68, que mas bien parece tratar s6lo de infor-
matica e Internet.

En esa tarea las matematicas deberian jugar un papel impor-
tante, sobre todo en lo referente a los aspectos numéricos y
estadisticos. A todo ello he dedicado los articulos de la sec-
cién y podria seguir algtin tiempo. Pero ante el riesgo de repe-
tir una y otra vez parecidas ideas, con mas voluntad que acier-
to, y con la perspectiva ademds de nuevas tareas en SUMA,
me despido aqui de los amables lectores.

En la tarea de la
alfabetizacion en los medios
las matemadticas deberian
jugar un papel importante,
sobre todo en lo referente a los
aspectos numéricos y
estadisticos.

Como decia el director de cine B. Wilder, Mucho peor que
no te tomen en serio es que te tomen demasiado en serio.
Aqui corriamos el riesgo de tomar demasiado en serio el
tema y, aun dejando una puerta abierta a la continuacién en
el futuro, preferimos hacer mutis por el foro. Gracias y
hasta siempre! W
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mace 150 afios, el 23 de febrero
de 1855, moria, en Gotinga, a la
edad de setenta y siete afos, Johan
Friedrich Carl Gauss o, simple-
mente, Carl Friedrich Gauss, como
¢él mismo quiso ser llamado. Eran
tiempos de revolucién y progreso:
comenzaba la revolucién industrial
en Inglaterra, en Estados Unidos se
perforaba el primer pozo de petré-
leo (1859), la economia estaba
dominada por las teorias liberales
de Adam Smith mientras se gesta-
ba la creacion de la Internacional
Socialista, Darwin publicaba El ori-
gen de las especies por medio de la
seleccién natural (1859), Mendel
escribia sus leyes basicas de la
herencia (1865-69), Mendeleiev
construia la tabla periédica de los
elementos, Nobel descubria la
dinamita (1866), Ampere inventa-
ba el electroiman... y se preparaba
la gran revolucién de las matemati-
cas, que daria lugar a las llamadas

matemadticas modernas y que, paradéjicamente, produciria
un desarrollo inusitado de las aplicaciones a la fisica y a la
industria. Habia finalizado el gran periodo de la matematica

Johan Friedrich Carl Gauss (1777-1855)

francesa (siglo XVIII) y habian entrado en escena los mate-
maticos alemanes, empezando por el propio Gauss.

Después de su muerte, el Rey de Hannover hacfa acunar

monedas en honor de Gauss con la inscripcién Princeps

las matematicas del siglo XIX

Sus origenes familiares no podian
ser mas modestos. Nacido en
Brunswick, el 4 de mayo de 1777,
su padre, Gerhard Dietrich, era un
obrero que habia ejercido varios
oficios (jardinero, pintor de brocha
gorda, cobrador de una compania
de seguros...), hombre un tanto
rudo y autoritario, que no queria
que su hijo estudiase. Su madre,
Dorothea, segunda mujer de
Gerhard, que habia trabajado de
sirvienta antes de su matrimonio,
mujer sin educacién pero inteligen-
te, empujaba sin embargo a su hijo
a elegir el camino de los estudios.

En este ambiente, el cerebro de
Gauss, desde sus primeros anos de
vida, daba muestras de una poten-
cia y una precocidad jamds conoci-
da en el mundo cientifico. Sélo
Mozart, en el orden musical, se le
puede comparar en manifestacio-
nes tan tempranas de una mente

prodigiosa. Se cuenta que con sélo tres afios de edad, mien-
tras jugaba aparentemente distraido, y su padre se equivoca-
ba en unas cuentas que hacia en voz alta, le advirti6 del error

mathematicorum (Principe de los matemaéticos).

¢Qué habia hecho Gauss para merecer semejante titulo?

Santiago Gutiérrez
hace.suma@fespm.org
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y le dio el resultado correcto. El propio Gauss decia de si
mismo que habia aprendido a calcular antes que a hablar. A la
edad de nueve o diez anos, ya en la escuela primaria, cierto dia
el maestro, Biittner, pidié a toda la clase, que sumaran los
numeros del 1 al 100. El pequeiio Gauss escribié sobre su
pizarra en pocos segundos la respuesta exacta, 5 050. Se habia
dado cuenta de la constancia de la suma de los nimeros equi-
distantes de los extremos, 101, asi que multiplicé mentalmen-
te este numero por las 50 parejas que podia formar, tal y como
hacemos hoy para sumar # términos de una progresion arit-
mética. Ante semejante prodigio, dicen que Biittner le com-
prd, de su propio bolsillo, un libro de Aritmética, y confié en
adelante el aprendizaje matemdtico de Gauss a su ayudante,
Martin Bartels, un joven maestro de diecisiete aios, por suer-
te para Gauss aficionado a las Matematicas. Con el tiempo,
Bartels llegd a ser catedratico de la universidad de Kazan,
donde tuvo como alumno nada menos que a Lobachevsky.

En 1792, con quince aios de edad, comenzé Gauss su ensefian-
za secundaria, gracias al patrocinio del duque de Brunswick.
Pronto, conjeturd el teorema segtin el cual la cantidad de
ndmeros primos menores que x es asintética a la funcién

X

Inx

Este teorema no consiguié demostrarse hasta cien anos mas
tarde. Por esta misma época, ya se planteaba cdmo seria una
geometria en la que no fuese vilido el axioma de las paralelas
de la geometria de Euclides.

Uno no puede menos de preguntarse: ;qué método utilizaba
Gauss para llegar a establecer resultados de tanta trascenden-
cia a tan temprana edad?
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En 1795 se traslad6 a Gotinga en cuya universidad, dotada de
una excelente biblioteca matematica, estudié filologfa y mate-
madticas, sin tener claro todavia a cual de las dos materias se
dedicaria definitivamente. Al afio siguiente, ocurrié un suce-
so trascendental para el propio Gauss y para la matematica.
Ese aflo, encontré Gauss la forma de construir, con regla y
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compis, el poligono regular de 17 lados. El mismo lo recor-
daba, muchos afios mds tarde, en una carta dirigida a Gerling
el 6 de enero de 1819:

Fue el dia 29 de marzo de 1796, durante unas vacaciones en
Brunswick, y la casualidad no tuvo la menor participacién
en ello ya que fue fruto de esforzadas meditaciones; en la
manfana del citado dia, antes de levantarme de la cama, tuve
la suerte de ver con la mayor claridad toda esta correlacién,
de forma que en el mismo sitio e inmediatamente apliqué al
heptadecdgono la correspondiente confirmacién numérica.

Al dia siguiente, 30 de marzo, atiin no cumplidos los 19 aiios,
Gauss tomo la decision de dedicarse totalmente a las mate-
madticas. Asi aparece anotado en el diario que comenzé a
escribir ese mismo dia, una libreta de apuntes de 19 paginas,
en la que fue anotando, desde 1796 hasta 1814, cuantos resul-
tados matemdticos iba obteniendo, 144 en total, sin que por
desgracia fueran recogidos todos los descubrimientos mate-
maticos que hizo durante ese periodo de tiempo.

Entre 1796 y 1798 escribi6 su primer libro, las Disquisiciones
arithmeticae, en el que construia la Teoria de Numeros como
una ciencia sistemadtica, lo que hasta entonces constituia tan
solo una acumulacion de resultados particulares interesantes
sin apenas relacion entre si. Se trata de un trabajo s6lo com-
parable a la construccién de la geometria por parte de
Euclides. Basaba su elaboracién en la Teoria de las congruen-
cias, tal y como hoy la conocemos. Con motivo de la intro-
duccién de los nimeros complejos, mostraba la representa-
cién de todos los niimeros complejos en el plano, utilizando
un sistema de ejes coordenados. Es esta representacion, bajo
la autoridad de Gauss, lo que mds contribuy6 a que estos
nimeros dejaran de ser considerados materia sospechosa y
empezaran a ser utilizados con la misma familiaridad que el
resto de los nimeros reales.
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Se doctoré en 1799, con la primera demostracién rigurosa del
Teorema fundamental del digebra, estableciendo que todo poli-



nomio con coeficientes reales puede factorizarse como produc-
to de polinomios de primer y segundo grado. Aunque maneja-
ba sin ningtn tipo de prejuicios los nimeros complejos, no los
utilizaba explicitamente en esta demostracién, dado que no
eran todavia de uso corriente entre los matemadticos de la
época. A lo largo de su vida lleg6 a dar hasta cuatro demostra-
ciones del teorema, en la segunda (1815) hace el primer inten-
to serio de una demostracion exclusivamente algebraica, y sélo
en las dos dltimas (1816 y 1849) utiliza expresamente los niime-
ros complejos.

Con la publicacién de las Disquisiciones arithmeticae, en
1801, la fama de Gauss se extiende por toda Europa y es reco-
nocido como el mas grande matematico de la época. La
pasion de Gauss por la teoria de nimeros era tal que si consi-
deraba a las Matematicas la reina de las ciencias, la Teoria de
Numeros era la reina de las Matemdticas.

Por estas fechas un astrénomo aficionado italiano, G. Pidzzi
avistd lo que seria el planeta Ceres, pero las pocas observacio-
nes que pudo hacer de él le impidieron calcular con precision el
trazado de su 6rbita. Ningtin astrénomo de entonces lo consi-
guid. Enviadas las observaciones a Gauss, éste, utilizando el
método de los minimos cuadrados, inventado por él al efecto,
con tan solo tres observaciones pudo determinar la 6rbita del
planeta, y era tal su grado de exactitud que a finales de 1801 y
principios de 1802 pudo ser observado nuevamente Ceres,
segun las predicciones realizadas por el joven Gauss. A su fama
de matematico se afiadi6 entonces la de astrénomo, y el propio
Gauss confesaba, en carta dirigida a su amigo Farkas Bolyai,
que la teorfa pura de las cantidades (Teoria de Numeros) y la
Astronomia eran los dos polos de su actividad cientifica, “hacia
los cuales mi brujula intelectual apunta siempre”.

En 1805 se cas6 con Johanna Osthoff, con la que tuvo tres
hijos, pero el matrimonio sélo durdé cuatro afos, ya que
Johanna murié en 1809, al igual que su tercer hijo. En 1810 se
volvi6 a casar, con Wilhelmine Waldeck. De los tres hijos
habidos en este matrimonio, serd su hija Therese la que per-
manecera en casa de su padre, acompainandole y atendiéndo-
le hasta el final de su vida.

En 1807 fue nombrado profesor en Gotinga y director de su
observatorio astronémico que, por la ocupacién napoleénica
de gran parte de los estados germdnicos, no se terminara
hasta 1816.

En 1809 aparecié impresa la Teoria motus corporum coeles-
tium (Teoria del movimiento de los cuerpos celestes que giran
alrededor del Sol siguiendo secciones cénicas).

En 1812 publicé Gauss las Disquisiciones generales circa se-
riem infinitan (Investigaciones generales sobre la serie infini-
ta), donde realizaba el estudio de una funcién que incluia
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como caso particular a la mayoria de las funciones conocidas
y que desarroll6 para valores complejos del argumento.

En 1818 recibi6 el encargo de efectuar el levantamiento topo-
grafico de Hannover. Esto le llevé a desarrollar un nuevo apa-
rato de medida, el heliotropo, que, utilizando la luz solar, per-
mitia realizar mediciones en distancias de hasta 160 km,
incluso bajo condiciones climdticas adversas.

A partir de este encargo comenz6 a interesarse por la deter-
minacién de la figura de la tierra, cosa que le condujo a su vez
al estudio de la representaciéon conforme de una superficie
sobre otra. En 1827 formulé sus resultados en las
Disquisiciones generales circa superficies curvas (Investiga-
ciones generales sobre superficies alabeadas).

Sus trabajos en Astronomia y Geodesia le llevaron a idear su
método de minimos cuadrados y a aplicar el calculo de com-
pensacién de errores. Estableci6 la funcién de distribucién de
los errores,

%2
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la célebre campana de Gauss, que constituia su aportacion a la
estadistica y al calculo de probabilidades, si bien su pretension,
lejos de cualquier elaboracién tedrica, tenfa como finalidad
resolver los problemas précticos que le planteaban sus trabajos.

Por lo que se refiere a las geometrias no euclideas, de las cuales
aparece Gauss como uno de sus creadores, sabemos por la
correspondencia mantenida con Bessel en 1829, que si bien
nunca llegé a publicar nada, fue debido a que temia “el griterio de
los Beocios” (tribu de la antigua Grecia que se consideraba for-
mada por lerdos, torpes e incultos). Sin embargo, Gauss se habia
dedicado desde los 15 afos al estudio de las propiedades de una
geometria en la que sirviesen todos los postulados excepto el V
postulado de Euclides o postulado de las paralelas dando lugar a
los resultados que constituyen su Geometria no euclidea.
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En 1832, el hiingaro W. Bolyai, también matemético y condis-
cipulo de Gauss, publicé un libro didéctico, en el que incluyé
como apéndice un trabajo de 16 paginas, original de su hijo
Janos Bolyai, titulado Ciencia absoluta del espacio. En él esta-
blecia propiedades de la geometria independientes del postu-
lado de las paralelas, por ejemplo las férmulas de la trigono-
metria esférica.

Ii{. .nosmmscxﬁ]
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Mais elaborado era el trabajo del ruso N.I. Lobachevsky, apa-
recido en 1836 bajo el titulo, en su propio idioma, de
Nuevos elementos de Geometria con una teoria completa
sobre las paralelas. Los tres matemdticos partian de un
mismo punto de vista y desembocaban en lo que hoy enten-
demos como geometrias hiperbdlicas. Aunque sin contra-
dicciones aparentes, lo que ninguno habia dilucidado es si
en algin momento no llegarian a encontrarse, lo cual
supondria, de ser asi, demostrar que el postulado de
Euclides era un teorema deducible de los otros cuatro pos-
tulados. Quiza es esta la preocupacion que llevé a Gauss a
proponer a Riemann, para su tesis doctoral, un trabajo
sobre el problema de las paralelas.

Riemann encontraria, en los resultados de Gauss sobre las
superficies alabeadas citados anteriormente, la base para
afrontar el tema desde un punto de vista muy superior y des-
arrollar su Geometria Diferencial n-dimensional, cuya pro-
fundidad de conceptos dejé impresionado al propio Gauss,
cuando expuso su tesis en 1854, bajo el titulo Sobre las hipd-
tesis en que se funda la Geometria. Riemann habia mostrado
su esperanza de poder contribuir con sus trabajos al perfec-
cionamiento de las teorias fisicas, cosa que ocurri6 sélo 60
anos después, cuando Einstein aplicé la Geometria de
Riemann, que se identifica con lo que hoy llamamos geome-
tria eliptica, en su Teoria de la relatividad.

Pero, con todo, el problema de las posibles contradicciones no
qued6 definitivamente resuelto hasta que Beltrami, en 1868,
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encontré una superficie de curvatura negativa, de la cual
construy6 un modelo euclideo, la seudo esfera, que verifica
los postulados de la Geometria hiperbdlica. Cualquier contra-
diccidn, pues, en esta geometria supondria también igual con-
tradiccion en la geometria euclidea.

La actividad de Gauss se extendié asi mismo al campo de la
Fisica. Ide6 con Weber el primer telégrafo electromagnético,
dedicando considerables esfuerzos al estudio del magnetismo
terrestre.

Gauss es considerado como el Gnico matemadtico que pudo
conocer toda la matemdtica producida hasta su tiempo.
Con esta pequeiia muestra de sus contribuciones creemos
suficientemente justificado el titulo de Principe de los
matemdticos que le diera, a su muerte, el Principe de
Hannover, y, ain mads, que este titulo permanezca todavia
en la actualidad.

Finalmente, cabe preguntarse ;cémo pudo Gauss producir
tanto y en tantos campos?
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En cierta ocasion le preguntaron cémo era capaz de descubrir
tantos teoremas sobre nuimeros. Dicen que respondi6:
“Porque experimento mucho” . Efectivamente, asi procedia,
pero eso era costumbre entre los matematicos de la época. Lo
notable en Gauss era su capacidad para intuir, a partir de unos
casos particulares los resultados mds generales. Tal capacidad
de penetracién en las profundidades de la Matemadtica es lo
que distinguia a Gauss del resto de sus colegas. Eso si, se dedi-
caba posteriormente a demostrar los resultados que habia
intuido y a depurar sus demostraciones sin dejar rastro del
camino recorrido, para nuestra desgracia. Asi, decia Jacobi
que “Sus demostraciones son rigidas, heladas... lo primero
que hay que hacer con ellas es descongelarlas’, y a su vez Abel
observaba: “Es como el zorro, que borra con la cola sus hue-
llas en la arena” W
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n el articulo con el que introduciamos esta seccién
(SUMA n° 47), ilustrdbamos con los cuadros Las meninas de
Velazquez (1656) y Las meninas de Picasso (1957), el enorme
salto conceptual que desde las matematicas supone el pasar
de concebir y describir el espacio como un contenedor tinico
en el que habitan las cosas, a concebir y describir el espacio
como una red de relaciones que se establece entre cosas con-
cretas.

Comentdbamos que en el lienzo de Veldzquez el espacio entre
la princesa y Marfa Agustina Sarmiento, la doncella que se
arrodilla frente a ella, es un contenedor cubico externo a
ambas nifias, mientras que el espacio entre estas mismas figu-
ras en el cuadro de Picasso es una red: la manera en la que
cada nifia ve a la otra, y la posicion en la que cada una de ellas
esta colocada respecto a la otra, da lugar a la red de triangulos
que como estructura espacial las conecta entre si y con el resto
de las figuras en la habitacién. De hecho, la escena entera esta
compuesta por mdltiples relaciones locales que Picasso repre-
senta mediante una estructura espacial formada por figuras
geométricas basicas como tridngulos y rectdngulos.

En general en matemdticas, las relaciones entre objetos nos
permiten construir entornos formados por elementos relacio-
nados entre si, y estos entornos, estas redes de relaciones, cons-
tituyen lo que en matemadticas contempordneas y en la ciencia
contemporédnea se entiende por espacio, o espacio abstracto,
como lo llamamos en matematicas. Picasso era pintor abstrac-

Un ejemplo de espacio cociente

En matemdticas, las relaciones
entre objetos nos permiten
construir entornos formados
por elementos relacionados
entre si, y estos entornos, estas
redes de relaciones, constituyen
lo que en matemditicas
contempordneas y en la ciencia
contempordnea se entiende por
espacio.

to en el sentido en que utilizamos la palabra abstracto en
matemadticas: el abstraer lo esencial de algo, no el abstraerse
de la realidad. Vamos a ilustrar con otra versién suya de Las
meninas, llevada a cabo en 1957, en qué consiste exactamen-

En el n.° 47 de SUMA, se deslizé por error, como titulo del cuadro de
Malevich, el que Capi Corrales ha dado a esta seccién: En un cuadrado.
El verdadero titulo del cuadro es Negro sobre blanco. (Nota del Editor)

Capi Corrales Rodrigaiiez
enuncuadrado.suma@fespm.org
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te construir un espacio cociente (un tipo de espacio abstracto
que es el fruto de ciertas relaciones establecidas entre los obje-
tos de un conjunto), y qué se puede conseguir con este tipo de
construccion, qué tipo de informacién puede dar un espacio
cociente que el espacio ctbico de Velazquez no nos dé.

Figura 1. Las meninas, Picasso 1957

Este cuadro de Picasso, que lleva por titulo Las meninas, resul-
ta bastante extraio. Reproduce a Marfa Agustina Sarmiento.
Picasso pintd varios lienzos con esta doncella, en estilos muy
distintos. Y en todos ellos, salvo en este, respeta la postura de
la nina tal cual la dibuja Veldzquez. Otra diferencia entre las
restantes versiones que Picasso hizo de esta figura, y la que
hemos elegido, es el titulo: a todas las otras las llamé Maria
Agustina Sarmiento. ;Por qué llamé a este lienzo Las meninas,
y por qué representd la figura de manera tan peculiar?

Intentaremos encontrar respuesta a estas preguntas siguiendo la
manera de hacer matemdtica: ante nosotros estd un objeto, un
cuadro, del que queremos entender algo. Estudiémoslo como
estudiarfamos un texto matemadtico escrito sobre una pizarra.
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Comencemos por el principio: el nombre. El cuadro se llama
Las meninas. Picasso estd, pues, describiendo algo sobre otro
cuadro: el de Veldzquez. ;El qué, exactamente? Miraremos,
pues, el cuadro de Picasso comparindolo con el de
Veldzquez.

Figura 2. Velazquez, Las Meninas (1656),
Museo del Prado, Madrid

Desde que escuché a Natacha Sesefia hablando en un progra-
ma de la television catalana sobre Veldzquez, los bticaros y la
bucarofagia, el pequefio jarro de barro es lo primero que bus-
can mis ojos en cualquier representacién de esta joven. Es
emocionante el enorme talento de Picasso. Un par de lineas
oscuras es todo lo que necesita para describirnos el bucaro
que reposa sobre la bandeja. Tan solo unas lineas oscuras.

Un momento, hablando de lineas oscuras ... ;no resultan un
poco extranas las de la bandeja? Aparecen delante del buca-
ro, no detras. Al colocarme frente al cuadro de Picasso yo
me habia imaginado a éste delante del lienzo de Veldzquez,
estudidndolo y viendo algo que luego me intenta contar a mi
en su reproduccién. Habia dado por hecho, por lo tanto,



que el cuadro de Picasso estaba pintado desde el punto de
vista de un Picasso espectador situado frente al de
Veldzquez. Pero eso no es compatible con que las lineas
negras que representan el fondo de la bandeja aparezcan
colocadas frente al buicaro, no detras de éste. Aqui hay algo
raro, y para intentar
entenderlo, procedo
segiin la manera de
hacer  matematica:
con papel y lapiz.
Abro mi cuaderno,
saco la caja de lapice-
ros, y reproduzco
sobre la hoja primero
la bandeja con el
bucaro del lienzo de
Picasso, y después la
bandeja como yo la
dibujaria si fuese
Picasso espectador
mirando la escena de
Veldzquez.

No cabe la menor
duda: las bandejas no
casan, y las lineas de
Picasso no estan dibu-
jadas desde el punto *
de vista de alguien T
que, situado frente al
cuadro de El Prado,
contempla a la donce-
lla. ;Quién, en la habi-
tacion de Veldzquez,
veria asi el fondo de la
bandeja? ;Serd, se me
ocurre, que estan
dibujadas segun las
veia el pintor Veldz-
quez, no el pintor
Picasso mirando el
cuadro de Velazquez?

Vuelvo a mirar ambos
cuadros compraran-
dolos. No, esta hipote-
sis no es correcta: de estar pintadas desde donde estd coloca-
do Veldzquez, las lineas negras interiores de la bandeja apa-
recerian del lado de la tripa del bicaro, no del lado del asa.
¢Quién las ve asi, entonces? Vuelvo al cuadro de Veldzquez
con el de Picasso en la cabeza, y recorro los distintos perso-
najes representados en la escena, intentando imaginarme
cémo ve cada uno de ellos las lineas de la bandeja. Sélo la
propia M.* Agustina las ve asi.

Figura 3. La bandeja con el bticaro

Figura 4. La mano que sustenta la bandeja

SUMA 48
Febrero 2005

Asi pues, enunciamos una segunda hipétesis: este cuadro podria
tratarse de M.* Agustina vista por M.* Agustina. Un par de
segundos bastan para darnos cuenta de lo absurdo de esta suge-
rencia. La bandeja estd descrita tal y cémo la ve M.* Agustina,
pero la doncella no ve sus propios ojos, que ademds esta claro no
casan el uno con el
otro, luego ni estdn
vistos por M.* Agus-
tina, ni estan vistos
ambos desde el mismo
lugar.

Nueva hipétesis de tra-
bajo: Picasso abandona
el punto fijo, se mueve
fisicamente alrededor
de la figura de M.
Agustina, elige unos
cuantos lugares desde
= dénde mira a la donce-
lla y luego casa todas
estas visiones en una
red tnica. No parece,
en principio, una hipé-
tesis disparatada. Al
fin y al cabo, de ser
correcta, se trataria de
una version siglo XX
del mismo juego que
juega Velazquez: mo-
verse de sus ojos a los
de los reyes y especta-
dores, y de éstos, a tra-
vés del espejo, a los del
visitante que aparece
por la puerta del fondo
de la escena. En el cua-
dro de Veldzquez algu-
nos objetos y figuras
estdn vistos desde un
lugar, otros desde
otros. En el cuadro de
Picasso puede que una
misma figura esté vista
desde varios lugares
simultdneamente.

Comprobémoslo, intentando averiguar, de ser asi, cudles son
estos lugares en los que se para Picasso para dibujar a M.
Agustina. Miremos de nuevo el cuadro. Las claves que busca-
mos habran de estar en los detalles reproducidos en él: la ban-
deja sobre la que aparece el bicaro, la mano que sostiene la
bandeja, el pelo y rostro y, finalmente, los ojos y la nariz. Ya
tenemos el punto de vista desde el que estd descrita la bande-
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ja. Continuemos con la mano que la sustenta. La dibujamos.
La tnica peculiaridad de esta mano es que en ella aparecen
dibujadas las almohadillas del pulgar y de la palma. Esa es la
clave que buscamos. ;Quién estd situado en la posicién ade-
cuada para poder ver esas almohadillas? Miramos de nuevo
el cuadro de Veldsquez: sélo el propio pintor, a la izquierda y
por detrds de M.?
Agustina, podria per-
cibirlas.

Sigamos con la ca-
beza; la dibujamos. E1
pelo enmarca perfec-
tamente el rostro, y el
contorno de ambos L
aparece  completo,
como s6lo pueden
verlos las figuras de
la derecha. La Infan-
ta, por ejemplo, a la
que M.* Agustina
mira de frente.

La propia M.* Agus-
tina, Veldzquez, la
Infanta. Parece que
Picasso se va ponien-
do en el lugar donde
estdn situados cada
uno de ellos, v,
entrenado en el pro-
ceso de abstraccion,
selecciona  alguna
caracteristica de la
figura elegida que
describir desde ese
lugar. La Sarmiento
nos describe la ban-
deja sobre la que
reposa el buacaro, :
Veldzquez la mano o
que sostiene la ban-

deja, la Infanta el

marco del rostro de

M.* Agustina. Estu-

diemos ahora ahora

el ojo derecho.

que ocupan los reyes y los espectadores en el cuadro de
Veldzquez. El mismo lugar, observo, desde donde esta visto el
bucaro. Tiene sentido, los padres se preocupan. ;Se dara su nifia
a esas veleidades de la bucarofagia?

Picasso ya nos ha descrito la figura que componen doncella y
bucaro desde arriba
desde la derecha, des-
de la izquierda y desde
delante. ;Habra sido
capaz de hacerlo tam-
bién desde atras? ;Ha-
bré sido capaz de dar la
vuelta completa a la
habitacién, y llevar a
cabo el prodigio de
describir a la Sarmien-
to desde los cuatro
costados? El lado con-
servador de mi razén
me responde inmedia-
to: imposible, la figura
se disolveria. Pero en-
tonces el lado mate-
mdtico interviene: ;por
qué no? En matemati-
cas es posible hacerlo,
por ejemplo con las
herramientas de geo-
metria algebrica des-
arrolladas por Gro-
thendieck a mediados
del siglo XX, ;por qué
no va a serlo también
en pintura?

Repasamos el cuadro
de Picasso. Sélo nos
queda por analizar el
ojo de la izquierda. Lo
dibujo sobre mi cua-
derno, y al hacerlo
o caigo en la cuenta de
j que esta mirado desde
el mismo lugar desde
el que estd mirada la

nariz.

Figura 6. El ojo izquierdo

Al reproducirlo sobre
el cuaderno, nos da-
mos cuenta de que hay tres claves esenciales en este ojo: el trazo
horizontal de la izquierda, la acumulacién de grises a la derecha
y el lugar donde esta dibujada la pupila. Estas claves indican que
el ojo esta descrito desde el perfil derecho, esto es, desde el lugar
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Vuelvo a estudiar la

escena de Veldzquez.
;Desde donde estd visto este perfil? Desde la izquierda de
Sarmiento. Es, pues, un ojo descrito como lo ven el visitante
que aparece por la puerta el fondo y los reyes a través del espe-
jo. M.* Agustina vista desde detras.
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Figura 7. Ojo derecho y nariz

iEl cuarto costado que nos faltaba!

Como la veian Veldzquez, la infanta, los reyes, el visitante;
como se vefa ella misma. Una persona vista desde delante,
desde detrés, desde su izquierda, desde su derecha, e incluso
desde sus propios ojos. Encolando todas esas visiones parcia-
les y locales, Picasso nos ofrece una vision global completa,
interroga a todos los testigos que estaban alli. “Me gusta su
peinado’, comenta la infanta, en plena edad del pavo.
Veldzquez, pintor, se fija en las manos. “Buen pulso sostenien-
do la bandeja’, concluye. “Tenia tanto miedo de que se me
cayese el btcaro’;, confiesa M.* Agustina. “El btcaro, el buca-
ro... eso es lo que me preocupa a mf’, interviene la reina.
“Pendiente de la nifa si parece que esté’, opina el rey. Y el visi-
tante suspira mientras comenta, “;Un magnifico perfil!”

Todos los lugares donde hay personas en el cuadro de
Velazquez, aparecen representados, y en cada uno de estos
lugares Picasso elige un par de ojos, y lo que ven esos ojos lo
representa en un detalle de la figura.

Ya tenemos respuestas a nuestras preguntas. Y en el proceso
de encontrar estas respuestas, hemos encontrado también
algo mas: un ejemplo gréifico de como describir el espacio
cociente que se obtiene al establecer sobre los elementos de
un conjunto, en este caso los personajes de la escena de
Veldzquez, una particién, una relacién de equivalencia.
Clasificamos las figuras en funcién de dénde estén colocadas
respecto a la doncella del buicaro. El espacio resultante consta
de cinco elementos o clases de aquivalencia (ella misma,
izquierda, derecha, delante y detras), cinco puntos de vista, de
cada uno de las cuales Picasso ha elegido un representante: la
bandeja, la mano, el pelo, el ojo derecho y el perfil izquierdo.

En el proceso de construir este espacio cociente, Picasso nos
da una descripcién de una misma figura desde sus cuatro cos-
tados (delante, detrds, izquierda y derecha). Algo que desde el
espacio cubico y euclideo de los pintores del siglo XVII y los
matematicos del XVIII (Clairaut, Euler...) no se prodria hacer,
salvo utilizando, como Veldzquez, Euler y los grandes magos,
trucos de espejos. W
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Publicaciones recibidas

¢MATEMAGICAS O MATETRAGICAS?
CLAVES MATEMATICAS PARA
LECTORES INEXPERTOS

J. Villagra

MATEMATICAS MATEMATICAS PARA APRENDER
PARA APRENDER A PENSAR
A. Vilay M.® L. Callejo
Narcea S.A. de Ediciones

Madrid 2004 Montesinos
ISBN 84-277-1470-X Barcelona, 2004
218 pdginas ISBN 84-96356-07-8
189 paginas
RESOLUCION DE PROBLEMAS EN MATEMATICAS PARA 3° DE ESO %_E,Eﬁ:"ggg
MATEMATICAS APLICADAS A LA REALIDAD S
J.M. Chamoso, L. Herniandez, EXTREMENA

J.M. Blanco y otros
SEEM “Ventura Reyes Présper”

R. Lopez y M. Rodriguez
Nivola, Libros y ediciones

Madrid , 2004 2004
ISBN 84-95599-80-5 ISBN 84-931776-8-7
1CD 1CD

POLIEDROS SEMIREGULARES
J.Alegre y otros

Proyecto Sur de ediciones
Granada, 2003

ISBN 84-8254-278-8

1CD+ 8 pp.
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PRINCIPIOS Y ESTANDARES PARA LA EDUCACION

Traduccion de Manuel Fernandez

Los nuevos Principios y Estdndares
del NTSC en castellano

I:':'-|1-._'i|:-|-: )

3 ". Fstandares

MATEMATICA.

SAEM Thales
Sevilla 2003

ISBN 84-933040-3-4
412 paginas

Presentamos la traduccion al castellano de un documento bdsico en la educacion matemdtica publicado en el ario 2000 y ha
sido editado por la Sociedad Andaluza de Educacién Matemdtica Thales. El libro, al que acompaiia un CD-ROM con mds de
40 ejemplos electrénicos utilizables en el aula desde cualquier navegador, hace un recorrido por la educacion matemdtica desa-
rrollando los Principios curriculares en Estdndares educativos que se detallan por niicleos temdticos y por niveles educativos
desde Preescolar (Prekindergarden en EE.UU.) hasta el Bachillerato (Grado 12 en EE.UU). Con esta traduccion, la Sociedad
Thales ha pretendido continuar con la tradicién de acercar documentos de amplio impacto en educacién matemdtica y forma-
cion del profesorado a todos los docentes de Matemdticas de habla hispana, como ya hizo con la primera publicacion de los
Estdndares Curriculares del NCTM en el asio 1989 y con sus posteriores Addendas.

n el prélogo de la obra original, Principles and Standards
for School Mathematics (NCTM, 2000), el National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM) se presenta como “una
organizacion profesional internacional comprometida con la
excelencia de la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas
para todos los estudiantes” (p. xiii). Esta organizacién fue fun-
dada en 1920 y en la actualidad tiene més de 100 000 miem-
bros.

Publica periédicamente cuatro revistas de educacién mate-
matica: Teaching Children Mathematics, Mathematics
Teaching in the Middle School, Mathematics Teacher, Journal
for Research in Mathematics Education, ademds de un boletin
mensual (NCTM News Bulletin), y tiene editados mds de 200

libros, junto a videos, CD-ROM vy otros materiales y recursos.
Su pagina web (http://www.nctm.org) pone de manifiesto
todas estas actividades relacionadas con la educacién mate-
matica:

Antonio Marin del Moral

Jose Luis Lupiafiez Gomez

Servicio de Publicaciones de la SAEM Thales
Universidad de Granada
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Figura 1: P4gina principal del NCTM (http://www.nctm.org)

Publicaciones curriculares del NCTM

En EE.UU la educacidén no estd centralizada como ocurre por
ejemplo en Espaiia, asumiendo cada uno de sus Estados su
propia politica educativa. Por esta razén, la aportacién de
Estandares curriculares se hace muy necesaria.

El NCTM ha publicado diferentes obras en materia curricu-
lar: Curriculum and Evaluation Standards for School
Mathematics (1989), traducido junto a sus Addendas por la
Sociedad Thales (1995a, 1995b), Professional Standards for
Teaching Mathematics (1991), y Assessment Standards for
School Mathematics (1995).

ESTANDARES CURRICULARES
Y DE EVALUACION PARA
LA EDUCACION MATEMATICA

NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS (NCTM)

S.A.EM. THALES

Figura 2: Traduccién de los Estandares 1989 del NCTM
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Figura 3. Addenda

Estos textos han representado una apuesta importante por
desarrollar y articular explicita y ampliamente unos objetivos
para el profesorado y los responsables de la politica educativa.
Ademas han venido proporcionado enfoques, coherencia y
nuevas ideas a los esfuerzos por mejorar la educacién mate-
matica.

El Proyecto “Estandares 2000”

En el afio 1995 el NCTM designd una comisién para el futuro
de los Estdndares y se le encomendé: a) supervisar el proyec-
to Estandares 2000; b) recoger y sintetizar informacién y ase-
soramiento dentro y fuera del NCTM; y c) planificar la difu-
sion, interpretacioén, ejecucién y revisiéon posterior de los
futuros Estandares.

En 1997 se constituye el equipo de redaccién y el equipo del
formato electrénico con profesores, formadores de profesores
de matematicas, representantes de las administraciones edu-
cativas, investigadores y matematicos, todos ellos con gran
experiencia educativa.

Se invit6 a todas las sociedades miembros de la Conference
Board of the Mathematical Sciences a constituir la Association
Review Groups (ARGs), que podria proporcionar asesora-
miento e informacién sobre las matematicas. Se constituye-
ron catorce Grupos de Revisién.

El Research Advisory Committee del NCTM encargé una serie
de documentos resumiendo la investigacién realizada hasta el
momento en ocho dreas de la ensefanza y el aprendizaje de
las matemadticas, que sirvieran de antecedentes al Equipo de
redaccidn.



La Conference on Fundations for School Mathematics, cele-
brada en Atlanta en marzo de 1999 proporcioné una prepara-
cion a los redactores sobre las perspectivas tedricas relativas
a la ensefianza y el aprendizaje.

En 1998, se hizo una amplia difusién de un borrador de los
Estandares, bajo el titulo de Principles and standards for scho-
ol Mathematics: Discussion draft, con el fin de que se discu-
tiera y se remitieran al NCTM las consideraciones pertinen-
tes. Se facilitaron cerca de 30000 copias a personas interesa-
das. Decenas de miles accedieron a este documento por
Internet.

Entre 1998 y 1999 se celebraron sesiones de presentacién y
discusién del documento. Se comisiond a veinticinco perso-
nas para revisar el borrador desde la perspectiva de sus areas
particulares de interés. Se recibieron mas de seiscientas cin-
cuenta respuestas individuales, y las opiniones de mdas de
setenta grupos. Fueron examinados los argumentos sobre
todas las perspectivas de los distintos aspectos considerados,
y alaluz de las respuestas, el equipo decidié detenidamente la
postura que Principios y Estdndares deberia adoptar respecto
a cada uno de los temas.

EI NCTM después constituyd un grupo de trabajo para elabo-
rar materiales, impresos y electrénicos, con el titulo Navi-
gations, para ayudar y apoyar al profesorado a poner en pric-
tica los Principios y Estdndares en sus clases. Este equipo del
formato electrénico estd trabajando para ampliar y mejorar
las futuras versiones electrénicas, tanto en la Web como en
CD. El proyecto Illuminations, al que nos referiremos mas
adelante, proporciona recursos para ejemplificar y aclarar los
mensajes del documento impreso.

Una vision de las matematicas escolares

La utopia de este documento se marca muy bien en su pre-
sentacion. He aqui un breve parrafo:

Imagine una clase, una escuela o un distrito escolar donde
todos los estudiantes tienen acceso a una educacién mate-
matica atractiva y de calidad. Hay expectativas ambiciosas
para todos y adaptaciones para los que las necesiten. Los
profesores, bien preparados, poseen los recursos adecua-
dos para apoyar su trabajo y estdn perfecciondndose conti-
nuamente como profesionales. El curriculo es matematica-
mente rico... La tecnologia es un componente esencial del
entorno. Los alumnos trabajan, con confianza, en tareas
matemdticas complejas cuidadosamente elegidas por el
profesorado...; (p. 3).

En bdsqueda de esta utopia se presentan las finalidades del
trabajo:
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+ Exponer un conjunto amplio y coherente de objetivos para
las matemadticas, desde Prekindergarten (Preescolar en
Espana) hasta el Grado 12 (Bachillerato), para todos los
estudiantes, a fin de que orienten los esfuerzos relativos al
curriculo, a la enseflanza y a la evaluacion, durante las pré-
ximas décadas;

« Servir como recurso a los profesores, responsables educa-
tivos y politicos, para analizar y mejorar la calidad de los
programas de instruccién matematica;

+ QGuiar el desarrollo de marcos curriculares, evaluaciones y
materiales de ensefianza;

» Estimular ideas y conversaciones continuas en los ambitos
nacional, provincial o estatal y local, respecto a cémo ayu-
dar mejor a los estudiantes para que consigan una profun-
da comprensién de las matemadticas.

Un modelo de organizacion del curriculo

La obra se estructura sobre la base de dos pilares: principios y
estdndares. Los principios orientan la accién educativa.
Forman parte de las grandes decisiones subyacentes a todo
curriculo e implican a los ambitos politicos, sociales y econé-
micos

Estos son los principios curriculares que propone el NCTM:

Igualdad: La buena educacién matemadtica requiere igualdad,
es decir, altas expectativas y una base potente para todos
los estudiantes.

Curriculum: Un curriculo es méds que una coleccion de activi-
dades: debe ser coherente, centrado en matematicas
importantes, y bien articulado en grados. El énfasis en
seleccionar matematicas importantes o relevantes para los
objetivos marcados es muy notable. Por ejemplo, dentro
del campo numérico, cita la proporcionalidad y las razo-
nes; cita las destrezas de razonar y deducir, la capacidad de
prediccién a través de las matemdticas o incrementar
conocimientos en recursion, iteracién, comparacién de
algoritmos.

Enserianza: La ensefianza efectiva de las matematicas requie-
re comprender que los estudiantes saben y necesitan
aprender y, entonces, retindolos y desafidandolos aprende-
ran bien.

Aprendizaje: Los estudiantes deben aprender matemdticas,
comprendiéndolas, construyendo activamente nuevo
conocimiento desde la experiencia y el conocimiento pre-
vio.

Evaluacion: La evaluacion deberia apoyar el aprendizaje de las
matemadticas importantes y aprovechar esta informacién
poderosa para ambos, alumnos y profesores.

Tecnologia: La tecnologia es esencial en la ensefianza y apren-
dizaje de las matemadticas; influye en las matematicas que
se ensefian y refuerza el aprendizaje de los estudiantes.
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Los estandares curriculares tratan de dar respuesta a la pre-
gunta ;qué contenidos y procesos matemadticos deberian los
estudiantes aprender a conocer y a ser capaces de usar cuan-
do avancen en su educacién? Se estructuran en estdndares de
contenido y de proceso.

Los cinco estandares de contenidos se organizan sobre la base
de areas de contenido matemadtico, y son: Numeros y
Operaciones, Algebra, Geometria, Medida y Andlisis de datos
y Probabilidad. Los otros cinco estindares son de procesos y
mediante ellos se presentan modos destacados de adquirir y
usar el conocimiento: Resolucién de Problemas, Razona-
miento y Demostracion, Comunicacion, Conexiones y Repre-
sentacion.

En el documento de Principios y Estdndares, se establecen
unos ejes que marcan unas pautas generales para cada uno de
los Estdndares, y que deberian darse para todos los niveles
educativos. Por ejemplo, en el Estdndar de Niimeros y Ope-
raciones, se establece que (p. 34):

Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian
capacitar a todos los estudiantes para:

+ Comprender los ndmeros, las diferentes formas de
representarlos, las relaciones entre ellos y los conjuntos
numéricos;

« Comprender los significados de las operaciones y cémo
se relacionan unas con otras;

« Calcular con fluidez y hacer estimaciones razonables.

Estos ejes de contenido, al igual que los de proceso, se desa-
rrollan desde Preescolar hasta terminar el Bachillerato. En
cada nivel educativo se desglosan en Estandares que se justi-
fican y se analizan detallando cémo puede producirse la evo-
lucidn de las expectativas para cada nivel. También se dan pis-
tas acerca de cémo ensefiar algunos contenidos en algunos
niveles especificos.

Los Estdndares de procesos siempre se argumentan en mutua
interconexién con los de contenidos ya que los primeros faci-
litan la comprensién de los segundos.

Veamos un ejemplo de los ejes que organizan un Estdndar de
proceso: el de Comunicacion (p. 64):

Los programas de ensefianza de todas las etapas deberian
capacitar a todos los estudiantes para:

+ Organizar y consolidar su pensamiento matemadtico a
través de la comunicacién; comunicar su pensamiento
matemadtico con coherencia y claridad a los comparie-
ros, profesores y otras personas;

o Analizar y evaluar las estrategias y el pensamiento
matemadticos de los dem4s;
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« Usar el lenguaje matemdtico con precisién para expre-
sar ideas matematicas.

Un instrumento de apoyo a la docencia
y a la formacidn del profesorado.

Ademas de incluir sistemdticamente una reflexién acerca de
la ensenanza de algunos estdndares en cada nivel, en los
estandares de proceso las sugerencias para implementar su
enseflanza son muy practicas. Se basan en investigaciones y
referencias constantes a experiencias de aula que muestran
cémo hacer matemdticas en aula.

Se enfatiza la importancia de crear en el aula un ambiente
productivo para el aprendizaje, promoviendo, por ejemplo,
que los escolares trabajen en equipo, o aprovechando sus
ideas y errores para conducir su aprendizaje (Joyner & Reys,
2000).

Estos mismos investigadores ponen de manifiesto la impor-
tancia que este tipo de proyectos tiene para la formacién ini-
cial de profesores de matematicas:

(...) suministran informacién ttil para que los futuros pro-
fesores desarrollen su conocimiento pedagdgico del conte-
nido mientras se introducen en los procesos de ensefianza
y aprendizaje de las matemadticas” (p. 323).

Y no sdlo el profesor juega un papel central en todo el proce-
so a la hora de llevar a cabo una educacién matemaética para
todos, como propugnan los Principios y Estandares. Los mate-
maticos y las comunidades de educadores matematicos, los
padres, la administracién comparte la responsabilidad junto a
los profesores de matemadticas de conseguir que cada escolar
tenga acceso a una ensefianza de las matemadticas lo mds cua-
lificada y profesional posible.

Los Principios y Estdndares suministran pautas para que cada
persona y cada colectivo lleve a cabo su papel en esa ensefan-
za de calidad (Graham & Fennell, 2001).

En Martin & Berk (2001) se realiza una revision detallada de
cémo han influido los Principios y Estdndares en muchas
agendas de investigacion en didéctica de la matematica. Los
autores ponen de manifiesto como existe una notable relacién
entre el texto del NCTM vy la investigacién en este campo, y la
describen como ciclica, en el sentido de que fue mucha inves-
tigacion la que dio forma al documento final, pero es éste el
que ahora establece muchas prioridades y directrices de
investigacion en diddctica de la matemadtica.

Otra aportacion bésica al profesor de la traduccién realizada
por la Sociedad Thales, es el CD-ROM que la acompana. Se



han traducido los textos que explican la utilizacién de varios
programas sencillos (applets de Java) que abren las puertas a
un gran abanico de actividades: geoplanos electrénicos, soft-

ware sobre geo-
metria de trans-
formaciones,
representacion de
funciones o vecto-
res. También hay
programas especi-
ficamente disefia-
dos para ayudar a
la comprensién de
algunos conceptos
como media y me-
diana, recta de re-
gresiéon en esta-
distica, equivalen-
cia de fracciones,
las relaciones entre
dreas y voldmenes
en prismas, etc.. Se
incluyen finalmen-
te algunos videos
que ejemplifican
situaciones de aula
relacionadas con
algin proceso de
comprensién o una
aportaciéon meto-
doldgica del profe-
SOr.

Los ejemplos elec-
trénicos incluidos
en el CD-ROM es-
tdn preparados pa-
ra que se puedan
ver cualquier nave-
gador vy sirven co-
mo material de
apoyo para el pro-
fesor o como ma-
terial para alumno
en el aula informa-
tica.

S, ILLUMINATIONS
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La NCTM suministra numerosos recursos electrénicos que se
actualizan periédicamente, para iluminar los Principios y
Estdndares. Estos recursos estan organizados por niveles edu-
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Figura 5. Ejemplo de dos programas del portal llluminations

Estos ejemplos son una parte de todos los disefiados a partir de
los Principios y Estdndares. En Internet se puede acceder a
varias paginas en las que se muestran multitud de propuestas
de actividades listas para llevarlas a cabo con escolares.

Dentro de todas esas paginas, accesibles desde la pagina princi-
pal del NCTM nos parece destacable el proyecto llluminations.

cativos, y para ca-
da uno de ellos se
describe cémo se
usa, qué nociones
matematicas  se
trabajan y qué ta-
reas se pueden
afrontar. En ellas
se promueve que
los estudiantes
descubran, conje-
turen y analicen, fa-
voreciendo la inter-
accién con el or-
denador y entre
los estudiantes.

En la figura 5 se
puede ver como
para cada uno de
los recursos, exis-
te un titulo, una
referencia a los
diferentes niveles
en los que puede
usarse, y una des-
cripcién genérica
de en qué consis-
te cada uno de
ellos.

Muchos de estos
recursos apare-
cen totalmente
traducidos en el
CD-ROM  que
acompaiia la edi-
ciéon en espanol
de los Principios y
Estdndares para
la Educacion Ma-
temdtica. En resu-
men, la Sociedad
Thales ha realiza-

do este esfuerzo editorial con la vocacién e ilusién de seguir
siendo 1til al colectivo de profesores de matematicas.

Esperamos que esta obra contribuya a mejorar sus actua-
ciones docentes, y que esto repercuta en que los jévenes
estudiantes conozcan mas y sepan cémo usar mejor las
matemadticas. W
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ara quienes hemos aprendido a ensefiar Matemdticas a
través de los libros de texto de Miguel de Guzmadn, es un pla-
cer leer la reedicion que ha hecho Nivola de tres de sus obras
mads conocidas.

Es el caso de Mirar y ver, publicada en 1976 por la editorial
Alhambra, agotada y reimpresa por el equipo de la Olimpiada
Matematica Argentina y hoy sélo accesible en la excelente
pagina web del autor. Con sus palabras, la obra trata de “esti-
mular la aficion por la geometria de los estudiantes de ense-
Aianza media’. Lo hace a través de nueve pequefios ensayos
sobre temas elegidos con una triple intencién: presentar obje-
tos matematicos que tengan profundidad y belleza, que ade-
mas representen lineas de pensamiento actuales y, por ultimo,
que sean accesibles a un lector de Bachillerato o primeros
afos de Universidad. Al final de cada uno de los ensayos, se
afiaden comentarios al contenido matematico de los mismos
y en alguno se hacen referencias histéricas a los matematicos
mds importantes que trabajaron en esos temas. Se incluye,
finalmente, una bibliografia general de trabajos que tienen la
misma orientacién que quiso dar Miguel de Guzman a su
libro. Esta bibliografia, escrita en 1977, sigue siendo un refe-
rente valido en la actualidad.
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Una nueva invitacion a mirar y ver

MIRAR Y VER
Miguel de Guzman
El rompecabezas/8
Nivola

Madrid, 2004

ISBN 84-95599-46-5
126 pdginas

Sorprende pensar que en el momento de la publicacién de
este libro, los niflos que cursdbamos nuestros tltimos afios de
educacién Primaria, disfrutdbamos de unos libros de texto de
matematicas repletos de conjuntos, aplicaciones biyectivas,
relaciones de equivalencia, productos cartesianos y ldgica
proposicional, sin apenas referencia a ningn concepto geo-
métrico que pudiéramos visualizar. A algunos alumnos que
teniamos especial aficién por las matemadticas, este tipo de
ensenanza, hoy tan denostada, nos aporté un gran desarrollo
de la capacidad de abstraccion. Nos privd, sin embargo, de la
apertura al pensamiento intuitivo, clave para la formacién del
razonamiento. Esos alumnos de los afios 70, convertidos hoy
en profesores de Secundaria, después de pasar por unas facul-
tades de mateméticas que tampoco han contribuido a cubrir
esa laguna en la formacioén, reproducimos en demasiadas oca-
siones los errores anteriores.

Elena Gil

Colegio Sagrado Corazén, Zaragoza
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Treinta afios después, nos sigue quedando ain un largo cami-
no para “llegar a un justo medio entre la confianza en la intui-
cién espacial y la percepcién de la necesidad de una adecuada
presencia de los elementos demostrativos, pilares en los que la
matematica debe estar basada’, reto que nos planteaba en ese
momento Miguel de Guzman. Si bien se han hecho notables
avances en la ensefianza por resolucién de problemas, y timi-
das experiencias en la ensefianza de la geometria, que han
contribuido a mostrar a muchos alumnos un aspecto mds
amable de las matemadticas, esto no ha ido unido a una ade-
cuada presencia de esos elementos demostrativos a los que
alude Miguel de Guzman y que son elemento constitutivo de
la ciencia matematica.

En este contexto, la lectura de Mirar y ver plantea varias refle-
xiones al profesor de Secundaria interesado en que las mate-
madticas contribuyan al desarrollo armoénico de la mente y de
las potencialidades intelectuales, sensitivas, afectivas y fisicas
de sus alumnos...

La primera y mas evidente, una reflexién sobre la forma mads
adecuada de ensefiar Geometria. Solemos estar de acuerdo en
las aportaciones de la Geometria a la formacién intelectual: el
desarrollo de la capacidad espacial, de la intuicion, del gusto
por la belleza. Es mas dificil encontrar temas accesibles a los
alumnos y que permitan verdaderamente este desarrollo de
capacidades. La fuerza motriz del aprendizaje es la motiva-
cién.Por eso, es fundamental una adecuada eleccién. Mirar y
ver nos ofrece un amplio abanico de ejemplos ficiles de com-
prender en su planteamiento, aunque para su comprensiéon
profunda se deban poner en juego todas las capacidades men-
cionadas: la aproximacién de 7, el teorema de Minkowski, el
Teorema de Helly, el lema de Sperner... Temas que introducen
al alumno en ramas actuales de investigacién como la teoria
de grafos o la geometria combinatoria. En otro de los libros de
Miguel de Guzmadn, también reeditado por Nivola (2002), La
experiencia de descubrir en geometria, el autor aporta tam-
bién un importante material para estimular la accién de los
alumnos y ponerles asi en disposicion de hacer matemdticas
con la ayuda del ordenador, elemento motivador basico.

La segunda idea vertebradora de Mirar y ver que suscita la
reflexion es que la Geometria puede posibilitar un encuentro
con los aspectos deductivos de la Matematica, a partir de la
intuicién y de la visualizacién: un encuentro menos arduo que
la demostracién de resultados abstractos. En cada uno de los
ensayos surge de forma natural la necesidad de definir con
mds precision y de demostrar de alguna manera fiable lo que
intuimos mirando y viendo. Aparecen asi las definiciones de
conjunto convexo, interior, frontera; grafo, de conicas. Se
puede aprender el principio de induccidn en la resolucion del
problema de los puentes de Konigsberg y en la demostracion
del lema de Sperner. Podemos entrar en contacto con técnicas
deductivas como el uso de la simetria, de analogias, de una
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adecuada manera de ver los problemas en un contexto mds
amplio, de forma que la solucién aparece més clara a nuestros
ojos, como ocurre en todos los interesantes problemas del
capitulo 7. En otras obras de Miguel de Guzman como puede
ser Cuentos con cuentas (Nivola, 2003), nos encontramos
también con esta orientacién de la ensefanza de la teoria
matematica: especialmente bonito en este libro es el capitulo
dedicado a los poliedros regulares, donde muestra cémo se
puede construir un pensamiento matematico, respetuoso con
los hechos observables.

Y la tercera y ultima reflexién: ;qué cabida tienen estos temas
en las clases de un profesor de Bachillerato hoy, tres décadas
después? Tenemos en esta etapa unos alumnos que han dedi-
cado poco tiempo a su formacién matematica en los afios de
Secundaria Obligatoria. Estamos sujetos a unos programas
dirigidos exclusivamente a que los alumnos superen el exa-
men de Selectividad marcado por cada Universidad. Los con-
tenidos que tenemos que impartir son amplios y marcada-
mente abstractos. Sin embargo, paraddjicamente, se hurta a
los alumnos sus elementos demostrativos por creer que resul-
tan de dificil comprension para ellos. iEl riesgo de que las
matemadticas se conviertan en una serie de reglas esotéricas,
que conducen a verdades indiscutibles, por la via de la fe y no
del razonamiento, es enorme! Uno piensa, como ya sugiri6 en
su momento el autor, si no seria mucho més formativo dedi-
car tiempo a contar pausadamente, muchos hechos matema-
ticos que se prestan para hacer una novela interesante: el teo-
rema de los cuatro colores, el problemas de los puentes de
Konisgberg, el teorema del punto fijo y sus mdaltiples aplica-
ciones, las propiedades de las elipses. Temas que incorporan
hechos manipulables, definiciones de conceptos, construc-
cién y demostracion de enunciados, que estan enmarcados en
un contexto histérico y cultural...y que por tanto ayudarian a
construir una vision global de las matematicas y proporciona-
rian a los alumnos muchos ratos de disfrute intelectual.

Teniendo en cuenta que nuestra sociedad necesita personas
capaces de pensar por si mismas y de dar respuestas globales
a las complejas situaciones que la ciencia y la vida plantean,
los profesores de matemadticas tenemos una clara funcién:
desarrollar en los alumnos la capacidad de observar el mundo,
de buscar relaciones, regularidades y pautas en lo observado,
de descubrir lo esencial de las situaciones, de buscar rigurosa
y creativamente soluciones a los problemas planteados.

En el clima de desencanto que muchos profesores viven ante las
posibilidades reales de su funcion, la lectura de los libros de
Miguel de Guzman suponen un revulsivo, una llamada a no
renunciar a esta labor, ineludible por insustituible, en la forma-
cién del pensamiento de los chicos y las chicas. Este es el lega-
do de un apasionado convencido de la potencia de la mente
humana para comprender el mundo y, consecuentemente, una
persona comprometida a fondo con la educaciéon. B
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a Société Belge des Professeurs de Mathématique dex-
pression frangaise (SBPMef) tiene varias publicaciones perié-
dicas, de las que me ocuparé en este articulo: Mathématique
et Pédagogie, dirigida a los profesores de secundaria, Math-
Jeunes, dirigida a los alumnos del ciclo superior de la secun-
daria y Math-Jeunes Junior, a los del ciclo inferior.

En las dos revistas, que publican nuestros compafieros belgas
dirigidas a los alumnos de secundaria, se pueden encontrar
articulos que tratan de acercarles las matematicas, su evolucién
histdrica y sus aplicaciones, yendo mas alla de los aspectos de
nuestra disciplina que habitualmente forman parte de los libros
de texto y de los programas escolares. Aparecen cuatro niime-
ros al afo y para tener una idea de su contenido basta con echar
un vistazo a los sumarios de sus tltimos ntimeros:

Math-Jeunes n° 107

S. Trompler, La double hélice

C. Carleer, LADN, une molécule d la fois biologique et mathé-
matique

C. Randout, Des représentations d'une hélice circulaire

C. Villers, La parabole du bon téléspectateur!

J. Opsomer et P. Tilleuil, Le déroulement de la spirale
dArchiméde

revista de la SBPMef

La Société Belge des
Professeurs de Mathématique
d’expression francaise
(SBPMef) tiene varias
publicaciones periddicas:
Mathématique et Pédagogie,
dirigida a los profesores de
secundaria, Math-Jeunes,
dirigida a los alumnos del ciclo
superior de la secundaria y
Math-Jeunes Junior, a los del
ciclo inferior.

Hemeroteca

Julio Sancho Rocher

G. Noél et P. Tilleuil, Peano, Hilbert ... et le minotaure hemeroteca.suma@fespm.org

113



SUMA 48
Febrero 2005

Math-Jeunes Junior n° 107

Y. Noél-Roch, Couper-Toucher (2)

N. Vandenabeele, Informatique ou Infor-Math-Ique ?
A. Paternottre, Et la suite ?

C. Villers, Alors on coupe!

B. Honclaire, Les fréres Hick (10)

S. Trompler, Eratosthéne

Y. Noél-Roch, Puissance et économie (2)

Pero una mejor aproximacion al contenido de la revista nos lo
proporciona la oportunidad que tenemos de, a través de la
pagina web de la sociedad (http://www.sbpm.be/), obtener
copias en formato PDF de dos de los articulos de este nime-
ro de Math-Jeunes, —C. Randout, Des représentations d'une
hélice circulaire, y J. Opsomer et P. Tilleuil, Le déroulement de
la spirale dArchiméde— asi como un archivo EXCEL al que se
refiere el segundo de ellos. Son textos de contenido matema-
tico asequible a los alumnos de nuestro bachillerato con buen
nivel de matemadticas, bien escritos y amenos, que muestran
las matematicas en accidn, es decir resolviendo problemas y
con un enfoque cultural que enriquece su valor. No he tenido
la oportunidad de ver mas muestras de trabajos aparecidos en
estas revistas para los alumnos, pero si son del mismo estilo
que los ejemplos a los que me he referido antes, se trata de un
material muy interesante del que creo que carecemos en nues-
tro pais y que seria interesante desarrollar.

La SBPMef se creé en 1975 y
desde entonces publica, con
cardcter bimestral, la revista
Mathématique et Pédagogie.
Se trata de una publicacion
dirigida al profesorado de
matemdticas de secundaria.

El contenido de las dos revistas se completa con secciones
dedicadas a resolucién de problemas, a las olimpiadas y
rallies.

La SBPMef se cred en 1975 y desde entonces empez6 a publi-
car, con cardcter bimestral, la revista Mathématique et
Pédagogie. Como queda reflejado en la presentacién que se
hace de la revista en la pagina web de la sociedad belga, se
trata de una publicacién dirigida al profesorado de matemati-
cas de secundaria. Su contenido consiste bdsicamente en:
« articulos que tratan de aspectos cientificos o0 metodoldgi-
cos de las diferentes asignaturas de matemdticas que se
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imparten a lo largo de la secundaria, entre los que pueden
encontrarse descripciones de experiencias de clase, de las
reacciones y errores de los alumnos, propuestas orienta-
das a mejorar la presentacion de la materia, uso de medios
tecnoldgicos, etc.

« articulos de informacién cientifica sobre desarrollos
recientes de las matemadticas.

+ secciones permanentes dedicadas a problemas y juegos, a las
olimpiadas matematicas o a las resefas de libros y revistas.

La revista tiene formato AS con una
extension de alrededor de 100 pdginas
en cada niimero. La maquetacion, con
el texto a una columna, es simple pero
cuidada tanto en el texto como en los
grdficos.

La revista tiene formato A5 con una extension de alrededor de
100 paginas en cada ntimero. La maquetacién, con el texto a
una columna, es simple pero cuidada tanto en el texto como
en los graficos. Dado que los articulos ocupan una media de
15 paginas, cada niimero de la revista no suele contener mas
de cinco o seis.

El primer articulo, Reégles intuitives: Les erreurs des éléves
enfin comprises? (D. de Bock, W. Van Dooren & L. Ver-
schaffel), es una traduccién de un trabajo que previamente se
habia publicado en lengua flamenca formando parte de un
proyecto de investigacion en el que se analizan los problemas
acarreados por la extension de la linealidad y se trata de hacer
propuestas para la mejora. En la primera parte del texto, los
autores presentan las tesis de Fischbein, asi como sus propias
experiencias, sobre el papel que pueden jugar las intuiciones
en la resolucién de problemas, asi como la influencia que pue-
den tener a lo largo del proceso de aprendizaje. Terminan este
apartado concluyendo que a pesar de que las intuiciones pue-
den conducir al error en ocasiones, pueden ser muy utiles en
la construccién de razonamientos matemdticos y que, en
cualquier caso, su andlisis permite explicar el origen de erro-
res de los alumnos por contraste entre los conocimientos
adquiridos y las experiencias previas que sustentan sus intui-
ciones. La segunda parte se dedica a analizar el poder expli-
cativo de algunas reglas intuitivas, concretamente de las mas
importantes que se manifiestan en los problemas de compa-



racion, a saber: “mas de A y por tanto mas de B” y “lo mismo
de A luego lo mismo de B”. Muestran al final que no siempre
se pueden achacar las respuestas erréneas, en problemas de
comparacion, a la aplicacion de las reglas intuitivas y que en
ocasiones hay explicaciones alternativas basadas en otro tipo
de errores conceptuales. En conjunto el articulo es una mues-
tra de cdmo puede presentarse un estudio de didéctica de las
matematicas desde el punto de vista de sus consecuencias
précticas para el profesorado.

Me sorprendié bastante encontrar un articulo cuyo titulo
fuese Composition de fonctions, ya que parece un contenido
que poco a poco ha ido quedando arrinconado dentro del
curriculo. Pero este texto muestra cémo introducir, a partir de
la siguiente situacién, bastante realista, la composicién de
funciones:

En un aparato para medir la presién arterial de los
enfermos, ésta hace variar la altura de una columna
graduada de 50 a 300 mm. La medida se transmite
mediante una corriente eléctrica, que varia de 10 y 40
miliamperios, a una impresora que va dejando una
marca sobre una banda de papel de 22 ¢cm de ancho,
con un margen de 1 cm a cada lado. Determinar el
modelo matemadtico que hace corresponder a cada
presion medida una posicion registrada sobre el papel.

J. Miéwis “Composition de fonctions’,
Mathématique et Pédagogie n° 149

La revista se completa con
varias secciones dedicadas a
resolucion de problemas y
también una titulada Dans
nos classes en la que Y. Noél-
Roch hace propuestas de
actividades directamente
aplicables en clase.

El autor se dedica en el resto del articulo a analizar, primero el
paso de la medida observada en el mercurio a la intensidad de
la corriente producida, a continuacién el de la intensidad a la
marca dejada por la impresora en el papel, acompanando cada
caso con un ejemplo numérico. Termina analizando la suce-
sion de las dos transformaciones lo que le da la oportunidad
de poner de manifiesto la presencia de dos funciones mutua-
mente reciprocas.
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El resto de los articulos de este nimero de Mathématique et
Pédagogie me han resultado menos atractivos sin que con ello
quiera decir que estdn mal: simplemente me ha interesado
menos su contenido. En Decouvertes avec un tableur, M.
Solhosse da dos ejemplos de uso de la hoja de célculo en clase
de matematicas. Estdn concebidos como uno primer paso de
aprendizaje y orientados a que la necesidad de buscar las for-
mulas y la estructura de la hoja de célculo obliguen al alumno a

La SBPMef tiene un acuerdo con la
APMEP por el que sus miembros son
tratados por la asociacion francesa
como adherentes y por ello se
benefician de precios especiales en la
adquisicion de sus materiales. Creo
que también la FESPM deberia tratar
de lograr este tipo de acuerdos con
asociaciones tan cercanas a nosotros
tanto geogrdficamente como en sus
objetivos.

reflexionar y razonar sobre el problema. El siguiente, Les simu-
lations aux services des probabilités, de V. Loward es una arti-
culo bastante largo y ambicioso sobre el uso de las calculadoras
graficas en la ensenanza de las probabilidades, a través de pro-
blemas de simulacién. Incluye entre otras cuestiones, un glosa-
rio de las instrucciones de las calculadoras graficas (CASIO)
utiles en las simulaciones de sucesos aleatorios, ejercicios con-
cretos para la ensenanza de las probabilidades con la calcula-
dora y algunas pistas metodoldgicas. Por tltimo, en Apprenti
Géomeétre: un nouveau logiciel, N. Rouche y Ph. Skilbecq hacen
una presentacién de un programa encargado por la administra-
cién educativa belga para ayudar el aprendizaje no sélo de la
geometria sino de las matematicas en general a los alumnos del
final de la primaria y principio de la secundaria. Esta concebi-
do de forma que se puedan manipular sobre la pantalla figuras
diversas y someterlas a operaciones como cortarlas, juntarlas o
fusionarlas. Seguin los autores se trata de un instrumento util
para la exploracién y la experimentacién que no propone nin-
guna secuencia de aprendizaje programado.

La revista se completa con varias secciones dedicadas a reso-
lucién de problemas y también una titulada Dans nos classes
en la que Y. Noél-Roch hace propuestas de actividades direc-
tamente aplicables en clase. En el nimero que nos ocupa la
dedica a tres actividades que empiezan en la exploracién de
una situacién numérica pero cuyo objetivo dltimo es que los
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alumnos después de observar casos concretos formulen una
propiedad general, la expresen formalmente y aborden su
demostracién general.

Me gustaria comentar un aspecto que me ha llamado la aten-
cion a través de los anuncios que aparecen en la revista: la
SBPMef tiene un acuerdo con la APMEP por el que sus miem-
bros son tratados por la asociacion francesa como adherentes
y por ello se benefician de precios especiales en la adquisicién
de sus materiales. Creo que también la FESPM deberia tratar

23 SBPMef-Accueil - Microsoft Internet Exploren

. Archivo  Edicién  Wer Favoritos  Herramientas  Ayuda

de lograr este tipo de acuerdos con asociaciones tan cercanas
a nosotros tanto geograficamente como en sus objetivos. No
en balde somos ambos miembros fundadores de la Federacién
Europea de Asociaciones de Profesores de Matematicas.

Terminaré comentando que la pagina web de la SBPMef tiene
un disefio bastante rudimentario, y que desde su pagina de
entrada se puede acceder a informacién sobre las diversas
revistas que se limita a una descripcidn general, las cuotas de
suscripcion y los indices de las revistas. W
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i el anterior articulo de esta seccién tuvo algin efecto
persuasivo y habéis buscado peliculas relacionadas con las
Matematicas, habréis comprobado que su localizacién no es
tarea fcil; menos atin para escenas de contenido matemético
en peliculas de otro tipo. Y una vez encontrados unos u otras,
tampoco todos valen para la clase de Secundaria. Cada profe-
sor evaluard qué objetivo diddctico puede salir reforzado con
su visién y posterior comentario en clase; y decidira en con-
secuencia. No se trata de llenar el tiempo de la clase; con los
actuales horarios lectivos, nuestro problema es mds bien
cémo estirarlo.

La dificil seleccion

Hay peliculas que aparecen siempre en los listados de Cine y
Matematicas porque el protagonista o algiin personaje secun-
dario destacan por su talento matemaético. Pero, sin embargo,
ninguna escena encierra ni glosa contenido matematico algu-
no. Asi ocurre, por ejemplo, con El indomable Will Hunting
(Good Will Hunting. Gus Van Sant. 1997) y con Sneakers (Phil
Alden Robinson. 1992), respectivamente. En la primera ve-
mos al protagonista resolviendo en una pizarra un problema
que no se nos explica. En la segunda, el personaje dicta una
conferencia mientras los personajes principales mantienen
un didlogo. En estos casos las Matemadticas son sélo parte del
decorado o mdsica de fondo.

Entre el amor y el humor

Hay peliculas que aparecen
siempre en los listados de Cine
y Matemdticas porque el
protagonista o algin personaje
secundario destacan por su
talento matemdtico. Pero, sin
embargo, ninguna escena
encierra ni glosa contenido
matemdtico alguno

" Para pornerse en contacto con el autor de esta seccién, o enviarle comen-
tarios o sugerencias se puede usar el correo electrénico indicado junto a
su firma

José Maria Sorando Muzas
decine.suma@fesmp.org
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En contadas ocasiones las Matematicas no sélo definen a un
personaje, sino que impregnan toda la trama argumental. Es
el caso de estos tres titulos singulares:

SATVEET LN WORKS TRITH & SO0, o PLARTAN FLIE i o MRRENA ARONFENVERE
SENNFLLETTE T WA NAREILE BN SAENTOAN AW SROMR FANELA BART AL AN JOARNE GORDON  STEFSEN FENTLIMY
e DERSE FTIRERALD o CLNT WARTELL rocomm o ST EMMEROAN v REN S8 e MATTREN AR
st NATTHEN LIBKTIONE v TYLER BRI D GOORORT JONAR SOTH c e RANDY 50NN
e ST VOREL e ERI WA o v DARREN REONFEY

wenptirincom UAT WTHAN bk sl

En Pi. Fe en el caos (Pi. Darren Aronofsky. 1998), Maximilian
Cohen, un matematico problematico y marginado, intenta la
explicacién universal a través de las cifras del numero =, par-
tiendo del estudio de las fluctuaciones de la Bolsa de Nueva
York. Es un matemadtico desequilibrado con el medio que le
rodea por su progresiva e irremediable obsesién con la teoria
de numeros. Una firma financiera de Wall Street y una secta
judia quieren hacerse con sus descubrimientos para aplicarlos
a la Bolsa y a la Cabala, respectivamente. A la personalidad
obsesiva de Max se afiade la presién de la persecucion, lle-
gando a una situacion enfermiza y autodestructiva. La pelicu-
la, en blanco y negro, tiene una banda sonora peculiar y es
agobiante como el mismo protagonista; bastante dura.

Una mente maravillosa (A Beautiful Mind. Ron Howard. 2001)
presenta la biografia de John Forbes Nash, un genio matematico
contemporaneo. Comienza con Nash estudiante en Princeton y
la génesis de sus ideas principales, hasta conseguir una beca de
investigacion. Ya instalado como profesor universitario, peculiar
en sus clases, comienza a tener alucinaciones vinculadas a la
Criptografia en las tramas de espionaje de la Guerra Fria. En
1959 es diagnosticado como esquizofrénico paranoico y llega a
ser recluido para recibir tratamientos de electroshock. Asistimos
a su sufrimiento personal y familiar, asi como a una lucha cons-
tante intentando convivir con la enfermedad. Tras 30 afios de
esfuerzo lo consigue y es entonces cuando le llega el reconoci-
miento académico internacional: el Premio N6bel de Economia
1994 por su aplicacién de la Teoria de Juegos a los procesos de
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negociacion. Esta concesion supuso un cambio radical en la con-
sideracion social de la enfermedad de la esquizofrenia, empezan-
do a superarse el estigma social de estos enfermos.

TR SEAND FRIX
TEral TAMTENEIE QNI &§

En Cube (Vincenzo Natali. 1997), sin explicacién alguna, un
grupo de personas se ve recluido en un laberinto de cubos
conectados entre si por una escotilla en cada cara. Unas escoti-
llas conducen a la muerte; otras, a nuevos cubos habitables. El
acceso a cada cubo tiene una placa con tres numeros de tres
cifras cada uno. Un estudiante de Matematicas descubre que las
trampas mortales estan colocadas en los cubos cuyos nimeros
sean primos o potencias de primo. A partir de ese momento, la
busqueda de la salida pasard, antes de decidir la entrada en un
cubo, por la factorizacién de sus nimeros. Todo ello, en un
ambiente violento, de tensién claustrofébica. Violencia y tension
son elementos que, entre otros, definen el cine que triunfa entre
nuestros adolescentes. Aunque su gusto no es el mio, debo decir
que esta pelicula ha tenido buena aceptacion entre los alumnos
en algunas experiencias realizadas por otros profesores. [Hay un
articulo sobre esta pelicula en SUMA n.° 47. Nota del editor.]

Pocas peliculas podremos encontrar con una presencia de las
Matemadticas mayor que en estas tres. ;Esto las hace ya validas
para nuestra clase de Secundaria? En absoluto. No debiera
bastarnos con que las Matemadticas estén tan presentes.
Preguntémonos ademads: ;Qué imagen se da de ellas?; ;cudl es
el mensaje que va a llegar a los alumnos?

En las tres, las Matemdticas son fuente de obsesién enfermiza,
de angustia o de delirio. En expresién de nuestros alumnos, los
personajes tienen el cerebro rallado. Asi que estas peliculas no
haran sino aumentar los prejuicios en contra de las Matematicas.



Si, como enuncidbamos en el articulo anterior, pretendemos
que los alumnos se apropien de las Matematicas como algo
valioso, util o divertido, parece que estas peliculas no nos sir-
ven en su integridad. Pero en una busqueda cuidadosa pode-
mos encontrar escenas que, fuera del contexto general del
film, sean aprovechables para nuestros fines. Y presentaremos
a los alumnos sélo esas escenas, siempre que sean comprensi-
bles por si solas.

Persona es el ser humano que ante
una situacion cualquiera de la vida
examina lo que puede hacer,
analiza lo que debe hacer... y
después lo hace.

Emmanuel Kant

Resolver problemas en cualquier situaciéon

He seleccionado siete escenas de Una Mente Maravillosa en
las que se recrea cémo un cierto estilo matematico impregna
todas las parcelas de la vida de John F. Nash, centrindose en
especial en la amorosa.

Decia el fil6sofo Emmanuel Kant que Persona es el ser huma-
no que ante una situacion cualquiera de la vida examina lo
que puede hacer, analiza lo que debe hacer... y después lo hace.
El principal legado que la formacién matematica puede dejar
a un individuo es el desarrollo de su capacidad para resolver
problemas, convirtiéndole en una persona que deja de ver las
situaciones como inevitables para considerarlas como proble-
mas pendientes de solucién. Y para Nash lograr una interac-
cion satisfactoria con el otro sexo era uno de esos problemas.

La eleccién del tema amoroso le resulta al pablico chocante
en relacién con las Matemadticas, pero es muy efectiva con los
alumnos ya que para ellos es la cuestién por antonomasia
(como casi para cualquiera, por otra parte) y resulta muy pro-
picia al humor, algo que el director ha sabido explotar con gra-
cia en la parte inicial de la pelicula.

El humor y las Matematicas

En la recomendable pagina web de la portuguesa Associagdo
de Professores de Matemdtica (www.apm.pt) leemos: El
Humor no se explica. Pero su presencia puede favorecer mucho
la comunicacion y las relaciones interpersonales. Y se cita el
Prefacio de Mathematics and Humor (NTCM), donde se dice:
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Sélo las personas son capaces de reir. Las vacas pueden
mostrarse satisfechas. Los gatos esbozan algunos gestos y
los caballos brincan. Pero sélo los hombres, las mujeres y
los nifios consiguen reir. Tan sélo la mente humana es
capaz de detectar inconsistencias entre las consistencias de
la vida. Desgraciadamente, las Matemadticas han sido cata-
logadas, como la guerra, el hambre y la muerte, entre las
cosas serias.

Por eso a muchos extrana ver unidas las palabras humor y
Matemadticas. Pero quienes se acercan a ellas, asi como los
matematicos mismos, son humanos. Y afortunadamente,
como tales, no son indemnes a la ambigiiedad del lenguaje
cotidiano, a la necesidad de ternura, a la consciencia de la pro-
pia ignorancia, a la tentacion de aparentar sabiduria... y a tan-
tas otras maravillosas debilidades propias de su condicién. Lo
cual nos recuerda que las Matemdticas son un intento de
poner orden en nuestra experiencia del mundo, pero un
intento de personas que sienten, que suefan... y que rien.

El tema amoroso resulta chocante
en relacion con las Matemdticas,
pero es muy efectivo con los
alumnos ya que para ellos es la
cuestion por antonomasia (como
casi para cualquiera, por otra
parte) y resulta muy propicia al
humor.

El contraste de todas esas limitaciones con la presupuesta
perfeccidon de las Matemadticas produce el Humor matemati-
co; un humor que no es de carcajada, sino de sonrisa compli-
ce e inteligente. Como los niveles de inte-ligencia, en este caso
las capacidades para leer en clave matematica las situaciones
y compartir el humor subyacente, son diferentes segtn los
cursos, la necesaria complicidad no se establece por igual en
todos los casos. El profesor debe calibrarlo bien en cada oca-
sién. Por ejemplo, las referencias sexuales contenidas en las
escenas de Una mente maravillosa pueden resultar inquietan-
tes adn en 1° ESO pero ya no en 2° Bachillerato. Por ello, para
los més pequefios haremos otra propuesta de humor mads
blanco.

Problemas que nos acucian, idilios, humor... siempre en rela-
cién con las Matemadticas, aparecen en dicha pelicula y, al
menos, en otras tres que citaremos. Intentaremos establecer
una asociacion entre ellas y esos temas tan vivenciales. Tal vez
asi, con la ayuda del cine, logremos unas Matemadticas de ros-
tro mas amable. A no ser que opinemos como aquel individuo
que decia que “para ser importantes no hay que ser simpati-
cos’, maxima que por fortuna hemos decidido mayoritaria-
mente que pasara de moda. W
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Estilo matematico

Segun se nos cuenta, John F. Nash era matematico en todo lo
que hacia, las 24 horas del dia.

ESCENA 1. Se sitta entre los minutos 12:24 y 14:29.

ARGUMENTO. En el bar de la Universidad, una chica atractiva
muestra su interés por Nash estudiante. Este acude al envite
pero, torpe en habilidades sociales, no acierta a iniciar la con-
versacién. Finalmente dice: No sé qué es lo que se espera que
diga para que tenga relaciones sexuales contigo pero, spodria-
mos fingir que ya lo he dicho todo?, ;podriamos pasar directa-
mente al sexo? La respuesta de la chica es un sonoro bofeton.

ESCENA 2. Se sittia entre los minutos 18:13 y 21:45.

ARGUMENTO. Nash estd buscando la idea basica para su linea
de investigacion en torno a la resolucién matemadtica de pro-
blemas en Ciencias Sociales y la encuentra gracias a un hecho
fortuito. Entra en el mismo bar un grupo de chicas entre las
que destaca una llamativa rubia. El grupo de estudiantes se
alborota y rivalizan sobre quién se llevard a la rubia.

Entonces Nash tiene un momento de revelacién: Si todos
vamos a por la rubia, nos obstaculizamos y ninguno de nosotros
se la lleva; asi que vamos a por las amigas y nos ignoran, por-
que a nadie le gusta ser el segundo plato. ;Y si nadie va a por
la rubia?. No nos obstaculizamos y no ofendemos a las otras
chicas. ;Victoria aseguradal.
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UNA MENTE MARAVILLOSA (A BEAUTIFUL MIND).

Director: Ron Howard.

Actores: Russell Crowe, Ed Harris, Jennifer Connelly y Christopher Plummer.
Guidn: adaptacion por Akiva Goldsman del libro escrito por Sylvia Nasar.
Produccién: Dream Works Pictures USA 2001. Pelicula triunfadora en los
Oscars 2002, con 4 estatuillas; entre ellas, la de Mejor Pelicula.
Distribucién: Universal Pictures Video. Disponible en VHS y DVD.

De esta forma tan curiosa esboza la que serd la idea clave de
su dindmica rectora: “En contra de los postulados de Adam
Smith, para asegurar el mejor resultado, cada miembro del
grupo debe hacer lo mejor para él mismo y para el grupo”
Nash sale corriendo para poner en orden sus ideas, no sin
antes dar las gracias a una atdnita rubia.

Esta escena, segun declara el director, es una licencia del
guién y no responde a hechos reales, pero pareci6 un recurso
aceptable para mostrar al gran pablico en qué consistia la idea
bésica de Nash.

EscENA 3. Se sitia entre los minutos 28:55 a 30:55.

ARGUMENTO. Nash ya es profesor. Entra en clase de mala
gana, dirigiéndose a los alumnos de forma despectiva. Hace
mucho calor y la ventana estd abierta. Desde la calle se oye el
martilleo de un taladro y Nash cierra la ventana. Un alumno
pide que se abra y Nash responde: Su confort importa menos
que la capacidad de oir mi voz.

Alicia, una alumna que pronto va a destacar en todos los sen-
tidos, se asoma a la ventana y pide a los obreros un favor: que
trabajen en otra parte hasta que acabe la clase para que pue-
dan abrir la ventana. Asi lo hacen.

Nash concluye la escena diciendo: Como verdn en el Cdlculo
Multivariable, a menudo hay varias soluciones para un
mismo problema.



ESCENA 4. Se sitta entre los minutos 41:01 y 42:40.

Argumento. Nash y Alicia salen juntos, de noche, a una fies-
ta. Ante el cielo estrellado, Nash, hdabil para encontrar patro-
nes entre cantidades ingentes de ndmeros, sorprende a
Alicia encontrando también en el firmamento cada forma
que ésta le propone. Es una escena llena de fantasia y roman-
ticismo.

ESCENA 5. Se situa
entre los minutos 45:20
y 46:56.

ARGUMENTO. Tras un
tiempo saliendo juntos,
Alicia y Nash se en-
cuentran a la orilla de
un rio. Alicia le pide ya
que se defina. Nash lo
hace con estas palabras:
El ritual requiere una
serie de actividades
platénicas antes de ha-
cerlo. Yo estoy siguien-
do dicho protocolo, pero
la cruda realidad es que
quiero practicar el coito
contigo lo antes posible.
¢Vas a abofetearme? En esta ocasién no hay bofetén. Se besan.

ESCENA 6. Se sittia entre los minutos 49:30 y 52:20.

Argumento. Nash llega tarde a una cita con Alicia. Al llegar
se arrodilla ante ella y se declara de esta forma tan ‘matemati-
ca’: Nuestra relacion, ;merece un compromiso a largo plazo?
Necesito alguna prueba o dato verificable y empirico. Alicia le
responde: Lo siento, dame un segundo para que redefina mis
conceptos del romanticismo. La cosa termina en boda.

ESCENA 7. Se sitta entre los minutos 120:00 y 122:20.

ARGUMENTO. De la escena anterior a ésta hay una hora de
pelicula en la que la vida de Nash abandona estas facetas ama-
bles para convertirse en una lucha constante con su enferme-
dad mental. Cuando finalmente logra el autodominio y el pre-
mio Nébel, en la ceremonia de concesion de éste dice desde el
estrado:

Siempre he creido en los nimeros, en las ecuaciones y la
légica que llevan a la razén. Pero después de una vida de
busqueda me digo, ;qué es la ldgica?, ;quién decide la
razén? He buscado a través de lo fisico lo metafisico y he
hecho el descubrimiento de mi vida: sélo en las misteriosas
ecuaciones del amor puede encontrarse alguna légica.
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Ni1vEL. Bachillerato de Ciencias Sociales. TEMA. Resolucién de
problemas.

EN CLASE. Las escenas 1 y 5 presentan una situacién recu-
rrente, con Nash haciendo proposiciones a dos chicas, dos
intentos para el mismo problema. Cuando pretende llegar
directo a la solucién (escena 1), el intento se salda con un
estrepitoso fracaso. Cuando sigue todos los pasos intermedios
requeridos (escena 5), esas actividades platénicas a que hace
referencia, alcanza el éxito.

Es una buena ejempli-
ficacién de lo que tan-
tas veces decimos a
nuestros alumnos: una
solucién sin método
que la ordene ni argu-
mentacion que la justi-
fique no es aceptable.

El alumnado de este
bachillerato debiera es-
tar familiarizado con
los conceptos de espe-
ranza matematica y los
juegos equitativos. La
escena 2 permite una
ligera incursién en la
Teorfa de Juegos. Adam
Smith establecia que
las relaciones sociales son juegos de suma cero, con ganadores
y perdedores. Nash plantea la posibilidad de juegos cooperati-
vos, donde todos ganan. Fue un concepto innovador que tuvo
gran aplicacién en procesos de negociacién econdmica y
social y cuyo desarrollo le vali6 el Nobel.

La escena 3 alude a la posibilidad de varias soluciones a un
problema, algo que teéricamente encuentran los alumnos,
por ejemplo, en los Sistemas de Ecuaciones y en la
Programacién Lineal. En este caso se produce una trasposi-
cion del concepto a una situacién cotidiana.

La escena 4 es simplemente una recreacion poética de la crea-
tividad del matematico.

En la escena 6, la declaracién de amor de un matemaético, pre-
domina ante todo el humor, ya presente en las anteriores.

La escena 7 es un happy end muy al estilo de Hollywood, que
se cita ante todo por ser la escena que completa el bloque
Matemadticas—amor dentro de la pelicula. Se mueve en un
registro diferente, sélo comprensible si se ha seguido la peli-
cula completa con la dureza de la historia contada en la
segunda parte. Sin esa perspectiva, puede parecer un poco
sensiblera. W
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iMenudo Problema!

w WILLIS _ JEREMY IRDNS
# .

)

En la siguiente pelicula el héroe que ha de salvar a la ciudad de
Nueva York no sélo debera realizar locas carreras de coches,
pelear y hacer acrobacias; también tendrd que resolver un
conocido problema matematico. jQué dificil resulta ser héroe
en estos tiempos!

ESCENA. Se sitta entre los minutos 55:30 y 59:50.

ARGUMENTO. Simon, un astuto terrorista, explota una bomba en
un concurrido centro comercial de Nueva York y después revela
la existencia de mds explosivos que amenazan a la ciudad. El
detective John McClane, en la tercera entrega de esta exitosa saga,
tendrd que superar las sucesivas pruebas a que le somete el per-
verso terrorista, con la compania de Zeus, un héroe ocasional.

Una de esas pruebas consiste en desactivar una bomba que
estd en una fuente de un parque y explotara en 5 minutos a
menos que Mc Lane consiga depositar sobre ella exactamen-
te 4 galones de agua. Para ello dispone de dos garrafas sin gra-
duar: una de 3 galones y otra de 5.

El detective y su acompaiiante se enzarzan en una discusién
sobre cémo conseguirlo, que pronto deriva a terrenos perso-
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JUNGLA DE CRISTAL 3: LA VENGANZA

(DIE HARD: WITH A VENGEANCE)

Director: John Mc Tiernan

Actores: Bruce Willis, Samuel L. Jackson y Jeremy Irons

Guioén: Roderick Thorp

Produccién: Twentieth Century Fox, EEUU, 1995

Distribucion: Touchstone Home Video. Disponible en VHS y DVD

nales. Entre gritos y sobresaltos, cuando el tiempo ya se esta
acabando, como es de rigor en estos casos, lo consiguen.

NIVEL. Cualquier curso de ESO. TEMA. Aritmética.

EN cLASE. Este archiconocido problema aparece en casi todas
las colecciones de textos de ESO, sin que corresponda en rigor
a uno u otro curso. Por eso, tras resolverlo en clase resulta
muy curioso y divertido para los alumnos ver los apuros fren-
te al problema de un héroe cinematografico. M



Director: Michael Apted

Actores: Dougray Scott, Kate Winslet, Jeremy Northam y Saffron Burrows
Guioén: Adaptacion por Tom Stoppard de la novela de Robert Harris
Produccién: Intermedia Films & Senator Entertainment. Gran Bretarnia 2001
Distribucién: Sogepaq. Disponible en VHS y DVD.

La pasién por las Matemadticas y la pasién amorosa se funden
en una sola en la siguiente escena.

ESCENA. Se sittia entre los minutos 21:42 y 22:40.

ARGUMENTO. En un romdntico escenario, a media luz junto
a la chimenea, el matematico Tom Jerico se encuentra con
su hermosa amada. Esta le pregunta: ;Por qué te hiciste
matemdtico? ;Te gustan las sumas? Y Tom responde: Me
gustan los niimeros porque con ellos verdad y belleza son lo
mismo. Te das cuenta cuando las ecuaciones empiezan a
resultar bellas. Ves que los niimeros te acercan al secreto
porqué de las cosas. La pasién que ha puesto en su respues-
ta invita a la chica a responderle con un beso no menos apa-
sionado.

En una atmdsfera calida y envolvente, lo abstracto y lo fisico
han establecido una continuidad. Puede recordarnos, aunque
s6lo como pélido reflejo, al Cdntico Espiritual de San Juan de
la Cruz, donde el amor metafisico (en ese caso a Dios) se
expresa a través de la unién de los amantes. Y también, por su
idealismo pitagdrico, al Pato Donald de Donald en el Pais de
las Matemdticas (Donald in Mathmagic Land. Walt Disney,
1959). jQué extranas relaciones!
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Matematicos en el amor
—

ENIGMA

ENIGMA

NIVEL. Bachillerato TEMA. Aritmética y Algebra.

EN cLASE. Desde el punto de vista matematico, esta escena no
desarrolla ningin concepto del curriculum, pero exalta la
belleza de las Matematicas e ilustra con intensidad el pensa-
miento pitagdrico. Puede ser una curiosa representacion si se
hablase de esa escuela filoséfico-matematica; o también un
complemento a las escenas de cortejo citadas en Una Mente
Maravillosa. B
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Humor y complicidad
*

N YORKSHIRE TELEVIBION pressnti.

Ojo MATEMATICO

MEDIDAS
el 7 Y N
L. .

ALBMEAAII0 EoF ke A 4 y s pract ELLLIEL

Esta es una secuencia de la conocida serie de videos didacti-
cos Ojo Matemdtico, donde algunos episodios, de forma total
o parcial, son una dramatizacién a cargo de actores; en cuyo
caso, del género documental ya casi se pasa al cinematografi-
co. La simpatia y sencillez de la situacién planteada permite la
complicidad con alumnos de 11 o 12 afos, necesaria, como
deciamos, para compartir el humor.

ESCENA. Se sitda entre los minutos 8:25 y 11:05.

ARGUMENTO. Un personaje de aspecto caricaturesco debe esti-
mar el hormigén necesario para cementar el camino del jardin de
su casa, todo en un ambiente al mds puro estilo britdnico. Toma
estas medidas: 14,4 m de largo por 2,1 m de ancho por 20 cm de
alto. Las multiplica sin antes pasarlas todas a la misma unidad de
medida y encarga por teléfono el resultado que aparece en su cal-
culadora: 605 m®. Al ver llegar ante su puerta tres grandes camio-
nes—hormigonera con el pedido, se desespera por el error come-
tido y sus consecuencias, pateando enojado su gorra.

NIVEL. 1° ESO. TEMA. Sistema métrico decimal.

EN cLASE. Si algunos alumnos son receptivos y agradecidos
ante sorpresas simpaticas como ésta en la clase de Matema-
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(serie de 20 episodios de 20 min.).

Episodio n° 15: MEDIDAS.

Director: Michael Cocker

Guioén: Adam Hart-Davis

Produccidn: Yorkshire TV, Gran Bretaria, 1991.

Adaptacion espanola: Antonio Pérez—Imagen 35 y Asociados SL 1992.
Distribucién: Metrovideo Escuela. Disponible en VHS.

ticas, son los de 1° ESO. Han llegado a la Secundaria entre
esperanzados y temerosos, conservando felizmente la mayor
confianza en el profesorado propia de la Primaria.

Debemos ser especialmente atentos con ellos. Pequeieces
como ésta, poner un video gracioso en clase, son en este
nivel de la mayor efectividad para fomentar el carifio a la
asignatura.

Esta historieta de forma sencilla pero eficaz permite llegar a
varias conclusiones en los campos de los procedimientos y de
las actitudes:

+ Laimportancia de manejar unidades homogéneas.

« La necesidad de hacer una estimacién mental previa que
nos indique si el resultado de la calculadora es verosimil o
hemos introducido datos con errores. La confianza en la
calculadora no debe ser ciega.

« Las nefastas consecuencias que para nuestra vida cotidia-
na puede tener un mal uso de las Matemadticas. Se trataria,
parafraseando el magnifico titulo del estupendo libro de
Claudi Alsina, de contar bien para vivir mejor. H
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Informe de la FESPM
sobre la nueva reforma
del Ministerio de Educacion y Ciencia

UNA EDUCACION
DE CALIDAD
PARA TODOS
Y ENTRE TODOS

d

el
ropu
_n?La«eR

Recientemente el Ministerio de Educacidén y Ciencia ha presentado el documento  fie

Una educacion de calidad para todos y entre todos. Propuestas para el debate, que
contiene las ideas bésicas de la nueva reforma educativa. En el seno de ese deba-
te, el Ministerio pidi6 su opinién a la Federacién Espaiola de Sociedades de
Matematicas. El documento que sigue, elaborado por una comisién constituida
para ello y aprobado por los érganos estatutarios, es la respuesta dada por nuestra

Federacion.

a decisiéon del Ministerio de Educacién y Ciencia de pre-
sentar a la opinién publica y a los colectivos interesados pro-
puestas para adecuar la educacién a las necesidades de la
sociedad y a los compromisos del nuevo equipo de gobierno
es una buena forma de participacién en un asunto de gran
importancia en el que es necesario conocer y valorar las opi-
niones de todos los implicados. Es de esperar que se tengan
en cuenta opiniones que, como las que aqui se exponen, resu-
men el sentir de asociaciones y grupos implicados.

El documento presentado por el Ministerio de Educacién y
Ciencia estd compuesto por ocho grandes epigrafes, entre los
que el primero es la introduccién y el octavo, un anexo de
datos estadisticos. Las propuestas de debate aparecen en los
seis bloques intermedios, con titulos poco relacionados con
lo que presentan sus respectivos contenidos.

Cada uno de esos bloques tiene tres partes diferenciadas: una
primera parte explicativa; una segunda parte, en la que se pre-

sentan las propuestas de cambio; y una tercera, en la que se
hacen una serie de preguntas para que los ciudadanos con-
testen. Algunas de las preguntas son excesivamente técnicas
en algunos casos; en otros, incluso invitan a realizar propues-
tas legislativas.

Con caracter general, se puede afirmar que la propuesta esta
escasamente matizada en los 14 puntos que analiza.

El documento hace un estudio global de la educacién que deja
poco espacio a perspectivas mds concretas. Sin embargo la

Federacion Espaiiola
de Sociedades de Profesores de Matematicas
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FESPM, como colectivo de profesores de matemadticas, centra
sus sugerencias en términos mas préximos a la ensefanza y
aprendizaje de esta materia.

En la actualidad, las soluciones que se pueden dar para mejo-
rar la enseflanza estdn mds relacionadas con los aspectos
organizativos comunes a todo el sistema educativo que con
los contenidos y metodologia de una materia concreta. Por
tanto, también es necesario plantearse los aspectos organiza-
tivos de las matematicas, materia que aparece en el curriculo
de todos los cursos de enseflanza obligatoria y a la que se hace
responsable de gran parte del fracaso escolar. La implantacién
generalizada en ESO ha puesto de manifiesto que no basta
con que se cambien los contenidos o la metodologia. El con-
tacto con la realidad diaria nos conduce a la conclusién de que
los cambios tienen que producirse principalmente en una
organizacion diferente de los grupos, una mayor dedicacién
horaria a su aprendizaje y una asuncién de la realidad social
por parte del profesorado. Todos estos cambios deben verse
reflejados en los aspectos académicos.

Debe haber un equilibrio entre el desarrollo de actitudes y des-
trezas que permitan a todos los alumnos seguir progresando
en sus aprendizajes futuros y la adquisicién de conocimientos.

El curriculo en general y el de matematicas en particular debe
perseguir la satisfaccion y el desarrollo personal pero también
la satisfaccidn de las necesidades de la sociedad (integracion
de los alumnos en la sociedad, formacién de trabajadores,
profesionales, cientificos, etc. que aseguren el progreso e
independencia econdmica de nuestro pais).

El curriculo, la organizacién escolar, la evaluacidn, etc. deben
reconocer el valor del esfuerzo personal como base del apren-
dizaje pero a la vez deben asegurar la compensacion de des-
igualdades de base entre todos los alumnos.

Sin embargo, todas las propuestas que podemos leer en el
Libro Verde aparecen como una declaracién de intenciones
que debe concretarse. Creemos que, precisamente esa con-
crecién, serd lo que realmente suponga un cambio y una
mejora del sistema actual.

El esfuerzo de la Administraciéon en la mejora de la ensefan-
za que se refleja en el documento del MEC deberia ser algo
mads que una afirmacién genérica como la que se realiza en la
péagina 23: situar la inversién en educacién a lo largo de la pré-
xima década en la media de los paises de nuestro entorno.
Creemos que es necesaria una mayor concrecién en forma de
una ley de financiacién de las reforma, con un calendario
explicito de aplicacién y de cantidades comprometidas.

Las lineas que vienen a continuacién inciden en estos aspec-
tos y se refieren a ciertos aspectos con una mayor concrecion.
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Educacién Infantil y Primaria

En las propuestas que realiza el documento para el segundo
ciclo de la Educacién Infantil se menciona una aproximacién
a la lecto-escritura, lengua extranjera y uso del ordenador.

Creemos que deben mencionarse conocimientos de tipo pre-
matemadtico. Por ejemplo, proponer que dichos alumnos
hayan desarrollado la capacidad de contar verbalmente colec-
ciones relativamente grandes (mas de 10).

En el apartado de Primaria se cita el aprendizaje de las mate-
maticas solamente cuando se habla de los “aprendizaje instru-
mentales bésicos” y el aprendizaje matematico basico sigue
siendo el célculo.

Esto desvela una concepcién de lo que se debe aprender total-
mente desfasada y que orienta la ensefianza en estos niveles a
un aprendizaje repetitivo y mecanicista de algoritmos de cal-
culo, esfuerzo que los alumnos abandonan rapidamente cuan-
do entran en contacto con las calculadoras y que no les ayuda
a saber decidir para qué sirven las operaciones aritméticas.
Este tipo de conocimiento debe constituir el aprendizaje mate-
matico basico, en lugar del anterior, el de las reglas de célculo.

Distribucion de horas en los diferentes cursos

Educacién Secundaria Obligatoria

17y 2° cursos:

Compartiendo la idea del documento sobre la reduccién del
numero de profesores que atiendan a los grupos de alumnos
del primer ciclo de secundaria, (propuesta 3.4) y teniendo en
cuenta el cardcter instrumental de la asignatura y el nuevo
enfoque metodoldgico derivado de la anunciada generaliza-
cién del uso del ordenador en el aula (lo que supone un mayor
volumen de trabajo interactivo para cada alumno), se sugiere
que se imparta 1 hora diaria de matematicas en cada uno de
los dos cursos.

3"y 4° cursos:

Por las razones expuestas anteriormente, también se propo-
nen 4 horas semanales en 3° y 4° de las actuales Matematicas
B y 3 horas semanales de las actuales Matematicas A.

También debe mantenerse el Taller de Matematicas, puesto
que es una de las pocas materias en las que los alumnos
aprenden en clase a “saber hacer” Matemadticas y, gracias al
esfuerzo sistemdtico y generalizado del profesorado, constitu-
ye un paradigma del trabajo en el aula con la metodologia
constructivista propugnada por la LOGSE. El Taller debe
poder ofertarse en una doble vertiente: como refuerzo de
aspectos basicos o como profundizacién y ampliacion.



Bachillerato

Modalidad de Ciencias:

Se proponen 5 horas semanales en todos los grupos. Pues la
mayoria de los alumnos que siguen esta modalidad son futu-
ros estudiantes de las facultades de Ciencias e Ingenierias.

Se pide una hora mds para todas las asignaturas de la especia-
lidad, quitdndola de una optativa, pues no es légico que ten-
gan la misma duracién semanal asignaturas que no entran en
Selectividad que otras que si lo hacen y que, ademais, tienen
una ponderacién del 40% en la prueba de modalidad.

Modalidad de Ciencias Sociales:
Se proponen 4 horas semanales en todos los grupos.

Actualmente, el programa que se desarrolla en el Bachillerato
es muy extenso, lo que supone que nuestros alumnos no pue-
dan conseguir, ni buena asimilacién de los numerosos con-
ceptos, ni la necesaria agilidad en determinadas destrezas.

Opcionalidad

La opcionalidad en el caso de las Matemdticas en el Bachi-
llerato debe ser estudiada con rigor en funcién de los estudios
a los que el alumno pueda acceder con la correspondiente
eleccién. Hay que evitar a toda costa que se produzca la situa-
cion actual donde el sistema consiente situaciones que se con-
vierten en fraudulentas para los alumnos. Hoy en dia se per-
mite que, no habiendo cursado en el 2° curso del Bachillerato
ninguna materia de Matematicas, los alumnos puedan acce-
der a carreras de caracter cientifico o técnico.

Materia optativa de contenidos estadisticos

La posibilidad de cursar una materia optativa de contenidos
estadisticos y de célculo numérico en el 2° curso del Bachi-
llerato, se justifica sobre la base de las necesidades de forma-
cién del alumnado en este nivel educativo para seguir un
amplio abanico de estudios posteriores. Su finalidad es el
aprendizaje tanto de los conceptos como de los recursos
correspondientes al tratamiento del azar, de la estadistica y
del célculo numérico, imprescindibles para afrontar con las
debidas garantias estudios superiores como los relacionados
con las ciencias experimentales, los de ingenieria o los del
ambito de la economia.

Nueva materia destinada a conseguir una formacion cientifica
Sobre la incorporacién de una nueva materia, comun a todas
las modalidades del bachillerato, destinada a conseguir una
formacién cientifica imprescindible, creemos totalmente
necesario que sea impartida por el profesorado de las éreas
cientificas. Debe arbitrarse una formacién que complete la
preparacion del profesorado para llevar a cabo esta tarea con
la calidad maxima exigible.
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En el caso de que esta nueva asignatura no sea impartida por
profesorado de Ciencias o de que no se provean instrumentos
de preparacion adecuados, no parece necesario incluirla.

Para dar mds importancia a las ciencias basta con aumentar el
numero de horas y dar atencién preferente a la formacién de
grupos, pues hay que tener en cuenta que los alumnos prefie-
ren elegir asignaturas en el que el éxito esté mas asegurado.

Prueba homologada

Al hablar de las caracteristicas de la prueba homologada, la
propuesta dice que serdn estudiadas por una comision inte-
grada por las universidades, las Administraciones educativas
y el Consejo de Coordinacién Universitaria. ;Dénde estan los
profesores de secundaria...? ;Es que, acaso, su opinién no es
autorizada en el asunto...?

Parece que todo el punto 7.4. es una nueva consagracion de la
situacion actual de las Pruebas de Aptitud para el Acceso a la
Universidad (PAAU).

Si la citada prueba se realiza sobre los contenidos del
Bachillerato y es requisito para el ingreso en la Universidad,
parece razonable que, tanto en el diseno de la prueba como en
la composicion de los tribunales, se encuentren representados
paritariamente los profesores de cada uno de los dos esta-
mentos afectados.

En todo caso, se impone la necesidad de una coordinacién
real entre la Enseflanza Secundaria y la Universidad que per-
mita, desde el conocimiento mutuo, una colaboracién para
elaborar nuevos curriculos en funcién de las necesidades for-
mativas y desde la realidad de las aulas. Esta coordinacién evi-
tarfa situaciones que se dan en la actualidad, que considera-
mos no deseables ni adecuadas y que dejan en evidencia las
carencias del sistema educativo global, como es el caso del lla-
mado “curso de nivel cero” en las universidades.

Organizacion de los grupos

Educacién Secundaria Obligatoria

Es una realidad indiscutible el que en cualquier grupo de
alumnos aparezca una gran variedad de niveles iniciales, de
aptitudes, de actitudes y en especial del interés por el segui-
miento de la asignatura.

La tarea de la atencion a esta diversidad es compleja y no se
trata de segregar a los alumnos confeccionando grupos estan-
cos de alumnos mejores y de alumnos no tan mejores, sino de
detectar las carencias lo antes posible y de atenderlas respe-
tando los intereses de la mayoria.
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Ha de poder conjugarse la formacién de los alumnos con inte-
rés con la de aquellos cuyas capacidades no les permiten un
seguimiento adecuado al grupo y con la de aquellos alumnos
que no tienen ningun interés por el estudio. Nuestro deber es
que todos ellos conozcan los aspectos indispensables para
tener un futuro digno como ciudadanos.

Para poder formar los grupos es necesario disponer de un
informe de los alumnos que van a incorporarse por primera
vez al Centro, al final del curso académico anterior.

Para los alumnos con desfases o graves problemas de aprendi-
zaje, se propone lo siguiente:

17y 2° cursos:
Grupos de eduacién compensatoria organizados con los cri-
terios actuales.

Grupos de alumnos con dificultades de aprendizaje que
muestren actitud positiva hacia el estudio, siguiendo el mode-
lo de diversificacion y sin tener en cuenta la edad ni el infor-
me positivo de las familias. Se propone que para estos grupos
se distribuya el curriculo en tres anos para que los alumnos
tengan posibilidad de superar este ciclo.

3"y 4° cursos:

Mantener los programas de diversificacién que existen actual-
mente pero con un mayor control sobre la consecucién de sus
objetivos.

El alumnado inmigrante se debera escolarizar en funcién de
sus conocimientos y no de su edad, y aquellos que desconoz-
can el idioma tendrian que ir a un centro dotado con el profe-
sional adecuado para que se incorporen posteriormente a los
centros ordinarios.

Para el resto de los alumnos se propone distribuir dos grupos
de referencia en tres grupos de clase. Esto podria realizarse
con dos tipos de agrupaciones diferentes, no necesariamente
excluyentes:

«+ Distribucién de dos grupos en tres, uno de ellos con
menor tamano, en el que estarian todos los alumnos
con la asignatura del curso anterior pendiente.
Cursarian ademds, de forma obligada, una optativa
destinada a la recuperacién de la materia del curso
anterior.

«+ Distribucién en grupos no muy numerosos de igual
tamano. En todos ellos podria haber alumnos con la
asignatura pendiente del curso anterior. Todos ellos
cursarian de forma obligatoria una optativa comdn a
todos los grupos que les permitiria recuperar dicha
asignatura.
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Estas distribuciones deben tener una dotacién real de profe-
sorado en los cupos territoriales. No hay que dejar su solucién
al albur de que haya disponibilidad horaria en el centro o, lo
que es peor, de que se utilice el incremento de 18 a 21 horas
por semana para que el desdoble recaiga en la responsabilidad
del profesorado o en las disponibilidades horarias de los
Departamentos.

Alternativas a la Educacion Secundaria Obligatoria

Los alumnos que, pese a todo, no quieran permanecer en la
Educacién Secundaria, previo acuerdo de los profesores del
grupo y con el consentimiento de los padres, pueden derivarse a:

Programas de Iniciacion Profesional que puedan finalizar con
la obtencioén del titulo de Graduado en Educacién Secundaria.

Programas de Garantia Social como los actuales en los que no
se alcance este titulo directamente, sino con un examen pos-
terior.

Optatividad

No parece oportuno aumentar la optatividad, aunque si pare-
ce adecuado mantener el nimero de optativas que hay en la
actualidad, intentando que se haga en funcién de los intereses
de los alumnos y no de los profesores.

Tecnologias de la Informacién

El impacto previsto de las Tecnologias de la Informacién y la
Comunicacién en la educacion no ha tenido la trascendencia
que cabria esperar. En primer lugar, por la insuficiente o nula
dotacién de ordenadores en nuestras aulas; en segundo, por la
inercia del profesorado al no haber utilizado jamas estos
medios como recursos didacticos.

Puede ocurrir de nuevo lo ocurrido con las calculadoras: son
un instrumento cotidiano vy, sin embargo, no se ensefia su
manejo ni se emplean, salvo en casos excepcionales.

La revolucién informditica que se desea, en el caso de las
matematicas, supone la incorporacién de los ordenadores
como recurso habitual y fundamental.

Para ello, urge trabajar en dos direcciones.

+ Espreciso asegurar un soporte técnico en los centros
que resuelva los continuos problemas que surgen y
que, actualmente, se los resuelve algtin profesor con
estas capacidades, si existe.



+ Conseguir la adecuada preparacién del profesorado
en los nuevos aspectos metodoldgicos, de conteni-
dos y de orientacién. Debe atenderse especialmente
al profesorado de mas edad.

« Crear verdaderos equipos de especialistas que elabo-
ren el software adecuado que actualice y complete el
ya existente, que es desconocido para un gran nume-
ro de profesores.

Debe dotarse a los Centros de un nimero suficiente de aulas
de informdtica comunes a todos los alumnos, y a todas las
aulas de un ordenador con pantalla proyectable. El disponer
de un ordenador en las aulas para cada alumno o para cada
dos alumnos, como ya existe actualmente en varias
Comunidades Auténomas, puede ser prematuro, ademds de
conllevar un coste muy elevado, teniendo en cuenta la todavia
escasa preparacion del profesorado en las TIC. La progresiva
incorporaciéon de profesores jovenes, mas familiarizados con
el uso de ordenadores, puede ser un factor positivo en esta
tarea.

Se echa en falta en todo el documento una ley de financiacién,
pero especialmente en este caso. Solamente con una gran
inversién en programas informaticos adecuados a cada mate-
ria con sus guias diddcticas y con una decidida politica de for-
macién extensa del profesorado, podrin llevarse a cabo los
objetivos propuestos.

El profesorado

Ningtin cambio en la ensefianza es posible sin tener en cuenta
alos profesores. A nuestro entender, deben modificarse urgen-
temente las carreras de Formacién del Profesorado en los dife-
rentes niveles, aunque el cambio mds urgente debe realizarse
en los programas de formacion de los profesores de Educaciéon
Primaria. Es imprescindible crear una especialidad de Mate-
madticas en la titulacién de Maestro.

Debe concretarse una importante coordinacién entre los
estudios y los centros de Primaria y de Secundaria.

También parece imprescindible que el periodo de practicas de
los profesores en formacién se amplie.

En Primaria y Secundaria también parece deseable formar a
los profesores en ejercicio con cursos relacionados con su rea-
lidad en las aulas. Se requiere una modificacién de los planes
de estudio que incorporen una formacién didéctica, metodo-
légica, de recursos y una mayor duracién para las practicas
que serdn tutoradas por profesores de calidad.

En cuanto a la formacién continua del profesorado es necesa-
rio revisar el caduco modelo actual. Los Centros de Profesores
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y Recursos, dinamizadores del profesorado en el momento de
implantacion de la LOGSE, hoy languidecen. Por ello, resulta
obligada la revision a fondo tanto de sus funciones como de su
estructura.

La creacién, dentro o fuera del seno de los Centros de Pro-
fesores, de estructuras semejantes a los IREM franceses, se hace
particularmente necesaria para impulsar la mejora de la
Educacién matemadtica espaiiola, tan mal parada en informes
internacionales tan autorizados como el Proyecto Pisa (OCDE).

Un Estatuto de la funcion puiblica docente deberia contemplar,
entre otros, aspectos como los siguientes:

+  Una valoracién del trabajo del profesorado en el aula
mediante incentivos econémicos y académicos, pues de
lo implicados y valorados que se sientan los profesores va
a depender el éxito de esta reforma.

+ El establecimiento de un nuevo modelo de la carrera
docente. Sin embargo, en la actualidad no puede hablar-
se con propiedad de un modelo en vigor. No parece acon-
sejable dar ese nombre al sistema actual, que prima eco-
némicamente el cumplimiento de cada seis afios de ser-
vicios y 100 horas de formacién.

En este nuevo sistema de carrera docente, resulta imprescin-
dible que a los sucesivos escalones que establezca, se acceda a
través de condiciones de mérito profesional y no sélo la anti-
giledad. Esa funcién ya la tienen encomendada los trienios. La
promocién dentro de la carrera docente debe suponer, ade-
mads de la mejora retributiva a la que alude la propuesta, una
mejora profesional con la correspondiente adquisiciéon de
nuevas responsabilidades. Por ejemplo, la formacién inicial de
profesores o el acceso a las Escuelas Universitarias.

Las incorporaciones, a tiempo parcial y total, del profesorado de
Secundaria a la Universidad (punto 11.4.), han de constituir nue-
vos escalones en su carrera docente. Los profesores de Secun-
daria de los puestos mads elevados en el escalafén de la carrera
docente, deberian tener prioridad en el acceso a las plazas
vacantes o a las plazas de nueva creaciéon en los Departamentos
correspondientes de las Escuelas Universitarias.

En cuanto a la promocién de los profesores de Primaria (espe-
cialmente a los especialistas de los cursos 1° y 2° de ESO)
deberia contemplarse un proceso de desarrollo profesional
que les permitiera llegar a ocupar puestos de trabajo en la
Secundaria

También desde dichos puestos mds elevados de la carrera

docente, se deberia acceder a la Inspeccién Educativa de la
materia. W
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Homenaje a
Miguel de Guzman en la UCM

Actividades de la

FESPM

Durante los dias 13, 14 y 15 de diciembre de 2004 tuvo lugar en
la Facultad de Ciencias Matematicas de la Universidad Com-
plutense de Madrid un homenaje a la memoria del que fue su
profesor Miguel de Guzmén Ozamiz, fallecido el 14 de abril de
2004, con el titulo MATEMATICAS: Investigacion y Educacién,

HatemSticas: InVestisacaidn ¥ Educacidn
un  homenads a Higuel e SUZMan
13, 1% ¥ 15 dae DicCigmbre

Facultad de MEtEmiL i CaS oe 1a

S0P A ead®

ucH

un homenaje a Miguel de Guzmdn.

os actos fueron organizados por la Facultad de Ciencias
Matematicas y por el Departamento de Andlisis Matematico
de la Universidad Complutense de Madrid, contando con la
colaboracidn de las siguientes instituciones:

o Departamento de Matemdticas de la Universidad
Auténoma de Madrid

+ Real Sociedad Matematica Espaiiola (RSME)

» Federacién Espaiiola de Sociedades de Profesores de
Matemdticas (FESPM)

+ Sociedad Espaifiola de Investigacién en Educacion
Matemdtica (SEIEM)

+ Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Natu-
rales (RACEFyN)

+ Colegio de Doctores y Licenciados (CDL)

o Subcomisiéon Espanola de la International Com-
mission on Mathematical Instruction (ICMI-ES)

+ Cooperacion Universitaria Espaiiola (CUES)

+ Fundacién Vodafone-Espana

Cartel elaborado por Miguel de
Guzman hijo.

+ Grupo Anaya
+ Nivola.

El Comité organizador estuvo compuesto por las siguientes
personas: Carlos Andradas (UCM), Fernando Bombal
(UCM), lldefonso Diaz (UCM), Maria Gaspar (UCM), Inés
Go6mez-Chacén (UCM), Eugenio Herndndez (UAM), Joaquin
Herndndez (UCM), Raquel Mallavibarrena (UCM), Francisco
Martin Casalderrey (FESPM), José Mendoza (UCM), Tomas
Recio (ICMI-ES), Jorge Rodriguez Pifiero (CUES), Baldomero
Rubio (UCM) Mercedes Sanchez (UCM), Modesto Sierra
(SEIEM), Fernando Soria (UAM), Juan Tejada (UCM) vy
Florencio Villarroya (FESPM).

José M* Martinez Ansemil
Departamento de Andlisis Matemdtico, UCM
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Acto de inauguracion.
De izquierda a derecha: D. Javier del Arco, D. Salvador Ordéfiez,
D. Carlos Berzosa, D. Juan Tejada y D. José Mendoza.
En la imagen de fondo aparece Miguel, es el segundo por la izquierda.
Foto de Jestis de Miguel

El acto inaugural tuvo lugar a las 16 horas del dia 13 en el
Salén de Actos de la Facultad de Ciencias Matemdticas de la
UCM vy fue presidido por el Excmo. y Mgfco. Sr. Rector de la
UCM. En €l intervinieron las siguientes personas: profesor
José Mendoza, Director del Departamento de Anélisis
Matemético de la UCM; D. Javier del Arco, Asesor Técnico de
la Fundacién Vodafone-Espafia; Ilmo. Sr. D. Juan Tejada,
Decano de la Facultad de Ciencias Matematicas de la UCM;
Excmo. Sr. D. Salvador Ordéiiez, Secretario de Estado de
Universidades e Investigacion y el Excmo. y Mgfco. Sr. D.
Carlos Berzosa, Rector de la UCM.

A continuacién se procedié a la inauguracién del Aula
“Miguel de Guzman” en la Facultad de Ciencias Matemadticas
de la UCM en la que se descubrié una placa con su nombre.
Después de una breve pausa tuvo lugar una sesién de testi-
monios personales coordinada por la profesora Capi Corrales
(UCM) en la que se presentd una semblanza de Miguel a
cargo de los profesores Baldomero Rubio (UCM), Maria Luz
Callejo (UAL) y Alfonsa Garcia (UPM). Siguié un interludio
musical a cargo del guitarrista Ricardo Ramirez Aranda, anti-
guo alumno y amigo de Miguel. En una primera sesion de tes-
timonios personales intervinieron: Alexandra Bellow
(Northwestern University, Chicago); Maria Vela (Universidad
Europea de Madrid), antigua alumna de Miguel; Leoncio
Fernandez, antiguo companero de estudios de Miguel y
Magdalena Walias (UAM), antigua alumna de doctorado de
Miguel. Se proyectd a continuacién un video editado y pre-
sentado por Ildefonso Diaz (UCM) recogiendo diversas entre-
vistas realizadas a Miguel en television.

En una segunda sesién de testimonios intervinieron: José
Joaquin Arrieta (CUES) y José Manuel Gamboa (UCM). A
esta sesion sigui6 la interpretacion al violin por Maria Vela de
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la obra Aithar(na) compuesta especialmente para la ocasién
por el alumno de la Facultad de Ciencias Matematicas de la
UCM vy compositor, José Luis Besada. Se concluyeron los
actos de este dia con unas emotivas palabras de los hijos y la
esposa de Miguel.

La esposa e hijos de Miguel. Foto de Alfonso Casal

Los dias 14y 15 se celebraron sendas sesiones de Investigacion
y de Educacién Matemadtica. En la sesién de Investigacion
Matematica del dia 14 por la mafiana, que estuvo presentada
por el profesor Fernando Soria (UAM), intervinieron los pro-
fesores Carlos Segovia (Instituto Argentino de Matemadtica,
Buenos Aires), quien hablé sobre Operadores maximales del
semigrupo de Laguerre con indices negativos y Guido Weiss
(Washington University-St. Louis) cuyo tema fue Ondiculas
creadas por composicion de dilataciones y traslaciones. La
sesién de Educaciéon Matemdtica tuvo lugar por la tarde y fue
presentada por el profesor Tomds Recio (ICMI-ES), en ella
impartieron sendas conferencias los profesores Rafael Pérez
Gomez (UGR) con el titulo Una forma de pensar y Claudi
Alsina (UPC) con el titulo El informe Gurb en el Madrid de
2504: Un ejercicio diddctico de matemdtica-ficcién para profe-
sorado realista. A continuacién se celebr6é una mesa redonda
sobre La Educacién Matemdtica en Espaiia, coordinada por el
profesor Tomds Recio (ICMI-ES), en la que intervinieron: la
profesora Carmen Azcdrate (UAB); Dna. Alicia Delibes,
Directora General de Ordenacién Académica de la Consejeria
de Educacién de la Comunidad de Madrid, la profesora Inés
Go6mez-Chacén (UCM) y el profesor Modesto Sierra (SEIEM).

La sesién de Investigacion Matematica del dia 15 estuvo pre-
sentada por el profesor Eugenio Herniandez (UAM), intervi-
niendo la profesora Alexandra Bellow (Northwestern Uni-
versity), quien habl6 sobre Ergodic averages revisited: The case
when almost everywhere convergence fails y el profesor Manuel
Moran (UCM), quien hablé sobre Conjuntos autosemejantes.
La sesién de Educaciéon Matemadtica estuvo presentada por los
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Estructura de tensegridad en el Aula Miguel de Guzmadn realizada en
honor a Miguel por los alumnos del IES Juan de la Cierva (Madrid).
Foto de Alfonso Casal

profesores Francisco Martin Casalderrey (FESPM) y Tomas
Recio (ICMI-ES). En ella intervinieron la profesora Emma
Castelnuovo, antigua profesora de matematicas de Ensenanza
Media en Roma en la Scuola Media Tasso, quien hablé sobre
Conocer a través de las matemdticas: Lenguaje y realidad y el
profesor Luis Rico (UGR) cuyo tema fue Educacion en valores y
calidad en la enseiianza de las matemdticas. A continuacién el
profesor Eugenio Roanes (UCM) present6 el CD Seminario
Ramon Areces en el que se recoge el Simposio internacional
Matemdticas y Nuevas Tecnologias: qué aprender, como enseriar,
organizado por Miguel y celebrado en Madrid en diciembre de
2003. Después tuvo lugar una mesa redonda sobre Qué mate-
madticas para todos en el siglo XXI, moderada por el profesor
Francisco Martin Casalderrey (FESPM), en ella intervinieron el
profesor Luis Balbuena (Sociedad Canaria de Profesores de
Matematicas “Isaac Newton”); el profesor Antonio Pérez (Socie-
dad Madrilenia de profesores de Matemadticas “Emma Castel-
nuovo”) y D. Vicente Riviere, Subdirector General de Relaciones
con las Administraciones Territoriales del Ministerio de Educa-
cién y Ciencia.

Por dltimo, tuvo lugar un acto de clausura presidido por el
IImo. Sr. D. Carlos Andradas, Vicerrector de Ordenacion
Académica e Investigacion de la Universidad Complutense de
Madrid, en el que intervinieron ademads: el profesor José
Mendoza, Director del Departamento de Andlisis Mate-
matico, D. Vicente Riviere, Subdirector General de Relaciones
con las Administraciones Territoriales del MEC y el Ilmo. Sr.
D. Juan Tejada, Decano de la Facultad de Ciencias Mate-
maticas de la UCM. Todos ellos hicieron constar su agradeci-
miento a todos los que participaron en la organizacién, a
quienes intervinieron en los actos y a las instituciones que
colaboraron.

Las distintas sesiones contaron con gran afluencia de publico.

Se va a editar, por gentileza del Grupo Anaya, un libro recogien-
do las intervenciones en el homenaje. Las personas interesadas
en una copia pueden solicitarla enviando su direccién postal a la
direccion de correo electrénico jm_ansemil@mat.ucm.es, indi-
cando en el asunto del mensaje: Libro Homenaje Guzméan. M
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Xil JAEM

JORNADAS SOBRE EL APRENDIZAJE Y
ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Mateméticas: con imaginacién para um mundo real

v CONVOCA: #““,  ORGANIZA:

‘) Federacién Espafiola de Sociedades de @ & Sociedad Castellano Manchega de
FE}- Profesores de Matematicas. =+ | I Profesores de Mateméticas

ol .73 2

]
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COMITE DE PROGRAMA DE LAS XII JAEM:

D. Pep Sales Rufi, Secretario General de la FESPM.

D.* Carmen da Veiga, de la Sociedad Madrileiia Emma Castelnouvo.
D. Luis Balbuena Castellano, de la Sociedad Canaria Isaac Newton.
D. Serapio Garcia Cuesta, de la Sociedad Castellano-Manchega.

D. Juan Emilio Garcia Jiménez, de la Sociedad Castellano-Manchega.
D. Salvador Guerrero Hidalgo, de la Sociedad Andaluza Thales.

D. José A. Mora Sanchez de la Sociedad Valenciana Al-Khwarizmi.

COMITE ORGANIZADOR:

de Julio de 2005.

Segundo anuncio

X1l JAEM

JORNADAS SOBRE EL APRENDIZAJE Y
ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS

Serapio Garcia Cuesta (Presidente), Juan Emilio Garcia Jiménez,
Santiago Turégano Moratalla, Bernardino del Campo Lépez, Antonio
Bueno Aroca, Ramén Cuenca Cuenca, Jesus Garcia Segovia, Juan
Martinez-Tébar Giménez, Margarita Marin Rodriguez, Mercedes
Fernandez Guerrero, Paloma Castedo Garvi, Martin Fernindez
Carridn, Joaquin Jiménez Ramos, Miguel Adan Oliver, Paloma Gavilan
Bouzas, M* Esther Lopez Herrdiz, Isabel Bustos Molina, Vicente

Mateméticas con imaginacitm para un mundo real

CONVOCA: #
" Federacion Espaola de Sociedades de | e,

ORGANIZA:
4 Sociedad Castellano Manchega de
| Profesores de Matematicas

Profesores de Matematicas. s

Pascual Fidalgo, Juan Carlos Cortés, Julio Eugenio Garcia Morillas.

structura general .

Las XIIJAEM se organizan en torno a las siguientes actividades:
+  Cuatro Conferencias Plenarias.

+  Ocho Nucleos Temdticos que se desarrollan en ponen- .
cias. Comunicaciones. Se centrardn preferentemente en .
los Nticleos Tematicos. .

o Grupos de debate.

+ Las Matematicas en el Quijote.

+ Talleres. La propuesta indicard si es de una o de dos
horas. .

o Zoco matematico. Puede presentarse cualquier tipo de
material, pdster, escultura, etc.
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Exposiciones. Se contard con interesantes exhibiciones
de temas relacionados con la Educacién Matemadtica o
con la matemadtica en general y sus relaciones con otras
areas.

Entrega del Premio Gonzalo Sanchez Vazquez.
Homenaje al Profesor Miguel de Guzman.

Actividades culturales. Se presentard a los asistentes
alguna muestra de la cultura castellano-manchega. La
jornadas se insertardn dentro de la celebracién del IV
Centenario del Quijote.

Exposicién y venta de materiales didacticos por parte de
casas comerciales, de la Federacién y de las Sociedades
Federadas.

Actividades
de la FESPM
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Presentacion

Entre los dias 4 al 7 de Julio de 2005, en Albacete, un lugar de La Mancha
cuyo nombre y fechas siempre gustard recordar, vamos a celebrar el mds
importante Congreso sobre educacion matemdtica de los que se organizan
en toda Esparia, las XII JAEM (Jornadas sobre Ensefianza y Aprendizaje de
las Matemdticas).

Las JAEM son un foro de debate, un lugar de reflexion, un espacio y un tiem-
po de contactos para mejorar la competencia diddctica, metodologica y de
recursos de los profesores y profesoras de Matemdticas.

La Federacion Espariiola de Sociedades de Profesores de Matemadticas
(FESPM) invita a participar en las XII JAEM a todo el profesorado de
Infantil, Primaria, Secundaria y Universidad. Todos enseiiamos y todos
podemos aprender de todos.

La Sociedad Castellano-Manchega de Profesores de Matemdticas (SCMPM)
ha aceptado el honor de organizar este congreso, poniendo toda su ilusion y
esfuerzo para que éstas sean unas JAEM importantes y ttiles para el profe-
sorado y la sociedad. Trataremos de hacer realidad aquella recomendacion
de E Pessoa: Pon todo lo que eres en lo minimo que hagas.

Como Presidente de la Sociedad Castellano Manchega de Profesores de
Matemdticas, quiero expresar mi deseo de que la responsabilidad asumida
al comprometernos a organizar el Congreso XII Jornadas sobre
Aprendizaje y Ensefianza de las Matemdticas se vea compensada por el
éxito de las mismas. Asimismo, nuestro esmero en tratar de conseguir un
evento con el mdximo nivel profesional se relaciona con la celebracion
durante el 2005 del IV Centenario del Quijote, que esperamos sirva para
complementar la formacion cultural que ofrezcamos en el congreso.

Deseamos, ademds, que os quede un grato recuerdo de la estancia en la
region de Castilla La Mancha, no sélo por el entorno geogrdfico, sino por el
nivel de relaciones humanas y profesionales que las JAEM siempre propi-
cian.

Se estd realizando un importante esfuerzo para conseguir ofertas de aloja-
miento que tengan una alta relacion calidad/precio con el fin de que el
aspecto econémico no sea un elemento disuasorio para compartir estos dias
COM NOSOLros.

Confiamos en que la buena voluntad y el esfuerzo que estd realizando el
equipo de trabajo creado en torno a las XII JAEM, se vean recompensados
con una participacion importante y que, al regresar a vuestros lugares de
origen, lo hagdis totalmente satisfechos.

Serapio Garcia Cuesta
Presidente de la FESPM
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Homologacién

Se ha solicitado que las XII JAEM sean homologadas por la
Consejerfa de Educacién de la JCCM, lo que supondra su
reconocimiento estatal a efectos de sexenios, concursos, etc.
Se homologaran 22 horas. También se ha solicitado que sean
reconocidas por la Universidad de Castilla La Mancha con
dos créditos de libre configuracién.

Sedes

Paraninfo de la Universidad de Castilla La Mancha en
Albacete. Facultades de Derecho y Empresariales y Escuela de
Formacién del Profesorado.

Conferencias Plenarias
Estan dirigidas a todos los asistentes a las XII JAEM y no coin-
ciden en el horario con ninguna otra actividad. Las conferen-
cias plenarias seran desarrolladas por:

D. Jorge Wagensberg.

D. Guy Brouseau.

D. Francisco Martin Casalderrey.

D. Claudi Alsina Citala.

Nucleos Temaiticos

1. Las Tecnologias de la Informacién y Comunicacion (TIC)
al servicio del aprendizaje y la ensefianza de las matema-
ticas. Ponentes: D. Antonio Guzmén, D. Tomds Queralt/D.
Julio Rodrigo, D. Sergio Darias y D. Rafael Bracho.

2. Seguimos con los nimeros y las funciones. Ponentes:
Diia. Alicia Bruno Castaneda, Diia. Ana Garcia Azcérate,
Dfia. M* Luz Callejo de la Vega, D. Angel Ramirez/D.
Carlos Usén y D. David Barba Uriach.

3. Geometria: La Bella Durmiente. La Geometria ;sigue
olvidada? Ponentes: D. Floreal Gracia Alcaine, D.
Santiago Loépez Arcas, D. Manuel Pazos Crespo y D.
Pedro Miguel Gonzilez Urbaneja.

4. Estadistica y Probabilidad. Cémo impedir el odio a la
Estadistica. Ponentes: D. José Luis Alvarez Garcia, D.
J.A. Garcia Cruz y Diia. Belén Cobo.

5.  Matematicas basicas. ;Qué es eso? ;Qué Matematicas
necesitan los profesionales? Curriculo. Ponentes: D.
Vicente Riviere, Dia. Carmen Batanero., D. Rafael Pérez
y D. Antonio Marin.

6. Materiales para construir las matematicas. La mate-
matica se hace tangible. Ponentes: D. Antonio Ledesma
Lépez, D. Luis Berenguer, D. Pepe Miras y D. Santiago
Turégano Moratalla.

7. El papel de las pruebas y competiciones matematicas en
la educacién matematica. Diversidad, precocidad, talen-
tos matematicos. Proyecto PISA. Ponentes: Dfia. Maria
Gaspar, D. Luis Rico, D. Tomés Recio Muiiiz, D. Salvador
Caballero, D. Pedro J. Martinez y D. Raul Ibafiez.

SUMA 48
Febrero 2005

8. Las matematicas en la Educacién Infantil y Primaria.
Ponentes: Diia. M* Antonia Canals, Diia. Mequé Edo
Basté, Dfa. Margarita Marin y D. José Antonio
Fernandez Bravo.

Grupos de Debate

En principio existiran los siguientes:

La enserianza de las Matemadticas en la Universidad.
Integrado por: Florencio Villarroya; José Antonio
Montero; Luis Miguel Garcia Rafi; Sixto Romero; Joan
Go6mez (Coordinador).

La formacion del Profesorado.

Integrado por: Santiago Ferndndez; Juan Emilio Garcia;
Salvador Guerrero; Tomés Queralt; M? Jesds Luelmo
(Coordinadora).

Talleres

Son cursos de una o dos horas en los que el objetivo principal
es la manipulacién interactiva de materiales, software, la
exposicion de actividades concretas, etc.

Normas para las propuestas de realizacién de Talleres:

1.  Los participantes a las XII JAEM pueden presentar propuestas de
realizacion de Talleres durante las mismas.

2. Quienes quieran presentar propuestas, deberdn enviar una descripcién
del Taller, indicando de la manera més detallada posible, el material que
ha poner a su disposicién el Comité Organizador de las XII JAEM.

3. El plazo de admision de propuestas finaliza el dia 15 de abril de
2005. A continuacion, se confirmard a los autores si su propuesta ha
sido aceptada por el Comité de Programa y si existe algtin problema
con el material que ha sido solicitado al Comité Organizador.

4. Una descripcion de los Talleres aceptados y realizados se publicara en
las actas de las XII JAEM. Para preparar este documento se deberan
seguir las normas para la publicacién establecidas en este anuncio.

5. Se ofertan dos posibilidades de tiempo: taller de una hora y taller de
dos horas. La que se elija debe especificarse en la descripcion del Taller.

Comunicaciones

Consiste en intervenciones breves en las que se podra expo-
ner y compartir, transmitiendo a otros compaiieros puntos de
vista sobre educacién matemdtica, experiencias de aula, etc.

Normas para la presentacion de Comunicaciones:

1. Las Comunicaciones deben estar referidas a la ensefianza o el apren-
dizaje de las Matemdticas en cualquiera de los niveles educativos.

2. Han de encuadrarse en los Nucleos Temadticos propuestos aunque
también se ofrece la posibilidad de hacerlas sobre cualquier otro tema.

3. Deben ser inéditas, no habiéndose publicado con anterioridad.

4. Sies de varios autores, al menos uno ha de estar inscrito. El certifi-
cado en este caso, sera colectivo.

5. La admisién de los trabajos quedard supeditada a la decisién del
Comité de Programa.

6.  El plazo de admisién finaliza el dia 15 de abril de 2005.

7.  Deberd expresarse con claridad qué tipo de material de apoyo necesi-
ta para su exposicién (retroproyector, proyector de opacos, de diapo-
sitivas, video, cafién, ordenador, ordenadores en red, software, etc.).
Todas las presentaciones informéticas deben venir en formato Power-
Point 2000. En otros supuestos, consultar con la Organizacién.
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8.  Se dispondré de 15 minutos para su exposicién mds 10 de coloquio
con los asistentes.

9.  Se publicardn en las Actas de las XII JAEM, siempre que se adapten
a las condiciones que se especifican en las normas para la publica-
cién establecidas en este documento.

10. No se mantendrd correspondencia sobre las causas de no acepta-
cién de una Comunicacién.

Zoco Matematico.

El Zoco Matemdtico pretende ser una oferta que se hace a
todos aquellos asistentes que deseen disponer de un espacio
fisico y horario en el que puedan presentar materiales diddc-
ticos, recursos, programas informaticos, pdster, etc. Se trata,
junto con las Comunicaciones y Talleres, de un canal ideal
para tomar parte activa en las XII JAEM. El Comité
Organizador tratard de ayudar y orientar a quienes se animen
a hacer una presentacion en el Zoco Matemadtico.

Normas de participacién en el Zoco:

1.  Quien desee hacer uso del Zoco debera enviar una descripcién de lo
que presentard, asi como una relacion detallada del material que lo
compone: paneles, tamaiio de las piezas que presenta, etc.

2. Hade indicar con claridad qué desea que la organizacién ponga a su
disposicion: mesas, lugar para colgar poster, ordenador, etc.

3. Elplazo de admision de peticiones para el Zoco termina el 15 de abril
de 2005. Posteriormente se les comunicari si se ha aceptado su par-
ticipacion y si existe algin problema con las peticiones efectuadas.

4.  Se presentard una memoria de lo expuesto en el Zoco para publi-
carlo en las Actas de las XII JAEM, siempre que se adapte a las con-
diciones que se especifican en las normas para la publicacion esta-
blecidas en este documento.

5. Los solicitantes se comprometen a montar y a desmontar su mate-
rial en el espacio que se le asigne y a estar presentes en el lugar en
los momentos que se les indique para que los asistentes puedan dia-
logar con ellos sobre lo expuesto.

6.  Para transportar los materiales hasta las JAEM, deberdn ponerse en
contacto con el Comité Organizador para informarles sobre la
forma de hacerlo y de solicitar, en su caso, ayuda econémica.

Actas

La publicacién en las Actas de las XII JAEM de los textos de las
comunicaciones, lostalleres y del zoco matematico estd sujeta
a la aceptacién y cumplimiento de las siguientes normas.

Normas de publicacion en las Actas:
1. Se enviardn tres copias en papel, formato DIN-A4, a:
XII JAEM
Avda de Espaia 14, 5° planta
02005 Albacete, ESPANA
2. Ocupardn como méximo 5 péaginas DIN-A4, equivalentes a 11000
caracteres aproximadamente, incluyendo notas, referencias biblio-
graficas, fotografias, gréficos, etc.
3. Con el objetivo de facilitar la posterior elaboracién de las Actas,
enviar un archivo al correo electrénico: xiijaem@albacete.org
4. Elarchivo deberd ser en formato MS-Word 2000 que se ajuste a las
siguientes caracteristicas:
Tipo: Times New Roman de 12 puntos. Espaciado e interlineado sen-
cillo. Evitar el uso de caracteristicas especiales como letra capital,
vifietas, estilos, tabuladores, sangrias, columnas... No usar subraya-
dos. Los gréficos e imdgenes se incluirdn en el propio documento.
5. En el asunto del correo electrénico, escribir el titulo del trabajo y en
el cuerpo del mensaje indicar estos datos:
Nombre y apellidos del autor o autores.
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Nivel educativo del contenido del documento.
Direcci6n postal.

Teléfono de contacto.

Medios necesarios para su exposicion.

Un resumen en castellano de 10 lineas como méximo.

Inscripciones

Cémo formalizar la inscripcion

Abonar la cuota de inscripcién mediante:

+ Transferencia a la cuenta bancaria de Caja Castilla La
Mancha, Nuamero: 2105-1630-62-0142003006, cuyo
titular es Sociedad Castellano Manchega de Profesores
de Mateméticas XII JAEM (no olvide indicar con claridad
su nombre y apellidos).

+  Talén nominativo a favor de SCMPM.

Rellenar el boletin de inscripcién y enviarlo, junto con la copia

del justificante de pago de la cuota o el talén nominativo a

favor de la Sociedad Castellano Manchega de Profesores de

Matematicas en la direccién indicada mds arriba.

También puede realizarse la inscripcién usando el correo

electrénico, siguiendo las instrucciones de la pagina web.

Cuotas de inscripcion

Hasta el
15 de mayo de 2005

Después del

Cuotas de inscripcién 15 de mayo de 2005

Socios de la FESPM

o de las Sociedades que

han firmado 90 € 120 €
convenio con ella
No socios 150 € 190 €
Anulaciones

Sélo seran atendidas aquellas solicitudes de reembolso de la cuota
de inscripcién que se realicen antes del 15 de mayo de 2005.

Alojamiento

La agencia oficial de las XII JAEM es Viajes Halcén, la infor-
macioén de su oferta estd disponible en la pagina www.albace-
te.org/xiijaem y en cualquier oficina de la agencia en toda
Espaia. Se han conseguido a través de ella los mejores precios
posibles asi como importantes descuentos en RENFE y en via-
jes por avion.

El uso de la agencia oficial no es obligatorio, estando disponi-
bles, en la pagina del congreso, teléfonos de establecimientos
hosteleros de Albacete, para que cualquier persona interesada
pueda gestionar por su cuenta el alojamiento.

Programa de acompanantes

Lo gestiona la agencia oficial de las Jornadas, Viajes Halcén. Su
contenido se puede ver en la pagina web de las Jornadas. Precio
por persona: 95€. W
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XII JAEM - BOLETIN DE INSCRIPCION

(Los datos marcados con un * son opcionales)

Apellidos: Nombre: NIF:
Direccién: CP:
Ciudad: Pafs: Teléf:
Correo Electrénico: Fax:

:Es miembro de alguna Sociedad perteneciente a la Federacién Espaiiola de
Sociedades de Profesores de Matemdticas (FESPM)?

D No D Si ;Cudl?

Nivel educativo en el que trabaja:

¢Presenta ...
D Comunicacién? |___] Taller? .. I:] Zoco Matematico?

Nivel educativo al que va dirigido:

* Temas de su Interés (no necesariamente han de coincidir con los ntcleos

temadticos de las XII Jaem):

* Acompaiiantes (nombre completo):
P p

* Si le interesa contactar con asistentes que tengan sus mismas aficiones,

indique las suyas:

D Filatelia. D Mapas. D Libros antiguos. I___] Juegos. Otras:

FORMA DE PAGO:
D Talén nominativo n° D Transferencia
Fecha de ingreso:
(e
Para obtener mas informacion sobre las Correo postal:
SCMPM Sociedad Castellano Manchega
de Profesores de Matemdticas
XII rn 1 1 Avda de Espaiia, 14, 5° Planta
Jornadas sobre el Aprendizaje Ada de Bspan
y Ensenanza de las Matematicas ESPANA

Pagina web:

Albacete, del 4 al 7 de juliO de 2005 http://www.albacete.org/xiijaem
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XXIII Concurso de Resolucion de Problemas

convocado por
la
Sociedad Puig Adam de Profesores de Matematicas
yel
Colegio de Doctores y Licenciados en Ciencias y en Letras

BASES DEL CONCURSO

PRIMERA:
Los alumnos podran participar en el Concurso en tres niveles:
a) Primer nivel: alumnos de 3° de ESO.
b) Segundo nivel: alumnos de 4° de ESO.
¢) Tercer nivel: alumnos de 1° Bachillerato
SEGUNDA:
Las pruebas consistirdn en la resolucién de Problemas de Matemadticas (los mismos para todos los concursantes de un
mismo nivel) y se realizardn en la manana del sdbado 11 de junio del 2005 a partir de las 10 horas en la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid.
TERCERA:
A los mejores de cada nivel, se concederan diplomas y premios.

CUARTA:

Los Centros que deseen presentar alumnos (hasta un maximo de seis) deberan realizar la preinscripcién antes del dia 11
de Mayo del 2005, dirigiéndose por carta o por fax al presidente de nuestra Sociedad:

Prof. Javier Etayo Gordejuela
Departamento de Algebra
Facultad de Ciencias Matemdticas
28040-Madrid

Fax: 91 394 4662

En la preinscripcién no es preciso hacer constar los nombres de los alumnos seleccionados. Si algiin centro desea presen-
tar mas de seis alumnos, debe solicitarlo antes de la fecha mencionada anteriormente.

QUINTA:
Los centros entregardn a los alumnos que envien, credenciales individuales en las que se haga constar que han sido selec-

cionados por su excepcional aprovechamiento en Matematicas, asi como el curso en que estdan matriculados en el afio aca-
démico 2004-2005.
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Como en arios anteriores, la FESPM convoca la Olimpiada Matematica Nacional
para el alumnado de 2° de Educacién Secundaria Obligatoria. La presente edicion
serd organizada por la Sociedad Madrileia de Profesores de Matemdticas
(SMPM) Emma Castelnuovo y tendrd lugar del 26 al 30 de junio.

a SMPM presenté su candidatura para la organizacién de
esta Fase Nacional en la Olimpiada de La Rioja, hace dos afios,
con el fin de contar con un periodo de tiempo suficiente para
afrontar este evento. Los contactos y negociaciones manteni-
das desde entonces con la Consejeria de Educacién de la
Comunidad de Madrid nos han garantizado el poder augurar
un desarrollo exitoso de la actividad, agradeciendo desde aqui
su apoyo tanto institucional como econémico.

Asimismo, contamos también con el apoyo y la colaboracién del
Ayuntamiento de Madrid a quien agradecemos su colaboracién.

A lo largo de los cinco dias previstos de duracién de la
Olimpiada Matematica Nacional los participantes, ademds de
realizar pruebas especificas de Matemadticas, van a disfrutar
con otro tipo de actividades tales como; excursiones, visitas
turisticas etc. en las que se tratara de reflejar la presencia de las
Matematicas en distintos ambitos tales como la naturaleza, el
arte o la ciencia. Todo esto, con el fin de lograr la consecucién
de los objetivos fundamentales de esta actividad, que son:

+ Fomentar entre los estudiantes el gusto por las
Matemadticas, asi como presentar una visién de las
mismas complementaria y mds realista que la utilizada
en el aula.

« Ofrecer alos alumnos la posibilidad de disfrutar con la
resolucion de problemas matemadticos en los que se
requiere el uso de diversas estrategias de pensamiento.

» Contribuir a la mejora de la ensefianza y del aprendi-
zaje de las Matematicas en la escuela apoyando la
innovacion entre el profesorado.

+ Fomentar el espiritu cooperativo, potenciando la par-
ticipacion en equipo.

+ Favorecer las relaciones de amistad y conocimiento
entre jévenes de diversas Comunidades Auténomas.

+ Dar a conocer al alumnado participante, asi como al
profesorado acomparfiante, las singularidades culturales,
geograficas y humanas de la Comunidad de Madrid.

La actividad contard con la participacién de los representan-
tes de Sociedades pertenecientes a las FESPM asi como una
serie de invitaciones a otras comunidades que no tienen cons-
tituida Sociedad de Profesores de Matematicas y a diversos
Centros Espaioles en el extranjero.

PARTICIPANTES DE LAS SOCIEDADES PERTENECIENTES A LA FESPM:
Andalucia: Seis alumnos y dos profesores. Aragon, Asturias,
Canarias, Cantabria, Castilla y Ledn, Castilla La Mancha,
Cataluiia, Comunidad Valenciana, Extremadura, Galicia, La
Rioja, Murcia 'y Navarra: Tres alumnos y un profesor por cada
una. Melilla: Dos alumnos y un profesor.

PARTICIPANTES INVITADOS: Pais Vasco, Islas Baleares, Princi-
pado de Andorra y Escuelas espaiiolas en Marruecos: Dos
alumnos y un profesor por cada uno.

PARTICIPANTES DE LA SOCIEDAD ORGANIZADORA: Madrid: Seis
alumnos y dos profesores.

Esto hace un total de 61 alumnos y 22 profesores acompafan-
tes que junto con los, entre 10 y 15 miembros de la SMPM que
colaboraran en la organizacién de la Olimpiada, involucran en
la actividad alrededor de 100 personas. W

Equipo organizador de las Olimpiadas:
Carmen Calvo Aldea, Rosa Forniés Rejas, Alejandro
Gonzalez Prados (Coordinador), Lydia Vivas Arce
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Domingo, 26 de junio

+ Recepcidn de los partici- O
pantes en el Hotel Escuela
de la Comunidad de Madrid.

+ Inauguracién de la Olimpiada: Entrega
de credenciales, normas de funciona-
miento y presentacion del programa.

+ Concurso de Fotografia Matemadtica.

« Visita a las exposiciones de Fotografia,
Filatelia y Juegos Matematicos.

MADRID
del 26 al 30 |
Lunes, 27 de junio de .'unlo F

« Pruebas individuales.

Miércoles, 29 de junio
« Visita a Cosmocaixa y
tercera parte de la prueba
por equipos.

« Visita guiada a la ciudad
de Madrid.

+ Cena de despedida.

W Jueves, 30 de junio
«» Charla-conferencia a

« Visita guiada al Parque del 3 ' cargo de Antonio Pérez,
Retiro. //4 " Catedratico de Matem4-
« Primera parte de la prueba por equipos —3j S ; ticas del IES Salvador

en el Parque del Retiro. Dali.
Martes, 28 de junio " ; y  + Acto de entrega de
« Excursion a La Pedriza. Visita al Centro ' - : TR i . obsequios.
de Interpretacién de la Naturaleza y B 3
paseo por el Parque Regional de la
Cuenca Alta del Manzanares.
+ Segunda parte de la prueba
por equipos.

. » Clausura a cargo de la
“ Ilma. Sra. D.» Carmen
Gonzdilez , Vicecon-
sejera de Educaciéon

' de Madrid.
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NORMAS DE PUBLICACION

1. Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, Apartado de Correos 19012, 28080 Madrid),
impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato DIN A-4.

2. Los graficos, diagramas, fotografias y figuras se enviaran impresos en hojas separadas (una para cada grafico), en tinta negra
sobre papel blanco. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual forma, si tiene que llevar un pie de
ilustracion, éste se resenard en la hoja donde aparece la ilustracién. Indiquense los créditos de las fotografias y dibujos.

2. Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original impreso ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos no seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejaran la conveniencia o no de
la publicacién del trabajo, o recomendardn posibles modificaciones, etc.

4. Adjunto al articulo se redactara un resumen, de un maximo de 625 caracteres contando los blancos, que no necesariamente
tiene que coincidir con la introduccién al articulo. De este resumen se remitird también su traduccién al inglés.

5. Los datos de identificacion del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; socie-
dad federada a la que pertenecen (si procede) y el resumen en castellano y en inglés deberan ir escritos en una misma hoja aparte.

6. Se enviara también en soporte magnético (disco de tres pulgadas y cuarto con formato PC, CDRom o DVDRom) una copia de
los archivo de texto que contenga el articulo y del que contega la hoja con los datos y los resumenes, asi como tantos archivos
graficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quieran incluir. La etiqueta debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuan-
to al formato de los archivos de texto, se recomienda Microsoft Word para Windows o RFT. Los archivos gréficos es preferi-
ble que tengan formato EPS o TIFF. Para las fotografias se recomienda archivos TIF o BMP y con una definiciéon minima de
600x600 puntos por pulgada cuadrada.

7. Al menos un ejemplar del texto como los graficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no fotocopias.
8. Los trabajos se enviardn completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

9. Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo y se inclui-
ran al final del texto.

10.La bibliografia se dispondra también al final del articulo, por orden alfabético de apellidos, indicando autor(es), afio, titulo del
articulo, titulo de la revista completo (en cursiva o subrayado), volumen y paginas del mismo. Por ejemplo:
TRIGO, V. (1995): «Generacién de numeros aleatorios», Suma, n.° 20, 91-98.
En el caso de libros se indicard el autor(es), aiio, titulo completo (en cursiva o subrayado), editorial y lugar de edicién.
Por ejemplo:
GARDNER, M. (1988): Viajes por el tiempo y otras perplejidades matemdticas, Labor, Barcelona.
En el caso de articulos que se encuentran en una obra colectiva se indicard el autor(es), ano, titulo del articulo (entre
comillas), titulo del libro (en cursiva), editorial y lugar de edicién. Por ejemplo:
VILLARROYA, F. (1987): «Geometria: construir y explorar», en Aspectos diddcticos de matemadticas, 2, ICE Universidad
de Zaragoza, Zaragoza.

11.Dentro del texto, las referencias a la bibliografia se indicardn con el apellido del autor y el aiio entre paréntesis. Por ejemplo: ...
supone un gran avance (Herndndez, 1992). Si el autor aparece explicitamente en el texto tan sélo se pondra entre paréntesis el
afo. Por ejemplo: ... segiin Rico (1993).

12.Posteriormente, se notificard a los interesados la aceptacién o no del articulo, asi como -en caso afirmativo- la posible fecha de
su publicacion. En ese momento los autores se comprometeran a retirar el articulo de otras publicaciones a las que lo hayan

remitido.

13.No se mantendra correspondencia sobre las causas de no aceptacién de un articulo.
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’ o L4
Boletin de suscripcion
Tarifas Suscripcién anual Numero suelto
Particulares 25 € 10 €
Centros 40 € 15 €
Europa 50 € 20 €

Resto del mundo 60 € 22 €

Fotocopiar esta hoja y enviar:
por correo a: Revista SUMA. Apartado de correos 19012
E-28080 MADRID
por Fax al: 912 911 879
por correo-e a: suma_administracion@fespm.org

Deseo suscribirme a la revista SUMA:

Nombre y apellidos: NIF/CIF:
Direccion: Teléfono:
Poblacién: CP:
Provincia: Pais:
Correo electrénico: Fax:

Importe (€)

O Suscripcion a partir del afio (3 ndmeros)
O N.os sueltos

Total

[0 Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto)

[0 Transferencia bancaria (CCC 2085-9981-38-0330066350 6 IBAN ES68 2085 9981 3803 3006 6350)

[0 Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista SUMA

O Giro postal dirigido a Revista SUMA Fecha y firma:

Nombre y apellidos:

Cédigo Cuenta Cliente: Entidad: L1 1] Oficina: L1 1) DC: L] Cuenta: L1111 1111

Banco/Caja:
Agencia n.”: Direccidn:
Poblacién: Provincia:

Sefores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que, periédicamente, les presentara la
Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el pago de mi suscripcion a la revista SUMA.

Atentamente (fecha y firma):
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