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e cumplen ahora 20 arios desde el nacimiento de nuestra revista
SUMA. En estos arios ha llegado a convertirse en una revista importante,
con una gran calidad y referencia en el mundo de la Educacion
Matemdtica. De ello nos enorgullecemos todos los socios de la FESPM y
particularmente pueden sentirlo asi todos los comparieros que han tenido
la responsabilidad de llevarla adelante: Rafael Pérez, Sixto Romero, Emilio
Palacidn y Julio Sancho, Francisco Martin e Inmaculada Fuentes.

Con el nuimero 44, hace ahora cuatro arios, se inicio el tercer relevo en la
direccion de la revista. El equipo que asumio la responsabilidad: Franchi e
Inma, en perfecto tandem estaban ilusionados y dispuestos a continuar la
labor del equipo anterior. Sabian que el liston estaba alto, que la revista
habia alcanzado una calidad incuestionable y que el reto que tenian por
delante de mantenerla en esos niveles era importante. Pero ellos debian
saber que cuando una tarea se afronta con profesionalidad, ilusion y dedi-
cacion no hay mds remedio que conseguir como resultado una obra bien
hecha. Por eso han conseguido no solo seguir consolidando SUMA sino
también subir un escalon el nivel de calidad de la revista.

Sinceramente, lo percibido por los usuarios (usuarios si, mds que simples
lectores) de SUMA es que todo lo han hecho bien: la presentacion, la
magquetacion, el uso del color desde el niumero 50, la presentacion en CD
de los indices... y sobre todo la adecuacion y calidad de los contenidos de




los que son responsables no sélo ellos sino todo el consejo editorial y de
redaccion asi como los asesores de SUMA.

A todo el equipo de SUMA, os damos las gracias por vuestro esfuerzo y
dedicacion; por todo el trabajo desarrollado sin esperar nada a cambio;
por esas horas que habéis robado a vuestro descanso y a vuestras familias
para realizar la tarea. Sabemos que no os vais, que seguiréis ahi asumien-
do otros quehaceres y responsabilidades en la FESPM, colaborando con la
revista y echando una mano en lo que haga falta.

Y ahora llega el cuarto relevo en SUMA: Tomds Queralt y Onofre Monzé,
de la Societat d’Educatio Matemdtica de la Comunitat Valenciana Al-
Khwarizmi. Ambos son sobradamente conocidos en la Federacion, vetera-
nos en su dedicacion a la ensefianza y aprendizaje de las matemdticas.
Sabemos de sus cualidades y capacidad de trabajo; seguro que sabrdn
mantener y mejorar si cabe la revista que ahora reciben, plenamente con-
solidada en el mundo de la Educacion Matemdtica. Con ellos no hay incer-
tidumbre con el futuro de nuestra revista y estamos convencidos que den-
tro de cuatro, o mejor de ocho arios si ellos lo quieren asi, podremos decir
que SUMA sigue siendo una referencia obligada para los profesores de
matemadticas.

En ese emperio no estaréis solos.

Serapio Garcia Cuesta
Presidente de la Federacion Espariola
de Sociedades de Profesores de Matemadticas
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ace ya casi cinco arios decidimos embarcarnos en esta aventura y pre-
sentar nuestra candidatura para dirigir colegiadamente SUMA. Unos
meses después, en Febrero de 2004, fuimos nombrados directores y en
noviembre de ese mismo ario salié el primer niimero a nuestro cargo:
SUMA 44. Este numero hace, por tanto, el decimotercero de los que nos ha
tocado dirigir.

En la presentacion del proyecto y de nuestro equipo afirmdabamos que
nuestro principal activo era la carga de ilusion con la que asumiamos la
tarea y pediamos a todos ambicion e iniciativa.

Aunque a nosotros como directores nos ha correspondido la coordinacion
de revista, el corazon del equipo ha estado formado ademads por otras dos
personas. Nos referimos a Cristina Torcal y Antonio Alamillo que han sido
nuestros colaboradores mads directos. Una revista como SUMA lleva detrds
una ingente tarea de gestion para garantizar que llegue a todos los socios y
suscriptores con regularidad. Cristina y Antonio han desarrollado su tarea
de administradores con eficacia y dedicacion. Ademds, han colaborado en
la toma de todas las decisiones, asumiendo también otras muchas funcio-
nes. Con ellos hemos formado este grupo compacto de cuatro personas que
cohesionado por la ilusion, el trabajo y la amistad ha hecho posible la apa-
ricion de estos trece nimeros de SUMA. Deseamos que, Cristina y Antonio,
con muchos arios por delante en su carrera profesional, asuman en el futu-




ro nuevos desafios en el dmbito de la Educacion Matemdtica. Estamos
seguros de que asi serd.

Y ahora, que llega el momento de despedirnos, los cuatro queremos acor-
darnos de todos los que nos han ayudado en nuestras funciones.

Empezaremos por ti, lector, que eres el protagonista principal de esta revis-
ta. Pensando en ti hemos hecho nuestro trabajo niimero a niimero. Las
decisiones, las acertadas y las erroneas —que también las ha habido—, las
hemos tomado siempre en tu nombre, lector y colega. Una revista se hace
para ser leida y los retornos que nos han llegado de los lectores han sido un
acicate para mejorarla a lo largo de estos 4'3 arios.

Corresponde después dar nuestro agradecimiento a la Federacion, a los
miembros de su Comision Ejecutiva y de su Junta de Gobierno y que per-
sonalizamos en sus dos presidentes a lo largo de estos arios: Florencio
Villarroya y Serapio Garcia, de ambos recibimos todo el apoyo y la ayuda
necesaria para que pudiéramos llevar a buen términos todos y cada uno de
nuestros proyectos.

Damos las gracias a todos los autores que nos han remitido sus originales.
SUMA es casi por definicion referente y reflejo de lo que se hace en nuestro
pais en educacion matemdtica, pero esto es asi porque quienes hacen las
cosas, las escriben y nos las a dan a todos a través de la revista.

Agradecemos también su tarea y su trabajo desinteresado a los miembros
del consejo editorial y del consejo de redaccion y a todos los asesores que
han hecho posible la seleccion de los trabajos que debian ser publicados y,
en muchas ocasiones, han contribuido con sus sugerencias y comentarios a
mejorar los originales que los autores remitian.

Nos toca ahora dar las gracias de todos los que han formado parte de nues-
tro equipo en un sentido mds amplio: los autores de las secciones.

Angel Ramirez y Carlos Usén que Desde la historia nos han ofrecido en
estos trece SUMAS sus reflexiones sobre la tarea del profesor de matemd-
ticas; a Juan Antonio Hans, a Pepe Murioz y a Antonio Ferndndez-Aliseda,
que a través de Juegos han presentado actividades motivadoras para
implicar a los alumnos en el proceso de su propio aprendizaje; a Claudi
Alsina que nos ha ofrecido ideas frescas y divertidas sujetas por El Clip; a
Ana Millan y a Santiago Gutiérrez que, con la disculpa de las matemdti-
cas de Hace tiempo, han reflexionado sobre ideas de actualidad relacio-
nadas con nuestro trabajo cotidiano; a Jacinto Quevedo que nos hablo de
las matemdticas Informales e Interactivas que podemos descubrir en los
museos de la ciencia; a Capi Corrales que En un cuadrado ha enmarca-




do su vision del Arte en relacion con las matemadticas; a Miquel Alberti que
primero nos regalé sus iMATgenes y ahora, En las ciudades invisibles,
nos hace ver mds alld de la apariencia, acompanado de Polo y Kublai; a
Antonio Pérez que nos animé a resolver De cabeza algunos problemas
incardinados en la historia; a Julio Sancho que nos permitié acceder a la
Hemeroteca, animando a los lectores de SUMA a acercarse a otras revis-
tas de educacion matemdtica; a José Maria Sorando que con su personal
CineMATeca, a través del mundo del cine y de la television, nos permitio
sacar partido con rigor y con humor de escenas de peliculas y hasta de los
gazapos de la prensa; a Fernando Corbaldn que analizé la Presencia
medidtica de las matemadticas 'y luego se hizo cargo de nuestra Biblioteca,
presentando las novedades editoriales que se han ido publicando y coordi-
no a otras personas que nos ofrecieron una imagen de sus bibliotecas par-
ticulares; y por ultimo, a Constantino de la Fuente, que nos proporciono
guias para que los alumnos pudieran hacer de la Literatura y las
Matemadticas un dmbito comiin para el aprendizaje. A todos ellos en
nuestro nombre y seguro que en el de los lectores de SUMA muchas gracias.

Sabemos que algunos lectores pensaban que, siguiendo el ejemplo del ante-
rior equipo de direccion, continuariamos al frente de SUMA por otro perio-
do completo de cuatro arios. Consideramos, sin embargo, que es necesario
periédicamente que las personas y los equipos se renueven. Que cada cier-
to tiempo se abran las puertas y las ventanas para que entre aire fresco.

Y a esta puerta abierta se ha acercado el nuevo equipo que, dirigido por
Tomds Queralt y Onofre Monzd, se hard cargo de SUMA a partir de 2008.
Les deseamos todo el éxito posible, convencidos de que en sus manos la
revista alcanzard cotas mds altas de calidad. Y, como sabemos con cono-
cimiento de causa lo que les espera por delante, desde aqui les decimos:
animo y adelante.

Francisco Martin Casalderrey
Inmaculada Fuentes Gil
Directores de SUMA




Directores de SUMA. De izquierda a derecha: Onofre Monzd, Tomds Queralt, Francisco Martin Casalderrey,
Sixto Romero, Inmaculada Fuentes y Rafael Pérez
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5 u ﬂ Sobre el exilio matematico

de la guerra civil espanola (I)

Noviembre 2007, pp. 11-21

l finalizar el reinado de Fernando VII la situacion cienti-
fica en Espana es deplorable; en el campo de las matematicas,
en concreto, nuestro pais se encuentra con unos cincuenta
anos de retraso con respecto a las naciones mds desarrolla-
das. Comienza entonces un intento de renovacién, acompa-
nado de algunas reformas estructurales, que evoluciona len-
tamente a lo largo de lo que resta del siglo XIX. Dicho impul-
so de reforma se incrementa a raiz de la Revolucién de 1868
y, muy especialmente, con el movimiento de regeneracién
nacional' que surge con motivo de la crisis del 98.

En esa transformacion de fin de siglo que tiene lugar —entre
otros— en el terreno de las matematicas, destacan principal-
mente cuatro personajes: Echegaray, Garcia de Galdeano,
Eduardo Torroja y Ventura Reyes y Présper’; son los mate-
maticos del 98 cientifico, a los que Gino Loria llamé sembra-
dores. A ellos acaso habria que anadir también el inventor de
una famosa mdaquina algébrica para la resolucién de ecuacio-
nes algebraicas: el ingeniero y matematico Torres Quevedo,
figura polifacética de indiscutible relevancia cientifica, que
asimismo influy6 en alguna medida, al menos en lo institu-
cional, en nuestro desarrollo matemético.

Como consecuencia de ese cambio de actitud y de las aporta-
ciones de estos tltimos y de algunos mds que los secundaron,
en el primer tercio del siglo XX se produce un importante
avance en la matemdtica espafiola; no sélo referido al progre-

En esa transformacion de finales
del siglo XIX que tiene lugar
—entre otros— en el terreno de las
matemdticas, destacan
principalmente cuatro personajes:
José Echegaray, Zoel Garcia de
Galdeano, Eduardo Torroja y
Ventura Reyes y Prosper; son los
matemdticos del 98 cientifico: los
llamados sembradores por Gino
Loria.

NOTA DE LA REDACCION: Este articulo reproduce el publicado en la
revista Hispania Nova y con el permiso de ésta:

“Sobre el exilio matematico de la guerra civil espafiola” en
Gélvez, Sergio (Coord.), Generaciones y memoria de la represién
franquista: un balance de los movimientos por la memoria.
Dossier monografico Revista de Historia Contempordnea
Hispania Nova, ISBN: 1138-7319
http://hispanianova.rediris.es/6/dossier/6d026.pdf

Dada su extensidn, se publica en dos partes.

Javier Peralta
Universidad Auténoma de Madrid
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so de su conocimiento, sino también al nacimiento de una
estructura mds adecuada para su cultivo.

Entre los acontecimientos que ayudan a establecer ese
ambiente propicio para la investigacion cientifica, se encuen-
tran sin duda la creacidn, en 1907, de la Junta de Ampliacién
de Estudios e Investigaciones Cientificas (JAE) y, en 1908, de
la Asociaciéon Espariola para el Progreso de las Ciencias (AEPC);
ambas con una seccion correspondiente a las Ciencias Exactas.
Aunque, especificamente en el campo de las Matematicas, el
hecho mds notable es la fundacién en 1911 de la Sociedad
Matematica Espanola, que va acompariado del nacimiento de la
Revista de la Sociedad Matemdtica Espariola. La Sociedad la
preside Echegaray (hasta su fallecimiento en 1916), mientras
que en la Revista hay una cierta despersonalizacion de su direc-
cién’ (su publicacion estd a cargo de un Comité de redaccién y
de una especie de Comisidn de secretarios de la Sociedad).

Entre los acontecimientos que
ayudan a establecer ese ambiente
propicio para la investigacion
cientifica, se encuentran sin duda
la creacion, en 1907, de la Junta
de Ampliacion de Estudios e
Investigaciones Cientificas (JAE) y,
en 1908, de la Asociacion
Espariiola para el Progreso de las
Ciencias (AEPC); ambas con una
seccion correspondiente a las
Ciencias Exactas.

Asimismo debe resaltarse la creacién, en 1915, del
Laboratorio Seminario Matemaético de la JAE, nuestro mads
importante centro de investigacién matemadtica, surgido a ins-
tancias de Rey Pastor y dirigido por él mismo. El Laboratorio
propiciard la realizacién de tesis doctorales y publicaciones en
las mejores revistas matemadticas espaiolas e incluso, afios
después, en otras internacionales de alto nivel”.

Hay que decir, por otro lado, que en aquella época, de las doce
universidades existentes en Espaiia (Barcelona, Granada, La
Laguna, Madrid, Murcia, Oviedo, Salamanca, Santiago,
Sevilla, Valencia, Valladolid y Zaragoza), Gnicamente se podia
estudiar Ciencias Exactas en las de Zaragoza, Barcelona y
Madrid; y que la primera de éstas tuvo gran importancia
matematica en los primeros afios del siglo XX, debido funda-
mentalmente a la labor desarrollada por sus catedréticos
Garcia de Galdeano y —en menor medida— José Rius y Casas.
Notese a este respecto, por ejemplo, que los cuatro espafioles
participantes en el II Congreso Internacional de matematicos

celebrado en Paris en 1900 (el de mayor trascendencia de la
época, motivado por el planteamiento de los famosos “23 pro-
blemas” propuestos por Hilbert’) son los dos tltimos profeso-
res citados, junto a Torres Quevedo (ingeniero) y Torner y
Carbé (militar), mientras que no hay representantes de las
universidades de Madrid o Barcelona (la composicién de los
asistentes, por cierto, refleja precisamente cudles son los tres
grupos que encarnan la direccién de la vida matemadtica espa-
nola en aquel tiempo); o también, el hecho de que la primera
revista espaiiola dedicada exclusivamente a las matemadticas
fuera EI Progreso Matemdtico, fundada en 1891 por Galdeano
en Zaragoza; o que entre las pocas que se publicardn en
Espaia en los aios posteriores a éste se encuentre la Revista
Trimestral de Matemdticas, nacida asimismo en la capital ara-
gonesa en 1901 y dirigida por Rius’.

Una muestra también de esa influencia de Zaragoza en nues-
tra vida matematica posiblemente sea el nombramiento de
Galdeano, aun a los setenta anos de edad, como presidente de
la Sociedad Matemdtica Espafiola (1916—1920). Este hecho,
junto a otros, como la importante labor que empiezan a desa-
rrollar algunos matematicos en el Laboratorio de Madrid, es
ademds —a mi juicio— un reconocimiento de la preeminencia
que comienza a otorgarse a los profesores universitarios fren-
te a los ingenieros y militares que generalmente habian regido
la comunidad matemadtica hasta entonces.

Aunque, especificamente en el
campo de las Matemdticas, el
hecho mds notable es la fundacion
en 1911 de la Sociedad
Matemdtica Espariiola, que va
acompaiiado del nacimiento de la
Revista de la Sociedad
Matemdtica Espariola.

En la segunda década del siglo, habida cuenta de que en
Madrid residen las principales sociedades cientificas —como
la JAE o la Sociedad Matematica Espaiiola—, las Academias,
todas las ingenierias, el Seminario Matematico; de que su
Universidad es la tinica que puede otorgar el grado de doctor
(la denominacién de Central, como es sabido, queria indicar
de algin modo el sometimiento del resto a su autoridad) y, en
fin, por otras razones de prestigio social, propician que la
capital de Espaiia se consolide como el centro de referencia de
la vida matematica nacional. Asi, es un hecho el traslado de
ilustres profesores de Zaragoza a Madrid, como Octavio de
Toledo, Jiménez Rueda, Alvarez Ude, Plans, etc.; y, en menor
grado, de Barcelona —como Terradas—. Todos ellos, junto a
algunos otros —Vegas, Rey Pastor...— constituiran la segunda
generacion de los autores de nuestro despertar matematico.
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Julio Rey Pastor (1888-1962), La caricatura es obra de Pedro Puig Adam

Julio Rey Pastor (1888—1962), el matematico mas joven de
esta segunda generacion, sera quien lidere a ese grupo’.

Rey, nacido en Logroio, estudia Ciencias Exactas en Zara-
goza, luego se traslada en 1908 a Madrid para realizar el doc-
torado, y colabora activamente en la creacién de nuestra
Sociedad Matemdtica. En 1911 (antes de cumplir los 23 afos)
es catedratico de Analisis matemdtico en Oviedo, y se trasla-
da pensionado a la Universidad de Berlin. En 1913 obtiene la
citedra de esa misma disciplina en la Universidad Central y
marcha durante catorce meses a la muy prestigiosa Univer-
sidad de Gotinga. A la vuelta comienza en Madrid una frené-
tica actividad: escribe libros y articulos, da conferencias, diri-
ge el Laboratorio Matemadtico... y en 1917 viaja a Buenos
Aires invitado por la Institucién Cultural Espafiola para ocu-
par la citedra de Cultura Espafiola (le habian precedido en
ella nada menos que Menéndez Pidal y Ortega y Gasset).

La influencia de Rey Pastor en la matematica espanola es tan
importante, que al irse a Argentina deja de publicarse la
Revista de la Sociedad Matemadtica Espaiiola y, al regresar en
1918, funda la Revista Matemdtica Hispano—Americana. En
ese mismo afio ingresa en la Real Academia de Ciencias y en
1920 se le asigna la citedra de Metodologia y Critica mate-
matica de la Facultad de Ciencias de Madrid.

Los afos previos a la guerra civil

En 1921 Rey Pastor vuelve a Argentina y fija su residencia en
Buenos Aires. Es contratado por la Facultad de Ciencias de su
Universidad, y se le permite conservar su catedra de Madrid, en
donde permanece los meses de diciembre, enero y febrero. En
el periodo que va de 1921 a 1935 alterna entonces su labor entre
ambas ciudades, y desarrolla en Argentina una intensa tarea
fundacional en el campo matematico (colabora en el nacimien-
to de la Sociedad Matemadtica Argentina y su Revista
Matemadtica, crea y dirige el Seminario Matematico, funda el
Boletin del Seminario Matemdtico Argentino y la revista
Matemdtica Elemental, etc.). Gana las citedras de Anaélisis
matematico (en Ingenierfa Civil) y de Geometria superior
(Doctorado en Matematicas) de la Universidad de Buenos Aires
y, en 1935, ante el incumplimiento de sus obligaciones docen-
tes, es separado de su citedra de Madrid y establece ya su tnica
residencia en Argentina durante una larga etapa de doce anos.

Pero volvamos a la situacién matematica en Espana. Durante
la dictadura de Primo de Rivera y la “dictablanda” que le sigue
antes de la proclamacién de la II Republica, hay varios suce-
sos, digamos peculiares, a la luz de la legislacion universitaria.
Uno de ellos es el hecho de que Luis Octavio de Toledo, cate-
dratico de Andlisis matemdtico de la Facultad de Ciencias de
Madrid, que habia accedido a su decanato en 1917, se vea con-
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Sello dedicado a Rey Pastor en 2000, con motivo del
Afo Mundial de las Matemadticas

firmado en su cargo después de haber alcanzado la edad de
jubilacién (también a Rodriguez Carracido, rector de esa
Universidad, se le mantiene en su puesto, ya jubilado, hasta su
muerte en 1928). Asimismo, se articula un proceso mediante
el cual Esteban Terradas, en 1928, accede a la catedra de
Ecuaciones diferenciales de la Universidad de Madrid sin con-
curso—oposicion, y se le encarga a él, precisamente, pronun-
ciar la leccién inaugural del curso 1930-1931.

Esteban Terradas, caricatura por P. Puig Adam

Pero con el advenimiento de la Republica la situacién va a
cambiar. Octavio de Toledo dimite de su cargo en 1931, ofi-
cialmente por motivos de salud, y a Terradas se le anula su
ultimo nombramiento y regresa a su antigua catedra de la
Universidad de Barcelona. Las nuevas elecciones a decano las
ganarda Pedro Carrasco, catedratico de Fisica matemdtica, y
permanecera como secretario Honorato de Castro, catedrati-
co de Astronomia; ambos pertenecientes a partidos de la
izquierda republicana’.

Torres Quevedo

Mientras tanto, en la Sociedad Matemadtica Espanola, a
Galdeano le habia sucedido en su presidencia, en 1920, Torres
Quevedo, que continuard en el cargo hasta 1924. Luego sera
elegido como presidente Octavio de Toledo (1924—-1934); y la
Revista Matemdtica Hispano—Americana la dirigird desde
1927 José Gabriel Alvarez Ude, catedratico de Geometria des-
criptiva de la Universidad Central.

Julio Rey Pastor

Conviene senalar, por otro lado, que los cambios que se van pro-
duciendo en la sociedad espaiiola y en sus corporaciones cienti-
ficas con el advenimiento de la Repuiblica van a afectar también,
como es logico, al nombre de algunas instituciones. Asi sucede,
por ejemplo, con la denominacién de la Sociedad Matemdtica
Espaiiola, que en 1929, y posiblemente debido a la designacién de
SAR el principe de Asturias como presidente de honor de la
Sociedad y a las gestiones realizadas por uno de sus vicepresi-
dentes, el entonces coronel Emilio Herrera, Alfonso XIII conce-
de a la Sociedad Matematica Espaiiola el titulo de Real; nombra-
miento que, como era de esperar, perdera durante la Republica,
pero que recuperara una vez transcurrida la guerra civil’.



Hay asimismo variaciones en la vida de la Revista Matemdtica
Hispano—Americana: a Alvarez Ude le sustituye en la direc-
cion José Maria Plans, catedrético de Mecdnica celeste de los
estudios de doctorado de Exactas de la Universidad de Madrid,
hasta su fallecimiento en 1934. Entonces pasard a regirla José
Barinaga, sucesor de Octavio de Toledo en la cdtedra de
Analisis matematico, y procedente de la citedra de esa misma
denominacion en la Universidad de Barcelona.

Luis Octavio de Toledo

También en 1934 fallece Octavio de Toledo y es nombrado Rey
Pastor, por aclamacion, presidente de la Sociedad Matematica,
aunque renunciard enseguida a su cargo por sus especiales cir-
cunstancias de permanencia en Argentina durante gran parte
del afio. La presidencia en funciones sera asumida por Barinaga
hasta que pocos meses después (febrero de 1935) se elige para
el cargo, también por aclamacion, a Juan Lépez Soler, mientras
que Amoés Sabrds Gurrea ocupa la vicepresidencia.

Zoel Garcia Galdeano

Hay que hacer constar, por otra parte, que el hueco que Rey
Pastor deja en la Sociedad Matematica Espafiola a causa de
sus cada vez mds duraderas estancias en Argentina no es,
como resulta ficilmente presumible, el dnico puesto que
habré de cubrirse provisionalmente en su ausencia (situacién
que acaso no debiera resultar muy comoda para sus sustitu-
tos). De igual modo se resiente, por ejemplo, la direccién del

SUMA 56
Noviembre 2007

Laboratorio Matematico, conducido de hecho en esos perio-
dos, primeramente por Alvarez Ude y Plans, a los que luego
también se unira Terradas; después, en 1934, serd regido por
Barinaga, mientras la situacién del Sr. Rey Pastor lo tenga ale-
jado de él"°.

La Sociedad Matematica Espaiola
durante la guerra

En junio de 1936, un mes antes del comienzo de la guerra civil,
tiene lugar una sesién extraordinaria de nuestra Sociedad
Matemadtica, presidida por Lépez Soler, en conmemoraciéon
de las bodas de plata de la Sociedad y de su Revista.

La siguiente reunion se celebra ya en plena guerra (el 4 de
enero de 1937) y, encontrindose ausente su maximo repre-
sentante —general de brigada jubilado— es José Barinaga,
director de la Revista, quien preside en funciones la sesidn, e
insta a que todos los socios que actualmente se hallan en
Madrid procuremos sostener la vida de nuestra Sociedad con
la mayor normalidad posible''. En dicha reunién se constitu-
ye una Junta Provisional que asume las funciones de direccién
de la Sociedad y del Comité de redaccién de la Revista, y que
queda compuesta por Barinaga como presidente, Fernando
Pefia como vicepresidente, vocales: Sixto Cdmara, Pedro
Pineda, Ricardo San Juan y Tomds Rodriguez Bachiller y
secretario José Augusto Sanchez Pérez.

Sixto Cdmara

Gracias al buen hacer de Barinaga, que asumird en buena
medida la direcciéon de la matemadtica espaiiola durante la
guerra civil, sigue publicdndose la Revista, aun en una versién
reducida por la escasez de fondos y de papel. Sin embargo, en
noviembre de 1937 sucede un hecho de repercusién muy
negativa para la vida de nuestra Sociedad: la orden de cierre
del Laboratorio Seminario de Matemadticas; medida que
empuja a Barinaga a escribir a Ignacio Bolivar, presidente de
la Comisién delegada de la JAE —establecida entonces en
Valencia—, solicitando su apertura. Finalmente, tras varias
gestiones, es abierto de modo oficial a mediados del afio 1938;
si bien hay que hacer constar que, en realidad, el Laboratorio
no habia dejado de funcionar en la practica durante los meses
intermedios, ya que en su seno siguieron produciéndose arti-
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culos de investigacién, que serian publicados en la Revista. No
obstante, esta dificil situacién solo puede mantenerse unos
meses, pues empieza a vislumbrarse el final de la guerra a
favor de Franco, y el Gobierno republicano tiene que cerrar la
JAE y sus centros dependientes, y destinar sus escasos recur-
sos a otras necesidades mds acuciantes.

Ignacio Bolivar

El inicio de la emigracion

Para tratar de hacerse una idea de la magnitud del exilio repu-
blicano, hay que decir que solo a Francia emigraron entre
400.000 y 500.000 personas —hay quien habla” de més de
600.000—, la mayoria de las cuales ingresarian en un principio
en un campo de concentracién. Por tanto, afiadiendo a esos
los que salieron por diversos puertos maritimos, hay que con-
cluir con bastante seguridad que el nimero total de exiliados
debi6 ser de alrededor de medio millén'’; aunque, sea cual sea
su numero, en cualquier caso, Nunca en la historia de Esparia
se habia producido un éxodo de tales proporciones ni de tal
naturaleza™.

De esa cantidad de emigrados, Lloréns' estima que el nime-
ro de intelectuales hubo de estar en torno a los cinco mil, y de
entre estos, el grupo mds numeroso lo formaron los profeso-
res, en cualquiera de sus grados, desde la escuela primaria
hasta la universidad; de ellos calcula que los maestros debie-
ron de pasar del millar, los profesores de segunda ensefianza y
escuelas especiales serfan cerca de los trescientos, y a estos les
seguirfan de cerca los profesores universitarios, de los cuales
casi un centenar serfan catedraticos. Otras fuentes, como el
SERE (Servicio de Evacuaciéon de Republicanos Espanoles),
clasifica a los distintos profesores de otra manera'®, pero sus
cifras globales no difieren sustancialmente de las anteriores:
de los 160.000 exiliados censados, 105 serian catedréticos de

Universidad, 45 catedraticos de Instituto, profesores de escue-
las normales: 146, otros profesores: 135 y maestros: 1301.

En particular, el elevado ntumero de profesores de Universidad
que se refugiaron en otros paises darifa lugar a la constitucion
de una Unién de Profesores Universitarios en el Extranjero
(UPUEE), que en 1940 calculaba en 195 el ntimero de exilia-
dos (aproximadamente, 96 catedréticos, 14 agregados y 85
auxiliares, encargados de curso y ayudantes'), de los cuales
siete eran rectores o ex—rectores: Blas Cabrera, José Giral y
José Gaos (Madrid); Jaume Serra, Augusto Pi i Sunyer y Pere
Bosch Gimpera (Barcelona) y José Puche Alvarez (Valencia).
La sede central de la UPUEE estaba en México, y tenia sec-
ciones en Francia (donde se fundé), Argentina, Puerto Rico y
otros paises latinoamericanos.

Volviendo a la globalidad de los exiliados, interesa saber que
transcurridos unos meses, y ante la necesidad de muchos de
ellos de tener que elegir entre la Legion extranjera y la vuelta
a Espafia, regresarian a nuestro pais mas de cien mil, y una
parte importante de los restantes marcharian a América
Latina; principalmente a México, cuya actitud respecto a
nuestros emigrados no tuvo igual en pais alguno, gracias en
especial a la decidida actuacion del presidente Céardenas. En el
caso de las matematicas, no obstante, exiliados muy cualifica-
dos se establecieron en Argentina, debido especialmente a la
gestion de Rey Pastor, que, como se ha dicho, desde 1935
habia interrumpido sus viajes a Espana y fijado su residencia
en Buenos Aires.

Sello dedicado a Esteban Terradas, 1985

El primer fisico-matematico que se marché de Espana fue el
barcelonés Esteban Terradas Illa (1883—1957). Sin embargo,
conviene aclarar desde un principio que Terradas, que se
encontraba en su ciudad natal cuando estallé la guerra, no es
un exiliado republicano, y que las razones de su partida fue-
ron justamente las contrarias (el temor a que sus creencias
religiosas e ideas conservadoras pudieran ocasionarle serios
problemas en la convulsa Barcelona del 36). El caso es que
aprovech6 una invitacién para dar unos cursos en la
Universidad de Buenos Aires, en donde ya habia estado en
1927, y se trasladé alli en octubre de 1936, aunque poco des-
pués se estableceria en la Universidad de La Plata.

Esteban Terradas, cientifico de talla impresionante, fue mate-
madtico, fisico, ingeniero industrial e ingeniero de caminos,
miembro de las Reales Academias de Ciencias y de la Lengua,



vicepresidente de la Sociedad Matematica Espaiiola... y gané
las catedras de Mecanica racional, Acustica y Optica,
Ecuaciones diferenciales, Estadistica matematica y Fisica
matemadtica en las Universidades de Zaragoza, Barcelona y
Madrid. Como ya se ha mencionado, dirigié el Laboratorio
Seminario Matematico junto a Alvarez Ude y Plans, fue vocal
de la Unién Matematica Internacional, desempend6 puestos de
responsabilidad en la industria (fue director de la Compaiiia
Telefénica Nacional), etc.

A la vuelta de su exilio en Argentina, en donde asimismo desa-
rroll6 una importante labor cientifica, se convirtié en un per-
sonaje de gran relevancia en la politica cientifico—técnica
espaifiola. Y baste para convencerse de ello con observar cua-
les fueron dos de los cargos que desempeiid: primer presiden-
te del patronato del Instituto Nacional de Técnica Aeronad-
tica y presidente de la Junta de Investigaciones Atdmicas,
dependiente de la Presidencia del Gobierno'®.

Sus lineas de investigacion fueron variadas: integrales de
Fourier—Stieltjes, movimiento de los planetas, hidrodindmi-
ca... y su relevancia cientifica ha sido unanimemente recono-
cida: uno de los seis primeros cerebros mundiales de su tiempo
(Albert Einstein), nuestro primer maestro de Fisica tedrica
(Julio Palacios), una de las mds preclaras figuras de la
Ciencia, la Técnica y la Cultura que ha tenido Espaiia en este
siglo (Sixto Rios),lgetc.

Uno de sus innumerables discipulos fue Pedro Puig Adam, en
quien influyé sobremanera en la investigacién en fisica-
—matemadtica y, es especial, en cibernética, area de conoci-
miento entonces incipiente (téngase en cuenta, por ejemplo,
que cuando Puig ingresa en la Academia de Ciencias suce-
diendo a Terradas, lo hace con el discurso Matemadticas y
Cibernética, que ofrenda a quien tan indignamente sustituyo
y en ocasion de dicha sustitucién™). A Puig precisamente se
deben las siguientes palabras, pronunciadas el dia del falleci-
miento de su maestro, que ratifican, en todo caso, las opinio-
nes vertidas mas arriba acerca de la significacion cientifica de
Terradas:

En él se extinguid un cerebro prodigioso, el de mas exten-
so y universal alcance, que en materia mixta de ciencia
pura y aplicada jamds naciera en tierras de Espaiia. Una sed
insaciable de saber, unida a una rapidez vertiginosa de asi-
milacién y a una voluntad de superacién capaz de vencer
toda fatiga, concentraron en esa prodigiosa vida una suma
de conocimientos y de actividades que rebasa los limites de
toda explicacién humana’'.

Otro cientifico de talla internacional exiliado en octubre de
1936 es el eminente fisico lanzarotefio Blas Cabrera Felipe
(1878-1945).

Al inicio de la guerra, y desde 1934, Cabrera era rector de la
Universidad Internacional de Verano de Santander, que habia
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sido creada por las autoridades republicanas en 1932. A pesar
del conflicto bélico esta Universidad pudo continuar con su
actividad docente durante el verano del 36, pero en septiembre
el rector tuvo que organizar su evacuacién; no obstante, la
situacion se hizo muy complicada, pues en Santander el poder
habfa pasado a los partidos de izquierda y organizaciones
obreras, y unos alumnos de la Universidad partidarios de la
rebelién militar fueron detenidos y mas tarde fusilados.
Aunque Cabrera traté por todos los medios de impedirlo, sin
embargo, se le relaciond con tales sucesos, y finalmente hubo
de optar por exiliarse. Transcurrido el verano pasé a Francia y
se instal6 en Paris, alojandose en el Colegio de Espaiia, en la
ciudad universitaria, donde fijé su residencia. Después, en
1941, emigré a México, y trabajé cuatro ailos como profesor de
la Universidad Auténoma de México, hasta su fallecimiento.

Blas Cabrera Felipe

Si bien, como se ha dicho, Blas Cabrera fue fisico y su estudio
habria de quedar fuera del propésito de este trabajo, no me
resisto a decir, al menos, que fue el director del Laboratorio de
Investigaciones Fisicas, verdadero motor de los avances cienti-
ficos en nuestro pais de esa materia. Catedratico de Electricidad
y Magnetismo de la Universidad de Madrid, de la que fue rec-
tor; presidente de la Academia de Ciencias y miembro de la
Academia de la Lengua; doctor honoris causa por las
Universidades de Estrasburgo, Buenos Aires, México... miem-
bro del Comité Cientifico de Fisica Solvay de Bruselas, a pro-
puesta de Marie Curie y Einstein; secretario del Comité Inter-
nacional de Pesas y Medidas y un largo etcétera™. Cabrera, en
resumen, es considerado el padre de la fisica espafiola.
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El exilio a México

Desde abril de 1939, final de la guerra civil, fueron llegando a
Meéxico por su cuenta algunos grupos de emigrantes que se
encontraban en Francia o New York. Procedentes de Francia y
con pasaje pagado por el SERE —organismo de ayuda de los
propios republicanos espaioles, creado a mediados de marzo
del 39 gracias a Negrin—, desembarcaron en Veracruz tres-
cientos doce, que habian hecho la travesia en el buque Flandre.

De mayor importancia fue la expedicion del Sinaia, organiza-
da por un comité de ayuda inglés, con unos mil seiscientos
refugiados, que llegdé al mismo puerto anterior. Y a éstas
siguieron otras emigraciones, como la del Ipanema y la del
Mexique, con novecientos y dos mil sesenta y siete exiliados,
respectivamente, coordinadas ambas por el SERE. Asi, segtin
Lloréns™, el 1 de Julio de 1940 habria ya en México ocho mil
seiscientos veinticinco emigrados espaioles, aunque contan-
do ademas los procedentes de otros paises y los que llegarian
en los aflos inmediatamente siguientes, estima que el nimero
total de exiliados a México se situé entre quince y veinte mil.
Sin embargo, de acuerdo con otras fuentes, la cifra global
posiblemente habria sido algo superior; asi, Javier Rubio™
afirma que entre 1939 y 1948 emigraron a México 21.750
espaiioles; Alicia Alted” considera por su parte que el nime-
ro de exiliados de 1939 a 1950 estaria comprendido entre
20.000 y 24.000; etc.

De los anteriores, la cantidad de titulados cientifico—técnicos;
esto es, de licenciados en medicina, farmacia y ciencias, junto
a ingenieros y arquitectos, sumarfan unos trescientos veinti-
cinco —sin contar otros muchos cuyo expediente se extravié—,
segun consta en el archivo del Comité Técnico de Ayuda a los
Republicanos Espaiioles. De ellos, el grupo mas numeroso
estarfa constituido por 141 médicos, que representa un cua-
renta y tres por ciento; mientras que el conjunto de matemati-
cos ocuparia el pendltimo lugar —sdlo por encima de los licen-
ciados en ciencias naturales—, con tan solo 16 personas, lo que
equivale al cinco por ciento de los cientificos emigrados%.

Como es légico, también llegaron a México muchos nifios,
hijos de padres exiliados, motivo por el cual se crearon varios
colegios, con la doble finalidad de dar trabajo a profesores
refugiados y la formacién de aquellos nifios. Dicha empresa
corrid a cargo de las instituciones de ayuda a los republicanos
surgidas en México: el SERE, ya mencionado, y la Junta de
Auxilio a los Republicanos Espanoles (JARE), fundada a fina-
les de julio del 39 y dirigida por el ex—ministro socialista
Indalecio Prieto. En todo caso, conviene decir desde un prin-
cipio, que los centros de ensefianza que se abrieron” contaron
con profesores de una alta cualificacion.

De este modo nace en 1939 el Instituto Hispano—Mexicano
Ruiz de Alarcén, establecimiento educativo de ensefianzas

primaria y secundaria en el que dieron clase ilustres profeso-
res, algunos de ellos catedréticos universitarios. Otros centros
de gran calidad que también se crearon, fueron el Colegio
Cervantes, con sedes en diferentes ciudades; el Colegio de
Madrid, institucién modelo fundada en 1941 con fondos de la
JARE, dirigido inicialmente a alumnos de educacién infantil y
primaria, aunque desde 1948 se ampli6 a la enseflanza secun-
daria; y el Instituto Luis Vives, que proporciond a sus estu-
diantes una amplia formacion cientifica.

Mencidn aparte merece la Academia Hispano—Mexicana, que
data de 1940, y que abarcé toda la ensefianza preuniversitaria
y diversas secciones profesionales (comercial, bancaria, admi-
nistrativa y de ciencias econémicas), contando asimismo con
servicio de internado y de residencia universitaria; ademads,
desde 1975, impartié también ensefianzas propiamente uni-
versitarias, como Economia, Historia, Derecho... Parece opor-
tuno aclarar, no obstante, que aunque se tardara tantos afos
en crear una universidad espafiola, podria haberse fundado
mucho antes —posiblemente, incluso, en 1939—, debido a la
cantidad y calidad de profesores universitarios exiliados.

Una vez citados los centros educativos mds importantes esta-
blecidos en México por los republicanos espaiioles, me referi-
ré ya a los que fueron los principales matematicos que emi-
graron a ese pais. El cientifico mas destacado, pero que traba-
jo en areas limitrofes entre las Matematicas y la Fisica, es sin
duda Pedro Carrasco.

Pedro Carrasco

Pedro Carrasco Garrorena, fisico y astrénomo, nace en
Badajoz en 1883 y fallece en México en 1966. Su trayectoria
profesional en Esparia estd vinculada a la Universidad Central
y al Observatorio de Madrid. Asi, por un lado, sucede a Eche-



garay en la catedra de Fisica matematica de la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Madrid y, en 1931, a Octavio de
Toledo en el decanato de la Facultad; por otro, se sabe que
entra muy joven en la plantilla del Observatorio de Madrid, y
dirige la instituciéon en los ultimos afios de la Segunda
Republica, asi como el Anuario de Astronomia, que contintia
publicindose durante la guerra civil. También, es miembro de
la Academia de Ciencias de Madrid, en la que ingresa en 1929
con el discurso: La investigacion de periodicidades y la activi-
dad solar.

Se exilia a México en 1939, y pasa a ser profesor de su
Universidad Nacional Auténoma y del Instituto Politécnico y
la Escuela Normal Superior de México. Asimismo da clases en
el Instituto Hispano—Mexicano, es presidente del Patronato
del Instituto Luis Vives de México y vocal de la Junta de
Cultura Esparfiola (presidida por José Bergamin, Josep Carner
y Juan Larrea).

Al Observatorio de Madrid pertenecié igualmente el fisico
Honorato de Castro Bonell (1885-1962), nacido en Borja
(Zaragoza) y fallecido en México, que habia sido catedratico
de Cosmologia y Fisica del Globo y luego de Astronomia esfé-
rica y Geodesia en la Facultad de Ciencias de la Universidad
Central. También fue diputado a Cortes de 1931 a 1933 y
director general del Instituto Geografico Catastral y de
Estadistica.

Th

Honorato de Castro

De Castro se exili6é primero a Puerto Rico, en donde fue pro-
fesor de Astronomia y Geodesia de la Universidad y colabora-
dor de la revista Puerto Rico llustrado. Desde 1945 hasta su
muerte residié en México, y fue profesor de la Universidad de
Monterrey y miembro del Instituto de Investigaciones
Cientificas de la Universidad de Nuevo Ledn; asimismo, escri-
bi6 en las revistas Ciencia y Las Esparias’.

A lo largo de esta seccidn, y a partir de ahora, me centraré ya
o1 s . . Lae 29
en los exiliados a México estrictamente matemadticos™ .

Posiblemente, el matemaético refugiado en México mds impor-
tante sea Marcelo Santalé Sors —hermano de Luis Santald,
exiliado a Argentina, de quien mas adelante se hablard—, naci-
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do en Gerona en 1905. En Espana hizo el doctorado en
Ciencias Exactas y fue catedratico del Instituto de Segunda
ensefanza de Huesca y vocal delegado, en esa cuidad, de la
Revista Matemdtica Hispano—Americana; catedratico y
director del Instituto de Gerona; astrénomo del Observatorio
de Madrid; profesor ayudante de Astronomia de la Universi-
dad Central y profesor adjunto del Instituto—Escuela de
Madrid.

Marcha a México en la expedicion del Sinaia, y el Servicio de
Emigracién le busca trabajo en el Instituto Luis Vives; poste-
riormente es también profesor del Instituto Hispano-
Mexicano Ruiz de Alarcén, del Colegio de Madrid y de la
Escuela Nacional Preparatoria de México; y trabaja asimismo
en la Direccién General de Revalidacion e Incorporaciéon de
Estudios. Escribe excelentes libros de Matemdticas —algunos
de ellos en colaboracién con Vicente Carbonell, de quien
enseguida se tratara— sobre los primeros conocimientos de
Aritmética y Geometria, Astronomia, Geometria analitica,
Calculo integral... lo que unido a sus otros méritos le vale ser
nombrado, en 1957, jefe de la seccién de Ciencia y Tecnologia
dela OEA, y en 1960 la UNESCO le encarga realizar un estu-
dio sobre la ensefianza de las Matemadticas y la Cosmografia
en Ecuador, Perti, Chile, Argentina y Paraguay. Su implicacion
y reconocimiento en el espacio de la emigracion espaifiola
quedan asimismo confirmados a la vista de su colaboracion
en diversos foros culturales en el exilio, tales como la revista
Las Espaﬁasso,

Otro de los mas prestigiosos matematicos emigrados a México
es Ricardo Vinés Santos. Nacido en Vitoria en 1888, es doc-
tor en Ciencias por la Universidad de Madrid y realiza estudios
de posgrado en las Universidades de Roma, Paris y Berlin. En
Espafia funda y dirige la Escuela de Orientacién Profesional de
Madrid y es vocal del Consejo Nacional de Cultura y vicepre-
sidente de la Junta de Reorganizaciéon de la Ensefanza
Secundaria y Profesional. En 1939 marcha a México, donde
crea y dirige hasta su fallecimiento en 1957, la Academia
Hispano—Mexicana, con la idea de conformar la mejor escue-
la del pais (murié precisamente al salir de su ultima clase de
Matemdticas en esa Academia). Es de resefiar, ademds, que
participé activamente en distintos escenarios de la cultura
espanola en México; asi, fue vocal de la Junta de Cultura
Espanola, colaboré en la revista Esparia Peregrina, etc.

También Vicente Carbonell Chauro, nacido en Madrid en
1914, matematico y profesor de Instituto en Espaiia, se exili6
a México y fue profesor de la Academia Hispano—Mexicana,
en la que desempend el cargo de secretario de 1940 a 1952,
bajo la direccién de Vinds. Escribié varios libros en colabora-
cién con Marcelo Santald, y fue también profesor del Colegio
de Madrid, el Instituto Luis Vives, la Escuela Nacional
Preparatoria, el Instituto Politécnico Nacional y la
Universidad Nacional Auténoma de México.
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Lorenzo Alcaraz

El matemdtico Lorenzo Alcaraz, nacido en Guadalupe
(Céceres), en Espana fue profesor de Matematicas en acade-
mias para el ingreso de ingenieros. Emigr6é a México, y alli
sucedié a Vinds en la direccion de la Academia Hispano-
—Mexicana, desde 1957 (cuando falleci6 Vinds) hasta su
muerte, en 1973. En México dio asimismo clase en otros cole-
gios fundados por exiliados espaioles y fue profesor de
Matematicas para economistas en el Instituto Tecnolégico
Auténomo de México, la Universidad Andhuac y el Centro de
Estudios Monetarios Latinoamericanos.

Enrique Jiménez Gonzalez, nacido en Madrid en 1888 y doc-
tor en Ciencias Exactas por la Universidad Central, fue profe-
sor del Instituto Cardenal Cisneros de la capital y profesor
numerario de Aritmética, Algebra, Geometria analitica y
Calculo infinitesimal de Escuelas Superiores de Trabajo,
como también director de las Escuelas de Sevilla y Madrid.
Cuando estalld la guerra civil era profesor de la Facultad de
Ciencias de la Universidad de Madrid y tuvo que exiliarse a
México, en donde llegé a ser director del Instituto Luis Vives
y profesor de la Academia Hispano—Americana. Es de resaltar
que divulgé en ese pais la teoria de las sustituciones y los sis-
temas polares. Fallecié en México en 1957.

Asimismo fue profesor del Luis Vives Jestis Bernardez
Gomez, que defendi6 a la Reptiblica en el campo de batalla
como teniente del Ejército. Con clara tendencia pedagdgica
escribié en México, como coautor, catorce libros de texto o de
ejercicios para primaria, para secundaria, libros basicos y de
précticas y, para la Escuela Preparatoria, unas tablas numéri-
cas y una Geometria analitica. Ejercié un significado papel

entre los republicanos espaiioles exiliados y fue uno de los
fundadores del Colegio de Madrid. Ademads, fue profesor del
Instituto Hispano—Mexicano Ruiz de Alarcén y de la Escuela
Normal Superior.

También Luis Bolivar Tapia, nacido en Madrid en 1905, fue
profesor del Luis Vives. Técnico industrial y licenciado en
Ciencias Exactas, en Espana habia sido profesor de Instituto y
de las Escuelas de Capacitacién del Sexto Cuerpo del Ejército
Republicano y Militar para Oficiales en Paterna (Valencia). Al
terminar la contienda fue hecho prisionero durante un afio,
aunque logré evadirse por Galicia para pasar a Lisboa y desde
alli se embarcé para llegar a México en 1942. En su capital,
como se ha dicho, fue profesor del Luis Vives, en donde dio
clase de Matemadticas y Fisica, y ocupé el cargo de director
técnico y, mas tarde, de director general del mismo.

En fin, hay algiin otro profesor de Matemadticas espaiiol, la
mayoria ingeniero o fisico, que también emigré a México,
como José Fernandez de Lema, Teodoro Gonzales o Luis
Torén, profesores de la Academia Hispano—Mexicana;
Miguel del Rio Guinea o Juan Valero Serrano, profesores
del Luis Vives; etc.

Es posible que asimismo debieran citarse, al menos de pasada,
a otros espanoles que se exiliaron a México cuando eran nifos,
pero que luego llegaron a ser destacados matemadticos en ese
pais. En esta segunda generacion de inmigrados hay que men-
cionar a Ignacio Canals Navarrete, nacido en Santander en
1924, que obtuvo el titulo de ingeniero de montes en Espana
después de la guerra, y mds tarde estudié Matematicas en
México, donde también se doctord; fue profesor de la
Universidad Nacional Auténoma de México y su investigacion
principal se centr6 en la teoria de numeros algebraicos. Igual-
mente se encuentra entre los matematicos de esta generacion
Emilio Lluis Riera, que se exilié a los trece afios de edad, se
licencié en Matemadticas en México y realiz6 su doctorado en
Francia, con una interesante tesis en Geometria algebraica
(publicada en la Universidad de Princeton), rea en la que escri-
bié numerosos articulos de importancia; ademas, fue presiden-
te de la Sociedad Matematica Mexicana, miembro fundador y
vicepresidente del Comité Interamericano de Educaciéon
Matemitica... Otros relevantes profesores e investigadores de
origen espaiiol son Francisco Tomas Pons, barcelonés nacido
en 1931; Carlos Imaz Jahnke y Manuel Meda Vidal, madrile-
nos nacidos en 1932 y 1934, respectivamente; etc. H
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5 u ﬂ Coémo aumentar la motivacion

Noviembre 2007,pp. 23-31

para aprender matematicas

MOS encontramos ante el reflejo de una preocupacion edu-
cativa que se ha manifestado en articulos de diversos autores
en el ambito de la Diddctica de las Matemdticas (Granville,
Singh y Dika, 2002; Middleton y Spanias, 1999; Stevens,
Olivarez y Hamman, 2006; Winstead, 2004; entre otros), y
que ha trascendido a la opinién publica a través de distintos
medios de comunicacién (algunos de ellos pueden consultar-
se en la web http://www.divulgamat.net): los estudiantes de
Educacién Secundaria Obligatoria (ESO) realizan un apren-
dizaje poco sélido de las matematicas, ya que hay una gran
distancia entre lo que pretende el curriculo cuando se basa en
el constructivismo en las aulas y lo que pasa en los centros
actualmente.

Son multiples los factores que inciden en esta realidad. Una
posible categorizacién podria ser la siguiente (Alsina, A.,
2001):

+ Factores internos: se incluyen aqui tanto variables de
tipo cognitivo (atencién, memoria, razonamiento,
etc.), como variables afectivo-emocionales (autocon-
cepto y autoestima, motivacion, creencias, represen-
taciones sociales, etc.).

« Factores externos: contexto socio-econémico, tipo de
centro educativo, n° de estudiantes por aula, etc.).

En los ultimos afios, probablemente a raiz de la demanda
social, se ha visto incrementada en nuestro pais la investiga-

cién educativa aplicada que ha pretendido analizar la inciden-
cia de uno o diversos de los factores mencionados en el apren-
dizaje de las mateméticas (Alsina, A. y Saiz, D., 2003, 2004;
Gorgori6 y Planas, 2005; Planas y Gorgorio, 2004; entre otros).

En este trabajo analizamos la incidencia de la motivacion en
el aprendizaje de las matematicas, al considerar que es un fac-
tor determinante para incrementar el rendimiento en las cla-
ses de matemadticas. En esta linea, hace ya unos afos Font
(1994) afirmaba que cualquier andlisis del aprendizaje de las
matematicas debe considerar la motivacién:

En funcidn de si el estudiante tiene un patrén motivacio-
nal positivo o negativo, su actitud hacia las matematicas
seré diferente. Si el patrén es positivo, el estudiante, fren-
te a una dificultad reaccionard analizdndola, buscard una
nueva estrategia, preguntard al profesor, etc.; ... Si el estu-
diante presenta un patrén motivacional negativo, frente a
una dificultad, aumentard su ansiedad y hasta se angustia-
ra pensando que la causa de la dificultad es su incapacidad
y, por tanto, adoptard una actitud defensiva, como por
ejemplo: no hacer nada, no preguntar porque solamente
preguntan los tontos, intentard copiar la respuesta, etc.
(pp- 14).

Angel Alsina
Marta Domingo
Universidad de Gerona. Gerona
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Tradicionalmente, la psicologia de la educacién ha analizado
la motivacién de los estudiantes para aprender matemaéticas.
Estas investigaciones se han realizado sobre todo desde la
perspectiva de la motivacién académica, al centrarse en el
contexto de las aulas (Alonso, 1991, 1997; Alonso y Montero,
2001; Escano y Gil de la Serna, 2001, 2006; Gonzéles, 1997;
Garrido, 1996; entre otros). La mayoria de estos autores coin-
ciden al afirmar que la motivacién académica es el contrario
de la indiferencia, es decir, un estudiante estd motivado aca-
démicamente cuando no permanece indiferente ante cual-
quier aprendizaje nuevo o tarea que se le proponga, o dicho de
otra forma, cuando mas indiferente se muestra un estudiante,
menos motivado estd. Existen varios subtipos de motivacién
académica:

+ Motivacién de competencia, basada en incrementar la
propia competencia.

+ Motivacién de control, que persigue actuar con la
méxima autonomia, sin ser obligado.

+ Motivacién intrinseca, basada en experimentarse
absorbido por la naturaleza de la tarea.

+ Motivacién de logro, basada en experimentar el orgu-
llo que sigue al éxito.

+ Motivacion por miedo al fracaso, para evitar la expe-
riencia de vergiienza o de humillacién que acomparia
al fracaso.

+ Motivacién para el premio, para conseguir premios o
recompensas.

Tradicionalmente, la psicologia
de la educacion ha analizado la
motivacion de los estudiantes
para aprender matemdticas.

Trabajos anteriores tanto de ambito internacional como en
el contexto de nuestro pais han permitido llegar a la conclu-
sién que el patrén motivacional que puede incrementar el
rendimiento matemadtico y, en definitiva, favorecer un
aprendizaje significativo de esta materia es la motivacién
intrinseca (Baroody, 1988; Skemp, 1980; entre otros), afir-
macién con la que coincidimos plenamente. Skemp (1980),
por ejemplo, se refiere a las motivaciones extrinsecas como
aquellas que consiguen motivar a los estudiantes a través de
premios y castigos; mientras que por intrinsecas entiende
aquellas que surgen de dentro del sujeto, y que hacen que las
matemadticas sean una actividad que recompensa en si
misma. Baroody (1988) pretende determinar algunos facto-
res que llevan a un patrén motivacional extrinseco o negati-
vo ante tareas matematicas:

Exagerar la importancia de memorizar datos y procedimien-
tos de una manera preestablecida y rigida cultiva creencias
debilitadoras. Cuando la instruccién asigna una importancia
fundamental a la memorizacién de datos y técnicas, es muy
probable que los estudiantes obtengan una impresién equi-
vocada de las matemadticas (pp. 77).

De ahi se deduce que la elaboracién de un patrén motivacio-
nal negativo ante tareas aritméticas es debida a las propias
creencias de los estudiantes, que resume en las siguientes: la
incapacidad para aprender datos o procedimientos con rapi-
dez es seiial de inferioridad en cuanto a inteligencia y cardc-
ter; la incapacidad para responder con rapidez o emplear un
procedimiento con eficacia indica lentitud; la incapacidad
total para responder es sefial de una estupidez absoluta; las
respuestas inexactas, como por ejemplo las estimaciones, son
inadecuadas.

Diversas investigaciones realizadas en nuestro pais llegan a
conclusiones similares: Gavildn (2002) realiza un estudio
sobre la resolucién de problemas mateméticos en 3° de ESO'y,
a través de la comparacién de dos grupos, pone de relieve el
contraste entre la poca motivacién del grupo control y el alto
grado de satisfacciéon y de implicacién del grupo experimen-
tal, asf como también el aumento de la motivacién. Cubillo y
Ortega (2002) realizan una investigacién con estudiantes de
15 a 17 afios, y a través de un andlisis pretest/postest encuen-
tran una correlacion positiva entre la valoracion de los estu-
diantes hacia las matematicas y el grado de motivacién.

Los datos anteriores revelan un acuerdo practicamente undni-
me en la literatura cientifica respecto al papel que juega la
motivacién en el aprendizaje de las matemadticas, pero son
pocos los estudios que explican cémo mejorar la motivacién.
En el contexto de nuestro pais, por ejemplo, los trabajos de
Alonso y sus colaboradores realizan una aproximacion en esta
linea, centrandose sobre todo en el papel que juega el profesor:

En primer lugar, la intervencién del profesor debe garanti-
zar que el estudiante perciba o experimente que es compe-
tente (...) Esto puede verse facilitado si el clima de clase en
el que se mueve el estudiante —los mensajes que recibe,
especialmente— se orienta a estimular la motivacién hacia
el aprendizaje, evitando los mensajes que implican una cri-
tica y que subrayan la incompetencia del sujeto. En segun-
do lugar, es imprescindible que el profesor favorezca la
autonomia ... (Alonso, 1991, pag. 29-30).

A partir de este marco teérico hemos planteado nuestro estu-
dio, cuya finalidad es aportar a las comunidades cientifica y
educativa una propuesta que permita mejorar el grado de
motivacién académica (y mds concretamente la motivacion
intrinseca) de los estudiantes de ESO para aprender matema-
ticas. Con este objeto, se ha elaborado un programa de dife-
rentes contenidos matematicos para la ESO (Domingo, 2004),
y se ha aplicado esta propuesta didactica de aprendizaje acti-
vo en diferentes centros educativos.



Se ha partido de dos grupos de estudiantes en cada centro
(experimental y control) con un rendimiento matemético
similar antes de la aplicacién del programa, medido a partir
del nivel en la Prueba C de Matemadticas de las pruebas de eva-
luacion Competeéncies Basiques. Educacié Secundaria Obliga-
toria. Primer cicle, del Departament d’Educaci6 (2004). Du-
rante la aplicacién del programa al grupo experimental, el
grupo control ha seguido aprendiendo matemdticas de la
forma tradicional, que a grandes rasgos consiste en que el pro-
fesor explica el concepto y a continuacion los estudiantes rea-
lizan ejercicios para practicar dicho concepto, siguiendo un
paradigma de aprendizaje asociacionista basado en la repeti-
cién y en la practica, de acuerdo con los postulados de la psi-
cologia del aprendizaje humano en general y del aprendizaje
de las matematicas en particular formulados a inicios del siglo
XX por Thorndike (1922), entre otros. Una vez aplicado el
programa al grupo experimental de cada centro se ha medido
el nivel motivacional de todos los estudiantes (tanto del grupo
experimental como del grupo control) a través del Test AF-5
de Musitu y Garcia (1999), con el objeto de evaluar la posible
efectividad del programa disefiado para aumentar el nivel de
motivacién, que es nuestro principal objetivo.

Participantes

La muestra estd formada por 240 estudiantes de 4 centros
educativos de Cataluna Central (Vic y alrededores), de edades
comprendidas entre los 14 y los 16 afos. Dentro de cada cen-
tro se eligen dos clases de 2° de ESO (una es el grupo experi-
mental y otra el grupo control) a partir de los criterios
siguientes: que los dos grupos presenten un rendimiento
matematico similar antes de la aplicacion del programa y que
los dos grupos tengan el mismo profesor, para controlar asi
variables extranas que podrian haber contaminado el estudio.

Material

Programa de transposicion didactica de los conceptos
matematicos en la ESO (Domingo, 2004)

En el momento de redactar este trabajo, el programa est4 for-
mado por siete protocolos para introducir los siguientes con-
tenidos matematicos: el concepto de poliedro regular; los con-
ceptos de sistema de referencia, funcién, y funcién lineal, afin
y constante; el concepto de probabilidad y deducir la Regla de
Laplace; el concepto de desigualdad e inecuacion; el concepto
de razones trigonométricas y el concepto de sucesion. Cada
protocolo tiene una estructura muy similar:

« Titulo del protocolo.
+ Conocimientos previos.
+ Propuesta de material manipulable a utilizar.
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+ Propuesta de protocolo a seguir, con ejemplos de pre-
guntas que fomenten la interaccién, el diilogo y la
negociacion entre los estudiantes y entre el profesor y
los estudiantes.

+ Propuesta de ficha de trabajo escrito.

Insistimos en el hecho de que se trata de propuestas, dado que
cada profesor puede y, de hecho, deberia ajustar estas orien-
taciones a las caracteristicas de sus estudiantes. Por razones
obvias de espacio reproducimos aqui un tnico protocolo
como ejemplo:

Titulo
Introduccidn al concepto de probabilidad y conceptos asocia-
dos (espacio muestral, experimento aleatorio...). Regla de

Laplace.

Conocimientos previos

Curriculares Vida cotidiana

Juegos de azar
Procesos electorales
Fenémenos meteoroldgicos
Deportes

Célculo con enteros
y racionales
Estadistica (curso anterior)

Propuesta de material
Moneda, dado, ficha de trabajo.
Propuesta de protocolo

La propuesta para presentar este tema se basa en dos aspec-
tos: el didlogo alumno-alumno y alumno-profesor, mediante
el cual los alumnos se puedan ir acercando a diferentes casos
en que se hable de probabilidades; y la experimentacidn, a
partir de la cual los alumnos puedan llegar a deducir la Regla
de Laplace, a pesar de darse cuenta de que para concordar con
la realidad la muestra tiene que ser muy grande.

El profesor, cuando llega a clase explica al grupo que el dltimo
tema del curso es empirico, es decir, pueden experimentar pri-
mero y analizar después las respuestas. Asi pueden deducir
una regla tedrica. Para establecer contacto con hechos cotidia-
nos, el profesor empieza la clase con preguntas del estilo:

:Qué probabilidad hay de que haga salir un chico a la piza-
rra? ;y de que haga salir a alguien que lleve gafas?

Los alumnos pueden contestar en tantos por ciento si son
capaces de hacerlo aproximadamente; pueden responder de
manera cualitativa, diciendo probabilidad alta, baja, etc. o
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pueden no saber qué decir. En cada caso, el profesor tendra
que hacer un esfuerzo méas o menos grande para acompaiiar
la situacidn, haciéndoles conscientes de dos aspectos basicos:

+ Hay dos datos a tener en cuenta: por una parte, el total,
y por otra, el nimero de casos favorables (n.° chicos en
el primer caso y n.° personas con gafas en el segundo).

o Para expresar una probabilidad, se hace en tanto por
uno (observamos que este segundo aspecto se puede
dejar para mas adelante si el grupo lo entiende mejor
en tantos por ciento, no hay prisa).

A partir de aqui, el profesor puede empezar a hablar de que
cualquier experimento préximo a ellos (tirar un dado, hacer
una apuesta para una canasta de baloncesto, escoger a alguien
de un grupo al azar, etc.) puede ser sometido a este andlisis.
Hace falta, sin embargo, que el experimento cumpla dos con-
diciones:

+ No sabemos qué pasara.
+ Conocemos todos los resultados posibles.

Ha llegado el momento de definir experimento aleatorio, asi
como ir analizando alguno, para comprobar que cumplen las
dos propiedades.

Ejemplo: El lanzamiento de un dado es aleatorio, pues no
sabemos qué saldrd pero sabemos todos los resultados posi-
bles, queson 1,2, 3,4,5y6.

Se pueden hacer tantos ejemplos como se crea necesario. Los
alumnos también pueden proponer. El profesor sélo tiene que
controlar que los alumnos propongan experimentos no com-
puestos, pues estamos en el inicio.

Una vez realizada esta actividad se puede introducir el con-
cepto de conjunto, es decir, el espacio muestral, como el con-
junto de todos los resultados posibles.

Ejemplos:

+ Lanzamiento de una moneda: Q = {c,+}

+ Lanzamiento de un dado: Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

+ En un examen tipo test con cuatro opciones sé la res-
puesta de todas las preguntas excepto de la dltima. Si
acierto ésta ultima tendré un sobresaliente, pero si me
equivoco tendré un notable, porque restard puntos.
No puedo dejar ninguna pregunta sin contestar. ;Qué
probabilidad tengo de adivinar si respondo al azar?

+ Estoyjugando a cartas con dos comparieros mas. Cada
uno de nosotros tiene 4 cartas en la mano y el resto
estdn en un monté6n encima de la mesa. Me toca coger
una carta. Si me sale una carta de copas habré ganado.
¢Qué probabilidad tengo?

A partir de aqui se les proporciona la Ficha de Trabajo. Se
puede optar por una dindmica de grupos (maximo 3 perso-
nas) para llenarla y responder a las cuestiones. Después se
pondran en comun con todo el grupo.

Propuesta de ficha de trabajo

Ficha de actividades de Ensefianza-Aprendizaje 1: lanzamien-
to de una moneda.

Anota los resultados obtenidos al lanzar 100 veces una mone-
da sobre tu libreta. Puedes utilizar un cédigo para cara y otro
para cruz vigilando sobre todo de no descontarte y de sumar
100 tiradas entre las caras y las cruces.

C (cara) + (cruz)

Total

Responde a las preguntas siguientes:

+ ;Qué tanto por ciento de caras y cruces te ha salido?

+ ;Tedricamente, qué tanto por ciento de probabilidades
tenemos de obtener cara? ;Y de obtener cruz? ;Por qué?

o ;Cual de tus compaiieros se ha acercado mis al resul-
tado tedrico?

o ;Co6mo lo podriamos hacer para acercarnos mas?

Ficha de actividades de Ensefianza-Aprendizaje/2: lanzamien-
to de un dado.

Anota los resultados obtenidos al lanzar 100 veces sobre tu
libreta un dado. Vigila que el total de lanzamientos de los seis
resultados posibles diferentes sumen 100.

Total

Responde a las preguntas siguientes:

+ Qué tanto por ciento de ndmeros pares te ha salido?
+ Teodricamente, ;qué tanto por ciento de probabilidades
tenemos de obtener nimero par? ;Por qué?



+ ;Qué tanto por ciento de doses te ha salido?

+ ;Tedricamente, qué tanto por ciento de probabilidades
tenemos de obtener un dos? ;Por qué?

+ ¢Qué tanto por ciento de niimeros inferiores a tres te
ha salido?

+ ;Tedricamente, qué tanto por ciento de probabilidades
tenemos de obtener un nimero inferior a tres? ;Por qué?

A partir de aqui, se pueden introduir las notaciones de A
(hecho o suceso), asi como recalcar las de X y Q) (sumatorio y
espacio muestral respectivamente), y proponer, para el proxi-
mo dia, que busquen una norma general para calcular proba-
bilidades. Se les dice que van a recogerse todas les propuestas
en voz alta y que se discutiran.

Es importante que, durante la siguiente sesién, antes de hacer
decir las propuestas, el profesor pueda hacer un repaso de la
clase anterior, destacando los aspectos mas relevantes y recor-
dando la notacién que deben utilizar. Una vez hechas las pro-
puestas, si van encaminadas hacia hacer divisiones y buscar
proporciones, la experiencia se puede calificar de éxito. Hara
falta, sin embargo, que el profesor escriba formalmente y con
la notacién adecuada la Regla de Laplace.

A continuacidn presentamos la Regla de Laplace segin apare-
ce en el libro de texto de este grupo de alumnos (Ed. Casals):

Regla de Laplace

Dado un espacio muestral Q, formado por # elementos (se
escribe #Q = n) equiprobables (es decir, con la misma pro-
babilidad de ocurrir), entonces la probabilidad de un hecho
A, formado por k elementos de Q (se escribe #A = k), es
igual al nimero de casos favorables dividido por el nime-
ro de casos posibles. Se escribe de la manera siguiente:

P(A) = #A / #Q

Ejemplo: calcular la probabilidad de que al lanzar un dado
salga un nimero mas pequeno que 5.

0=1{1,2,3,4,56},#2=6
A=1{1,2,34}, #A = 4
P(A) = 4/6 = 0,6666...

Test AF-5 (Musitu y Garcia, 1999)

De los tests estandarizados que existen en el mercado para
medir el grado de motivacion hemos elegido el AF-5 ya que,
dadas sus caracteristicas, este instrumento es el que nos podia
aportar datos mds fiables en relacion a la motivacién acadé-
mica de los estudiantes.
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Evaltia cinco dimensiones: la social, la académico-profesional,
la emocional, la familiar y la fisica. En nuestro estudio elegi-
mos la dimensién académico-profesional, que en el caso de
los sujetos de la investigacién (estudiantes entre 14 y 16 aiios)
corresponde a una dimensiéon puramente académica, omi-
tiendo por tanto a partir de ahora el término laboral y pudien-
do asi hablar de la dimensién académica.

La percepcion que el sujeto tiene
del desarrollo de su rol como
estudiante se correlaciona
positivamente con el
rendimiento académico, la
aceptacion de los comparieros,
el liderazgo y la
responsabilidad.

De forma mds concreta, esta dimension se refiere a la percep-
cién que el sujeto tiene del desarrollo de su rol como estu-
diante. Semanticamente la dimensién gira en torno a dos ejes:
el primero se refiere al sentimiento que el estudiante tiene de
este desarrollo del rol a través de sus profesores; y el segundo
se refiere a cualidades especificas valoradas especialmente en
el contexto (inteligencia, capacidad de trabajo...). Esta dimen-
sion se correlaciona positivamente con el rendimiento acadé-
mico, la aceptacién de los compaiieros, el liderazgo y la res-
ponsabilidad. Por otra parte, se correlaciona negativamente
con el absentismo escolar, el conflicto y la indiferencia.

Prueba C de matematicas de las pruebas de evaluacion
Competeéncies Basiques. Educacio Secundaria Obligatoria.
Primer cicle (Departamento de Educacién, 2004)

Estas pruebas vienen aplicindose desde el curso 2001-2002 en
el primer ciclo de la ESO en Cataluna. Las finalidades de estas
pruebas son las siguientes:

+ Facilitar elementos que permitan la reflexién y la dis-
cusion, en los claustros y entre los equipos docentes y
los departamentos didacticos, y la toma de decisiones
sobre aspectos de gestion del curriculum y resultados
de aprendizaje dentro del plan de evaluacién interna
de cada centro.

+ Disponer de referentes externos, una vez establecidos
unos baremos estandarizados, al valorar los resultados
propios y de tomar decisiones de mejora en el centro.

+ Aportar datos estadisticos para el conjunto del sistema
educativo en Cataluna.
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En estas pruebas se entiende por competencia la capacidad de
poner en practica de forma integrada, en contextos y situacio-
nes diferentes, los conocimientos, las habilidades, y los rasgos
de la personalidad adquiridos. El concepto de competencia,
pues, incluye los saberes (conocimientos teéricos), las habili-
dades (conocimientos practicos o aplicables) y las actitudes
(compromisos sociales), y va mas alld del saber y saber hacer
o aplicar, porque incluye también el saber ser o estar.
Competencia, pues, significa capacidad de usar funcional-
mente los conocimientos y las habilidades de una forma
transversal e interactiva, en contextos y situaciones diferentes,
e implica comprension, reflexién y discernimiento.

Se entiende por competencia la
capacidad de poner en prdctica
de forma integrada, en
contextos y situaciones
diferentes, los conocimientos, las
habilidades, y los rasgos de la
personalidad adquiridos.

El curriculo de la ESO recoge las competencias bésicas en un
sentido amplio y extenso. A partir de las conclusiones de la
Conferencia Nacional de Educacién (2000-2002) y de diferen-
tes trabajos de campo, basados en los Objetivos Generales de
Etapa, se concretan cudles son las competencias de cada
dmbito. En el caso concreto del Area de Matematicas se selec-
cionaron las competencias siguientes:

+ M1 - Aplicar el conocimiento del sistema de numera-
cién decimal y de las operaciones para comparar, rela-
cionar nimeros y operar con rapidez, buscando segiin
la situacién un resultado exacto o aproximado.

+ M2 - Utilizar las técnicas y convenciones y el lengua-
je de la representacién geométrica para componer y
descomponer formas geométricas complejas a partir
de formas simples.

+ M3 - Utilizar con precisién y criterio las unidades de
medida.

+ M4 - Usar con propiedad instrumentos y técnicas
para dibujar, medir y calcular.

+ M5 — Planificar y seguir estrategias de resolucién de
problemas y modificarlas, si no se muestran eficaces.

+ M6 - Usar e interpretar lenguaje matemdtico como
cifras, signos y otras representaciones graficas o dibu-
jos para describir fendmenos habituales.

+ M7 — Interpretar la funcién que hacen los ntimeros
cuando aparecen en un contexto real (expresar canti-
dad, identificacién, tiempo, medida, intervalos) y usar-
los de acuerdo con sus caracteristicas.

+ M8 — Reconocer e interpretar graficamente relaciones
sencillas de dependencia funcional existentes entre
conjuntos de datos de uso cotidiano, en particular en
casos de proporcionalidad directa.

+ M9 — Comparar la factibilidad de hechos aleatorios en
situaciones simples.

Procedimiento

El procedimiento seguido ha sido el siguiente: después de la
pertinente revision bibliogréfica y de la seleccién de la mues-
tra, se establece contacto con los distintos centros para fijar
las fechas pertinentes a las pruebas y tests: primeramente, se
elabora una comparacion estadistica de los resultados obteni-
dos por los dos grupos de cada centro en la Prueba C de mate-
maticas de las pruebas de evaluacién Competéncies Basiques.
Educacio Secundaria Obligatoria. Primer cicle (departamento
de educacion, 2004), para poder demostrar que las medias no
presentan diferencias significativas y que, por tanto, se pue-
den suponer dos grupos de nivel similar, de acuerdo con Coon
(1998), que afirma que para demostrar que un método fun-
ciona deben compararse dos grupos a nivel experimental.

Después de aplicar los siete protocolos del Programa de trans-
posicion didéctica de los conceptos matematicos (Domingo,
2004) a los grupos experimentales de cada centro, se adminis-
tra el Test AF-5 (Musitu y Garcia, 1999) a los grupos experi-
mental y control y se analiza mediante el programa SPSS
(Versién 9.0) si hay o no diferencias significativas entre las
medias de ambos grupos. Finalmente, estos resultados se con-
trastan con un breve andlisis cualitativo que consta de una
entrevista a cada profesor, asi como un grupo de discusion
entre los profesores participantes en el estudio.

Resultados

En primer lugar presentamos los resultados del analisis que
nos ha permitido comparar el rendimiento matemético de los
dos grupos de cada centro (experimental y control) antes de la
aplicacion del programa. Ver tabla I.

En dicha tabla se puede apreciar que en todos los centros edu-
cativos las medias de las puntuaciones directas obtenidas en
la Prueba C de matematicas no presentan diferencias signifi-
cativas entre los grupos control y experimental.

Tal como hemos explicado en el procedimiento, una vez veri-
ficado que los dos grupos no presentan diferencias estadisti-
camente significativas respecto al rendimiento matematico se
aplica el Programa de transposicién diddctica de los concep-
tos matemdticos de Domingo (2004) a los grupos experimen-
tales de cada centro participante en el estudio. A continuacién
se analiza si el Programa de transposicién didictica de los
conceptos matematicos mejora o no la motivacién del alum-



nado, que como hemos indicado es nuestro principal objetivo.
Para comparar los grados de motivacién del grupo experi-
mental y del grupo control. En la tabla II se comparan los
resultados obtenidos en el Test AF-5.

A partir de los resultados de la tabla II se elabora un contras-
te de hipdtesis para ver si la diferencia que presentan los dos
grupos a nivel general es significativa. Se realiza la prueba de
hipétesis siguiente, utilizando la prueba ¢ de Student:

Ho: no existen diferencias significativas entre el grado
medio de motivacién de los estudiantes del grupo
experimental y los estudiantes del grupo control.
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H,: hay diferencias significativas entre el grado medio de
motivacién de los estudiantes del grupo experimental
y los estudiantes del grupo control.

Los datos estadisticos que hemos obtenido son los que se
muestran en la tabla III.

Los datos estadisticos de la prueba ¢ de Student que se apre-
cian en la tabla III nos revelan que existen diferencias signifi-
cativas entre el grado medio de motivacion de los estudiantes
del grupo experimental y los del grupo control, en el sentido
que se ha incidido positivamente sobre el grado de motiva-
cién del alumnado.

Prueba ¢ de Student para igualdad de medias

Intervalo de con-
t 0| ety | Pllreiade Bl den) favaprsa
rior/superior
Centro 1 0,22 51 0,83 0,69 3,12 -5,57/6,95
Centro 2 1,44 25 0,16 4,53 3,13 -1,93/10,98
Centro 3 -0,13 114 0,99 2,68 2,05 —4,08/4,03
Centro 4 -0,46 34 0,65 -1,10 2,37 -5,91/3,71

Tabla I. Prueba ¢ de Student para muestras independientes de los estudiantes del grupo experimental y los estudiantes del grupo control, para
encontrar el p-valor que contrasta les diferencias entre las medias de los resultados de las Competencias Basicas de estos dos grupos, filtrados para
cada una de los cuatro centros.

Grupo experimental

Grupo control

Media

D. T

Mediana

Media

D. T

Mediana

6,29

1,84

6,37 5,43

2,18

5,92

Tabla II. Tabla descriptiva de las medidas de centralizacién y dispersién de la variable
motivacién, filtrada segin el método.

Prueba ¢ de Student para igualdad de medias

gl

g (bilateral)

Diferencia de

Error tipico de la

Intervalo de con-
fianza para la

medias diferencia diferencia infe-
rior/superior
Motivacién 3,25 233 0,001 0,86 0,26 0,34/0,38

Tabla III. Prueba ¢ de Student para muestras independientes de los estudiantes del grupo experimental y los estudiantes del grupo control, para
encontrar el p-valor que contrasta les diferencias entre las medias del grado de motivacién académica.
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Paralelamente al estudio cuantitativo hemos realizado tam-
bién un breve andlisis cualitativo. De forma muy sintética,
tanto en la entrevista a cada profesor como en el grupo de dis-
cusién entre los profesores participantes en el estudio, se han
constatado los siguientes datos:

+ La propuesta es motivadora en todos los casos y mejo-
ra la memoria comprensiva de los estudiantes.

+ El programa disefiado permite avanzar a los estudian-
tes en la mayoria de protocolos trabajados. Asi, en tér-
minos generales, puede afirmarse que el programa
tiene un alto grado de comprensividad.

+ Los elementos que, segun la perspectiva de los entre-
vistados, mads significativos son: la participacion y el
dialogo, la deduccion de férmulas o de hechos sin la
intervencion directa del profesor, el uso de material
manipulable, el hecho de trabajar en grupo, la induc-
cién y la anticipacion (el estudiante sabe a priori qué
se trabajard en los dias siguientes y cudles seran los
objetivos).

+ Por otro lado, los profesores destacan que se economi-
za el tiempo, que siempre ha sido un aspecto preocu-
pante entre el profesordo.

Si un estudiante quiere
terminar su tarea solo para
tener buena nota, es probable
que adopte una

actitud defensiva.

Discusion

A partir de los resultados de nuestro estudio ha quedado
demostrado estadisticamente que el grado de motivacién que
presenta el grupo experimental después de la aplicaciéon del
Programa de transposicién diddctica de los conceptos mate-
mdticos en la ESO es significativamente superior que el que
presenta el grupo control. Abrantes, Serrazina y Oliveira
(1999) argumentan que la motivacién es esencial para apren-
der pero la naturaleza de esta motivacién determina la mane-
ra que los estudiantes se manejan en las tareas que hacen y en
el aprendizaje, en la linea ya manifestada por Skemp (1980) o
Baroody (1980), entre otros. Asi, si un estudiante quiere ter-
minar su tarea s6lo para tener buena nota, es probable que
adopte una actitud defensiva, procurando s6lo obtener el
resultado correcto y no hacer errores. Pero si estd intrinseca-
mente motivado para realizar una tarea, si realmente la valo-
ra, correrd riesgos para mejorar su trabajo y probablemente se
implicard en una exploracion de la situacién mas profunda y
tendra en cuenta todo lo que le rodea. Desde esta perspectiva,
en nuestro estudio se parte de la idea que la motivacién
intrinseca no viene dada de forma natural en la mayoria de

estudiantes, y es con el disefio de propuestas didacticas de
aprendizaje activo en la linea del programa presentado desde
donde se intenta provocar este tipo de motivacion.

Diversos estudios apuntan en esta linea y, mas concretamen-
te, se centran en el tipo de intervencion del profesor o bien en
el tipo de material utilizado. Por ejemplo, y en relacién a la
intervencién del profesor, diferentes autores tratan la impor-
tancia de la comunicacién, la forma de introducir nuevos con-
tenidos: Gomez-Chacdn (1999), por ejemplo, pone de relieve
los factores afectivos que influyen en la calidad del aprendiza-
je y presenta algunos instrumentos que puede aplicar el pro-
fesor en su aula y que tienen en cuenta la dimensién emocio-
nal y sociocultural de los estudiantes. Ninez (1996) destaca la
importancia del contexto para aprender matemadticas, e
impulsa el uso de situaciones problemadticas de la vida coti-
diana como elemento motivador para introducir nuevos con-
tenidos matematicos. Planas (2002), resalta la importancia de
la comunicacién profesor-estudiante en la clase de matemati-
cas, con el objeto de asegurar que los estudiantes atribuyan el
significado que el profesor ha intentado transmitir y no otro.
Si no se produce este didlogo, el estudiante puede interiorizar
aprendizajes errdneos y extraer falsas conclusiones en la cons-
truccién de su significado. Vemos, pues, que el papel del pro-
fesor dentro de la clase es de crucial importancia para aumen-
tar la motivacion de los estudiantes o, dicho de otra forma, el
papel de la comunicacién dentro de la clase de matematicas es
fundamental. Cuando se pretende articular un didlogo, favo-
recer la participacién, conseguir un trabajo de grupo eficaz o,
simplemente, no anticipar resultados a los que los estudiantes
pueden llegar con la ayuda de procesos inductivos, el profesor
debe estar preparado y sensibilizado para realizar este tipo de
actividad. Alsina, C. (2000), haciendo referencia a los princi-
pales retos del futuro de las matematica alude también a este
aspecto:

Se debe recordar que educar, en matematicas, no es trans-
mitir férmulas y recetas. Una parte del profesordo de
matemadticas ha trabajado a partir de la confusién de creer
que simplemente deben explicarse algoritmos (...). Y el
ultimo reto de las matemadticas seria el de la emotividad,
que la gente se sienta feliz haciendo matemadticas, que le
haga ilusién ir a clase, que se sepa transmitir la ilusién por
el descubrimiento, por compartir lo que se estd haciendo.
(pdg. 8).

En relacion al uso de material manipulable, autores como
Corbaldan y Deulofeu (1996) presentan una investigacién a
partir de una muestra de estudiantes de 12 a 16 afios en la que
ponen de manifiesto que el hecho de recurrir a materiales
manipulables y de introducir juegos recreativos en la clase
aumenta la motivacién de los estudiantes ante los retos mate-
mdticos que se les proponen. Ademads, segtn estos autores, el
uso de materiales permite hacer mejor los procesos inducti-
vos, es decir, una matemadtica desde abajo hacia arriba.
También Chamoso y Rawson (2001) destacan como variables



importantes el papel del profesor, el hecho de trabajar coope-
rativamente y el uso de material manipulable.

Asi pues, a partir del estudio realizado y otros trabajos prece-
dentes que hemos revisado y discutido, parece claro que es
posible mejorar la motivacién de los estudiantes de la ESO
para aprender matematicas. En este trabajo, ademds, hemos
aportado también una propuesta concreta para aumentar
dicha motivacién, que parte de la idea, de acuerdo con
Abrantes, Serrazina y Oliveira (1999) que el aprendizaje
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a andar, saben decir perfectamente su edad (incluso con limi-
taciones en el lenguaje)... Asi que no digamos las matemati-
cas que puede llegar a conocer un adolescente de Educacion
Secundaria.

A diario se nos plantean problemas que han de resolverse con
las matematicas.

Lectura de facturas, descuentos en establecimientos, trata-
miento de la informacién, problemas de proporcionalidad,
célculo de superficies y volamenes, ...

Estas dos proposiciones nos dan la pista de qué podemos
hacer con todo el tiempo de clase que nos resta el primer dia
de clase.

;Todo el mundo sabe algo de
matemadticas!

A diario se nos plantean
problemas que han de resolverse
con las matemdticas.

Durante cinco cursos en tres centros publicos de Educacién
Secundaria: IES Bahia de Babel (Alicante), IES Torrellano e
IES Sixto Marco (Elche), y con diferentes alumnos de 3° y 4°
de ESO y de Bachillerato, he estado realizando la misma acti-
vidad de evaluacion inicial el primer dia de clase. La actividad
tenfa dos partes y siempre era presentada al alumnado de la
misma manera:

Estoy seguro de que todo el mundo sabe algo relacionado con
las matematicas y de que a diario se os plantean problemas que
tienen que ver con ellas. Por eso, en una cara de un folio me vais
a contar algo que sepdis de matemadticas (acorde con vuestro
nivel) y en la otra cara me vais a proponer un problema.

El enfoque es muy diferente al de una prueba inicial conven-
cional:

En una prueba inicial de ese tipo, el discente siempre aporta
conocimientos matemadticos que posee, aunque sean sencillos,
por tanto puede hacerse en cualquier momento, en particular
el primer dia de clase. En este caso el adolescente explica algo
que conoce (o que cree conocer). Cuando un tema no se domi-
na, es imposible poder explicarlo correctamente; y en ocasio-
nes, podemos observar que alumnos que dominan ciertos
temas, no son capaces de explicarlos de forma adecuada.

Hay una diferencia abismal entre enfrentarse a un problema
como resolutor, a plantear el enunciado de un problema con

coherencia. La informacién que podemos extraer de uno u
otro enfoque son muy diferentes.

Este enfoque de la evaluacién inicial plantea los siguientes
interrogantes que tienen que ver con la formacion de los estu-
diantes y también con nuestra practica docente:

¢Saben nuestros alumnos realmente lo que es un problema?

¢Hay una confusién generalizada entre problema y ejercicio
mecanico?

¢Qué nivel de expresion tiene el alumnado que recibimos?

;Los adolescentes de Educacién Secundaria saben matemati-
cas?

O mejor dicho, ;saben explicar las matematicas que saben?

¢Hay errores matematicos que se repiten reiteradamente en
diferentes niveles?

¢Apareceran todos los bloques de contenidos en las respues-
tas de nuestro alumnado? ; Hay bloques que aparecen mas que
otros? ;Hay bloques que ni siquiera aparecen?

¢Qué informacion objetiva puede sacarse con este tipo de
enfoque sobre los conocimientos de matematicas del alumna-
do que recibimos a principio de curso?

A lo largo del siguiente articulo, intentaré ir respondiendo a
estas y otras cuestiones de la mano de una seleccién de las
aportaciones hechas el primer dia de clase por un grupo de
unos 250 estudiantes de segundo ciclo de ESO y Bachillerato.
La seleccién de las aportaciones que aparecen a continuacién
responde a varios criterios: por una parte, algunas de ellas
aparecen de manera reiterada en alumnos de distintos cen-
tros, en otros casos se remarca desde el punto de vista de los
adolescentes la aparicién de las matemadticas en la vida coti-
diana. También aparecen ejemplos de errores comunes, asf
como desarrollos matematicos de un valor considerable,
teniendo en cuenta que se trata del primer dia de curso. Por
ultimo se ha tenido en cuenta que los enunciados de los pro-
blemas que aparecen sean una representaciéon proporcional
de las aportaciones hechas por los 250 alumnos, en relacién
con los bloques de contenidos que trabajan en ESO y
Bachillerato.

Los problemas que plantean nuestros alumnos
Cuando el tipo de problema que muchos adolescentes plantean

es: resuelve la siguiente ecuacidn, o el siguiente sistema; reali-
za las siguientes operaciones con fracciones; divide o multi-



plica los siguientes polinomios; desarrolla la siguiente identi-
dad notable..., es evidente que existe una confusion real en el
significado de problema versus ejercicio mecanico.

Es muy comuin que el alumno
olvide describir datos
importantes para el
planteamiento del problema.

No obstante aparecen problemas de enunciado interesantes
que darian bastante juego en clase:
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Problema propuesto por un alumno de 2° de Bachillerato
Tecnoldgico. En el enunciado falta describir la forma del
terreno que suponemos serd rectangular. Este tipo de errores
son relativamente comunes y son debidos a que, no olvide-
mos, estamos en el primer dia de clase.
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Problema planteado por un alumno de 4° ESO. Resulta evi-
dente que este estudiante ha trabajado bastante en cursos
anteriores con fracciones y que domina el tema. En la mayo-
ria de los casos, con este tipo de evaluacion inicial se destaca,
de forma clara, a los alumnos que tienen facilidad para las
matematicas (sus aportaciones en general son bastante intere-
santes) y los que tienen dificultad (en sus aportaciones apare-
cen incoherencias, errores muy graves en relacién al curso en
el que estan ubicados,...) Si que es cierto que deja sin dema-
siada informacién sobre un grupo de estudiantes que iremos
descubriendo durante el curso.

SUMA 56
Noviembre-2007

M%WMMWLMM& ctmmvﬁoolo?kc;&» )Vav €

- :

Problema planteado por un alumno de 4° ESO. En muchos
casos, los problemas de expresion son bastante acusados. Este
no es el caso. Usualmente es dificil encontrarse con proble-
mas de proporcionalidad en las aportaciones de los estudian-
tes; resulta paradéjico que la proporcionalidad serd uno de los
temas matematicos trabajados en ESO que estd mds presente
en la vida cotidiana.
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Problema planteado por una alumna de 3° ESO. Destacaria lo
cotidiano del enunciado. En muchos casos nuestros alumnos
no son capaces de enunciar problemas, pues no son conscien-
tes de que estdn rodeados de situaciones que tienen que ver
con las matematicas.

Hay enunciados de problemas que nos informan directamen-
te de la forma de estudiar del estudiante en cuestion:
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Problema planteado por una alumna de 3° de ESO. ;Quién no
ha resuelto este problema en su época de estudiante? Cuando
se estudia sin entender los razonamientos matematicos que
hay detrds de un problema pasan estas cosas. Se trata de un
aprendizaje memoristico que no es el mas adecuado en mate-
maticas. Enunciados similares a este aparecen con demasiada
frecuencia. Se denota que un uso excesivo del dlgebra a la hora
de resolver los problemas lleva al alumnado a obviar el proce-
so basico de resolucién de los mismos: ;Esta alumna se ha
parado a comprobar el resultado de su problema?
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Y por supuesto hay problemas que son cargas de profundidad
a la moral de cualquier docente:

Problema planteado por un alumno de 2° de Bachillerato de
Ciencias Naturales y de la Salud.

;Donde queda la probabilidad
en ESO? ;qué formacion
geométrica tiene nuestro

alumnado? ;se dedica
demasiado tiempo a los bloques
de niimeros y de dlgebra en
comparacion con los otros
bloques de contenidos?

Los conocimientos matematicos de nuestros
alumnos

Si hiciéramos un sondeo al profesorado de mateméticas sobre
los contenidos matematicos que se imparten en Educacién
Secundaria, probablemente estariamos de acuerdo en que hay
grandes olvidados. ;Ddénde queda la probabilidad en ESO?
¢qué formacién geométrica tiene nuestro alumnado? ;se dedi-
ca demasiado tiempo a los bloques de niimeros y de algebra
en comparacién con los otros bloques de contenidos?

Evidentemente eso se refleja en este tipo de prueba. ;Ningtin
estudiante a los que se les ha planteado este tipo de evaluacién
inicial ha mencionado nada de probabilidad! La geometria es
la otra gran damnificada, aunque cuando aparece algo de este
campo sabe como agua de mayo:
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Aportacién de una alumna de 3° de ESO. Lo razonable seria
que en este tipo de evaluacién inicial aparecieran los objetivos
minimos conseguidos durante los cursos anteriores.

Aportacién hecha por un alumno de 1° de Bachillerato
Tecnolégico. Los errores en la resolucién deben entenderse por
ser el primer dia de clase. A la vista de una aportacion asi, se
puede concluir que este estudiante domina la trigonometria?
Efectivamente si. Con un simple repaso estard en disposicion
de afrontar la trigonometria para tridngulos no rectangulos.

Cuando los estudiantes explican algo acorde con su nivel
matemdtico, aparecen aspectos matematicos muy diversos:

Aparecen definiciones:
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Aportacién hecha por un alumno de 4° de ESO. Este modelo
de evaluacién inicial puede utilizarse en clases sucesivas para
comenzar un repaso de conceptos matemdticos que debian
dominarse, a partir de los errores que han aparecido.

Aparecen enunciados de teoremas (nunca demostraciones):

Aportacién hecha por un alumno de 1° de Bachillerato
Tecnoldgico. Ejemplo claro de resultado matematico que el
alumnado presenta de forma errénea en muchas ocasiones y
en diferentes niveles. Aparecen errores en su enunciado y en
su aplicacion.



Aparecen generalizaciones:
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Aportacién hecha por un alumno de 1° de Bachillerato
Tecnoldgico.

Lo que buscamos con este tipo
de-evaluacion-inicial-es buscar
potencialidades matemdticas o
buscar grandes dificultades
matemdticas.

Aparecen interpretaciones geométricas:
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Aportacién hecha por un alumno de 1° de Bachillerato Tecno-
légico. Evidentemente que aparecen errores graves. La
correccion de este modelo de prueba inicial no debe resumir-
se en una cantidad numérica. Lo que buscamos con este tipo
de evaluacion inicial es buscar potencialidades matematicas,
(resulta claro que este alumno las tiene) o buscar grandes difi-
cultades matematicas, (el problema de los conejos y de las
gallinas planteado por la alumna de 3° de ESO es un ejemplo
claro de este hecho).
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Y aparecen pequefios razonamientos légicos a partir de defi-
niciones:
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Aportacién hecha por un alumno de 2° de Bachillerato
Tecnolégico. La indicacion que se hace a los alumnos es clara.
Sus aportaciones han de estar acordes con su nivel. Esto no
siempre se produce. Evidentemente conforme se avanza de
curso, el estudiante ha de tener mas herramientas matemati-
cas, pero, json nuestros estudiantes conscientes de esa evolu-
cién? ;Debemos mostrar especial interés los docentes en
mostrar esa evolucién de forma clara? Entiendo que no sélo
debia ser un deber, sino una obligacién.
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De una evaluacion inicial no
podremos aventurarnos a saber
quién aprobard o no la
asignatum, para eso estd todo
el curso por-delante.
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Conclusiones

La evaluacién inicial, es una primera toma de

contacto con unos estudiantes que llevan muchos
afios de rodaje con las matematicas. Es por ello que no debe-
mos esperar conclusiones concluyentes: de una evaluacién
inicial no podremos aventurarnos a saber quién aprobard o no
la asignatura, para eso esta todo el curso por delante.

Al llevar muchos afos estudiando matemadticas, no deberia-
mos tener la sensacién de que nuestros estudiantes parten de
cero a partir de los, casi siempre, malos resultados obtenidos
en el examen convencional de inicio. Estos resultados tampo-
co resultan demasiado objetivos: pueden deberse a factores
memoristicos, a carencias matematicas, a aprendizajes erré-
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neos, a descoordinacién entre lo que los alumnos debian
haber trabajado en cursos anteriores y lo que realmente tra-
bajaron...

Ese bagaje matematico si que aparece en una evaluacion ini-
cial como la que se propone en este articulo. Aparecen apor-
taciones interesantes y aparecen errores a partir de los cuales
se puede comenzar un trabajo matematico positivo. Este tipo
de evaluacién inicial aplicada a estudiantes de ESO y de
Bachillerato permite apreciar la progresiéon de los conoci-
mientos adquiridos por nuestro alumnado.

El alumnado debe tomar
conciencia de que sabe
matemdticas desde el primer
dia de clase pues muchos de los
errores que comenten nuestros
estudiantes se deben a
inseguridades.

Hay una confusién generalizada entre problema y ejercicio
mecanico. Ademads los problemas de expresion en algunos de
nuestros alumnos aumenta la dificultad para enunciar proble-
mas de manera coherente. Estos problemas de expresion asi
como los problemas de comprension lectora, hacen que la
resolucion de problemas se convierta en un bloque dificil de
trabajar. Se hace necesaria la colaboracién con el area de
Lengua para mejorar estos dos aspectos basicos.
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Los misterios de la fraccion prohibida

a multiplicacién de fracciones a/b*c/d=(ac)/(bd) es
extraordinariamente simple de ejecutar y recordar: se multi-
plican numeradores y se multiplican denominadores. Sin
embargo la suma a/b+c/d=(ad+bc)/(bd) tiene una inesperada
complejidad. Por ello, desde la noche de los tiempos, los estu-
diantes acostumbran a calcular por iniciativa propia la suma
alternativa

a 4 atc
_@_z (*)
b d b+d

Salvo en algunos casos de severa incompetencia en que el
profesor da por buena la igualdad (*) la reaccién normal ante
la aparicion de (*) en clase (si el profesor sobrevive al susto) es
proferir varios “ino!, ino!, jno!” guturales seguidos de diversos
ejemplos que ponen en evidencia la maldad de la suma alter-
nativa. A partir de esta escena la fraccién maldita queda total-
mente prohibida y la autoridad pertinente avisa de las conse-
cuencias que una nueva aparicién de ella podria implicar, ya
sea a nivel individual o colectivo.

En una encomiable actitud comprensiva ya Henri Poincaré
encontrd una justificacion a la aparicién impulsiva de la mis-
teriosa fraccion en clase:

Sélo hay dos métodos para ensefiar fracciones: cortar, aun-

que sea mentalmente, un pastel, o hacerlo con una manza-
na. Con otro método cualquiera de ensefianza, los escola-

res prefieren sumar numeradores con numeradores y
denominados con denominadores.

Atraidos por esta suma alternativa hemos estado indagando
matemdticamente y diddcticamente el tema y quisiéramos
compartir con los lectores de este articulo los sorprendentes
resultados de nuestras pesquisas.

Nombre y definiciéon

A partir de dos fracciones a/by c/d con ¢, d > 0 se puede, legi-
timamente, considerar la nueva fraccién (a+b)/(c+d). A esta
fracciéon se la denomina en inglés mediant (o segin Ervin
Wilson freshman sum la suma de los que estdn en el primer
curso de la universidad). La palabra mediant tiene raiz latina
pero no posee equivalente en espafiol. Por tanto lo mejor que
podemos hacer es bautizar a este objeto con un nombre, por
ejemplo, la fracciéon mediadora, expresion que recoge el sen-
tido de ponerse en medio de.

Claudi Alsina

Universidad Politécnica de Cataluiia. Barcelona
Carme Burgués

Universidad de Barcelona. Barcelona
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Como se ha visto al principio, la fraccién mediadora no es el
resultado de una operacion interna bien definida en los nime-
ros racionales QQ pero si puede formalizarse como una opera-
cion entre ciertos pares ordenados de enteros. Si

Z,={(a,b)|a,be Z,b>0}

podemos considerar:

(a,b)®(c,d)=(a+c,b+d)

En este caso con la representacién vectorial de (a, b) y (c, d)
en el 1° y 2° cuadrantes, permite visualizar el elemento
(a+c,b+d) como la suma de los vectores, es decir como diago-
nal principal del paralelogramo determinado por (4, b) y (c, d).

Una interesante localizaciéon

Sia/b < ¢/d, con b, d > 0, la fraccién mediadora (a + ¢)/(b + d)
es un valor que siempre esté situado entre las dos fracciones
iniciales:

a+c ¢

a
—< <—.
b b+d d

Aritméticamente basta notar que:

b+d b bb+d) b+d\d b
¢ a+c cb—ad_ b (c_aj

d b+d db+d) b+d\d b

at+tc a_ ch-ad d [c aj

Pero en el caso usual positivo, si 0 < a/b < c/d cona, b,c,d >0
resulta la siguiente visualizacién (Alsina-Nelsen, 2006).

Figura 1

Si la pendiente de R es a/b y es menor que la de S que es ¢/d
resulta que la de T que es (a + ¢)/(b + d) debe ser intermedia.

En el caso extremo a/b = ¢/d resultara

y la figura 1 pone en evidencia la necesidad de a-d = b-c que es
la condicién de equivalencia de fracciones.

Cafés con leche: largos y cortos

Carme prefiere el café con leche corto de café y Claudi lo pre-
fiere largo.

a/b (a+c)/(b+d) c/d
Figura 2

En mezclas de liquidos (y en cocina en general) tiene mucho
sentido considerar las razones entre un elemento y otro: 1
parte de café por cada 2 de leche, 1 parte de café por tres de
leche, ... Y en este contexto tiene pleno sentido calcular la
razon resultante de mezclar, la cual corresponde a la fraccion
mediadora

Med(11)21+1_2
2+3 5

Si mezclamos efectivamente café y leche se visualiza el efecto
de la fraccién mediadora en el color de la mezcla. Este siem-
pre se sitda entre el de las 2 razones de partida (para el interés
pedagoégico de este tipo de visualizaciones véase (Biermann-
Blum, 2002)).

Esta experiencia permite estudiar una situacién sencilla del
significado de fraccién como razén heterogénea. Los alumnos
entienden que si % representa la razén café/leche, las fraccio-
nes %y % representan relaciones parte/total (suponiendo que
no hay ningtin otro ingrediente). En esta situacion se percibe
que si una fraccidn se substituye por otra equivalente los efec-
tos no son los esperados.

Observemos que en la primera situacién

@

W | =
[ENS)

N | =

es decir, la fraccion % estd mds cercana a %.



En la segunda mezcla, % no es equivalente a %:

2 1 3 2 3 2 1 31 2
_@_z? z_2 — 2 -z

4 3 4 7 28 14 7 3 21

Si tomamos una fraccién equivalente como %o es

20 1 21
o=,

20 21 860-840 20 1
40 3 43’

40 43 1720 1720 86

vemos que la fraccién mediadora estd mucho mads cerca de %
que de %.

Esta situacién nos lleva a considerar el papel de la unidad de
comparacion en el caso de magnitudes continuas.

La paradoja de Simpson

Esta paradoja (que tiene implicaciones estadisticas en medici-
na y ciencias sociales) hace ver cémo los éxitos de diversos
grupos presentan resultados sorprendentes cuando los grupos
se reunen. Se puede entender muy bien con urnas de bolas
blancas y negras... o con jugadores de futbol. De nuevo las
fracciones que aparecen deben interpretarse como razones.

Un jugador de fatbol A juega 10 partidos en la primera mitad
de una liga y marca 4 goles; en la segunda mitad juega 20 par-
tidos y marca 5 goles. El jugador B marca 6 goles en sus 20
partidos de la primera parte y marca 2 goles en los 10 partidos
restantes. La situacién parcial y global es la siguiente:

1= parte 2 parte Global
Jugador A 4/10 5/20 9/30
Jugador B 8/20 2/10 10/30

Mirando cada parte de la liga el A fue igual o mejor que el B
en cada parte, pero mirando globalmente el B resulté mejor
(ver http://es.wikipedia.org/wiki/Paradoja_de_Simpson).

El tema afecta a todos los niveles de la vida: pueden sacarse con-
clusiones diferentes segun se miren poblaciones por separado o
reuniendo a todas. Es el efecto de la dichosa mediadora.

Cortando cajas de Kellogs®

Junto al café con leche aparecen las cajas de cereales. Si la caja
se coloca verticalmente y se corta segin una seccién plana
resulta una seccién que necesariamente es un paralelogramo.
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Figura 3

Designemos por 4, b, ¢, d las alturas de los vértices del parale-
logramo seccién y consideremos el caso a > b > ¢ > d tal como
indica la figura de la izquierda que admite un desarrollo plano
como el de la derecha.

¢Qué relacion debe haber entre a, b, ¢ y d? Por tratarse de un
paralelogramo, los lados opuestos deben de tener igual pen-
diente y por tanto (c — d):x = (a — b):x, esdecira + d = b + c.
En el caso de que la seccién plana no solo sea paralelogramo
sino que se trate de un rectdngulo, si D indica la diagonal de
la tapa de abajo, deber4 verificarse

JD*+(a-dy =\D* +(b-c)’

es decir a + ¢ = b + d, condicion que al valer simultineamen-
tecona+d=b+cnosllevaaa+d=b+b+d-a,esdecir
a = by c =d. Observemos las dos primeras pendientes en el
desarrollo plano. La primera es (c — d):x, la segunda (a — ¢):y...
y la pendiente de la linea de puntos resulta ser

a—d =Med(c—d’a—c]
x+y x y

apareciendo de nuevo la misteriosa fraccién. Sali6 en el café y
repite en los cereales.

Tomemos otra caja de Kellogs y ahora hagamos la seccion de
forma que

(c—d):x=(a—-c):y=(a—-d):(x+).

Se logra con un solo corte recto al doblar la caja conveniente-
mente. Este es un caso limite del considerado anteriormente.
Cuando ¥ = ¥ en una caja cuadrada, entonces aparece una
magnifica seccién rémbica.

Las sucesion de Farey

La sucesiéon de conjuntos Fj, Fs, F, ... llamada de Farey viene
dada por la siguiente definicion: para cada entero # > 1 el con-
junto F, es el de los nimeros racionales irreducibles a/b con
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0<as<bs<ny m.c.d.(a, b) = 1. Ordenando en forma creciente los

elementos en F, resultal
-

! 1'3'2'3"1
|

] F3={01121}

Sia/b<c/d< k son tres fracciones ordenadas consecutiva-
mente en uno de los conjuntos F, entonces, necesariamente
resulta:

ate

bc—ad=1 'y 3 b f

)

asi pues la mediadora tiene pleno sentido como ope_rad&F

bien definida en estos conjuntos. - -
f“ Al k
R 8

0: sobre la

radio 1/b2y el circulo tangente en (c/d, 0) con c¢/d > a/by radio
1/d2. Si ambos circulos son tangentes entonces (es un bonito
ejercicio) existe entre ellos y la recta un tercer circulo tangen-
te a los tres elementos... siendo el punto de tangencia a la

recta el
a+c,0
b+d

Véase la figura 4.

La funcién de Minkowski

Existe una patoldgica funcion cuyo sorprendente simbolo es ?
Minkowski la definié para tener una funciéon ?(x) en el inter-
valo unidad que env* racionales a irracionales cuadrati-
cos. Resulta que ?(x) es estrictamente creciente, singular... y lo
mas curioso ?(x) verifica la ecuacién funcional

(e %))
b+d 2

para a/by c/d dos fracciones en (0, 1) irreducibles y consecu-

tivas en la secuencia de Farey correspondiente (véase por

eI'emplo (Viader, Paradis y Bibiloni, 1998)).

Epilogo

La fraccién misteriosa tiene su grac emos situar-
nos en la interpretacién de razone

multitud de ejemplos interesantes

las Matematicas es lo sorprende

res, a veces, tienen interés.

GIRGENSOH, R. (1996
Fractions, J. Math

MINKOWSKI, H. (19

Resource.

ttp://mathwor
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Meéré: soluciones publicadas en el siglo XVII

veces ha ocurrido en la historia de las matemadticas y, en
particular, en la del célculo de probabilidades. Un determina-
do problema se convierte en una especie de rio donde vierten
agua todos sus afluentes. El problema es la excusa para que
diferentes autores en distintas épocas (muchos de ellos dedi-
cados a otras ramas del saber) entren en este particular
mundo del célculo en el azar y aporten sus soluciones, sus
experiencias en otras investigaciones, y su visién de la proba-
bilidad y del campo donde se quiere aplicar. Se nos vienen a
la mente problemas como el de Los Tres Dados (juego del
Azar), que ya estaba presente en el Libro de Ajedrez de
Alfonso X el Sabio, El Problema de los Puntos, El Problema de
la Ruina del Jugador, La Paradoja de San Petesburgo, etc.

De Meéré conocia que si
apostaba por conseguir al
menos un seis al lanzar un
dado perfecto en 4 tiradas,
habia una ventaja a su favor de
671 contra 625, lo cual es cierto.

Uno de los problemas que podria formar parte de la catego-
ria antes mencionada es el que podriamos llamar (de hecho
asi ha sido referenciado alguna vez) EI Problema de los Dados

del Caballero de Méré. Autores célebres de la historia tem-
prana del Célculo de Probabilidades lo abordaron con mejor
o peor acierto. Asi, podemos citar a Cardano, Huygens,
Caramuel, Montmort, de Moivre, Bernoulli, Struyck o
Simpson. En la correspondencia entre Blaise Pascal (1623-
1662) y Pierre de Fermat (1601-1665) (que se produjo entre el
verano y el otono de 1654) este problema estuvo presente
aunque, entre las cartas que se conservan de esta correspon-
dencia, s6lo encontramos una referencia al mismo, sin reso-
lucién alguna por parte de uno ni de otro, dindose a enten-
der que ambos conocian perfectamente la solucién y que no
merecia la pena perder el tiempo con ella. En concreto, el pro-
blema lo encontramos en la carta que Pascal envié a Fermat
el 29 de julio de 1654, donde se evidencia que habia sido pro-
puesto por el Caballero de Mére, amigo del primero.

En la carta, Pascal expone una dificultad que asombraba
mucho al caballero de Méré. De Méré conocia que si aposta-
ba por conseguir al menos un seis al lanzar un dado perfecto
en 4 tiradas, habia una ventaja a su favor de 671 contra 625,
lo cual es cierto como comprobaremos mds adelante. En
cambio, si se intenta conseguir un sonnez con dos dados (o

Jests Basulto Santos
José Antonio Camuiiez Ruiz
Universidad de Sevilla. Sevilla
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sea, obtener un seis doble al lanzar dos dados al mismo tiem-
po), hay desventaja al intentarlo en 24 tiradas. De Méré usaba
el argumento de que 4 es a 6 (siendo 6 el niimero de posibles
resultados al lanzar un dado) como 24 es a 36 (con 36 el
numero de posibles resultados al lanzar dos dados). Si con 4
lanzamientos de un solo dado hay ventajas a mi favor, por
qué no con 24 de dos dados? Y aiiade Pascal:

Esto provocaba su gran escdndalo, que le hacia decir a todo
el mundo que las proposiciones no eran constantes y que la
Aritmética es contradictoria.

En la carta, Pascal dice que no tiene tiempo de enviarle la
solucién al problema que ha confundido al seiior de Méré y
escribe pero usted lo verd ficilmente por los principios que
tiene.

Es posible que De Méré tuviera
dos reglas de cdlculo que le
llevaban a resultados
contradictorios, razén por la
cual le plantea el

problema a Pascal.

La contestacién de Fermat a esta carta ha desaparecido, por lo
que no sabemos si en la misma abordé este problema. Como
ya se ha dicho, en el resto de la correspondencia que se con-
serva entre ambos, no se vuelve sobre este asunto, con lo que
no conocemos cudl fue la solucién de Pascal, ni tampoco por
qué de Méré conocia que, efectivamente, no hay ventajas en
24 tiradas de dos dados. Como veremos mds adelante, la pro-
babilidad de obtener al menos un sonnez en 24 tiradas es
0,4914. ;La capacidad y la experiencia del Caballero como
jugador llegaban a tal extremo como para intuir empirica-
mente que esa probabilidad es inferior a 0,5, es decir, que no
hay ventaja? Lo dudamos. Probablemente de Méré tenia sus
propias reglas de célculo. Nos atrevemos a aventurar que,
realmente, tenia dos reglas de cdlculo que le llevaban a resul-
tados contradictorios, razén por la cual se lo plantea a Pascal.

Una presentacion formal del problema en si puede ser la
siguiente:

Conociendo la probabilidad que un jugador tiene de conse-
guir éxito en una partida, ;qué numero de partidas garantiza
al mismo una probabilidad igual de conseguir al menos un
éxito que de no conseguirlo (o sea, una probabilidad 0,5 de
conseguirlo)?

Se supone que las partidas son independientes entre si, de
forma que el resultado de cada una de ellas no altera los resul-

tados futuros (el jugador no va aprendiendo conforme se va
desarrollando el juego), lo cual queda perfectamente repre-
sentado en un juego de puro azar como el lanzamiento de una
moneda equilibrada o de un dado no trucado. Por tanto, el
problema plantea la determinacién del ntiimero de lanzamien-
tos que producen el equilibrio: cuando coinciden las probabi-
lidades de ganar y perder, con lo que, la idea de juego justo tan
presente en todos los autores de la historia temprana de la
probabilidad subyace como razén de ser del mismo.

Una resolucion actual del problema seria la siguiente:

Si p y q son las probabilidades de éxito y fracaso, respectiva-
mente, que tiene el jugador en cada partida con, légicamente,
p +q =1,y sinesel nimero buscado de partidas, la solucién
se encuentra despejando # en la igualdad:

P[éxito en la 1° partida] + P[fracaso en la 1* y éxito en la 2°] +
P[fracaso en la 1* y 2* y éxito en la 3] + ... + P[fracaso en las
n-1 primeras partidas y éxito en la n-ésima] = %

Osea,p+qp+q°p + .. + ¢"'p = %, lo que es lo mismo que (1
+q+q + .. +q"")p =%, donde la suma del primer miembro
es la de una progresién geométrica limitada de razén g, y
teniendo en cuenta que p = 1 — ¢, la igualdad anterior se redu-
ceal — g" = %, o bien, g" = %. El valor de n que satisface esa
igualdad es la solucién buscada. Bajo forma logaritmica ten-
drfamos

_n2
Ing

n=

¢Es diddctico mostrar lo que
intentaron nuestros cldsicos a la
hora de resolver problemas tan
conocidos en la historia de esta
disciplina?

Realmente, estamos usando la modelizacién probabilistica
conocida como Modelo Geométrico de pardmetro p, que
mide el nimero de experimentos independientes de Bernoulli
hasta conseguir el primer éxito. El primer miembro de la
igualdad anterior es la Funcién de Distribucién de este mode-
lo, que viene dada por F(x) = 1 — g™/, lo que nos lleva de nuevo
al—-qg"="%.

Este problema se fue generalizando con el discurrir de la his-
toria vy, asi, leemos como enunciado mds universal encontrar
el nimero de partidas que debe disponer un jugador para
intentar conseguir al menos ¢ éxitos con una probabilidad
igual de conseguirlo que de no conseguirlo. Como veremos,
Huygens hara esta generalizacion para el caso de ¢ = 2.



Cuando un estudiante est4 inicidndose en el cdlculo de proba-
bilidades, disponiendo de un bagaje matematico basico como
el que ya tiene en el bachillerato, creemos interesante que €l
mismo aborde la resolucién de problemas como éste. Se
puede aprovechar, entonces, para describirle el contexto en el
que se plantea por primera vez en la historia conocida de este
célculo (probablemente, el problema es mds antiguo de lo que
conocemos) y, usando la tdctica de aprendizaje a partir del
error o a partir de los intentos de resolucién de los primeros
autores, podemos conseguir, creemos, una motivacion anadi-
da en el alumno. ;Es didactico mostrar lo que intentaron
nuestros clasicos a la hora de resolver problemas tan conoci-
dos en la historia de esta disciplina? Creemos que si, y esta
razén justifica el andlisis de lo que algunos de ellos hicieron en
este contexto. Asi pues, el objetivo de este trabajo es describir
las primeras resoluciones publicadas de este problema, las
cuales aparecieron en el siglo XVIIL. En este siglo es cuando
comienzan a publicarse los primeros libros sobre el calculo
bajo el dominio del azar, y tres autores incluyeron en sus
publicaciones la resolucién de este problema: el italiano
Girolamo Cardano (cuyo texto aunque escrito sobre 1540 no
fue publicado hasta mucho después de su muerte, en 1663), el
holandés Christiaan Huygens (cuyo pequefo tratado fue
publicado en latin en 1657, y en holandés en 1660) y el espa-
nol Juan Caramuel (cuya obra enciclopédica sobre matemati-
cas fue publicada en 1670 y en ella se incluia un fragmento
dedicado al cédlculo que estaba naciendo). En ese orden seran
analizadas sus soluciones en los siguientes epigrafes. Para los
dos dltimos ya existia el precedente de la resolucién del
Problema de los Puntos o Regla de los Repartos para Juegos
Inacabados, conocida a partir de la correspondencia entre
Pascal y Fermat, cuyos principios y métodos fueron guia y
fuente de inspiracién para los autores posteriores, como se
comprueba en la forma de resolver el problema que nos ocupa
por parte de Huygens y Caramuel.

Cardano

Girolamo Cardano (1501 — 1576),
médico, matemdtico, filésofo,
escritor, astrdélogo, jugador,...
dejé como manuscrito sin pu-
blicar el Liber de Ludo Aleae
(Libro de Juegos de Azar) que
fue impreso por primera vez,
después de su muerte, en el aio
1663, en el primer volumen de
las obras completas de este
autor.

En este texto encontramos 8 capitulos dedicados a introducir
reglas de célculo en juegos de azar. En el capitulo 6, el autor
establece un principio bésico:
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En todo juego el principio més fundamental es simplemen-
te la igualdad de condiciones, esto es, de los contrincantes,
de los mirones, del dinero, de la situacidn, del cubilete y del
mismo dado. En la medida en que usted se aparte de la
igualdad, si es a favor de su contrincante, usted es tonto, y
si es al suyo propio, usted es injusto.

Como ya se ha comentado, y como se puede observar cuando
se estudian a los primeros autores del célculo de probabilida-
des, la idea de juego justo, de la equidad, estd siempre presen-
te como principio y guia para el célculo. Asi, Bellhouse (2005)
mantiene que la idea aristotélica de justicia estd presente en el
trabajo de Cardano.

Al final del Liber de Ludo Aleae
encontramos muchas secciones
enteramente licidas,
mostrdandonos un Cardano que
conoce perfectamente el juego y
que acaba entrando en los
dominios del cdlculo en el azar.

Hay autores que, al hablar sobre la parte probabilistica del
Liber de Ludo Aleae, se quejan de lo dificil de su lectura. Tod-
hunter (1865) resume sus impresiones en una nota de deses-
peracion: El tratado estd tan mal escrito que apenas resulta
inteligible. Se puede asentir que ciertas secciones del libro no
son comprensibles al estudiarlas por primera vez; algunos de
los pensamientos de Cardano sélo surgen después de mucho
andlisis y usando informacién sobre reglas de juegos de su
época, muchas de ellas desconocidas hoy. Pero el esfuerzo que
se dedique al estudio del libro es recompensado; al final
encontramos muchas secciones enteramente ldcidas, mos-
trandonos un Cardano que conoce perfectamente el juego y
que acaba entrando en los dominios del célculo en el azar.

Una razén por la que resulta confuso el tratado, en cuanto a
sus argumentos probabilisticos, estd en el hecho de que, para
algunos casos, el autor hace uso de dos métodos de calculo
distintos. El primero es nuestro método estandar para hallar
una probabilidad, recuento directo de los resultados favora-
bles frente al total de posibles. Siempre que usa este procedi-
miento sus calculos son correctos. El segundo método parece
representar lo que fue su primera aproximacién a estos pro-
blemas. Es el que Ore (1953) llama razonamiento sobre la
ganancia media. La lectura del texto nos hace pensar que
recurre a este método en los problemas que le resultan mds
dificiles. El mismo, en general, es facil de aplicar, pero sus
aproximaciones a la solucion correcta resultan poco afinadas.
El mismo Cardano era consciente de que los resultados obte-
nidos de esta forma no coincidian con los resultados correc-
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tos, pero no era capaz de dar explicaciones satisfactorias a las
discrepancias; algunas de sus oscuras elucidaciones en este
contexto podrian estar influidas por el problema de intentar
conseguir armonizar los dos puntos de vista.

Para explicar este razonamiento sobre la ganancia media con-
sideramos el lanzamiento de un dado, caso donde el autor lo
introduce por primera vez. La probabilidad que tiene una cara
cualquiera de aparecer en un Gnico lanzamiento es Y%.
Entonces, Cardano argumenta que dos lanzamientos produci-
rian 2 - % = ¥ de probabilidad de conseguir el punto deseado,
y en tres lanzamientos dicha probabilidad seria 3 - % = %. El
valor correcto de la probabilidad de que un punto concreto
(por ejemplo, un as) aparezca una vez, y sélo una, en tres lan-
zamientos consecutivos de un dado es 7%us, y la probabilidad
de que aparezca al menos una vez es *%zs, por lo que en nin-
guno de los casos se da el resultado de Cardano.

Es obvio que el razonamiento de la ganancia media produce,
en general, resultados erréneos, como enseguida se compren-
de. Por ejemplo, para 6 lanzamientos esto implicaria que el
seis apareceria con seguridad, e incluso llevaria a probabilida-
des mayores que uno para mas de 6 lanzamientos. Realmente,
Cardano estd calculando la media o esperanza de una variable
aleatoria de tipo binomial, con probabilidad de éxito igual a %
y con # igual al nimero de lanzamientos, y €l convierte dicha
media en probabilidad. Ese es su error.

En el capitulo 11 del Liber aparece el problema que mds de un
siglo después serd planteado por De Méré a Pascal. En el
ejemplo que ambos citan, Cardano y De Méré, el jugador
lanza dos dados varias veces consecutivas hasta que consigue
doble seis.

Cardano no encuentra la solucién correcta del problema dado
que recurre al razonamiento sobre la media que, segtn el
ejemplo de arriba, da lugar al siguiente argumento: sea p la
probabilidad de éxito en una prueba individual. Si se realizan
n intentos la probabilidad de conseguir éxito seria np (como
ya se ha dicho, esto no es una probabilidad, es una esperanza).
Si este nimero se iguala a % se producird la igualdad, esto es,
tendria igual chance de tener éxito o de fracasar. Entonces, el
correspondiente nimero de intentos serfa n = 1/2p.

Cardano aplica ese resultado a algunos ejemplos. Asi, si uno
lanza dos dados hasta que aparece el doble seis, cuya probabi-
lidad es Y46, entonces el nimero de partidas necesarias, segin
su criterio es 18. El valor correcto se encuentra entre 24 y 25,
por lo que la aproximacién de Cardano no es especialmente
buena. Y si lanzamos un solo dado hasta que sale el seis, cuya
probabilidad es %, el numero buscado segin Cardano es 3,
resultado que €l ya habia presentado en su capitulo 9 y que se
aproxima mads que el anterior al valor correcto, dado que éste
se encuentra entre 3 y 4.

Huygens

Christiaan ~ Huygens
(1629 — 1695), cientifi-
co holandés con apor-
taciones muy impor-
tantes a la fisica y a la
astronomia a lo largo
de su rica vida cientifi-
ca. En 1655, cuando
s6lo tenia 26 afos, se
traslada a Francia para
recibir un doctorado
en leyes en la Universi-
dad Protestante de
Angers, estableciéndo-
se en Paris entre julio y
noviembre de aquel
afio. Alli tuvo conocimiento de la correspondencia entre Pascal
y Fermat que se habia producido un afo antes, accediendo a los
problemas resueltos por ambos y a los métodos empleados en
sus resoluciones, aunque el acceso no fue directo, sino, quizas,
a través de comentarios en tertulias cientificas.

De Ratiociniis in Ludo Aleae
estaba destinado para ser
incorporado como apéndice de
una gran obra que su maestro
van Schooten queria publicar.

A su vuelta a Holanda escribié De Ratiociniis in Ludo Aleae
(Calculando en juegos de azar), un pequeiio tratado donde se
resuelven los problemas sobre juegos de azar que flotaban en
el ambiente en aquellos momentos. Estaba destinado para ser
incorporado como apéndice de una gran obra que su maestro
van Schooten queria publicar. Esa obra, y en particular el tra-
tado de Huygens, fue publicada en latin en 1657. En la carta al
lector que aparece al principio del tratado, van Schooten pre-
senta este tratado como una oportunidad mas de mostrar las
aplicaciones de este arte (el dlgebra), el cual habia ensefiado
hacfa algtin tiempo a su discipulo: en ese momento estaba en
juego la aplicabilidad universal de la recién creada Ars
Analitica. La carta de Huygens, que sirve de prefacio, también
es empleada para enfatizar la grandeza del campo sobre el
cual se extiende nuestro Arte Algebraico. Y para reforzar el
argumento anade:
...cuanto mas dificil parece determinar por la razén lo que

es incierto y sometido al azar, tanto més admirable parece-
ré la ciencia que consiga este resultado.
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miendo que todos los casos son igualmente posibles, mi
esperanza serd igual a (pa + gb)/(p+q).

Vemos pues que, en esta proposicion, se valora una loterfa
con dos posibles resultados o premios y con probabilidades
distintas.

En las proposiciones 10, 11 y 12, Huygens enuncia y resuelve
los problemas que nos ocupan. La proposicién 10 tiene el
siguiente enunciado:

Encontrar en cudntas veces se puede aceptar lanzar un seis
con un dado.

O sea, analiza en primer lugar el caso que si conocia el Caba-
llero de Méré. Estudiemos este caso. Nos planteamos ;qué
nimero minimo de lanzamientos serd necesario para garanti-

Indice del libro V de van Schooten donde se incluye en el dltimo
apartado el Tratado de Christaan Huygens

¢No sera grande una ciencia, si ésta consigue dominar el azar?

El pequeno tratado se convirtid en el primer trabajo impreso
sobre calculo de probabilidades y referencia basica para los
autores que en los inicios del siglo XVIII irrumpieron tan
arrolladoramente en la consolidacién del mismo.

En el tratado, Huygens establece el principio que debe regir lo
que él entendia por juego justo. A partir del mismo, demues-
tra 14 proposiciones, en las que las tres primeras definen las
bases del cdlculo. Desde la 4# a la 92 estan dedicadas a aportar
diversas formas y soluciones del Problema de los Puntos, y las
ultimas a problemas de los que nos interesan en este trabajo.

Las proposiciones bdasicas son introducidas para efectuar
valoraciones de juegos o loterias simples a través de la espe-
ranza matematica. De esta forma, cuando después el autor
tropieza con loterias compuestas, para llevar a cabo la valora-
cién de las mismas procede a la sustitucion de las simples por
sus respectivas esperanzas. O sea, sustituye la situacién de
incertidumbre que supone una loteria por la valoracién de la
misma. Es lo que hoy dia se conoce como equivalente cierto
(Basulto, Camuiiez y Dominguez, 2002). De las tres proposi-
ciones bésicas, exponemos aqui el enunciado de la tercera por
ser la que el autor us6 después para resolver el problema que
nos ocupa:

Siendo p el nimero de casos en que me puede correspon-
der a y g el nimero de casos en que puede hacerlo b, asu-

FRANCISCI I SCHOOTEN

Livbaninn

In AcademinLagduno-Batara Mathefkos Profefforn,

EXERCITATIONVYM

MATHEMATICARUM,
LIBER V.

CONTINENS

Seétiones triginta mifcellansas.

Lven, BaTtav

Ex Officina JoMannNis ELSEVIRII,
Academlx Typographi
€l lac Lyvin




SUMA 56
Noviembre 2007

zar que exista ventaja para el jugador, que la probabilidad de
obtener al menos un seis en esos lanzamientos sea superior a 0,5?

Para resolverlo, el autor construye una ecuacion recurrente de
valoraciones o esperanzas del jugador que lanza, en los dis-
tintos lanzamientos que va a efectuar. Veamos cémo lo hace
con un ejemplo. Pensemos en un juego en el que se va a efec-
tuar hasta un mdximo de tres lanzamientos de un dado per-
fecto (hasta un méaximo de tres partidas), y en el que un juga-
dor, que ya hemos identificado como jugador que lanza, gana-
ra el juego y, por tanto, se detendran los lanzamientos, si en
uno de ellos sale un seis. Si han transcurrido los tres lanza-
mientos y no ha conseguido el seis, el jugador que lanza pier-
de el juego. En cada lanzamiento definimos una variable tipo
Bernoulli, que toma el valor 1, éxito (sale el seis) con probabi-
lidad % y 0, fracaso, (no sale el seis) con probabilidad %.
Representamos el juego con el siguiente diagrama, en el que
se han enumerado las partidas en sentido contrario a la ocu-
rrencia cronoldgica de las mismas.

0 (no sale 6)
5/6

1 1/6
5/6 1 (sale 6)

2 1/6
5/6 1 (sale 6)

3 1/6
1 (sale 6)

Usando su proposicion 3, Huygens valora la partida nimero 1
de este juego. Si el premio es 0 (si pierde la partida) y 1 (si la
gana), el valor esperado de esta partida para el jugador que
lanza es

5 1
e =>-0+—-1==
6 6 6

A continuacién, Huygens sustituye la partida nimero 1 por su
valoracidn e;. El esquema muestra la nueva situacién.

€

5/6

2 1/6
5/6 1 (sale 6)

1 (sale 6)

Entonces, la valoracién de la segunda partida para el jugador
que lanza (usando de nuevo la proposicion 3) es

5 1 5 1
e,=—-¢+—1=—-¢ +—
6 6 6 6

En el siguiente paso, Huygens sustituye esa segunda partida
por su valoracion y consigue asi el valor esperado de la terce-
ra. El esquema refleja la nueva sustitucion.

5/6
8 1/6
1 (sale 6)
Obtiene entonces
5
e; = g -e, + g

Generalizando, el autor obtiene la ecuacién recurrente

donde

1
e = g
que permite calcular la esperanza o valoracién del jugador
que lanza, de la partida (n+1)-ésima a partir de la n-ésima. O

sea, esa ecuacion relaciona los valores esperados de dos parti-
das consecutivas.

La ecuacién puede resolverse por sustituciones sucesivas, obte-

niéndose e, como la suma de los términos de una progresion
geométrica finita de razén %. La solucion que se obtiene es

o bien

6" -5"
n 6”

Una vez obtenido e,, Huygens construye tres funciones sobre
los enteros positivos asociadas al caso de # partidas o lanza-
mientos en el juego:



fln) = nimero de alternativas favorables al jugador que
lanza.

g(n) = nimero total de alternativas.

h(n) = numero de alternativas desfavorables al jugador que
lanza.

Y concluye que fln) = 6" — 5%, g(n) = 6"y h(n) = 5"

Sea ahora ny el nimero minimo de lanzamientos tal que el
numero de alternativas favorables al seis supere al de las des-
favorables. Se ha de verificar finy) = h(ny). Esa desigualdad
conduce a 6™ >2.5" . En la tabla siguiente mostramos los
valores que toman los dos miembros de esta desigualdad para
los sucesivos nimeros de lanzamientos y comprobamos que
no=4, o sea, que para 4 lanzamientos se produce el cambio de
sentido en la desigualdad, con lo que, con 4 lanzamientos con-
secutivos de un dado hay ventajas para el jugador que apues-
ta a obtener al menos un seis.

N.° de lan- Total de |Alternativas| Alternativas
zamientos 2 .5" |alternativas| favorables |desfavorables
n 6" 6" - 5" 5
1 10 6 1 5
2 50 36 11 25
3 250 216 91 125
4 1250 1296 671 625

En el ultimo caso, para 4 lanzamientos, el nimero de alterna-
tivas favorables al jugador es fl4) = 6* — 5% =671, el total de
alternativas es g(4) = 6% = 1296, y el niumero de alternativas
desfavorables es 1(4) = 5% =625, coincidiendo estos resultados
con los expresados por el caballero de Méré. La tabla siguien-
te es la que, realmente, Huygens presenté como solucién a
este problema.

, . Chance del primero
Numero de lanzamientos P

al segundo
1 lab
2 11a25
3 91 a 125

671 a 625 (mas de 1 contra 1,

4 aftlade Huygens)

5 4651 a 3125 (aproximada-
mente 3 a 2)

6 31031 a 15625 (aproximada-

mente 2 a 1)
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En la proposicién 11, Huygens estudia este problema pero
cuando se lanzan dos dados a la vez y se quieren conseguir dos
seises (el caso cuya solucién escandalizaba al Caballero de
Meéré). La resolucion es idéntica, reemplazando las chances 1
y 5 anteriores con un lanzamiento de un dado, por las chan-
ces 1 y 35 por un lanzamiento con dos dados, lo que le da,
como valoracién del primer lanzamiento para el primer juga-
dor, %s (entre los 36 posibles lanzamientos de dos dados sélo
hay 1 que favorece al jugador que lanza), o bien, e; = Y%s, en
términos de esperanza del primer jugador, si el total apostado
es 1, siendo esta cantidad para el que gana y 0 para el que pier-
de. Para dos lanzamientos (de los dos dados a la vez), Huygens
encuentra como relacion entre las esperanzas del jugador que
lanza la ecuacién recurrente

donde sustituyendo e;, tenemos el resultado e, = "Vizo6: espe-
ranza del jugador que lanza los dos dados apostando por obte-
ner el doble seis en dos lanzamientos consecutivos y cuando
la apuesta total es 1. Podemos interpretar la cantidad anterior
en términos de probabilidades de ganar de ambos jugadores,
o parafraseando a Huygens, la relacién entre las chances de
ambos jugadores es como 71 (para el que lanza) a 1225, o sea
1296 — 71, para el otro jugador. Por tanto, la opcién de dos
lanzamientos sigue siendo muy desfavorable para el jugador
que lanza.

Llegado a este punto, Huygens observa que necesita acelerar
la recurrencia para no hacer los calculos excesivamente
tediosos.

Entonces, utiliza los nimeros anteriores, 71 y 1225, para sal-
tar de la situacién de 2 lanzamientos con los dados a la de 4.
Senala que el recorrido desde e, hasta e; es similar al de e,
hasta el final. Usando las chances de este tltimo recorrido
concluye que el jugador que lanza tiene 1225 posibilidades de
llegar a e; y 71 de ganar. Obtiene entonces

_1225 71 _ 178991
1296 > 1296 1679616

€,

por lo que las chances de ambos estan en la relacién 178991 a
1500625, pues 1500625 = 1679616 — 178991.

Después informa que ha usado este método para encontrar es,
eis Y €24, y que, en el dltimo las chances son ligeramente meno-
res que 1:1 (tiene aiin una ligera desventaja), mientras que con
25 ya hay ventaja para el primer jugador, pues las chances son
superiores a 1:1. Escribimos de nuevo la ecuacién recurrente
que esta planteando:
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5 1
en+1 =_€n+—, e =— }’Z=1,2,...
36 ° 36 36

Con esta termina lo que Huygens explica sobre este caso.
Completamos nosotros la resolucién del problema afiadiendo
las funciones f; gy 1 que Huygens construyé para el caso ante-
rior: fln) = 36" — 35", g(n) = 36" y h(n) = 35"

También deducimos que el niimero minimo de lanzamientos,
no, para que haya mas alternativas favorables al seis doble que
en contra, debe verificar la desigualdad 36™ >2.35™ .

En la tabla siguiente comprobamos que dicho niimero mini-
mo ha de ser 25, y no 24 como argumentaba el caballero de
Meére. No presentamos las potencias exactas, sino aproxima-
ciones en las que aparecen las primeras cifras, puesto que son
suficientes para efectuar las comparaciones.

N.° de lanzamientos ” »
del gran dado 36 2:35
24 2,24 - 10%7 2,28 - 10%7
25 8,08 - 10¥ 7,99 - 10¥

Asi, la probabilidad de obtener al menos un seis doble en 24
tiradas es

36 —35% 35\
B _(g) =0'49140388...

Mientras que la de obtenerlo en 25 tiradas es

3625_3525 35 25
36—25:1_(£) =0'50553154...

En la proposicion 12, Huygens presenta el siguiente problema:

Encontrar el nimero de dados con el que se puede aceptar
lanzar 2 seises en la primera tirada.

O sea, con cuantos dados apostaria un jugador con ventaja, a
conseguir dos seis en un solo lanzamiento de todos ellos. Esto
es, obviamente, una generalizacion de las proposiciones 10 y
11. Huygens reformula el problema como sigue:

Encontrar cudntas tiradas de un dado son necesarias para
tener al menos una chance igual de conseguir dos seises.

En términos de esperanza, sea e, la del jugador que lanza
cuando apuesta que conseguira al menos 2 seises en # lanza-
mientos. Hablando en términos de probabilidad, Huygens

plantea la siguiente ecuacién recurrente para resolver este
problema: La probabilidad de obtener al menos 2 seises en n+1
lanzamientos es igual al producto de la probabilidad de obte-
ner al menos 1 seis en primer lanzamiento por la probabilidad
de obtener al menos 1 seis en los n lanzamientos ultimos mds
la probabilidad de no obtener seises en el primer lanzamiento
por la probabilidad de obtener al menos 2 seises en los n lan-
zamientos ultimos.

Observamos que la tltima probabilidad del segundo miembro
es la misma que la del primer miembro pero con n lanza-
mientos en lugar de # + 1. Ahi estd la clave de la ecuacién
recurrente que Huygens obtiene para este problema. Ademads,
la probabilidad de obtener al menos un seis en n lanzamien-
tos es la complementaria de la de no obtener ninguno en esos
lanzamientos, o sea:

6

{obtener al menos 1 seis en 105} ( 5 ]”

n lanzamientos ultimos

Si la apuesta es 1, la probabilidad se convierte en esperanza
del jugador que lanza y la ecuacion recurrente de Huygens

toma la forma
1 5"\ 5
en+l == 1 -~ + _en
6 6 6

lo que, partiendo de e; = %s, encuentra es = 1%ais, y asi hasta
ei0, que es ligeramente superior a 0,5. Escribe:

...tomando asi cada vez un lanzamiento mds, se encuentra
que se puede aceptar con ventaja cuando el numero de lan-
zamientos es 10. O sea, con 7 = 10 dard una ventaja ligera-
mente superior a 1:1.

Con esto termina lo que Huygens aporta a la resolucién del
problema que nos ocupa en su tratado. Hemos de notar que,
como se ha visto, Huygens no utiliza logaritmos para facilitar
el calculo. Korteweg (1920) sefala que ese hecho ha impedido
a Huygens la generalizacion del problema. Se pregunta

¢Por qué Huygens se limitd en su tratado de 1657 al caso de
uno y dos dados y no ha sabido resolver el problema en este
ltimo caso nada mds que por unos cdlculos que debian ser
bastante penosos?

Y anade

Es cierto que el calculo de los logaritmos no parece haber
formado parte de los cursos ensefiados por van Schooten y
que se encuentra en los manuscritos de Huygens, alguno
escrito antes de 1661... Sin embargo, parece inadmisible
que Huygens no haya tenido conocimiento antes de 1657
de una rama tan importante de la matematica, sin duda
bien conocida en Holanda por los trabajos de Vlack!.



Caramuel

Juan Caramuel vy
Lobkowitz (1606 —
1682), nacido en
Madrid, estudia hu-
manidades y filoso-
fia en la Universi-
dad de Alcald y a los
17 anos inicia la ca-
rrera eclesiastica in-
gresando en la or-
den del Cister. Pasa
varios afios en los
Paises Bajos donde
recibe una elevada
formaciéon matema-
tica. Publica trata-
dos sobre matemati-
cas y arquitectura y fallece siendo obispo de Vigevano, a unos
50 kilometros de Milan.

Caramuel se nos muestra como un hombre enciclopédico,
que aborda todas las disciplinas del saber con pasién y con
dignidad, aunque sin someterse a ninguna escuela o argu-
mento de autoridad. A veces, se nos presenta como un rebel-
de para la ciencia. Para uno de sus enemigos

tenfa Caramuel ingenio como ocho, elocuencia como cinco
y juicio como dos.

Caramuel se propuso escribir
un curso completo de todas las
matemdticas de su tiempo en
1667 y, durante tres arios,
dedica un arduo esfuerzo a este
asunto, que se vio culminado
con la publicacion en 1670 de
Mathesis biceps. Vetus et nova.

Un hombre asi no podia dejar pasar la oportunidad de ofrecer
su particular visién sobre el célculo naciente en juegos de azar.

Este autor se propuso escribir un curso completo de todas las
matematicas de su tiempo en 1667 y, durante tres afios, dedi-
ca un arduo esfuerzo a este asunto, que se vio culminado con
la publicacién en 1670, en la imprenta de su obispado, en
Campania, de una monumental obra, en dos volimenes, titu-
lada Mathesis biceps. Vetus et nova. La misma esté dividida en
10 sintagmas, 4 en el primer volumen y 6 en el segundo. Sus
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1800 paginas constituyen una auténtica enciclopedia de las
matematicas, recogiéndose en ella todos los conocimientos
matematicos de los antiguos, las aportaciones de los moder-
nos y sus propias contribuciones a esta ciencia. Para Franklin
(2001) esta obra constituye el compendio mds completo de la
ciencia matemdtica publicada hasta aquel momento.

En el Sintagma VI, nuestro autor estudia la Combinatoria,
tema al que ya habia dedicado algtin esfuerzo en su anterior
obra, Mathesis audax. Caramuel sigue el estudio anterior de
Sebastidn Izquierdo?, a quien cita muchas veces. Pero la com-
binatoria es para Caramuel algo mas, es la ramificacion del ars
lulliana que més validez conserva. Considera la combinatoria
como un instrumento indispensable para estudiar cualquier
disciplina, como lo muestra el apartado incluido en este sin-
tagma, el Kybeia3, fragmento que nos interesa, pues es el que
dedica a estudiar los juegos, dando una visién bastante intere-
sante sobre el origen de los mismos, e introduciendo sus prin-
cipios que serviran de base para llevar a cabo los calculos
necesarios en la resolucién de problemas.

Kybeia ocupa las paginas 972-995 del segundo volumen de
Mathesis biceps, o sea, apenas 24 paginas, de las que las ocho
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ultimas estan dedicadas a reproducir el tratado de Huygens
que Caramuel, erréneamente, atribuye al astrénomo danés,
Christiaan Severin Longomontanus.

Igual que sus antecesores, lo primero que se plantea Cara-
muel es definir la situacién de equidad en el juego y, por
tanto, establecer lo que para él era un juego justo. Introduce
el término peligro, tan espafiol, como sinénimo del mads
actual riesgo. Y también, el término esperanza como lo con-
trario de peligro. Como primer principio establece que en
una partida no sélo debe saberse de antemano si existe peli-
gro, sino también cudnto. Pues la cantidad de dinero a arries-
gar depende de la cantidad de peligro. O sea, a mayor peligro
menos dinero a apostar.

El articulo III de Kybeia estd
dedicado a la resolucion de
problemas del tipo de los del
Caballero de Méré. Ahora bien,
solo trata los casos en los que se
lanza un unico dado, que son
los recogidos por Huygens en su
proposicion 10.

Se propone, por tanto, medir la cantidad de esperanza y peli-
gro que tiene cada jugador y definir su apuesta en funcién de
ello. Como uno de sus ejemplos ilustrativos, introduce el caso
de un jugador que lanza dos dados al mismo tiempo y se pro-
pone conseguir un determinado resultado. Para este caso pre-
senta una tabla con las esperanzas y peligros de dicho jugador,
equivalentes a lo que hoy llamamos casos favorables y casos
desfavorables y, entonces, ailade una tabla de apuestas en
situaciones de desigual probabilidad. Asi, de manera implici-
ta estd construyendo una tabla con las probabilidades de obte-
ner los diferentes resultados al lanzar dos dados. Nos dice que
si, por ejemplo, un jugador apuesta a que la suma de las pun-
tuaciones de los dos dados al ser lanzados sera 7, entonces,
este jugador tiene 6 esperanzas (6 resultados favorables) y 30
peligros (30 posibles lanzamientos de dos dados que no
suman 7) por lo que, si el jugador apuesta una moneda, el que
apuesta en su contra ha de poner cinco (en la proporcion de 6
a 30).

El articulo III de Kybeia esta dedicado a la resolucién de pro-
blemas del tipo de los del Caballero de Méré. Ahora bien, sélo
trata los casos en los que se lanza un tnico dado, que son los
recogidos por Huygens en su proposicion 10. Como veremos,
aunque los resultados que da Caramuel son correctos, su
forma de resolucion es algo distinta a la de Huygens.

En el primer namero del articulo IIl encontramos el caso mas
sencillo: el jugador quiere lanzar un cinco tirando el dado una
sola vez. Para el jugador que lanza, la proporcién entre espe-
ranza y peligro es de 1 a 5 (su probabilidad de ganar el juego
es %). Se pregunta nuestro autor, si el jugador ganase 12
doblones por conseguir ese éxito, jcudnto ha de pagar por
participar en ese juego? Una sexta parte, o sea, 2 doblones.

Después resuelve el caso en el que el jugador intenta conse-
guir un éxito en dos pruebas. Sabemos que dicha probabili-
dad es

1 51 11
==
6 6 6 36

Caramuel obtiene este mismo resultado razonando sobre lo
que deben apostar tanto el que lanza como quien le reta para
que se observe una equidad y, de este modo, la diferencia en la
apuesta se fije conforme a la desigualdad establecida en el
peligro.

Supongamos que el total apostado es de 36 monedas. Si en el
primer lanzamiento el jugador que lanza obtuviese éxito, se
llevaria las 36 monedas, si no, le queda atn un lanzamiento
mds cuya probabilidad es %. Nos dice el autor que este juga-
dor sélo se juega ganancia en el primer lanzamiento: o bien lo
gana todo (y no se efectiia el segundo lanzamiento), o bien,
gana su derecho a una segunda tirada cuyo valor es 6, o sea, %
de 36 (introduce también, como Huygens, la valoracién de
una partida que no se ha jugado, o sea, la valoracién de una
situacion de incertidumbre). Entonces, si la segunda tirada
vale 6y, en total, puede ganar 36, los 30 de diferencia (el resto
lo llama Caramuel) son los que se utilizan para saber lo que se
acumula a esos 6 a la hora de valorar la primera tirada: la sexta
parte de esos 30, que es 5, sumados a los 6 de la segunda tira-
da nos dan 11, siendo ésta la valoracién inicial del juego para
el jugador que lanza. La diferencia hasta 36, o sea 25, es la
valoracidn para el otro jugador.

Con un razonamiento recurrente resuelve el caso en el que se
intenta conseguir un éxito en tres pruebas. Segin lo anterior,
el valor del segundo lanzamiento es Y4s. O sea, si se apuestan
36 monedas, el segundo lanzamiento (la posibilidad de lanzar
una segunda y una tercera vez, para ser mas correcto) vale 11
monedas. La diferencia con 36 es 25. Pues bien, % de 25 es lo
que hay que sumar a esos 11 para valorar la primera tirada, o
la posibilidad de intentarlo en tres pruebas, resultando 15-%
de las 36. O sea, la probabilidad de conseguir éxito en tres lan-
zamientos es (15-%)/36 pero

como me parece que no te gustan las fracciones de fraccio-
nes, dividamos estos niimeros por seis: asi, (15-%)/36 se con-
vierte en %zs.
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N.° de intentos Apuesta del jugador Apuesta del contrario
1 14 1-1)a=24
6 6 6
1 1 1
—A+—(1——) = 1- A——5A0b1en,
9 6 6 6 36 36
1 5 11 5 1 5
6 36 36 6 6 6 36
(l+i)A+ll:1_(l+5j}A_ 1— 1+ 5 +25 A—EA
3 6 36) 6L (6 36 6 36 216 216
1 5 25 91
= obien,zsA—l~§
6 36 216 216 6 36

Tabla 1

Escribe Caramuel, siendo éste el resultado correcto. Y anade:

Podrés desarrollar esta operacién hasta el infinito, dando
para ello la siguiente regla general: Simale al resultado
inmediatamente anterior, para el que expone, quien tira el
dado, la sexta parte del resto.

Si A es la apuesta total, la tabla 1, construida seguin esta regla,
muestra lo que ha de apostar el jugador que lanza y quien le
reta, segin el nimero de intentos que tiene para conseguirlo.

Por tanto, para saber lo que ha de apostar el contrario, al
aumentar un intento, se resta una sexta parte de lo que apos-
té en el numero de intentos anterior. Una tabla similar, pero
con mas simplificacién en el desarrollo algebraico, es la que
ofrece Caramuel llegando hasta seis intentos.

A continuaciéon aborda la resolucion de este tipo de proble-
mas usando logaritmos (es la primera vez en la historia de la
probabilidad que se usa esta herramienta para resolver el pro-
blema del Caballero de Méré). Ahora bien, el uso de los mis-
mos es so6lo para apoyar los calculos ya realizados. Por ejem-
plo, si el jugador pretende sacar un cinco en tres lanzamien-

tos, y el total apostado es 36, entonces lo que él ha de poner es
36 - *Y41s, y €l contrario 36 - 12%:6. Pues bien, el célculo de esa
cantidad lo lleva a cabo tomando primero el logaritmo de la
misma Y, luego, el antilogaritmo, siendo éste para el jugador
contrario 20,834, por lo que el que lanza debe apostar 15,166.
De esta forma presenta una tabla donde, en la primera colum-
na estd el numero de intentos, en la segunda, el logaritmo de
la cantidad que debe apostar el contrario, en la tercera el anti-
logaritmo, o sea, la cantidad que debe apostar el contrario en
forma decimal (no fraccionaria), en la cuarta, lo que debe
apostar el que lanza (también en forma decimal), y en la dlti-
ma, la opinién mds generalizada entre los jugadores respecto
a como se debia apostar y que difiere sensiblemente de sus
propios calculos. Esta columna demuestra, ademds, que
Caramuel conocia bastante bien estos ambientes de juego.

NOTAS

1 Al Trigonometria Artificialis, sive Magnus Canon Triangulorum
Logarithmus, del afio 1663.

2 Pharus Scientarum, 1659, Disp. XXIX, De Combinatione.
3 En griego Kybeia significa juego de dados.




SUMA 56
Noviembre 2007

Tabla de Caramuel

Luego apostaré

Opinidén general

contra 6=000

6 contra 30. Total 36

contra 11=000

12 contra 24. Total 36

contra 15=166

18 contra 18. Total 36

contra 19=638

24 contra 12. Total 36

contra 22=532

30 contra 6. Total 36

contra 23=944

36 contra 6. Total 36

contra 25=953

contra 27=627

contra 29=023

contra 30=186

Si tengcl)) L<:1111;e::0sacar el Lo%e;r;irgnos Wi il s
De una vez 1,47712 30=000
En dos 1,39794 25=000
En tres 1,31876 20=834
En cuatro 1,23958 17=362
En cinco 1,16040 14=468
En seis 1,08122 12=056
En siete 1,00204 10=047
En ocho 0.92286 8=373
En nueve 0.84368 6=977
En diez 0.76450 5=814
En once 0,68532 C
0,79180 D
1,47712 E Suma de ambos 36,000 F

El signo = entre las cifras de la segunda y tercera columnas
representa la coma decimal.
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de falsa posicion: un estudio historico

murante muchos siglos los métodos aritméticos fueron
utilizados en la resolucién de problemas (entre ellos aquellos
para cuya solucidn habia que plantear y resolver una ecuacién
lineal). Sin embargo, con la aparicién del algebra, los métodos
algebraicos fueron sustituyendo paulatinamente a éstos hasta
relegarlos a meros métodos de aproximacion. Este es el caso
de la regla de falsa posicion, utilizada hasta el siglo XVIII.

Puede resultar interesante, desde el punto de vista de la
diddctica de las matemdticas, analizar la evolucién de dicho
método en los textos histéricos incidiendo en las causas de su
desaparicion, asi como en las consecuencias que ha acarrea-
do para la ensenanza.

Los primeros tratados de
aritmética tenian como objeto
servir para la resolucioén de un
determinado tipo de problemas.

Este andlisis, realizado para la regla de falsa posicidn, es
extensible para otros métodos aritméticos. En Gémez (1999):
se analiza el caso de la regla de compaiiia, obteniéndose aqui
conclusiones similares.

Lo que subyace a este proceso de sustitucién de unos méto-
dos por otros es un cambio en el enfoque metodoldgico. La
potencia de los métodos algebraicos ha podido con los méto-
dos aritméticos, mds intuitivos, y que, en ocasiones, recurren
a cantidades no naturales. Ademads, cada uno de ellos respon-
de a un enfoque radicalmente distinto. Los primeros tratados
de aritmética tenian como objeto servir para la resolucién de
un determinado tipo de problemas. Por ello, los textos se con-
cebian como una coleccién de problemas. No hay un afian
pedagogico sino un propésito practico. A medida que trans-
curre el tiempo, la cantidad de métodos va proliferando, asi
como la variedad de problemas, por lo que se produce un pri-
mer intento de concentracion de cada tipo de problemas alre-
dedor de un método canénico de resolucion. El siguiente
paso, que involucra un planteamiento didactico contrapues-
to, es la utilizacién de los métodos algebraicos para resolver
dichos problemas.

Abilio Orts Muioz
1ES Benlliure.
Valencia.
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El marco tedrico

En el presente trabajo se ha seguido un marco teérico basado
en la revision de documentos histdricos. Asi, se realiza un
estudio de la regla de falsa posicién a partir de diferentes tex-
tos, desde el papiro de Rhind (1650 a. C.), donde la regla cita-
da era el método utilizado para resolver problemas, hasta tex-
tos del siglo XIX (Tratado Elemental de Matematicas de J. M.
Vallejo) en el cual ya es considerado como un método eficaz
de aproximacién numérica de ecuaciones (no necesariamente
lineales).

Metodologia

Modelo de competencia formal
;Qué es la regla de falsa posicion?

Se trata de un procedimiento aritmético que permite resolver
ecuaciones lineales. Para ello parte de un valor cualquiera
(método simple) o de dos valores (doble falsa posicién). A
partir de estas falsas posiciones se obtiene la solucion de la
ecuacion por proporcionalidad.

Ejemplo 1: Calcula un ntimero tal que ese nimero més su
mitad sea 15.

Para resolver el problema partimos de un nimero (posicion)
cualquiera. Sea 2 (puesto que de ella es sencillo calcular su
mitad). El nimero, 2, mds su mitad, 1, es 3, distinto de 15. Se
trata de una falsa posicién. Para encontrar la posicién verda-
dera procedemos por proporcionalidad:

2 3

RN

Luego, x = 10.

Ejemplo 2: Halla un niimero tal que cinco veces ese nimero
menos 10 sea 0.

Para resolver este problema por la regla doble partimos de dos
posiciones. Sean 3 y 4. Para 3: 5-3-10 = 5 y para 4: 5-4-10=10.
Tenemos dos falsas posiciones. Para obtener la solucién cal-
culamos:

10-3-5-4
REETOR
que es la solucion del problema.
Gréficamente:
10— T4
5 3

+ Método simple:
Ecuacién: ax = b
Falsa posicion: ax,=e

Solucién:

+ Meétodo de doble falsa posicion:

Por tratarse de una relacion de proporcionalidad la relacién se
puede expresar de forma lineal:

ax+b=0
Para nuestras dos aproximaciones:
ax;+b=e; (1)
ax; +b=e; (2)
Restando ambas expresiones:
alx;-x2) =e;-e; (3)
Multiplicando (1) por x, y (2) por x;:
ax;xz + bx; = e;x;
ax;x; + bx; = exx;
y restando ambas expresiones obtenemos:
b(x2 - x1) = e1x2 - exx; (4)

Por ultimo, dividiendo (4) entre (3):



y como

Revision histérica
Primer periodo: Resolucién por métodos aritméticos.

El método de falsa posicién utilizado para resolver ecuaciones
lineales se remonta a los primeros documentos matematicos
que se conocen. Asi, en el papiro de Rhind (1650 a. C.) los
problemas 24 a 27 son resueltos recurriendo a este procedi-
mientoi,

El problema 24 dice asi: Una cantidad y su séptima parte
suman 19. ;Cudl es esa cantidad?

FrROBLEM 24

e

wde=yll =L TR = P

dom O ue” 12 i :
A= o
= = i
=5 b IS LSBT
1k TN o Fraqg 7=t L&
=ia T W= bt
k - i .t P B [ R A | ] i i . BT e
1
iii"-" :-.]:-. i I-II.' =il i = e M
e [] .l. i i L [ | [l - - H

Problema 24 del Papiro de Rhind. Tomada de Gillings (1982).

Solucién: Tomamos como posicién 7 (es el nimero que per-
mite realizar las operaciones de una forma mads sencilla):

Asi 7 + 7 = 8. Por tanto, se trata de una falsa posicion.

Entonces, el escriba procede de la siguiente manera: Tantas
veces como 8 debe ser multiplicado para dar 19 es tantas
veces como 7 debe ser multiplicado para dar la cantidad
correcta. El resultado es 16 1 %.

SUMA 56

Noviembre 2007
i b
W ~ 16
g +
~3 h, 2
i w1
Tonis z 0 B &
Morw malupde 18 A by 7,
1| ¢ 1 A4
~3 ~% & 4
R R TR
-'._l=:|l- 7 1 S - - 'I-._i:-ng
7 16 A

e anewer, then, w 16 9 0

Solucién del problema 24 propuesta en el papiro de
Rhind. Es interesante observar el método utilizado para
multiplicar basado en la duplicacién y particién (divisién
entre 2) asi como el empleo de fracciones unitarias.
Tomado de Gillings (1982).

Las matematicas chinas también utilizaron la regla de falsa
posicién. El libro mas célebre de la época Zhui Zhang Suan
Shu (El arte matematico en nueve secciones), escrito alrededor
del ano 250 a.C., contiene 246 problemas sobre agrimensura,
agricultura, pertenencia de bienes, contribucién, calculo de
longitudes y superficies, solucion de ecuaciones y propiedades
de los tridngulos rectangulos. En la seccién séptima se utiliza
la regla de falsa posicién para resolver ecuaciones lineales.

Posteriormente, en el siglo III d.C., aparece en los Sulvasiitras
como ayuda para resolver problemas que permitieran la cons-
truccién de templos. Uno de ellos es el siguiente:

Halla el drea de un onociendo el otro lado y
sabiendo que.su a de un cuadrado dado.

Es deci ; e trata d
el Lilavati es la
ro asumido.

r una ecuacion del tipo ax = S. En
Arman u operacion con un name-

ico a través de los
sta Abu Kamil
el método de

Lo onocieron este método aritir
maes 0s. En los si X, el
resuelve problemas de e ineal
simple y doble falsa posiciér_h_

ibonacci) utiliza el término elch
itaayn) para designar la regla
el capitulo 13 del Liber Abac

Leonardo de Pisa
arabe hisab a
falsa posicion.

aym (del
a doble
ap. 13:

Sobre el método Elchataym y como en él so eltos facil-
mente todos los pre ) explica este método en detalle y lo
usa para resolver problemas. Anteriormente, € apitulo 12,
habia presentado la regla d ple falsa p .

Los posteriores tra
zando la regla

57
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siguiente problema propuesto por Luca Di Borgo (Luca

Pacioli):
L 1 i
¥ T T Pt il | i
Una persona compra una joya por una cierta cantidad des-
conocida de fiorini y la vende por 50. Urlalvel rpahzada la, 14
operacién obtiene unos beneficios de 3 ¥ soldi por ca,da'

fiorino, que contiene 100 soldi. Pregunt(z eliprimer casté.
R - |

En Espafia, en 1482, Francesc Santclimefiti# presenta la regla .

de falsa posicién®, distinguiendo tres casos en la resolucién de
la ecuacion ax A% LIGCIIY O L0 B
1. que x; y %3 séanl ambos| maygre$ qué ic; (@l lca'l'cula:rl i
ax;+by axs +b) Santcl}ment d1ce que ambas, posiéio-
nes dan mds. i | 1l il el O
2. que x;y % sean mds pequenas que c; Santchment dice
que ambas'posmlon.es dan menos! ! i
3. que x; y x; sean alternos Santchment d1ce que una

posicién da mds y-otra menos: - i Liqak § 4

NP ' 1di%T] 11 T
Esta distincién én tres casos'perdira todavia en el Triatadb de’.

Arithmetica Prdctica y Speculativa de Perez de Moya» (1573).
Sin embargo, aqui se introddce ya un tratado de la ‘coa o arte
mayor. P . i jBaogd
L i i
Segundo periodo: Convivencia, de ambos métodos :

5

De esta forma, en la pagina 457, recurre a este método para
resolver el siguiente problema:

Dame dos niimeros ent prlqplogci(fnl tripla, que ‘summados ™
hagan 36,

cuya solucién es:

- 1
Para hazer éstalpresuppontfds dué el nihero dsfihalcosa ||
(que se figura assi: 1 co.), el segundo, porque dize que ha de
ser de tripla proportidn, serg 3 co., 16s quiales dos ntinddros 1| | ;
summados montaran 4 co. Estas 4 co. dirds que es ygual a
los 36 niimeras "que qu1$1eraf que yinieran,:x Decir quei4
co. son yguales a 36 nimeros no és ofro su‘lo que 4l'co valén !
36 ndmeros, que pa.rt.ldos 36 a4 v1ene 9.¥: este es el valor
de una cosa. F 1Ll -

Es decir, estd Ire's.ofv.iendl) 1;1. 'ecuac:'ldl; ll,'jne'al p.1 S'x_ =361

mediante un proces:limient(_)I de tig'o algebraico.
- N L ] ¥

Si resolvemos el; problema mediante una solucién de tipo
algebraico obtenémos un diagrama del'siguiénte 'tipo' (en-la’
nomenclatura de Puig, (1996)"):

d {4 :, 14 1
x 3x xgx

En cambio, la solucién aritmética (regla de falsa posicion):

.| '|-| '._ X !-I-:-

i me_r‘tq. seslen_ta.

Supongamos que el nimero es 1. Por tanto, el triple es 3.
Suméndolos obtenemos 4, que se trata de una falsa posicién.
Como 4-9 = 36, entonces 1.9 = 9, que es la solucién correcta:

= 17T T il
También realiza medlante este método otros problemas
1 icomos no comprg, 1, parios por 108 ducados, entre los quales
ay panos que costavan a 9 ducados y otros que costavan a 12,
pidese Jqudntdspiezas ay de cada precio?

{Petd no dbandona’ ¢l método de falsa posicién (en la mayoria
de problemas resueltos por esta regla aparecen partes de un

ntmero):, | L T R

' Dame un ‘nikmeto quejuntandose su quinto y su tercio mente 6.

L]

] | 7 'l ~ o . . 7’
Dame'uth 'niméré que brtadiéndole su mitad y tercio mds 9
" | i 1
Uno fue a comprar carneros, y vistos los carneros que avia
menester y los dineros que llevaba, hallé que si comprava cada
cayuero a 20 reales.le faltavan 10 ducados, si los comprava a

18'reales le'sobravan 6 ducados, pidese: ;qudntos eran los car-
neros y qudntos ducados llevava?

Unoihizo tres vm](is, en elgrimero doblé el dinero que sacé de
su casa y gasto' 12 ducados, en el segundo tresdobls y gasté 7
ducac{os, e e‘ tercero d.oblo lo que le avia quedado de los pri-
meros viajes'y gastd 9.'Al'fin de todos tres viajes hizo cuenta
qué dinero itenia yy Imlfoqe con tres ducados, pidese: ;qudnto
saco de su casa?

I 15 | 1 1
Parece que, debido a las dificultades que tienen para manejar
eXp?esipnes-algebr,aicasé todayia recurren a diferentes méto-
dos aritméticos para resolver problemas de mayor dificultad.
Por elld, en ellibro tercero édiincia un gran numero de méto-
dos: regla de tres, regla de compaiifa, division de rentas ecle-
sidsticastyiaveriguacion dé algunos contratos y leyes que con-
sisten ‘en cuenta, pujas (que dizen) de rentas, regla que dizen
de baratar o trocdr: f)aratalsm!ple, barata compuesta y barata
con tiempo, regla de anea)es, regla de una y dos falsas posi-
ciones y finezas de oro y plataly sus aleaciones.

Posteriormente, en 1715, Andrés Puig publica una
Arithmetica Especulativa y Practica; y Arte de Algebravii en el
que también se exponen ambos métodos: el aritmético y el



algebraico. Asi, en el libro cuarto (pg. 225) introduce la regla
de una y dos falsas posiciones.

En el capitulo III define la falsa posicién como:

No es otra cosa que de un numero fingido hallar, y alcan-
zar la verdad de lo que se pide. Llamaronle falsa posicion,
no porque nos ensefle cosa falsa, sino porque de numero
fingido, o imaginado se alcanza la verdadera respuesta de
la demanda. Dividese en simple, y en compuesta; la simple
es quando con un solo numero fingido, o imaginado se
alcanza lo que se pide. La compuesta, es quando para res-
ponder en alguna question se han de fingir, e imaginar dos
numeros, 0 mas, como adelante veras: Advirtiendo, que
todos los exemplos o demandas de la simple se pueden
hazer por la compuesta, pero no al contrario. (pg. 241).

Mas adelante, en el capitulo IV en el que pone ejemplos de las
dos falsas posiciones, comienza con una aclaracién interesan-
te al lector pues en los anteriores textos no se hacia constar:

De dos modos acostumbran los Arithmeticos ensefar esta
regla de dos falsas posiciones, de los quales he determina-
do tratar primeramente el menos usado; pero como dizen
el mas celebrado de los mas insignes Autores, el mas curio-
so, facil y breve, y de mas arte, que es la regla de tres,
tomando por el primer numero, la diferencia de los dos
errores o la suma de aquellos; y por segundo numero, la
diferencia que huviere entre los dos numeros fingidos, y el
tercero numero serd el numero que mas se llegara a la ver-
dad, y el cociente se anadird o quitard del numero fingido
que mas se allegara a la verdad, segtin la demanda pidiere,
lo que con los exemplos siguientes entenderas.

Exemplo I: Dame tres numeros que el segundo sea duplicado
del primero menos 19, y el tercero sea triplicado del segundo
mas 39 y que sumado montan 1748.

Pon que el primero sea 240. Segiin esto el segundo sera 461, esto
es el duplo del primero menos 19, y tercero sera 1422, esto es, el
triplo del segundo mas 39. Y sumados estos tres numeros 240,
461 y 1422 hazen 2123. Porque avian hazer 1748, figurese que
vienen 375 mas de lo que se pide. Por tanto assentards prime-
ramente los 240 que pusistes por el primero, y adelante los 375
que vienen de mas, diziendo, por 240. mas 375. Ya que por la
primera posicion no hallamos la verdad, pongamos por segun-
da posicion que el primero numero de los tres que se piden sea
200, el segundo sera 381 y el tercero 1182 y sumados hazen
1763 que son 15 mas de los 1748. Por tanto assentards esta
segunda posicion, diziendo, por 200. mas 15 lo que assentards
debaxo de la primera posicion desta manera

Por 240. mds 375
Por 200. mds 15

Mira ahora la diferencia de los errores, y hallaras sea 360. Mira
assimismo la diferencia de los numeros fingidos, y hallards ser
40. Di ahora por regla de tres: si 360. vienen de 40. de quantos
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vendran 152 (error que mas se allega a la verdad). Sigue la regla
y hallaras lo que quitards del numero fingido que mas se alle-
ga a la verdad que es 200 (por razon que dize mas, si dixera
menos se ariadieran) y quedaran 198vii por el primer numero
demandado, y segiin esto el segundo sera y el tercero 1172, y
sumados hazen 1748, como se propone. (pp. 245 a 247).

En cuanto al segundo método aritmético empleado para
resolver problemas mediante las dos falsas posiciones, Puig lo
introduce del siguiente modo: Aora passarémos adelante,
declarando el otro modo mas frequentado de los Arithmeticos,
y hazese multiplicando en cruz los numeros fingidos por los
errores, y luego seguir las reglas del mas, y menos, que dizen,
que mas, y mas con el menos, y menos se han de restar; y que
el mas, y menos con el menos, y mas, se han de sumar; lo que
con los siguientes exemplos entenderds.

Exemplo 11: Dame dos numeros, que el primero junto con 12.
del segundo, la suma sea igual con la resta del segundo; y el
segundo junto con 8. del primero, la suma sea duplicada de la
resta del primero.i

Pongamos que el primero sea 12. Sera el segundo 36 porque 12
del primero junto con 12 del segundo, la suma es igual con la
resta del segundo, pero 36 del segundo juntos con 8 del prime-
ro hazen 44 y porque no avian de hazer mas del duplo de 4.
resta del primero; figurese que hazen 36. mas de lo que avian
de hazer: di, pues, por 12. mas 36. Luego pon por segunda posi-
cion que el primero sea 24 y seguin esto, el segundo fuere 48. en
los quales se considera la primera propiedad, pero 48. juntos
con 8. del primero hazen 56. y no avian de hazer mas de 32.
esto es el duplo de la resta del primero quitados los 8. Figurese,
pues, que vienen 24. de mas, por tanto dirds por 24. mas 24.
Hecho esto multiplicaras en cruz los numeros fingidos por los
errores, poniendo las multiplicaciones adelante dzia la mano
derecha, desta manera.

Por 12. mds 36, —— 864
Por 24. mds 24. —— 288

Aora porque los dos errores son mas, quitaras la una multipli-
cacion de la otra, y quedardn 576. los quales partirds por la
resta, 0 diferencia de los errores, que es 12. y vendrdn 48. por
el numero primero de los dos que se piden; y porque este pri-
mero junto con 12. del segundo hazen 60. y estos han de ser
iguales a la resta del segundo, por tanto se sigue, que el segun-
do sera 72. esto es, 60 que le han de quedar, y 12. que ha de dar
al primero; y es assi, porque 72. del segundo juntos con 8. del
primero hazen 80, esto es el duplo de los 48. del primero qui-
tados los 8. como se propone. (pp. 252-253).

En el libro quinto se establecen los principios del dlgebra. Sin
embargo todavia persisten los problemas en el manejo de
expresiones algebraicas:
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Considerando la mucha dificultad que trae consigo la regla
que en los capitulos 9 y 10 deste libro he enunciado... (pg.
407)*.

Por tanto, se destaca el método algebraico por su caracter de
regla general pero, debida a las complicaciones resefiadas, no
permite resolver problemas con la familiaridad con que lo
hacen los métodos aritméticos, y en particular, la regla de dos
falsas posiciones.

En opinién de Usén y Ramirez (2001):

Lo que parece muy probable es que convivieran en la época
sistemas artesanales de resolucién de problemas como la
regla de la falsa posicién (se sabe que los chinos la maneja-
ban desde épocas muy antiguas), con los procedimientos
algebraicos que empezarian a abrirse paso. La creatividad
de Al-Khwarizmi, suponiendo que fuera el primero, estaria
en haber optado, con acierto, por lo que consideré méto-
dos generales de trabajo. Su libro sobre algebra no contie-
ne ni una sola referencia a la falsa posicién que si aparece
en algunos textos italianos del Renacimiento.»

En sentido similar se expresa Vallejo:
Hemos dicho que las proporciones eran los recursos de que

se valian los antiguos para suplir la falta del Andlisis.*

Tercer periodo: Resolucion por métodos algebraicos

Vallejo agrupa todos los métodos aritméticos bajo el titulo De
la regla de tres y de otros métodos que dependen de ella.
Respecto de la regla de falsa posicion dice:

Supongamos x el niimero que buscamos, a y b los dos niimeros
supuestos y o y B las dos equivocaciones:

ab—ba
Xx=—

(dos equivocaciones positivas)

_ab+ba

b (si b <0,es decir, una equivocacion negativa)
a+

ab+ ba
=220

a+b
(si @,b <0,es decir,dos equivocaciones negativas)

Como se ve, ya enuncia la regla recurriendo a expresiones
algebraicas, aunque todavia necesita recurrir a la distincién
del valor de x segtn el signo de la equivocacién. Sin embargo,
antes de introducir la regla de tres y sus aplicaciones ya ha
explicado métodos (algebraicos) de resolucién de ecuaciones
(hasta cuarto grado) y sistemas. La gran importancia de la
regla de falsa posicién reside ahora en su potencia como
nuevo método seguro y general, que hasta el presente no se le

conoce ningin vacio, limite, ni excepcion para encontrar las
raices reales de las ecuaciones numeéricas de todos los grados,
an en las que se resisten a cuantos medios y recursos ofrecen
los tratados mds sublimes de las Matemadticas, incluso los que
suministra el cdlculo Infinitesimal (pg. 348).

A continuacién inserta un apéndice en el que resuelve 29
ecuaciones de diferente grado (entre 5 y 80) por el método de
la doble falsa posicién. Ademds de resolver ecuaciones poli-
némicas también resuelve ecuaciones transcendentes como

x =1,4423

En la actualidad, el método de falsa posicién ha desaparecido
del curriculo.

Con la universalizacion del
dlgebra, la regla de falsa
posicion es relegada a método
de aproximacion numérica y
desaparece del curriculo escolar.

Conclusiones

El estudio de los textos histéricos muestra una evolucion en el
tratamiento de la regla de falsa posicién, que nos permite
resaltar los siguientes rasgos:

+ Un primer momento en el que el interés se centra en
aspectos précticos (transacciones comerciales), de ahi
que se presente la regla dentro de un conjunto de
ejemplos concretos y particulares.

+ Un segundo momento en el que, tras la aparicién del
algebra, comienzan a combinarse ambos métodos.

Finalmente, con la universalizacién del élgebra, la regla de
falsa posicion es relegada a método de aproximacién numéri-
ca y desaparece del curriculo escolar.

Esta evolucion no es exclusiva de la regla de falsa posicién
sino que puede extenderse a otros métodos aritméticos. En
particular, en Gémez (1999) se expone, para las reglas de
compaiifa, un proceso similar: el paso de un planteamiento
centrado estrictamente en la resolucion de ejemplos concretos
y particulares a un planteamiento centrado en la resolucion de
un problema general, el paso de ofrecer métodos alternativos



de apariencia inconexa, a ofrecer un método general, bien en
su version algebraica o bien en su version aritmética.

Durante el desarrollo de la revision histérica se ha indicado
cudles pueden haber sido las causas del abandono de la regla
de falsa posiciéon en beneficio del método cartesiano.
Posiblemente el principal motivo sea un cambio en el enfoque
metodolégico: el método cartesiano resulta mdas natural, ade-
mds de tener un cardcter universal (permite resolver todo tipo
de problemas), frente a la regla de falsa posicién que tnica-
mente es vélida para problemas cuya solucién viene dada al
resolver una ecuacién lineal. En la eleccién de un método
algebraico como método idéneo para la ensenanza ha influi-
do también el caracter reglado, y por tanto memoristico, de la
regla de falsa posicién.

NOTAS
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Ademis, el método cartesiano permite incidir no solo en la
solucion del problema sino en el proceso realizado para tal fin,
es decir, mejora la competencia de los alumnos en la resolu-
cién de problemas, les dota de una serie de herramientas para
mejorar en este campo. Si bien en el método cartesiano hay
un paso que provoca enormes dificultades a los alumnos: la
traduccion del problema al lenguaje simbdlico, y que es inne-
cesario si se resuelve mediante una solucién aritmética (sin
necesidad de plantear las correspondientes ecuaciones linea-
les). En mi opinion, el beneficio obtenido al no tener que tra-
ducir al lenguaje simbdlico el problema no contrarresta las
dificultades que el método de falsa posicion presenta, algunas
de ellas debidas a las dificultades que tienen los alumnos para
entender el concepto de proporcionalidad entre dos magnitu-
des. H
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Cambio climatico en 4° de ESO

l cambio climdtico es, indudablemente, un tema de
actualidad y una de las principales cuestiones cientificas en
estos momentos: ;Se estd produciendo un cambio en el
clima? en caso de ser asi, ;son las actividades humanas las
responsables? ;Cuales serdn sus consecuencias?

Si los prondsticos mas pesimistas son correctos, los ciudada-
nos del mundo quizds debamos adoptar complicadas decisio-
nes sobre nuestro comodo modo de vida actual para evitar
esas consecuencias, y esas decisiones debamos empezar a
tomarlas ya.

Por el contrario, es posible que no debamos preocuparnos
tanto, y que los posibles efectos sean mucho menos graves y
faciles de corregir.

Parece un tema interesante para llevar al aula, pero lejos de
las posibilidades de nuestra materia.

Abordar, con las limitadas herramientas de las Matematicas
de secundaria, ese tipo de cuestiones tan complejas parece
una tarea imposible, méxime si queremos hacerlo de forma
rigurosa.

Claro que, por otra parte, existen ordenadores, calculadoras...

¢Podemos estudiar de un modo cientifico y riguroso el cam-
bio climatico en secundaria?

Realmente, quizds deberiamos invertir el sentido de la pre-
gunta: ;Tiene sentido ensefiar unas Matematicas que no per-
mitan estudiar de forma rigurosa esas cuestiones?

El gran matemadtico Sixto Rios (1975) definia la Matematica
como el estudio de diversos modelos y describia el proceso de
elaboracion de esos modelos mediante el esquema:

Realidad Axiomatica
Contextualizacién
Desarrollo
matematico
Descontextualizacion
Aplicaciones Teorfa matemadtica

En secundaria, nuestros esfuerzos se centran en la ensefianza
de desarrollos matematicos ya elaborados, esencialmente

Francisco Manuel Rodriguez Mayo
IES Miguel Angel Gonzdlez Estévez
Vilagarcia de Arousa. Pontevedra




SUMA 56
Noviembre 2007

algoritmos de calculo numérico y simbdlico, pero sélo de
forma marginal se aborda su aplicacién a problemas reales.

En mi opinién hay al menos dos aspectos que deberian tratar-
se con mayor profundidad:

o Abrir la posibilidad de emplear otros algoritmos
mucho méds potentes (TIC, calculadoras grificas, etc) y
valorar mas positivamente los algoritmos desarrolla-
dos por los propios alumnos.

+ Aplicar los conceptos matematicos a situaciones reales
en las que muestren su utilidad.

Son aspectos relacionados. La utilizacion de TIC permite cen-
trarse en los aspectos interpretativos de los modelos y aplicar-
los a situaciones totalmente reales.

Este articulo pretende mostrar como podemos llevar las Ma-
temadticas que ensefiamos un poco mas alld y emplearlas en la
resolucion de problemas reales de forma totalmente rigurosa
y cientifica, utilizando versiones intuitivas de conceptos apa-
rentemente complejos.

Solo necesitaremos algunos datos accesibles en Internet y
emplear algunas herramientas simples que cualquiera alumno
de bachillerato o incluso de los tltimos cursos de la ESO pue-
den comprender.

Esas herramientas matemaéticas son, en este caso, la nocién de
recta de regresion (no su célculo) y la dependencia e indepen-
dencia de sucesos.

Rectas de regresion

En secundaria, dedicamos una gran cantidad de tiempo a
ensefiar la manipulacién de funciones polinémicas de primer
grado: dibujamos sus graficas, calculamos los puntos de corte
de esas graficas con los ejes de coordenadas, incluso encon-
tramos la férmula de la funcién correspondiente a una tabla
de valores dada (valores rigurosamente funcionales claro).

Finalmente, algunos alumnos, seran capaces de resolver esos
ejercicios con cierta destreza, pero dificilmente serdn capaces
de aplicar esos conocimientos a situaciones diferentes a las
propuestas en el aula ni comprenderdn el interés de su apren-
dizaje.

La aplicacién a situaciones reales s6lo requiere un pequeiio
paso mads. Introducir la nocién de recta de regresién: es la
recta que mejor se adapta a un conjunto de puntos.

De considerarlo necesario, se puede proponer un ejemplo de
una tabla de valores no estrictamente funcional (peso y estatu-
ra, temperaturas en varios dias anteriores...) y encontrar la recta

que, a ojo, mejor se adapte a esos valores e, incluso, comparar
esa recta con la calculada por un ordenador o calculadora.

Dependencia e independencia de sucesos

El concepto de independencia de sucesos es dificil de enten-
der pero, al menos en mi comunidad, figura en el curriculo de
4° de ESO y también en los libros de textol.

Curiosamente se estudia en situaciones mas o menos compli-
cadas de juegos con bolas o naipes pero no en situaciones rea-
les partiendo de tablas de contingencia, mucho mds intere-
santes y sencillas.

Una tabla de contingencia es, simplemente, una tabla de doble
entrada:

B No B Totales
A nii ni2 M2-= N1+ M52
No A o 22 H2-= N2j+ N22
Totales M.1= M1+ M21 | M= M2 4 N22 n

Nuestro interés sera contrastar la dependencia o independen-
cia de los sucesos A y B, comparando sus probabilidades con
las que obtendriamos en caso de ser independientes.

Podemos estimar las probabilidades de cada una de las celdas
por las frecuencias relativas observadas:

+ La probabilidad estimada de la interseccién sera:

P(AﬂB)=%

+ Si fuesen independientes, la probabilidad estimada
serfa:

P(AﬂB)=P(A)~P(B)=”_};-.%

Si esos valores son similares, A y B posiblemente sean inde-
pendientes y no lo seran en caso contrario.



Podemos limitarnos a esa comparacién o aplicar también el
mismo razonamiento a las demas celdas:

+ Probabilidades observadas:

B No B
A P My
n n
No A Tl -]
n n

+ Probabilidades suponiendo independencia:

B No B

A n_-n, n_-n,
I’l2 }’12

No A n,_-n, n, -n,
n n

Como puede observarse, se trata de una version intuitiva de la
prueba Chi-cuadradoi: comparamos las frecuencias relativas
observadas con las tedricas en caso de independencia.

Cambio climdtico

El cambio es inherente al clima, nuestra preocupacién es ave-
riguar si se esta produciendo un aumento global de las tem-
peraturas debido a la actividad humana, calentamiento global
antropogénico (CGA).

Podemos establecer dos etapas en nuestro estudio:

« Andlisis de la situacion: para el que, habitualmente, se
emplean datos observacionales y datos obtenidos con
modelos de simulacién.

« Estudio de las posibles consecuencias en caso de que
se esté produciendo.

Los datos observacionales son fundamentalmente de dos
tipos: datos climéticos directos, obtenidos de mediciones en
estaciones meteoroldgicas que se remontan, como mucho, a
principios del siglo pasado y datos indirectos obtenidos, por
ejemplo, en testigos de hielo en los polos que recogen datos de
hace miles de afios.
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En los testigos de hielo se mide la concentracién de CO; en
burbujas de aire aprisionadas y las concentraciones de dife-
rentes isdtopos variables segun la actividad bioldgica, lo que
permite estimar las temperaturas.

En cuanto a los modelos climaticos, consisten basicamente en
simulaciones por ordenador del intercambio de calor en nues-
tro planeta y su eficacia estd muy testada, por lo que sus con-
clusiones deben, al menos, tenerse en cuentaii.

Este es el panorama en el que nos desenvolveremos pero,
curiosamente, para una primera valoracién sobre la realidad
del CGA, sélo necesitaremos algunos datos accesibles en
Internet, algo de matematicas y herramientas informaticas
simples (hoja de célculo).

Analizando datos

Que la cantidad de CO; en la atmdsfera estd aumentando
debido a las ingentes cantidades emitidas por las actividades
humanas es un dato incontrovertible y que el CO; es un gas de
efecto invernadero es también conocido y aceptado.

En la gréfica podemos ver la concentracién anual media de
CO; desde 1958, medida en partes por millon:
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Anadiendo la recta de regresiéon” podemos interpretar esos

valores con mayor facilidad (se ha cambiado la escala del eje ¥

para facilitar su lectura y se debe tener en cuenta que no
empieza en 0):
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La pendiente de la recta de regresién indica el aumento anual
medio, 1,39 ppm/aiio de CO;. 66,5 ppm desde 1958 (un 21%).

El cambio es inherente al clima,
nuestra preocupacion es
averiguar si se estd produciendo
un aumento global de las
temperaturas debido a la
actividad humana,
calentamiento global
antropogénico (CGA).

También podemos apreciar que se estd produciendo un
aumento cada vez mas rdpido y que, posiblemente, se obten-
ga un mejor ajuste empleando una funcién exponencial o en
parte exponencial (y = ¢ + a-b), pero la interpretacién resulta
mucho mads facil con la recta de regresion.

En la siguiente grafica aparecen las temperaturas anuales
medias calculadas en base a una serie de estaciones meteorolé-
gicas de todo el mundo y la recta de regresién correspondiente.

Temperaturas medias mundiales
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Puede observarse que la evolucién de las temperaturas dista
mucho de ser lineal pero si se constata un aumento anual gra-
dual de 0,0161 °C, similar a los 0,15 °C por década menciona-
dos en el informe del IPCC.
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Este grafico, igualmente clarificador, corresponde a las dife-
rencias entre la temperatura media anual y la media corres-
pondiente al periodo 1951-1980.

En la grafica de la concentracion de CO, se aprecia un aumen-
to cada vez mads rdpido de la concentracion. ;También se estd

produciendo ese aumento acelerado en las temperaturas?

Podemos comprobarlo estudiando sélo los ultimos 20 afos:

Temperaturas medias mundiales desde 1984
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La pendiente de la recta de regresién es muy superior a la
obtenida para el periodo 1958—2007, lo que confirma la acele-
racién en el aumento de las temperaturas.

Cambio climatico: ;También aqui?

Los datos de la red de estaciones meteoroldgicas de Galicia
permiten estudiar si también aqui se estd produciendo un
aumento de las temperaturas.

La grafica recoge las temperaturas mdaximas diarias en
Luorizéan, Pontevedra (la estacién meteorologica gallega que
registra datos mds antiguos, desde 1958)vi:

40 Temperaturas maximas en Lourizén
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El grosor de la linea corresponde a las variaciones diarias de
la temperatura y las oscilaciones a las variaciones estacionales
a lo largo de un afio. La gréfica de las temperaturas maximas
durante 2005 permite apreciarlo con mds detalle:



Temperaturas maximas en Lourizan en 2005
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Estos datos forman una serie temporal y, para facilitar su
interpretacién, debemos eliminar las variaciones diarias y
estacionales.

Uno de los métodos més habituales para hacerlo es el de
medias méviles que consiste en sustituir cada uno de los datos
por la media de, en este caso, los 365 dias anteriores.

40 Temperaturas maximas en Lourizan
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La linea de medias méviles permite comprobar que, con oscila-
ciones, las temperaturas maximas han aumentado en el periodo
estudiado: hasta 1980 la linea estd casi constantemente por
debajo de 20° y de 1980 en adelante estd por encima.

Uno de los métodos mds
habituales para eliminar las
variaciones diarias y
estacionales es el de medias
moviles, que consiste en
sustituir cada uno de los datos
por la media de, en nuestro
caso, los 365 dias anteriores.

Esta linea también permite apreciar oscilaciones en las tem-
peraturas que pueden abarcar varios anos (un periodo con
méximas bajas en 1962 — 64, por ejemplo).
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Si incluimos ademads la recta de regresion, podemos incluso
cuantificar el aumento producido.

- Temperaturas maximas en Lourizan
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La ecuacion de esa recta es:
y =0,00011142x + 15,8770.
Su pendiente es la variacion diaria media de la temperatura
méxima en Lourizdn desde 1958, aumenta 0,00011142 °C/djia,
es decir 0,04 °C/afo, unas tres veces el aumento medio mun-
dial calculado por el IPCC, si bien debemos destacar que se

trata de temperaturas maximas y no de temperaturas medias.

Podemos repetir el estudio con las temperaturas medias
mensuales:

18 Temperaturas medias mensuales en Lourizan
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En este caso, la ecuacién de la recta de regresion es:
y = 0,000061482x + 12,965.

La pendiente indica un aumento medio de 0,000615 °C/mes,
0,0074 °C/aio, la mitad del calculado por el IPCC.

Comprobemos si, también en Lourizéan, el aumento de tem-
peraturas es cada vez mds répido:




=787

http://visibleearth.nasa.gov/view_rec.php?id
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Temperaturas medias mensuales en Lourizdn desde 1990 Las consecuencias
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1 deb licadovii Arctic Climate Impact Assessment (ACIA)
algo que debe ser explicadov.




Los estudios sobre la evolucién de la capa de hielo en Groen-
landia muestran que efectivamente se esta derritiendo por los
bordes pero también recogen un aumento de espesor en la
zona central (el mapa muestra esa evolucion, las lineas indi-
can las zonas en las que se realizan las mediciones empleando
radar desde aviones) aunque si parece estar produciéndose
una disminucion neta en la cantidad de hielo.

En cualquier caso, ese aumento del nivel del mar seria paula-
tino a lo largo de décadas o incluso siglos. Claro que, para un
pais como el nuestro, ligeros aumentos del nivel del mar pue-
den tener muy desagradables consecuencias econémicas al
reducirse o incluso desaparecer muchas de nuestras playas.

Las consecuencias del CGA aqui

El aumento de fenémenos catastréficos es otro posible efecto
del CGA. Lluvias torrenciales, olas de calor, vientos huraca-
nados forman un terrible panorama. ;Estd aumentando ese
tipo de fenémenos?

Podemos valorar, por ejemplo, si se aprecia un cambio signi-
ficativo en el régimen de lluvias en Lourizan:

Lluvia en Lourizdn (mm/dia)
120 |

100 |
80 |
60 |
40 |

20 |
y=0,000003x’+;4,6718

0 pda. . Py

1/1/58 30/12/65 28/12/73 26/12/81 24/12/89 22/12/97 20/12/05
Lluvia

— 365 per. media mévil (lluvia)

— Lineal (lluvia)

La pendiente de la recta de regresiéon es 0,00000309 mm/dia,
una variacién casi insignificante de 0,001127 mm/ano.

No llueve mds, pero quizas lo haga de forma mds concentrada.
¢Se producen mas lluvias torrenciales (mds de 50 mm/m?2-dia)?

Construimos la siguiente tabla de contingenciavi:
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http://www.nasa.gov/vision/earth/lookingatearth/thinningice.html

Para comprobar si existe alguna relacién entre las dos varia-
bles, comparamos las probabilidades de cada celda con las
que se obtendrian si suponemos que son independientes (en
ese caso las probabilidades de las celdas serian el producto de
la probabilidad de la fila por la de la columna en la que se
encuentra):
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Probabilidades observadas

0,00671 0,64023

0,00330 0,34976

Probabilidades suponiendo independencia

0,00648

0,64046

0,00354 0,34952

No hay diferencias significativas entre las dos tablas. No
podemos afirmar que se esté produciendo un aumento en la
intensidad de las precipitaciones en Lourizan.

NOTAS

También podemos estudiar el nimero de dias con temperatu-
ras maximas muy elevadas (35 °C en Lourizdn es una tempe-
ratura muy alta):

Probabilidades observadas

0,000729 0,647751

0,000897 0,350622

i En el libro de texto que elegimos en nuestro centro para 4° ESO,
se define la independencia de experimentos de forma incorrecta:
Dos o mds experiencias aleatorias se llaman independientes
cuando el resultado de una de ellas no depende del resultado de
las demds.

fors
=4

La prueba Chi-cuadrado es una de las més empleadas. Permite
comparar las frecuencias observadas en un experimento con las
que deberiamos obtener de darse una cierta hipdtesis:

c =2(ni _npi)z

i np;
Donde 7, frecuencias observadas y n-p; frecuencias esperada.

El estadistico y2 sigue una distribucién Chi-cuadrado, si su valor
esta dentro de los mérgenes de confianza establecidos, se consi-
derard que los resultados del experimento encajan con la hipéte-
sis que se deseaba contrastar.

iii Es curioso que predecir el tiempo que hard en Galicia en los pré-
ximos diez dias esté mas alld de las capacidades de los modelos
pero si sea posible estimar con razonable exactitud la evolucién
del clima en el planeta en cientos de afios.

Las razones de esa aparente contradiccién son faciles de enten-
der, los modelos globales sélo deben tener en cuenta unas pocas
variables (emisién de energfa por el Sol, absorcién por la atmés-
fera, albedo...) pero los modelos locales deben describir el com-
portamiento de la atmoésfera y, dado que describir el comporta-
miento de cada dtomo es imposible, se divide la atmdsfera en
prismas (elementos finitos) y se estudia la evolucién de esos ele-
mentos (movimiento, intercambios de calor entre ellos y con el

mar y la tierra, etc.). Son modelos aproximados y sus prediccio-
nes necesariamente limitadas.

iv Para calcular la recta de regresion, sélo necesitamos utilizar la
correspondiente funcién de la hoja de calculo (solo algunas pul-
saciones del ratén).

v Este resultado contradice las afirmaciones de Antén Uriarte
Cantollo en su enormemente interesante articulo Protocolo de
Kioto, opinion de un disidente.

vi Lourizan esta justo a orillas del mar, en la Ria de Pontevedra. Esta
estacién proporciona dos series de datos: manuales, de 1958 a
2005, y autométicos de 2001 en adelante.

Eso obliga a mezclar datos de las dos series, si queremos abar-
car desde 1958 a la actualidad. Datos que no son exactamente
iguales.

Para evitar esas diferencias, se comparan en el intervalo comin
(2001-2005) y se compensa la diferencia (0,46°C mayor para las
temperaturas de la serie automadtica).

Es posible que esa compensacién provoque un cierto desajuste.
En cualquier caso, la influencia en el andlisis de esos valores no
parece muy importante.

vii Esa explicacién ya existe: el CO absorve sélo un estrecho inter-
valo de longitudes de onda que, en la actualidad, ya esta bastan-
te saturado por lo que, para un cierto incremento de temperatu-
ra, se necesitan cantidades cada vez mayores de CO».

viii La tabla puede construirse ficilmente a mano si la cantidad de
datos no es muy alta, lo que no es el caso (unos 18000). Las hojas
de célculo permiten construir esa tabla de forma automatica pero
es necesario una cierta soltura en su manejo.



Probabilidades suponiendo independencia
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En esta ocasidn si que parece apreciarse una mayor probabili-
dad de que se produzcan dias con temperaturas mayores de
35 °C desde el afio 1990, si bien se trata de fenémenos muy

0,001054 0,647426

0,000572 0,350948
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erminamos el articulo anterior afirmando que hay que
aprender a desconfiar de la historia, pero quizas la expresion
no sea muy afortunada: no vemos muchos motivos para leer
a Boyer (1985) con recelo; si con la capacidad critica —como
siempre— activada, pero no con recelo. Ocurre que entre los
muchos libros de divulgacién que proliferan dltimamente,
encontramos cosas que nos dan la sensaciéon de una vuelta
atrds, hacia un tiempo en que Colerus (1972), por ejemplo,
justificaba la hermosa aventura de la ciencia y de la matema-
tica europea por lo que él llamaba, siguiendo a Spengler el
espiritu faustico del occidente moderno'.

I

Hay una historia escrita y hay una historia sublimada por el
arte. Comparemos los Arquimedes de las figuras 1y 2. ;Qué
podemos opinar de la visién que el tenebrismo del barroco
espanol ofrece del genio de Siracusa? ;Una especie de San
Jerénimo, libre por un momento de sus diabdlicas tentacio-
nes? ;Un truhdn que usurpa el papel del cientifico? ;Un hom-
bre de carne y hueso, sin idealizar, mostrando con ello la
pequeiiez y la grandeza del ser humano? jQué diferencia con
los dos Pitagoras, el clasico y el medieval, que figuraban en
nuestro articulo anterior del niimero 55 de SUMA! Concep-
ciones ideoldgicas diferentes plasmadas en pintura o escultu-
ra, reflejando su época y educando a sus contemporaneos,
pero en las tres representaciones comentadas lo que interesa
es el ser humano antes que el resultado de su actividad.

Bebedores de Jerez

Fig. 1: José Ribera, Aquimedes.

NOTA DE LOS EDITORES: En el nimero 55 de SUMA, corres-
pondiente a junio de 2007, en el articulo titulado: En un aula cual-

quiera de un IES cualquiera: el dia a dia, publicado dentro de esta
misma seccidén, aparecia por error como autor Santiago Gutiérrez,
cuando los autores fueron realmente Angel Ramirez Martinez y
Carlos Usén Villalba.

Angel Ramirez Martinez
Carlos Usén Villalba
historia.suma@fespm.org

Desde la historia
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Fig. 2: Grabado de Ar.quimedes de Walter Riff

En el grabado del s. XVI se observa otra actitud. Impregnado
sin duda de optimismo por la ciencia, la ilustracién es ante
todo didactica y, por tanto, simplificada. La ausencia de sim-
bolismo convierte casi a Arquimedes en un personaje de
tebeo; a cambio, se da importancia al hecho cientifico que
aparece representado —adquiere categoria de protagonista— a
la derecha del barrefio en el que se encuentra Arquimedes.

Pero, ciertamente, no pretendemos discutir con las ilustracio-
nes sino con los textos. Nadie se molestard porque un libro de
historia de las matemadticas esté ilustrado con el cuadro de
Ribera o con el grabado de Walter Riff. Quizas si se pudiera
molestar si la ilustraciéon fuera actual, pero esto mismo vale
para los textos: no refiimos con un texto de historia escrito en
el pasado sino con los actuales. Y es que una de las principa-
les tareas de un texto de historia es conformar la opinién
sobre el momento y la sociedad que vive quien escribe. La
Historia no es aséptica por eso mismo: porque, en el fondo,
habla del presente y para el presente. Toda la historia es histo-
ria contempordnea’.

II

Hay un magnifico libro en el que el historiador inglés E. H.
Carr se pregunta ;Qué es la historia? ". En el primer capi-
tulo —E! historiador y los hechos— comenta los dos extre-
mos de oscilacion del péndulo que marca la consideracién
que cada época tiene de lo que es la historia: el positivis-
mo (la historia como ‘ciencia objetiva’: Primero averiguad
los hechos, decian los positivistas; luego deducid de ellos
las conclusiones™) y la historia como experiencia del histo-
riador; nadie la ‘hace’ como no sea el historiador®. Entre
ambos hay puntos intermedios, pero sospechamos que el
tépico empirista sigue vigente como ideologia para
muchas personas, de la misma manera que siguen vigentes

los conceptos de tiempo y espacio absolutos de Kant y
Newton.

Es el mismo tépico que habitualmente encontramos aqui y
alld sobre la ciencia, que también se supone indubitable,
objetiva e infalible. Hace una semana, alumnas de primero
de bachillerato de ciencias sociales se sorprendian cuando
Mateo, su profesor, les comentaba que hay problemas de
matemadticas sin resolver. Ellas parecian creer que estd todo
hecho y, a fin de cuentas, si la didactica de las matematicas
que se sigue en nuestras aulas consigue estos resultados, ;no
serd razonable pensar que la didactica de la historia —igual
de lamentable, por lo general, que la de nuestra asignatura—
produzca efectos parecidos? Y, si matematicos, cientificos e
investigadores de todo tipo, trabajan desinteresada y objeti-
vamente para que todo sea y funcione de la mejor forma
posible, cdmo se va a hacer la historia sino cierta, sin des-
viaciones que la alejen de como fueron las cosas. Estamos
hablando, por supuesto, de la historia académica, la de ‘bata
blanca; no de revisiones interesadas. El investigador serio,
cientifico, no marcado por la ideologia, se ciiie a los hechos.
La ciencia, ya se sabe, no sigue esos interesados caminos: las
manzanas caen segun la gravedad porque el mundo es asi y
César pasé el Rubicén y de ahi se deducen una serie de
hechos, todos ellos objetivos.

Pues bien: el caso es que Carr —en absoluto un relativista—
afirma que el paso del Rubicén es un hecho histérico porque
asi se ha decidido que lo sea. Si este ejemplo resulta excesivo,
pensad en la escasa importancia que los cronistas drabes de su
época dieron a dos momentos que todavia motivan encendi-
dos comentarios entre nosotros: Covadonga y Poitiers. Para
ellos fueron mds determinantes otras batallas posteriores. En
palabras de Carr: El historiador es necesariamente selectivo.
La creencia en un niicleo dseo de hechos histéricos existente
objetivamente y con independencia de la interpretacion del
historiador es una falacia absurda pero dificilisima de des-
arraigar”.

III

La primera frase del libro de David Berlinski (2006), afirma:

La historia de las mateméticas comienza en el afio 532 a.
C., la fecha que sefala el nacimiento del Pitdgoras mate-
matico.

Nos encontramos, otra vez, ante la reivindicaciéon como
hecho histérico de un suceso , que ya era ampliamente acep-
tado como tal. Ya nos ha dicho Carr que este tipo de recono-
cimiento dependerd de una cuestion de interpretacion, pero lo
cierto es que los tépicos fundacionales terminan alcanzando
un arraigo fortisimo. Nos sorprende que reaparezca en un
libro reciente, después de la difusién alcanzada durante 16



afios por obras de divulgacién como Gheverghese (1996) que
sin duda ha tenido que conocer Berlinski. Puestos a apostar,
mds lo hariamos porque haya leido a este autor antes que a
Carr, conocido sobre todo como historiador de la revolucién
rusa. En los dltimos veinte afios se ha producido mucha his-
toria académica y para la divulgacion rebatiendo el mito euro-
centrista y ha dejado poso. Un poso realmente poco profundo
pero suficiente incluso para que algin libro de texto se haya
dado por enterado. De manera que pensamos que si Berlinski
empieza con la reivindicacion del tdpico, lo hace consciente-
mente. Y si lo hace asi, es porque no quiere que pierda fuerza.

Las tres primeras paginas de Ascenso infinito testimonian
hasta qué punto ese empeiio del autor es consciente. La
segunda frase del libro afirma que Pitdgoras habia viajado a
Egipto donde ‘aprendié niimero y medida de los egipcios y
quedé asombrado de la sabiduria de los sacerdotes™™

Una de las principales tareas de un
texto de historia es conformar la
opinion sobre el momento y la
sociedad que vive quien escribe. La
Historia no es aséptica por eso mismo:
porque, en el fondo, habla del presente
y para el presente. Toda la historia es
historia contemporanea.

Hemos leido las dos primeras frases juntas a algtin amigo poco
ducho en historia de las matematicas: un ligero encogimiento
de hombros ante nuestra pausa al terminar la primera —bueno,
eso ya se sabia— y una fuerte sorpresa después de la segunda:
pero, entonces, ;donde empezaron?, ;En Egipto o en Grecia?
Ciertamente nuestro amigo desconoce que, en nuestro gremio,
aunque ya sabemos que los egipcios sabian, sabemos también
que no enfocaban las cosas “como es debido”; quizas Berlinski
junta las dos frases sin dificultad a causa de esas cosas que
sabemos quienes estamos en el mundo de las matematicas. En
cualquier caso, estas tres primeras paginas son una excelente
antologia de tépicos de todo tipo. Aqui va un listado.

1) Vamos al parrafo segundo: Hasta mediados del siglo XX no
requeria demasiado esfuerzo defender que en las matemd-
ticas, como en casi todo lo demds, los griegos fueron los pri-
meros.
¢Qué quiere decir todo lo demds? ;El derecho, la poesia, la
fisica, la tecnologia...? Parece que, hasta mediados del
siglo XX parecia facil defender que en estos campos no
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fueron los primeros... Afortunadamente, hay quienes hilan
mads fino y han mostrado que en Grecia hubo, por ejemplo,
ciencia aplicada (Gille (1985)). Es que lo contrario... jseria
tan raro!

N
~

Llevados por su amor a las togas, los clasicistas, (...) consi-
deraban con naturalidad a ‘los griegos como los colegas de
otra universidad..

Leida la frase, la primera reaccién fue agradecer a la
Naturaleza por habernos dado a los empiristas. En reali-
dad, es una muy mala variante de una observacién de
Littlewood a Hardy™ .

3) Pero se investigd en el s. XX la historia del Oriente Préximo
y resulté que habia una anterior a. Una historia previa a la
historia clésica. Incluso, las muescas de hachas neoliticas
parecen sugerir que (...) ya los hombres de las cavernas, con
sus torsos peludos cubiertos de pieles malolientes...
¢Suponemos, implicitamente que los clasicistas y las togas
no eran —no son— malolientes? La verdad es que no nos
habiamos planteado cémo olerfa Euclides... {Nos chirrfan
estas anécdotas inventadas! Pitdgoras describia circulos en
el aire denso por el humo con sus manos venosas, etc.

4) ;Y por qué no? Como el propio lenguaje, las matemdticas
son un legado de la raza.
¢Y por qué no las matemdticas son un legado de la evolu-
cion, o de la ‘especie’? ;Por qué recurre a esa palabra, raza?
¢Qué quiere transmitir con ella? ;Estd avalando con esta
frase un cierto elitismo corporativo? Clasicistas y togados
se dedican a las matematicas, aunque procedan, ;por qué
no?, ide la raza! Por cierto, ;de dénde podrian provenir?
¢De los dioses? El Prometeo de Esquilo afirma haber sido
él quien descubrié los ndimeros a los humanos...

Ul
=

Pérrafo tercero (s6lo hemos avanzado una péagina en el
libro): Nos encontramos unos siglos antes del nacimiento de
Cristo. Los griegos estdn a punto de entrar en todos los
caminos de la cultura. Muestran todos los indicios de cono-
cer todo y haberlo conocido siempre.

Resultan desesperantes estos juegos de palabras dirigidos a
rebatir elegantemente cosas que hoy sabemos, como la
deuda del pensamiento jonico con Oriente Medio, la
explosién creativa en Alejandria como resultado de un
cruce de tres culturas...

6) Sin embargo, los babilonios ya poseian un cuerpo notable-
mente sofisticado de conocimientos matemdticos.
iEste ‘sin embargo’ es absolutamente significativo! ;Por qué
‘sin embargo™? ;Hace Berlinski su historia a la contra de
alguien? ;Escribe para dirimir una disputa? ;Lo fundamental
de la historia de la ciencia es determinar primacias? ;Pasa algo
porque ‘otros’ —aunque no fueran ‘togados’'— hubieran tenido
también buena cabeza? ;Tanto complica eso la historia?
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7) Mas aun: la inteligencia de estos babilonios era portentosa.
Pero eso no evita que este primer apartado del primer capi-
tulo se cierre con esta rotunda afirmacion: pero aquellos
clasicistas que saboreaban sorbos de jerez en las salas del
tiempo siempre han tenido razén. Los griegos estuvieron alli
desde los albores.

Volvamos a Carr: En general, puede decirse que el historiador
encontrard la clase de hechos que busca. Historiar significa
interpretar. La eleccién de Grecia como principio es un hecho
histérico establecido como tal desde muy antiguo. Ya los pro-
pios griegos se ocuparon de ello: Desde la constitucion del
espiritu griego europeo (se refiere a Hesiodo), encontramos un
punto de ruptura en el que el mito griego decide alejarse de sus
fuentes mesopotdmica y mediterrdnea para constituir una
autoctonia’ europea y nacional.”. La decisiéon de mantener ese
hecho indiscutido después de ‘los incordios’ al tépico que el s.
XX ha podido producir, sélo es concebible en personas culti-
vadas —bebedores de jerez, universitarios de Princeton—
conocedoras sin duda de las tltimas publicaciones, desde el
empeiio ideoldgico o desde un fuerte autismo corporativo. Y
ambas cosas se retroalimentan.

IV

Berlinski repite el mismo esquema en el capitulo tercero que
empieza, de nuevo, con otra declaracién solemne: Todos los
meéritos para los griegos. Todos los méritos y después solo silen-
cio. (...) Los romanos no poseian el don de las matemadticas,
antes de despachar en pagina y media las aportaciones mate-
maticas del Imperio musulman.

Hoy resulta imposible, después de los trabajos de Yousch-
kevitch, Djebbar, o Rashed, obviar la aportaciéon de los mate-
maticos del mundo isldmico, asi que los cita, resalta a tres de
ellos y afirma que la gran mayoria de los escritos cientificos
drabes permanecen sin estudiar’, pero concluye que, de todas
maneras, eso no cambiaria mucho las cosas: Sean cuales sean
las joyas que los estudiosos desconocen aiin, el hecho es que
para estudiar hoy la historia de las matemdticas, los historia-
dores pueden saltar desde el final de la época griega hasta el
principio de la era moderna sin que su conciencia cientifica se
inmute.

Realmente se guarda un poco las espaldas —subraya la palabra
‘hoy’— pero remata, como en el primer capitulo, rompiendo
cualquier atisbo de ambigiiedad: Sobra decir que, estando ellos
prestos a saltar, ;por qué habriamos de dudar nosotros?

De nuevo la historia con agujeros. Las matematicas son como
el Guadiana. Aparecen y se esconden en funcién de lo que nos
apetezca 0 no ver o que sea visto. Y esto es asi, no s6lo por
eurocentrismo sino por la propia concepcién de la historia y

de las matematicas, puestas al servicio de un Jardin del Edén
tedrico en el que los conceptos son los que definen el orden y
dictaminan cuadl es la linea que debid seguir la historia escri-
ta. Los matemadticos isldmicos —como no podia ser de otra
manera— realizaron la tarea que su tiempo les encargd hacer;
si esa tarea se considera de orden menor desde el punto de
vista de la construccién conceptual que las matematicas se
dieron como canédnica en la mitad del s. XX, debe desaparecer
de los textos de historia. Fueron audaces —afirma Berlinski,
siempre cortés— pero ya se ve que su atencién estuvo mal
enfocada. ;A quién se le ocurre dedicarse a la trigonometria?
¢Qué fallo de prospectiva les impidi6 adivinar que Dieudonné
anatemizaria todo eso, mil afios mas tarde? ;Qué sentido
tiene descubrir el teorema de los senos en un triangulo esféri-
co? ;Que era necesario para la astronomia, para la vida? Ah,
ipero es que las matematicas tienen algo que ver con la vida?
¢No ha quedado claro que provienen de un sistema arbitrario
y légicamente coherente de axiomas? Nada hombre, nada,
queda usted fuera de la historia...

El eurocentrismo se combina asi con la vision (estructuralis-
ta) de las matemadticas para decidir cudndo salta el historiador
y qué es lo que se salta. Ciertamente, es legitima y puede ser
util una historia conceptual de las matematicas, pero a condi-
cién de que se advierta. El mito empirista de la objetividad de
los hechos hace que quien lee un texto de divulgacién tienda
a dar por objetivo lo que se le ofrece, y mds si concierne a una
materia como ésta que se supone la cima de la objetividad.

Por lo demds, tampoco Euclides se salva de las criticas. Sus
definiciones son decepcionantes. Los légicos critican que estas
definiciones son o bien circulares, o llevan a un desafortunado
retorno. Ni siquiera al admirado padre de lo que pomposa-
mente se denomina ‘método deductivo™ se le perdona no
haber hecho las cosas totalmente bien desde el principio. Y,
obsérvese con cuidado la frase de Berlinski: son los ‘logicos,
no los historiadores —en el sentido social de la expresiéon— o
los matematicos, quienes forman el tribunal inquisitorial. No
nos da la impresidn, sin embargo, de que Berlinski hable por
su boca. Se nos antoja mas bien un mero repetidor de cano-
nes oficiales.

\Y%

Antes de concluir, queremos referirnos a alguno de los tépi-
cos que acompanan a toda esta parafernalia histérica y a los
que, por supuesto, también recurre Berlinski.

En primer lugar, Ramanujan o, mejor dicho, Hardy. No tene-
mos nada contra el matematico indio. Al revés: su figura nos
mueve al carino. Interpretamos de forma natural su famosa
referencia a las propiedades del nimero 1729 —mientras esta-
ba tendido en el lecho de la enfermedad— como una humana



reaccidn para alejar mentalmente lo inevitable. Que los divul-
gadores hayan hecho de esa anécdota una muestra de perte-
nencia a un mundo de privilegiados mentales roza nos parece
excesivo, sobre todo por el halo con el que la recubren. Le cua-
dra mucho al misdntropo Hardy que, desde luego, no nos pare-
ce un buen ejemplo para adolescentes (a los que sacamos a
relucir porque esas ocurrencias figuran a veces en textos diri-
gidos a ellos) Seguramente, todos recordamos observaciones
hechas con mucha mas sensibilidad humanistica, en momen-
tos semejantes, por otros personajes historicos.

¢Qué tiene este gremio? ;Cémo puede seguir manteniendo
los tépicos que mantiene? ;Qué sentido tiene seguir recu-
rriendo a la comparacién entre las glorias de Esquilo y
Arquimedes que hace Hardy*? Recordemos la cita exacta: Se
recordard a Arquimedes avin cuando Esquilo haya sido olvi-
dado, pues los lenguajes perecen mientras que las ideas mate-
mdticas no mueren nunca. Pensadla un poco, por favor: los
‘lenguajes’ perecen ... ;Qué significa esa palabra: ‘lenguajes’?
¢La tragedia de Prometeo Encadenado puede ser despachada
tan alegremente? Es verdad que desde el positivismo no hay
contenido en un mito ... pero ;qué tremendo alejamiento de
la vida, o qué incapacidad para vivirla desde dentro, sin
recluirse en un refugio ficticio, son necesarios para menos-
preciar el lamento de Prometeo?

Carr comenta los dos extremos
de oscilacion del péndulo que
marca la consideracion que
cada época tiene de lo que es la
historia: el positivismo Primero
averiguad los hechos, decian los
positivistas; luego deducid de
ellos las conclusiones y la
historia como experiencia del
historiador; nadie la ‘hace’ como
no sea el historiador.
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(...) escuchad, en cambio, las desdichas de los hombres y
cémo torné en seres conscientes, aptos para pensar, a quie-
nes eran antes como nifios (...)™

Nos decia un amigo hace poco, en un momento de exaltacidn,
que los matemadticos son tontos. Ciertamente, admitimos sin
problema que la reduccién académica de las matematicas al
célculo, las estupidiza. Ciertamente también, toda esta mito-
logia gremial no puede sino sorprender a una persona que la
observe desde fuera con lucidez™. Pero, al final, terminamos
tomando en serio la hiriente observacién de nuestro amigo al
toparnos con otro parrafo de Berlinski. Como ejemplo de la
portentosa inteligencia de los babilonios, ofrece el enunciado
de un problema:

He encontrado una piedra (dice el escriba) y no la he pesa-
do. Entonces calculé seis veces su peso, afiadi dos gin y
afadi un tercio de un séptimo, multiplicando por 22. Lo
pesé. El resultado fue un mana. ;Cudl era el peso original
de la piedra.

Sin comentarios. La sorpresa de las dos personas profanas a
las que se lo hemos leido ha sido mayuscula: “Pero, si podia
pesar, ;por qué no lo hizo desde el principio?”. Si, ya sabemos
que se fuerza la naturalidad para componer un ejercicio, pero
entonces, ;de qué nos ocupamos?

E. H. CARR .

F oV
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Estan saliendo estos dias a los kioscos, en entregas semanales,
libros clésicos de pasatiempos matematicos. ;Cémo no entu-
siasmarse ante, por ejemplo, las conversaciones de Alicia con
el Ledn y el Unicornio o con los dos hermanos gemelos en el
Bosque del Olvido, en el libro de Smullyan™? Pero también, al
cabo de un rato... jqué agobio ante tanto juego mental alejado
de la mds cotidiana realidad!

VI

En fin, paramos aqui nuestros comentarios destructivos.
Gracias a unos parrafos —sélo unos parrafos— de Berlinski

NOTAS

hemos cumplido nuestro dltimo compromiso con la seccién
Desde la Historia de SUMA. En el caso improbable de que nos
leyera, imaginamos que —profesor en Princeton, Paris y
pariente lejano de Mandelbrot— no nos tomard muy en serio.
Lo dejamos con Borges —como era de esperar, empieza su
libro con una cita de Borges— y, suponemos, bebiendo un
jerez. Nosotros nos vamos con Cortazar al bar de la esquina a
tomar un aperital con soda.

En vista de que la Tota le ha pedido que baje a comprar una
caja de fésforos, Lucas sale en piyama porque la canicula
impera en la metrépoli, y se constituye en el café del gordo
Muzzio donde antes de comprar los fésforos decide man-
darse un aperital con soda.™ H

i Una critica carifiosa la que hacemos a Colerus. En aquel entonces nos abrié muchas ventanas.

ii B. Croce citado por Carr (1961).

iii La décima edicién en Seix Barral lleva fecha de 1981. La primera edicién en inglés es de 1961. Todas la citas de Carr estdn cogidas de este libro.

iv Carr.
v M. Oakeshott, citado por Carr.

vi Carr.

vii La frase viene entrecomillada en el libro, pero Berlinski no dice de dénde ha salido. Da la impresién de que la pone en boca de Pitigoras.

viii Hardy (1981): “Como Littlewood me dijo en cierta ocasién, los griegos no fueron hébiles colegiales o “candidatos a eruditos”, sino “miembros de otra uni-
versidad™. Esta version, de mds calidad que la de Berlinski, también nos parece discutible.

ix Seddik (2005). ;Qué palabra emplear para ‘autochtonie’ ? Hemos recurrido a la traduccién literal, aunque sea poco elegante y que, de todas formas, pare-

ce que es legitima en castellano.

x En las referencias bibliogréficas de la bonita obra de divulgacién de Jacquart (2005), se recogen 17 traducciones de textos cientificos sélo al francés. Y, la
lista, obviamente, es una pequefa seleccién. Sin duda, hay muchos textos sin estudiar, pero si se han estudiado los suficientes como para que las conclu-

siones que extrae Berlinski no se sostengan.

xi Expresién ambigua, porque la deduccién euclidea es un método para ordenar la demostracién pero no para producir conocimiento.

xii Hardy (1981)

xiii Prometeo encadenado, en Esquilo (1993)

xiv Como toda mitologia gremial, desde luego. El problema, el atontamiento, se produce por la incapacidad para escaparse de ella desde dentro.

xv Smullyan: ;Cémo se llama este libro?

xvi Cortézar (2000). Es el comienzo del cuento Lucas. Sus compras. El cuento, claro, lleva rodando desde 1979.
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Estrella de seis puntas

a en el namero 46 de la revista SUMA apareci6 en esta
seccion un articulo dedicado a papiroflexia. En aquel
momento hablamos sobre lo interesante y atractivo que
resulta trabajar con papel con los alumnos. Existen muchas
posibilidades de ver elementos del curriculo doblando papel
y repasar bastantes conceptos de una forma amena y entre-
tenida.

Retomando la idea que planteé nuestro amigo Antonio
Ledesma en el numero 24 de la revista Epsilon, hoy queremos
presentar la construccién de un poligono estrellado de seis
puntas. Hemos de partir de un tridngulo equildtero, pero
como normalmente no tenemos ya preparado ese poligono,
vamos a ver como conseguirlo a partir de una hoja en un
papel cualquiera.

Hemos preparado una hoja especial con unos textos descom-
puestos de forma que al construir la estrella aparezcan una
serie de frases, en este caso relacionadas con la revista
SUMA. La mayor dificultad es colocar adecuadamente las
letras e imagenes para que al final queden colocadas en el
sitio adecuado. Como es de suponer la forma de hacerlo es
utilizar un heuristico tipico de la resolucién de problemas,
partir de la solucidén, colocar las frases adecuadas y después
deshacer el camino para ver cémo quedan.

Pero si no queremos tomarnos el trabajo de particularizar
nuestra estrella podemos hacerlo con cualquier hoja.

Partimos de una hoja A4 sobre la que hemos impreso algunas

imagenes y algin texto (como se ve en la figura 1). Para que
nos quede exacta la disposicion de estos textos debemos
recortar la hoja por el marco rectangular (ver figura 2).

INSHRANEY

Figura 1

Grupo Alquerque de Sevilla

Constituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.
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Figura 2

Doblamos por la mitad a lo largo de la hoja (figura 3). Hasta
conseguir la estrella, todos los dobleces deben hacerse que-
dando las letras fuera del doblez.

Figura 3

Se vuelve a abrir la hoja y se da la vuelta. A continuacién
doblamos la hoja desde el vértice inferior izquierdo (de la cara
blanca) haciendo coincidir el vértice superior izquierdo con el
doblez que hemos obtenido en el paso anterior (ver figura 4).

Figura 4

Sobre el trozo de lado superior que llega hasta la linea diviso-
ria inicial, doblamos el resto de la parte superior haciendo
coincidir el trozo de lado superior de la hoja que estaba sin
doblar con la diagonal que nos ha aparecido en el doblez ante-
rior (ver figura 5).

Figura 5

Es facil comprobar que el dngulo superior que hemos obteni-
do es de 60° pues divide al lado superior del rectingulo (dngu-
lo de 180°) en tres partes iguales (figura 6).

Figura 6

Por ultimo, el trozo de papel que sobra por abajo en la figura
5 se dobla siguiendo el lado inferior del rectangulo original y
obtenemos un tridngulo (figura 7). Como el ultimo éngulo
que hemos conseguido es de 60°, lo que es facil de ver, el tridn-
gulo es equilatero.
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Figura 7

A continuaciéon (o partiendo desde aqui, si disponemos ini-
cialmente de un tridngulo equildtero). Doblamos uno de los
lados, haciendo coincidir los dos vértices. De esta forma se
obtiene una linea que pasa por el vértice opuesto (figura 8).
Dado que estamos en un tridngulo equildtero, en esta linea
coinciden la altura, la mediatriz y la mediana del lado, asi
como la bisectriz del dngulo opuesto al lado.

Figura 8

Se realiza el mismo doblez con los otros lados y obtenemos el
punto central del tridngulo, ya que por las propiedades de las
rectas notables las tres lineas deben coincidir en un punto
como muestra la figura 9 (que puede comprobarse mediante
doblado que es el ortocentro, circuncentro, baricentro e
incentro).

Figura 9

El siguiente paso es doblar un vértice del tridngulo (este
doblez es opuesto en sentido a los realizados anteriormente)
haciéndolo coincidir con el punto central que nos ha determi-
nado los dobleces anteriores (ver figura 10).

Figura 10

Al realizar lo mismo con los otros dos vértices conseguimos

obtener un hexagono regular (figura 11).

Figura 11
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Para la tltima parte de la construccién, deshacemos los doble-
ces que han dado lugar al hexdgono.

Damos la vuelta a la hoja (observandola por tanto por donde
no aparece la palabra SUMA en rojo) y a continuacién lleva-
mos un vértice al punto medio del lado opuesto (figura 12).

Figura 14

Figura 12

Sobre el doblez obtenido al realizar el hexdgono (segtin vimos
en la figura 11), doblamos hacia atras el vértice (como en la
figura 13).

El doblez del hexdgono debe estar a la misma altura que el
punto central del tridngulo, pues no olvidemos que es el bari-
centro, y por tanto estd a una tercera parte del lado y a dos ter-
cios del vértice.

Figura 15

Ya hemos conseguido el poligono estrellado de seis puntas.

En la pdgina siguiente tenéis la hoja que podéis fotocopiar,
recortar y doblar para obtener la estrella anterior. H

Figura 13

A continuacidn realizamos un doblez igual en otro vértice, de
forma que quede por encima del que hicimos en el primer

vértice (figura 14). REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Y para acabar doblamos el tercer vértice. Para que quede suje-

ta la figura introducimos uno de los extremos del dltimo LEDESMA, A. (1992): “Geometria con un folio’, Epsilon n.c
doblez debajo del primero (figura 15). 24, pp. 51-68.
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X EDICION DE LOS CURSOS
THALES-CICA a traveés de Internet

La Sociedad Andaluza de Educacion Matematica THALES y el Centro de Informatica

Cientifica de Andalucia convocan los siguientes cursos de formacién a distancia:

Grupo A. Herramientas informaticas de apoyo a la docencia:
e Elaboracién de contenidos Web interactivos para la ensefianza.
e Guadalinex: Introduccioén al uso de las TIC en el aula.
e Java para programadores.
e PHP como herramienta para la ensefianza.
e Curso de disefio Web accesible con XHTML y CSS.
e Todo Openoffice.
o Disefio y desarrollo de bases de datos.
Grupo B. Especializacion en areas de matematicas:
e Estadistica interactiva en el aula. Laboratorio virtual de estadistica.
e Astronomia de posicion.
e Matematicas recreativas en el aula.

e Materiales y recursos en el aula de matematicas de secundaria y
bachillerato.

e Simetra: un camino de ida y vuelta de la geometria a la teoria de grupos.

El periodo de preinscripcion comenzara el 5 de noviembre vy finalizara el 25 de
noviembre de 2007.

Mas informacion sobre contenidos y procedimiento de inscripciéon en la Web:

http://thales.cica.es

COLABORAN:

AN

JUNTA DE ANDALUCIA

COMNSEIERA DE EDUCACION
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Noviembre 2007, pp. 87-88 Necesitamos mds medios... y mas medias

ste clip versara sobre las medias. Las palabras media / % i
medio ocupan un lugar destacado en nuestro lenguaje al
poseer multitud de significados: hay medias para las piernas,
hay puntos a la mitad de algo, hay instantes o lugares que se
encuentran entre dos referencias, hay medios de comunica-
cién, hay audiencias medias, hay medios de transporte, hay
medias horas, hay mediodia, hay medio tontos, hay necesidad
de mas medios, lineas medias en futbol, medios culturales y
hay medio ambiente, medias naranjas... y las medias propia-
mente matematicas.

Con las medias matematicas logramos poner en practica esta
moderna obsesién por el resumen, pasar de unos datos inte-
resantes a un numero (la media) que condense en si mismo
todo lo que se ha obtenido. De la misma manera que el mala-
barista de circo busca los centros de gravedad para aguantar
sus platos, nosotros estamos empefados en el malabarismo
numérico de calcular medias, lo cual puede tener mucho sen-
tido estadistico cuando hay muchos datos y muy poco cuan-
do éstos escasean.

Algunas de estas medias tienen consecuencias drasticas: se
suprime el programa si baja la aceptacién media, se suspende
el examen si la media no llega a cinco, etc. Otras medias en
cambio tienen repercusiones optimistas: se supera un valor Claudi Alsina
medio europeo, se destaca por encima de la media, etc.

elclip.suma@fespm.org
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El caso de los medios de comunicacion es curioso. Es eviden-
te que no se llaman asi porque sélo expliquen la mitad de las
cosas sino por el deseo de llegar a medias altas de audiencia
de personas medias.

Las personas que son criticas con la educacién apelan tam-
bién a medias de resultados a través de las cuales lloran amar-
gamente por el nivel degradado. No obstante, el hecho de que
este nivel haya ido bajando desde el 300 a.C. hasta hoy puede
tranquilizar a més de uno.

Nuestra responsabilidad no sélo es ser criticos con las medias
utilizadas socialmente, sino explicar claramente que de
medias hay muchas y hay que elegir bien en cada caso. Vea-
mos los tres casos paradigmaticos.

. e e a+b
Media aritmética: ——
2

Esta sencilla media es la que mds destaca a nivel social. A
menudo con expresiones mas complejas (sumar # términos y
dividir por n) o incluso con expresiones ponderadas, este
promedio nos da un valor central y nos invita a contemplar la
dispersion de datos respecto a dicho valor. Ya en un clip ante-
rior dedicamos nuestra atencién a la esperanza estadistica.
Todos calculamos salarios medios, precios medios de ali-
mentos, alturas medias... y notas medias. La selectividad es
una tipica media ponderada de notas que repercute en el
acceso universitario y cuyos pesos (60% y 40%) deberian dis-
cutirse algun dia.

Media geométrica: vab

Con valores menores que la media aritmética,

\/E<(ﬂ+b)
T2

esta media tiene especial interés en problemas geométricos
pero también nos puede ayudar en situaciones normales. Por
ejemplo, para promediar razones o factores. He aqui un boni-
to ejemplo: si un negocio con una inversién de D euros da un
25% el primer afio (es decir, obtenemos D+25D/100=%D,
actuando pues el factor a=%) y el mismo dinero D permite
pasar a un beneficio del 80% al siguiente afio (obtenemos
D+80D/100 = %D y por tanto el factor es b=%) entonces el
promedio anual de beneficio » viene dado por r = Jab es de-
cir, o sea 50%. Un uso indiscriminado de la media aritmética,
promediando los factores % y % nos llevaria a %o = 1,515.

2ab
a+b

Con valores finales menores que la media geométrica, resulta
que esta mitica media de dignos origenes griegos y parienta
cercana del nimero de oro, también puede ayudarnos en
situaciones cotidianas: Si conducimos 100 km a la ida con una
velocidad de 80 km/h y recorremos la misma distancia a la
vuelta a 120 km/h ;cudl habra sido la velocidad media de
todo el viaje ida y vuelta?... Pues 96 km/h, la media armoénica
de 80 y 120, como se puede verificar trivialmente mirando
bien los tiempos.

Media armoénica:

eee

Las medias cuadréticas, las medias logaritmicas... y un sinfin
de medias matematicas se ponen al servicio de promediar
adecuadamente en cada caso. El hecho de que las medias pue-
dan calcularse sobre numeros hace que nos olvidemos a veces
de contemplar los significados y las interpretaciones de las
mismas.

Para pensar un rato

Usar bien las medias es una gran idea pues permite relacionar
matemadticas con muchisimas situaciones interdisciplinarias:
ya sea en la propia matemadtica (aritmética, estadistica, geo-
metria...) o en otras fuentes del conocimiento (fisica, ciencias
sociales, etc...). La lectura de noticias también nos invitara a
reflexionar sobre las medias estadisticas.

Aqui se incluye también un bonito problema geométrico de
E. Beckenbach y R. Bellman:

Problema. Considere un trapecio ABCDC con AB = a para-
leloa CD = b. Sea O el punto de interseccién de las diagona-
les. Determine las longitudes que deben tener segmentos XY
paralelos a AB y CD para que se den los siguientes casos:

a) Que XY esté a medio camino entre ABy CD

b) Que ABXY y XYCD sean figuras semejantes

¢) Que XY pase por el punto de corte O de las diagonales
d) Que XY divida a la figura en dos de igual &rea W

PARA SABER MAS

MOORE D. (2006): The basic practice of statistics, 4™ edition,
Freeman, New York.

MOORE, D. y NOTZ, 1. (2006): Statistics: Concepts and con-
troversies, 6™ edition, Freeman, New York.
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Noviembre 2007, pp. 89-96 Tartaglia: El desafio de una ecuacion

ace 450 afios, el 14 de diciembre de 1557, moria en la ciu-
dad de Venecia el matematico Niccolo Fontana, mds conoci-
do por su apodo de Tartaglia. Como afirma el dicho popular,
hay personas que nacen con estrella y otras que nacen estre-
lladas. Pues a este ultimo grupo pertenece Tartaglia, maltra-
tado por la vida e injustamente considerado por la historia, a
pesar de haber sido uno de los mateméticos que mds contri-
buyd, sin embargo, al impulso dado al desarrollo del dlgebra
por los matematicos italianos, con la resolucién de las ecua-
ciones de tercer y cuarto grado, en los comienzos del Rena-
cimiento.

Hace 450 ariios, el 14 de diciembre
de 1557, moria en la ciudad de
Venecia el matemdtico Niccolo
Fontana, mds conocido por su
apodo de Tartaglia.

Nacido en Brescia en 1499 o 1500, Tartaglia era hijo de un
correo postal llamado Michele Fontana que murié cuando el
pequeno Niccolo contaba solo con 6 anos de edad, quedando
la familia, madre y tres hijos, en una situacién de clara pobre-
za. La ciudad de Brescia, que dependia de la Republica de
Venecia, pasé a manos de Francia desde 1509 hasta 1513. En

RICOLAVS TALTAGLIA,
DEELRIANRY 5,

Santiago Gutiérrez
hace.suma@fespm.org
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una de las invasiones de la ciudad por las tropas francesas, al
mando de Gaston de Foix, el 19 de febrero de 1512, sus habi-
tantes se refugiaron en la catedral, pero allanada ésta, a pesar
del derecho de asilo propio del lugar, uno de los soldados infi-
ri6 varias heridas a Niccolo, que tenia entonces 12 afios, y una
de ellas le daiié la boca de tal modo que durante mucho tiem-
po no podia hablar ni comer. Fueron los cuidados de su madre
los que le salvaron, como él mismo dice en las notas autobio-
graficas de su obra Quesiti et inventioni diverse:

(...) imitando a los perros, que se curan lamiéndose las
heridas.

Sin embargo las secuelas de las heridas le impedian hablar
correctamente, de ahi el apodo de Tartaglia (el tartamudo)
con que se le conoce, apodo que llegd a asumir, asociado a su
nombre, como si fuera un apellido y con el que firmaba sus
libros.
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Quesiti et inventioni diverse, Niccolo Tartaglia

Debido a estas circunstancias no comenzé Tartaglia su asis-
tencia a una escuela hasta dos afios mds tarde. Fue con el
Maestro Francesco con el que se inici6 en el aprendizaje del
alfabeto y las cuatro reglas. Al parecer, las lecciones se desa-
rrollaban por orden alfabético y cuando interrumpio sus estu-
dios, por la falta de medios para sostenerlos, iba todavia por la
letra k, con lo que no habia conseguido aprender lo suficiente

como para escribir su nombre. Tartaglia fue pues un autodi-
dacta. Asi nos lo refiere en su obra antes mencionada:

Nunca volvi a tener un profesor desde aquel dia. Continué
trabajando por mi cuenta sobre las obras de autores ya
fallecidos, acompaiiado tan solo por la hija de la pobreza
que recibe el nombre de trabajo.

Debié progresar en sus estudios de matemdticas de manera
bastante rdpida, pues no tardé en trasladarse a Verona, donde
en 1518 trabajaba ya como maestro de abaco. Alli se casé y
ejercié como profesor durante algunos afios. En 1526 impartié
sus ensefianzas en Mantda. En 1534 se trasladé a Venecia para
impartir sus clases de matemdticas en la escuela anexa a la
iglesia de San Zanipolo. Ademds de ensefiar trabajaba como
calculista, resolviendo problemas de calculo a ingenieros y
arquitectos. Tras una breve estancia en su Brescia natal, en
1548, regreso a Venecia donde permanecié hasta su muerte.

Iglesm de San Zanipolo, Venecia. Foto FMC

Las ecuaciones de grado superior

Nos encontramos en una época clave para el desarrollo de los
métodos algebraicos y por tanto de toda la matematica. No
sin muchos esfuerzos, y con un cierto retraso sobre el resto de
Europa, se habia impuesto al fin en Italia la numeracién India
y con ello habia desaparecido la barrera que separaba la
Aritmética practica de la Aritmética tedrica. El dlgebra ret6-
rica que se practica es una ciencia de origen arabe dedicada al



Los matemdticos renacentistas se
plantean la cuestion clave: ;Serd
posible resolver las ecuaciones de

grado superior al segundo?

Pero, ocurren tres hechos que van a
influir decisivamente en el auge que
experimenta la Matemdtica: la
toma de Constantinopla por los
turcos, la invencion de la imprenta
y el descubrimiento de Ameérica.

estudio de las ecuaciones o regla de la cosa, que asi se deno-
mina a la incdgnita, la cosa. No tiene una entidad en si misma,
es mds bien un método de trabajo mecdanico auxiliar para la
resolucion de determinados problemas.

Pero ocurren tres hechos que van a influir decisivamente en
el auge que experimenta la Matemadtica: la toma de Cons-
tantinopla por los turcos, la invencién de la imprenta y el des-
cubrimiento de América. Los griegos cultos que huyen de la
invasion otomana dan a conocer al occidente europeo los ori-
ginales de las obras de los grandes matematicos de la anti-
giiedad, un tanto desfiguradas, por cierto, a través de malas
traducciones drabes y peores copias manuales. La abundan-
cia de los viajes maritimos, a raiz del descubrimiento de
América, plantea nuevas exigencias al desarrollo de la ciencia
y de la técnica. Por su parte, la imprenta se encarga de difun-
dir todo ello ampliamente. Renace entonces el interés por el
dlgebra que habia permanecido intocable desde la época de
su iniciador Diofanto de Alejandria. La matemadtica y parti-
cularmente el dlgebra adquieren asi un importante desarrollo
en toda Italia, y preparan el terreno para que a fines del siglo
XVI el francés Viéte dé el salto hacia el dlgebra simbdlica.

Las ecuaciones estudiadas y resueltas hasta entonces eran las
de primer y segundo grado, bien mediante métodos geomé-
tricos o mds tarde mediante el laborioso lenguaje del algebra
retérica. El estado de la cuestion es recogido ampliamente por
el monje franciscano italiano Luca Pacioli en su obra Summa
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Nova Scientia, Tartaglia

de aritmética, geometria, proportioni et proportionalita, escri-
ta en italiano y no en latin segin era costumbre entre los cien-
tificos, excelente compilacién tanto de los trabajos de épocas
anteriores como de los conocimientos de su tiempo. En esta
obra nos dice Luca Pacioli, en referencia a la ecuacién de ter-
cer grado:

Dirfa que el arte (el dlgebra) a tal caso todavia no ha dado
modo (solucién), asi como todavia no ha dado modo al
cuadrar del circulo.

Es decir, que es tan dificil de resolver una ecuacién de tercer
grado como la cuadratura del circulo, o bien, que nadie hasta
la fecha habia logrado resolverla.

Los matemadticos renacentistas se plantean la cuestion clave:
¢Serd posible resolver las ecuaciones de grado superior al
segundo?

La obra de Tartaglia

Tartaglia fue al parecer un notable profesor y calculista.
Destacaban sus exposiciones por el orden y la claridad de los
conceptos. Se dedicé asi mismo a traducir a los cldsicos. En
este sentido, es autor de una edicidn en italiano comentada de
los Elementos de Euclides (Venecia, 1543). En la dedicatoria
deja clara su intencién:
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Pégina de la edicién de Tartaglia de los Elementos de Euclides

Actualmente no sélo han sido destruidas por los modernos
sino anuladas hasta tal punto que las ciencias matemadticas
se han perdido completamente.

En su opinién tal estado de cosas era debido a las variaciones
de las lenguas y al desorden de las proposiciones llevadas a
cabo por copistas y traductores. Su pretensidn es pues que:

(...) las proposiciones vuelvan a su primitivo estado y que
la obra del més sabio Euclides vuelva a ser conocida.

A partir del manuscrito latino de Guillermo de Moerbeke (s.
XIII), publicé una traduccién de varias obras de Arquimedes.
Tras su muerte, dejé un trabajo sobre una obra de Jordano
Nemorario, importante porque en ella enuncia Jordano por
primera vez la ley del plano inclinado.

Traducidas originalmente por él o copiadas de otras traduc-
ciones, lo cierto es que Tartaglia se habia preocupado por ir a
las fuentes para sus estudios matemadticos y no se dejaba
seducir por versiones mas o menos divulgativas de la época.

El primer libro original publicado por Tartaglia fue Nuova
scientia (1537). En él establece los principios de la balistica y
trata de matematizar los conocimientos fisicos en que se
basa, si bien lo consigue sélo en parte. Estudia principalmen-
te el movimiento de un cuerpo en el caso particular del pro-
yectil lanzado por un caién en el supuesto de una resistencia
nula por parte del aire. Algunas de sus conclusiones las corre-
gird en publicaciones posteriores.

En 1546 publica Quesiti et inventioni diverse (Diferentes pro-
blemas y descubrimientos), obra escrita en italiano en forma
de preguntas y respuestas. Consta de nueve libros, en los que
revisa parte de las conclusiones sobre balistica de su Nova

scientia, trata de otros problemas relativos a la Mecdnica y
aborda diversos problemas de Algebra y Geometria, ademas
de incluir por distintas partes datos de caracter autobiografi-
co. Uno de los interlocutores que aparecen en el libro es Diego
Hurtado de Mendoza, embajador, a la sazén, de Carlos V en la
Reptiblica de Venecia y Trento. Debid ser este hombre un
buen aficionado a las matemdticas ya que posefa una gran
coleccién de manuscritos matematicos de los clésicos, que
pasaron, por cierto, posteriormente a engrosar los fondos de
la Biblioteca de El Escorial. Parece ser que fue amigo y pro-
tector de Tartaglia, lo que indicaria que la tal coleccién pudo
ser una de las fuentes utilizadas por Tartaglia en su tarea de
traductor.

El ultimo libro escrito por Tartaglia, aunque no publicado
totalmente hasta después de su muerte, fue el General tratta-
to di numeri et misure. Una especie de enciclopedia de seis
partes desarrolladas en 40 volimenes y un total de 711 pégi-
nas. Es como si tratara Tartaglia de actualizar la Summa arit-
meética de Luca Pacioli. Esta obra recoge los conocimientos de
Aritmética y Algebra de la época. No afiade ninguna novedad,
pero expone la materia con tanta claridad que no es de extra-
nar que fuese uno de los textos matematicos mas leidos de
todo el siglo XVI. Al parecer, era intencidon de Tartaglia aca-
bar la obra con la resolucién de la ecuacién de tercer grado,
pero, bien porque no tuviera tiempo o porque no hubiera sido
esa su intencidn, el hecho es que no lo hizo. Sin embargo, esto
merece capitulo aparte.

En 1546 publica Quesiti et
inventioni diverse, obra escrita en
italiano en forma de didlogo. Uno
de los interlocutores es Diego
Hurtado de Mendoza, embajador
de Carlos V en la Repuiblica de
Venecia.

El desafio de la ecuacion de tercer grado

Ya hemos visto que hasta el siglo XV los matematicos consi-
deraban pricticamente imposible resolver ecuaciones de
grado superior al segundo, al decir de Luca Pacioli, con los
métodos entonces disponibles. Por otra parte, sélo se trabaja-
ba con nuimeros positivos, por lo que ecuaciones de tercer
grado habia de muchos tipos, segtin que cualquiera de sus tér-
minos estuviera en un miembro u otro de la ecuacién.

La cuestion es que un profesor de Matemaéticas de la Univer-
sidad de Bolonia, llamado Scipione del Ferro (ca. 1465-1526)



encontrd (en 15057?), no sabemos cdmo, quiza a partir de algu-
na obra arabe, la férmula para resolver la ecuacién que hoy
escribimos x> + px = g, con p y g positivos. Pero no le dio
publicidad, y poco antes de morir se la comunicé a su yerno,
Annibale Della Nave y a uno de sus alumnos, Antonio Marfa
del Fiore. El comportamiento de Scipione del Ferro es incon-
cebible para nuestra mentalidad, ya que cualquiera de nues-
tros cientificos trataria de publicar sus descubrimientos en
cuanto los tuviera por seguros. No ocurria asi por aquel
entonces. Era frecuente, en efecto, que los profesores de las
universidades se retaran publicamente a resolver o discutir
cualquier problema, asunto o tema, con el fin de ganar presti-
gio, un premio econémico previamente apostado, o incluso la
misma catedra de la universidad. En estas condiciones era fre-
cuente que se guardasen los resultados de las investigaciones
para sacarlos en el momento oportuno como objeto de un
desafio.

En el caso de la ecuacién de tercer grado, fueron tantos los
retos y los personajes intervinientes que, mas que una dispu-
ta, lo que se produjo fue un drama que duré casi veinte anos
e impregné practicamente toda la vida de sus personajes.
Como dice Mario Livio:

(...) en el Renacimiento italiano ninguna historia, ni siquie-
ra de matemadticos, llega sin sus momentos operisticos.

Estamos, pues, ante un drama en tres actos con prélogo y epi-
logo incluidos.
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El Prélogo

Parece ser que un profesor de Mildn, Zuanne del Col, pidi6 a
Tartaglia, estando este en Brescia, en 1530, que le resolviera
estos dos problemas:

1. Encontrar un ntmero que, multiplicado por su raiz
aumentada en tres, de cinco.

2. Encontrar tres numeros que se diferencien en dos y cuyo
producto sea mil.

El dltimo libro escrito por
Tartaglia, aunque no publicado
totalmente hasta después de su
muerte, fue el General trattato di
numeri et misure. Una especie de
enciclopedia de seis partes
desarrolladas en 40 voliimenes y un
total de 711 pdginas.

Sabemos que estos problemas conducen a sendas ecuaciones
cubicas, que Pacioli habia declarado imposibles de resolver,

pero que Tartaglia afirmé que si eran resolubles.

CALLE
DI’T. STURION

La Calle del Sturion, muy cerca del puente de Rialto, donde murié Tartaglia. Foto FMC
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Acto primero

Naturalmente no tardé en salir a escena Antonio Maria del
Fiore, mediocre matemadtico, natural de Venecia, a donde se
habia trasladado Tartaglia en 1534. Transcurria el aiio 1535,
cuando Del Fiore, tratando de impostor a Tartaglia, asegura-
ba que él si tenfa una férmula para resolver la ecuacién cubi-
ca, que le habia entregado su maestro Scipione del Ferro,
treinta afios antes. Como Tartaglia insistiera en su capacidad
para resolver las ecuaciones ctbicas de los tipos:

X +px=q
xX*=px+q
x*+q=px
con p>0yq>0

se plante6 el desafio. Cada contrincante debia de resolver
treinta problemas propuestos por su oponente en el plazo
mdximo de cuarenta dias. La apuesta suponia por parte del
perdedor pagar una comida al vencedor y a sus amigos.

Mientras Del Fiore no supo resolver ni uno sélo de los pro-
blemas, Tartaglia los resolvié todos en menos de dos horas.
Pero, le perdond la comida, quizd se vio suficientemente paga-
do con el éxito y el prestigio que esto podia suponerle. A par-
tir de ese momento, Del Fiore desaparece de la escena, en
tanto que Tartaglia ve aumentada su fama y su popularidad.

Acto segundo

La crénica de la disputa se difunde por todas las universidades
de Italia, la fama de Tartaglia se ve acrecentada y llega a cono-
cimiento de Gerolamo Cardano, médico, astrélogo, mate-
madtico, fil6sofo y, por si fuera poco, gran aficionado a los jue-
gos de azar. Era Cardano hijo ilegitimo del abogado Fazio
Cardano, asesor de Leonardo da Vinci en cuestiones de geo-
metria, quien se habia preocupado por dar una esmerada edu-
cacion a su hijo, al principio por él mismo en matematicas, y
posteriormente envidndolo a las universidades de Pavia y
Padua.

Estamos en el aio 1539, con Cardano terminando de escribir
su Practica Aritmética Generalis. Debi6 considerar interesan-
te incluir en su libro la resolucién de la ecuacion de tercer
grado mediante la féormula de Tartaglia y realiza al efecto
sucesivos intentos de aproximacion con el objeto de conseguir
la preciada férmula. Primero, a través de un conocido comun,
el librero Zuantonio da Bassano, que se encontré con Tarta-
glia el 2 de enero de 1539, en Venecia, para pedirle, en nom-
bre de Cardano, la forma de resolver la ecuacién ctbica, a fin
de publicarla en su libro, eso si, indicando la autoria por parte
de Tartaglia. Pero, éste se opuso a tal cuestion.

Ante semejante fracaso, Cardano no se desanimo e insisti6 de
nuevo, mediante carta que le envid a Tartaglia el 12 de febre-
ro de ese mismo afio, con elogiosos comentarios sobre su libro
Nuova Scientia. Volvié a negarse Tartaglia. Cardano entonces
cambid de tdctica. El 13 de marzo, le escribié de nuevo invi-
tdandole a pasar unos dias en Mildn donde le presentaria al
Marqués del Vasto, noble militar espafiol y hombre de presti-
gio, al cual podria Tartaglia presentarle sus estudios y descu-
brimientos sobre balistica.

Alocucién de Alonso de Avalos, Maqués del Vasto,
Tiziano, 1541, Museo del Prado

Y por fin acept6 Tartaglia, que se encontr6 con Cardano el 25
de marzo de 1539, en la casa que éste tenia en Mildn.

Tras muchas presiones por parte de Cardano, y el juramento
por los Santos Evangelios de que no daria a conocer la férmu-
lay que la guardaria en lenguaje cifrado para que a su muerte
nadie pudiera comprenderla, accedi6 Tartaglia a comunicarle
su descubrimiento. Se trataba del método para resolver las
ecuaciones:

X +px=q
x*=px+q
x*+q=px
con p>0yq>0



Y esto lo hizo Tartaglia por medio de unos versos que favore-
cerfan su memorizacién. A titulo de ejemplo, reproducimos los
correspondientes a la resolucion de la ecuacion x* + px = q. (Ver
figura a la derecha).

Que, siguiendo a F. Martin Casalderrey (2000), se podrian tra-
ducir asi, (entre paréntesis se ha escrito su equivalente en
notacion simbdlica actual):

Cuando estd el cubo con las cosas preso (*® + px)
y se iguala a un niimero discreto **+px=q)
busca otros dos que difieran en eso. (t-s=q)

Después tu hards esto que te espeto
que su producto siempre sea igual
al tercio cubo de la cosa neto,

Después el resultado general
de sus lados ctibicos bien restados
te dard a ti la cosa principal.

(4F-35)
(x=3c-35)

No se sabe por qué circunstancias Tartaglia abandoné la casa
de Cardano al dia siguiente de haber entregado su tan guar-
dado secreto, regresando a su domicilio de Venecia, sin haber
sido presentado siquiera al Marqués del Vasto.

Acto tercero

Cardano tenia un joven sirviente, Ludovico Ferrari, dispuesto
y muy inteligente, que, dirigido por su amo, habia aprendido
griego, latin y matemdticas. Sus progresos eran tales que se
convirtié en su secretario personal y, mas tarde en amigo y
colaborador de Cardano.

Con la ayuda de Ferrari, se dedicé Cardano por un tiempo a estu-
diar detenidamente el método de Tartaglia, y consiguié incluso
resolver la ecuacién general de tercer grado, > + p&® + qx = 1,
suprimiendo el término de segundo grado, mediante una
transformacién, y reduciéndola en consecuencia a uno de los
casos anteriores.

Pero, se encontr6 con una nueva dificultad, y es que en algu-
nas ecuaciones resultaban radicandos negativos, en una época
en que ni siquiera los niimeros negativos eran aceptados. Es el
tipo de ecuacién que luego se llamé irreducible. Asi que, junto
con su ya decidido colaborador Ferrari, en el afio 1542, se diri-
gi6 a Bolonia. Quien sabe si entre los papeles de Del Ferro no
habria alguna idea sobre este caso. Alli se pusieron ambos en
contacto con el yerno de Del Ferro, Annibale Della Nave,
quien les permitié buscar entre los papeles de aquél y revisar
todos sus trabajos. No apareci6 nada de lo que buscaban, pero
si se encontraron con el método de resolucién de las ecuacio

SUMA 56
Noviembre 2007

uuande chel cubo conle cofe appre(To
Seappudplic d gualehe numere diftreto
Tronan dul aleri differenti imefJo.
Dvapol terral quelto per conflrto
che'llor prodstte fempre [l eguale
Al rerzo cubo delle cofe fete,
El refiduo poi fuc generale
Dvell: lor Lats erbi ben fotrratid
Varra la tuc cofa primcipade.
In el fecondo de cotefiian
Gy uanda che'lcubo reflafle lui felo
T offerudragioefl cliri contratti,
Diel mumer fural die tal pari’d uolo
Che lupaim Palera fi produca fthictto
Eltrrgocubo delle cofvin fiolo
Dele qual poi,per commmur precetio
Torrai lifari okl imfirme groats
Ef cotalfomms fara il tuo consetia.
R tere podde que i noffre conti
Se folue col fecordo febea guardi
Che per natura fon quafl comgionti,
Cuiefl rowl, o pom con pafiitardi
Nel mille chrguecenis, quatros trentd
Con fondemenriber fald'e paplizrdi
Mella citta dal marintorno centias

Férmula en verso de Tartaglia para la resolucién de la ecuacién
de tercer grado

nes reducibles, exactamente el mismo que les habia comuni-
cado Tartaglia, y, por tanto, descubierto con fecha muy ante-
rior. Ahora podrian darlo a conocer sin faltar al juramento.

Cardano decidi6 publicarlo en un libro que recogeria el estado
de la cuestidn sobre el dlgebra. Tardé algiin tiempo en redac-
tarlo, y, al fin, en el ano 1545 sali6 a la luz, en la imprenta de
Johannes Petreius, de Nuremberg, su mejor obra, Artis
Magnae sive de regulis algebraicis (Del gran arte, o de las reglas
algebraicas), mas conocida como Ars Magna. En ella aparecen
los métodos de resolucién de los casos posibles de ecuaciones
de tercer grado, los tres de Tartaglia mds otros diez, que son
todos los que resultan de poner cada uno de los términos en un
miembro u otro de la ecuacién, puesto que ningun coeficiente
podia ser negativo. Se incluye ademds la resolucion de la ecua-
cién de cuarto grado, descubierta por Ferrari, que logré redu-
cirla a una de tercer grado, mediante un artilugio consistente
en esencia en completar cuadrados perfectos.

Por lo que se refiere a la procedencia de la férmula de la ecua-
cidn de tercer grado, lo describe asi Cardano, en el capitulo XI
de su Ars Magna:

Scipione del Ferro, de Bolonia, hace mds de treinta afios,
invent6 esta regla y la comunicé a Antonio Maria del Fior,
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Puente de Rialto, Venecia. Foto FMC

de Venecia, quien celebré un certamen con Niccolo Tarta-
glia de Brescia, lo que dio ocasién a que Niccolo por si
mismo la descubriera, el cual me la dio a mi, suprimida la
demostracién, como consecuencia de mis ruegos. Pertre-
chado de este auxilio, busqué la demostracién por varias
vias, lo que fue muy dificil.

Epilogo

Al ver el libro publicado por Cardano, la indignacién de
Tartaglia no pudo ser mayor. Consideraba que Cardano habia
incumplido su juramento, fuera cual fuese su explicacion y las
citas de reconocimiento que le ofrecia en su libro. Producto
de todo ello es el libro que Tartaglia publicé en 1546, Quesiti
et inventioni diverse, en el que cuenta su versién de los
hechos, vuelca toda la irritacién que le embarga, e invita a

REFERENCIA BIBLIOGAFICA

Cardano a desdecirlo si algo encuentra de incierto en los
Quesiti... Pero, Cardano da la callada por respuesta y no vuel-
ve sobre el asunto, sino que lo deja en manos de su secretario
y alumno Ferrari. Parece como si Cardano pasase a una pos-
tura de desprecio hacia Tartaglia y prefiriese ignorarlo.

Se produce entonces un cruce de carteles (un cartel, cartello
en italiano, era una carta de desafio que se distribuia entre
eruditos y dignatarios de Italia) entre Tartaglia y Ferrari, en los
que se criticaban mutuamente y acusaban de plagios y erro-
res. Hasta un total de doce carteles, seis cada uno, se enviaron
en distintas fechas. Todo finaliz6é con el reto por parte de
Ferrari a una disputa publica, que Tartaglia se vio obligado a
aceptar. Se celebr6 en Milan el 10 de agosto de 1548. Cada
contrincante debia proponer 31 cuestiones a su oponente.
Acudi6 al duelo lo més granado de la sociedad milanesa
incluido el gobernador. Faltaba una persona, Cardano, la que
mds interesaba a Tartaglia. Todo lo que sabemos del resultado
final apunta a una derrota por parte de Tartaglia, que hubo de
regresar a Venecia casi como un fugitivo.

Comentario final

En primer lugar, independientemente de quien tuviera razén,
interesa resaltar el hecho, que no seria el ultimo en la historia
de la Matematica, de que dos personas, Del Ferro y Tartaglia,
casi simultdneamente hubieran resuelto un problema del
mismo modo. ;Cémo es esto posible? ;De qué modo se inte-
rrelaciona el cerebro humano con su ambiente para producir
semejantes fendmenos? ;O es que simplemente ambos perso-
najes habian bebido en las mismas fuentes? Eso, hoy por hoy,
no podemos saberlo. Quizd algtn dia aparezca un papiro que
nos lo ilustre.

En segundo lugar, debo decir que he preguntado a muchas
personas, profesores y alumnos, si les sonaba el nombre de
Tartaglia. La mayoria lo desconocia, y los que lo conocian era
por El tridangulo de Tartaglia. Y es que la historia no le reco-
noci6 en apenas ninguna otra cuestiéon de interés, incluso el
mismo Triangulo de los coeficientes bindmicos es con fre-
cuencia atribuido mas a Pascal que a él. No obstante, son
varios los resultados, férmulas y teoremas que podian haber
reclamado la paternidad de Tartaglia. Mala suerte la de este
hombre, de gran ingenio, que no tuvo mds defecto que haber
nacido pobre y carecer del ambiente cultural necesario para
dar todo lo que su talento prometia. Pues, pobre y solo, en el
espacio y en el tiempo, muri6 Nicolo Fontana, el Tartaglia, en
Venecia, en el aito de 1557, muy cerca de donde se encuentra
actualmente el puente de Rialto. Wl

MARTIN CASALDERREY, F. (2000): Cardano y Tartaglia. Las matemdticas en el Renacimiento italiano, Nivola, Madrid.




SUnf

Noviembre 2007, pp. 97-104

De ahora en adelante
seré yo quien describa
las ciudades y tii
verificards si existen y si
son como las he pensado.

...en un golfo en
medialuna.

...del niimero de ciuda-
des imaginables hay
que excluir aquellas en
las cuales se suman
elementos sin un hilo
que los conecte, sin
una norma internd,
una perspectiva, un
discurso.

..mMis suenos los compo-
ne la mente o el azar.

También las ciudades
creen que son obra de
la mente o el azar, pero
ni la una ni el otro
bastan para mantener
en pie SUs muros.

En las ciudades invisibles 111

dicilogo entre Marco Poloy Kublai Jan

THIOTO GILLG YULCO OO ) [EIPIE] \uu

a funcién de Marco es describir a Kublai ciudades reales mediante el relato de sus carac-
teristicas. Pero Kublai quiere saber ahora si una serie de caracteristicas que él reine corres-
ponde a las de una ciudad real. La funcién de Kublai es inversa de la de Marco, pero esta por
ver si su dominio no es vacio.

Me detengo en esa bahia. El de la medialuna es un problema geométrico interesante: ;Qué
distancia separa los centros de dos circulos cuando uno oculta la mitad del otro?

Si los radios son iguales el angulo mayor A
del rombo formado por los dos centros y
las intersecciones de ambos circulos con-
duce a la ecuacion: sen(A)=A-mn/2. Luego,
A=2,31 rad y la distancia entre los centros
es (r=R=1): d=2-cos(A/2)~0,808. El caso
general (r<R) es mas complejo, pero nada
que la trigonometria no pueda resolver.
Marco advierte que aun recombinando
caracteristicas auténticas no se obtienen
ciudades reales. La funcién de Kublai,
inversa de la de Marco, no proporciona
imagen para cualquier conjunto de caracte-
risticas.

Pero ni el capricho ni el azar erigen ciudades.

Con la una y el otro, mente y azar, se componen las ciudades y se levantan en la interseccién
determinada por esa conjuncién copulativa. La medialuna de dos circulos superpuestos.
Fuera de ella la ciudad no se sostiene. W

Disefo y maquetacion FMC

Miquel Alberti Palmer
ciudadesinvisibles@revistasuma.es
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Zobeida

.....

La esencia del ovillo es enrollar un hilo en torno
a un pequeno tubo. Vuelta tras vuelta alrededor
de ese eje el hilo describe una linea helicoidal con
cambio de sentido cada vez que llega a uno de los dos extre-
mos. El modo en que se enrolla y la longitud del hilo determinan la
forma, mds o menos abultada del ovillo.

¥ .
ki

Perdido en Zobeida tuve tiempo de esbozar un modelo del ovillo que sus calles me obligaron
a recorrer:
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La férmula de este lio abarca las 24 vueltas que para te[0, 12n] di en torno a sus ejes:
[cos(t)sen(t)cos(3t), cos(t)sen(t)sen(3t), ]

Pero la clave de Zobeida no es deshilvanar su ovillo, sino averiguar qué parte o partes de la
ciudad son los ejes que le dan forma. W

Zobeida: ciudad ovillo de ejes miiltiples.

nhivsdoN

(...) con calles que
giran sobre si
mismas como un
ovillo.
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De todos los cambios
de lengua (...)
ninguno iguala al
que le espera en la
ciudad de Ipazia,
porque no se refiere
a las palabras sino a
las cosas.

Los signos forman una
lengua, pero no la que
crees conocer
—comprendi que debia
liberarme de las
imdgenes que hasta
entonces me habian
anunciado las cosas que
buscaba: sélo entonces
lograria entender el
lenguaje de Ipazia.

No hay lenguaje sin
engario.
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Al poco de llegar a esta ciudad tienes la impre- v
sion de haber vivido antes la desazén del T
cambio de significados. Un breve paseo basta

para recordar cuando y dénde viviste algo similar.

Fue al entrar en clase de Matemadticas. Ahi también topaste
con un cambio de lengua que no se referia a las palabras, sino a las

cosas, pues, como en Ipazia, muchos términos que hasta entonces habias utilizado con segu-
ridad significaban otras cosas:

Adjunto, anillo, base, cerrado, compacto, complejo, complementario,
composicion, cuerpo, dependiente, dominio, grupo, unidad, inversa,
irracional, limite, matriz, menor, razon, real, recorrido, seno, ...

También la gramatica que articulaba sus explicaciones era distinta. Y cuando crefas haber
aprendido qué cosas daban nuevos significados a tu vocabulario, de pronto esas mismas cosas
se habian renovado en estructuras mayores de las que acababan siendo meros casos particu-
lares. Algunas palabras como ntimero y curva nunca adquirfan un significado definitivo.

Como en Ipazia, tu asimilacién de conocimiento no hallaba sosiego. Por eso muchos no que-
rian ni oir hablar de Matemadticas y tenian a sus ministros por estafadores al prometer una feli-
cidad que no llegaba nunca y a la que muy pocos accedian. Muchos las abandonaron para no
volver jamds.

Alcanzaron aquella felicidad prometida quienes se sometieron a la premisa de liberarse de las
imégenes que hasta entonces les habian anunciado las cosas que buscaban. Sélo asi se intro-
dujeron en una nueva interpretacién del mundo y del lenguaje. Ahora, cuando oyen a alguien
decir lo suave que es la seda, se imaginan la caricia de un panuelo de esa tela en la mejilla o el
roce de otra piel con la suya, pero saben también que esa suavidad estd en la tangencia comiin
de dos variedades topoldgicas diferenciables.

Abandonas Ipazia preguntdndote qué es mds verdadero y real, ;el roce entre la piel y la seda o
el de superficies diferenciables? Acabas pensando que no hay uno sin el otro y que, al mismo
tiempo, ambos se desmienten. M

Ipazia: un modelo para el lenguaje matemdtico.
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Valdrada

El espejo de agua en Valdrada es un verdadero plano de simetria geométrico. Su papel
no se reduce a reflejar lo que el observador ve, sino que también refleja lo invisible. Tras
cada fachada de la Valdrada virtual se extiende el interior de una casa y los actos de quie-
nes la habitan.

La relacién establecida, aunque biyectiva, no es una identidad. Si a cada rostro y gesto
responden desde el espejo un rostro o gesto invertido punto por punto, las cosas son y ocu-
rren siguiendo direcciones distintas. ;Quiere decir Calvino que el espejo invierte lo que
refleja, que permuta izquierda con derecha?

Reflexiono contemplado la Valdrada sumergida mientras mi yo virtual parece mirarme
desde el otro lado del cristal. Su derecha se corresponde con mi izquierda, su izquierda
con mi derecha. Pero esa relacion es la que le atribuyo yo al considerar mi reflejo otra
persona y puesto que cuando alguien me mira de frente sé que su derecha se corres-
ponde con mi izquierda y al revés, lo mismo pienso de mi yo virtual.

Sin embargo, quien parece mirarme se ha dado media vuelta para hacerlo. ;Qué papel
juega ese giro cenital de 180° en la permutacién de derecha e izquierda?

Mi reflejo no soy yo. Ni tan siquiera es otra persona. Pero como su aspecto me remite al
de otro le trato como tal. Pese a ser ciego, dirfa que mi reflejo me mira. Y como lo tomo
como tomaria a alguien frente a mi, es decir, como otra persona, le atribuyo las mismas
caracteristicas que a quienes me miran. Le interpreto como alguien que se ha dado
media vuelta para hablar conmigo: ... pensamos que es otro el que tenemos delante, ...pero
nosotros no somos esa persona virtual que estd dentro del espejo (Eco, 1999, pag. 423).

Veo que esa copia de mi mismo que tengo delante lleva el reloj en una murieca distinta.
Si lo creo asi es porque le veo como un doble mio. Un doble del que me separan unos
pasos y una media vuelta. Asi es como le percibo. La causa de la permuta de izquierda con
derecha estd en un giro de 180°, media vuelta (fig. 1).

Ese es el giro que atribuyo a mi imagen dentro del espejo y que es falso, fruto de mi ima-
ginacién. Un espejo no produce giros ni da medias vueltas a lo que se le pone delante,
sélo replica cada punto en otro equidistante de él, simetriza con respecto a un plano,
refleja.

Lo que ocurre es que la imagen en un espejo de una figura con simetria axial no se dis-
tingue de la que se obtiene mediante rotacién de 180° alrededor de un punto. En efecto,
merced a la simetria axial del objeto original, el reflejo en el espejo puede ser interpre-
tado como resultado de un giro de 180° con centro en el punto de interseccién del espe-
jo con el eje de simetria del objeto (fig. 2).

(..) el viajero ve dos
ciudades: una directa
sobre el lago y una de
reflejo, invertida.

(...) la ciudad fue
construida de manera
que cada uno de sus
puntos se reflejara en
su espejo, y la
Valdrada del agua
(...) contiene no sélo
todas las canaladuras
y relieves (...), sino
también el interior de
las habitaciones ...

Las dos ciudades
gemelas no son iguales,
porque nada de lo que
existe o sucede en
Valdrada es simétrico:
a cada rostro y gesto
responden desde el
espejo un rostro o gesto
invertido punto por
punto.

Espejo
Figura 1: Simetria de
reflexién y de giro
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Puesto que yo mismo me considero simé-
trico, veo mi imagen en el espejo no sélo
como resultado de una simetria, sino
también de un giro. En esa media vuelta
ficticia se basa la consideracién del intercam-
bio de derecha con izquierda.

Espejo Si el objeto original carece de simetria axial su reflejo s6lo puede inter-

retarse en términos de simetria, no de giro (fig. 3), y no hay lugar para la confusion.
Figura 2: Simetria de P ’ g ( g )’y y lugar p

reflexién y de giro
Si nuestra cara y cuerpo no fuesen simétricos y nos pareciésemos al objeto de la figura 2,

no tomarfamos por otra persona la imagen reflejada.

Quienes se sorprenden al considerar que los espejos permutan izquierda y derecha pero
no arriba y abajo, deberian pensar qué sucede si se pone un espejo en el techo. ‘Si miro
un espejo en el techo deberia pensar que cambia lo de arriba con lo de abajo’ (Eco, 1999:

423).
Espejo El lago de Valdrada es un espejo en el suelo. Cuando lo contemplo veo que, en efecto, el
Figura 3: Simetria de cielo esta alli abajo, el suelo encima. Pero sé que no es asi. En la Valdrada del lago las
reflexién cosas estdn en su sitio. W

ECO, U. (1999): Kant y el ornito-
rrinco. Editorial Lumen.

Barcelona. Valdrada: elogio de la simetria.
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Armilla

Me detengo en este punto y coma. ;Es posi-
ble que una ciudad carezca de paredes,
techos y pavimentos?

Pospongo la continuacién de la lectura al llegar a esa
coma. ;Existe una ciudad que no tiene nada que la haga pare-
cer una ciudad? Tal vez valdria como modelo de una ciudad semejan-

te una poblacién muy numerosa viviendo al raso en medio del desierto. Una

aglomeracion de personas sin casas y sin calles cuyo nimero la distinguiese de aldeas y pueblos.

Poco antes de visitar Armilla sofié que un atardecer sobrevolaba la sabana africana. Al pasar
por encima del lago Nakuru me sorprendié su color exageradamente rosado. Descendi, y la
masa se transformé en una nube de puntos. Miles y miles de flamencos bebian y se refresca-
ban agitando las alas. Por la noche hallarian cobijo en las ramas altas de las acacias. En mi
suefo pensé que un arbol es una casa sin paredes ni techo y que las calles y avenidas del vuelo
de un ave carecen de pavimento. Desperté convencido que Armilla era la ciudad de los fla-
mencos, ya que no tiene nada que la haga parecer una ciudad.

Sin embargo, la frase de Calvino no termina donde la dejé, sino que habla de un aspecto emi-
nentemente urbano como es el agua corriente.

La esencia de Armilla no estd en la sabana, sino en la selva de tubos que acaban en grifos,
duchas, sifones, rebosaderos. Esa selva certifica su urbanidad. Una marafna de cafios conver-
tida en estructura arquitectonica vicaria de la que en su dia sostuvo la poblacién.

Desde que me fui de Armilla mis representaciones graficas han cambiado. Antes, al ver
f(x)=x? pensaba en (x, x*). Ahora, en cambio, pienso en tubeplot(x, x°, 0): [ |

Armilla: ciudad tubular

DA

(...) no tiene paredes,
ni techos,
ni pavimentos; (...)

(...) no tiene nada que
la haga parecer una
ciudad...

(...) excepto las
tuberias del agua que
suben verticales donde
deberian estar las
casas y se ramifican
donde deberian estar
los pisos: una selva de
tubos que terminan en
grifos, duchas, sifones,
rebosaderos.
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Algo corre entre ellos,
un intercambio de
miradas como lineas
que unen una figura
con otra y dibujan
flechas, estrellas,
tridngulos, hasta que
en un instante todas
las combinaciones se

agotan (...)

Puntos

Lineas

1

0

1

3

6

10

QN U | W N

15

L,=C,*=n(n-1)/2
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Y nos vemos inmersos en la versiéon tridi-
mensional de un problema geométrico.
;Cudntas lineas, aristas y diagonales, pue-
den trazarse en un poligono irregular, con-
cavo o convexo?

El nimero de diagonales de un poligono regular convexo de # lados es

n(n-3)/2. Pero en Cloe el intercambio de miradas no se refiere a los lados, sino a los vér-
tices. Si # representa los vértices, el nimero de lineas posibles (aristas y diagonales) se
obtiene sumando las # aristas a las diagonales:

n(n-3)/2+n=n(n-1)/2.

Tampoco los vértices que las miradas conectan en Cloe se restringen a los de un polie-
dro regular. Abarca todos los segmentos que las miradas dibujan uniendo parejas de
puntos hasta que todas las combinaciones se agotan. El nimero de lineas L, que pueden
trazarse en un poliedro irregular, es decir, en un conjunto de # puntos en el que no hay
tres alineados, es independiente de la regularidad, es el mismo de antes. W

Cloe: en la mirada se origina el espacio
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didlogo entre Marco Poloy Kublai Jan

YLUNOEO GHILG YIULCO O[O h NRIET @

Kublai sueiia una ciudad, se la describe a Marco, y luego le ordena que la busque.
Kublai quiere saber si la ciudad que ha sofiado existe realmente.

De la ciudad se puede partir pero no regresar. Se trata de una ciudad centrifuga que sélo
admite una visita.

Si Marco jamas ha estado en ella, ;qué problema hay en ir alli y volver después para con-
tarle a Kublai que ciertamente existe? Si nunca la ha visitado, ;cémo sabe de su existen-
cia y peculiaridad? Si es por boca de otros, también ésos podrian habérsela dado a cono-
cer a Kublai.

Si la conoce por haberla visitado, ya no puede regresar a ella. Pero como Marco afirma
que tarde o temprano se embarcard en aquel muelle, tiene que poder ir alli. Luego, no ha
estado todavia. Por tanto, una de dos. O bien lo que sabe —entre otras cosas la premisa
particular de esa ciudad centrifuga—, debe saberlo por otros. O bien no quiere negar las
ensofaciones de Kublai.

Puesto que sélo se pasa una vez por esa ciudad X tan peculiar, desde una ciudad D, pos-
terior a X no hay modo de regresar a una A; anterior a X. A no ser que uno se quede por
siempre en A,. Bisagra del espacio y del tiempo, X separa el antes y el después del viaje-
ro que la visita. W

Después vuelve a
decirme si mi suerio
responde a la verdad.

(...) no hay duda de que
tarde o temprano me
embarcaré en aquel
muelle — dice Marco —,
pero no volveré para
contdrtelo. La ciudad
existe y tiene un simple
secreto: solo conoce
partidas y no retornos.
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Los matemdticos han intentado en vano desde hace mucho tiempo
descubrir alguna secuencia en el orden de los niimeros primos,
pero tengo razones para creer que éste es un misterio

en el que la mente humana jamds podrd penetrar.

Leonhard Euler

mpezébamos hace ya més de dos afios, alld por la prima- ..un suerio de mds de dos mil
vera del 2005, esta seccion extrafa y polisémica en su titulo. anos: la bisqueda de los
En su presentacion decia que pretendiamos que fuese dura- niimeros perfectos.

dera. Por suerte y por desgracia las cosas duran lo que duran
y los equipos de direccién de SUMA también tienen derecho
a un merecido descanso relativo. Asi que con esta octava
entrega cerramos un capitulo que confiamos os haya resulta-
do cuando menos entretenido.

Y si entonces acompaiidbamos a Don Quijote y Sancho a des-
facer entuertos matemdticos hoy nos lanzamos a perseguir un
suefio de mds de 2 000 aios: la busqueda de los niimeros per-
fectos.

En matematicas, como en la vida misma, lo simple y lo senci-
llo suele ser a la postre lo mds bello. Y qué mds simple que los
numeros naturales. Esta pretendida simplicidad y las sor-
prendentes propiedades y relaciones entre ellos ya atrajo la

Antonio Pérez Sanz
decabeza@fespm.org
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atencion de los fundadores de nuestra ciencia, los pitagéricos.
A ellos les debemos todas las clasificaciones tan familiares de
los nimeros: pares, impares, primos, compuestos, abundan-
tes, deficientes... y jperfectos!

El mejor de los nombres para una definicién anodina:
Un ntmero perfecto es aquel que coincide con la suma de

sus partes alicuotas.

En lenguaje mds prosaico: el que es igual a la suma de sus divi-
sores, excluido é] mismo como divisor.

Seguramente Dios cre6 el mundo en 6 dias, porque 6 es un
numero perfecto:

6=1+2+3

Y puso a la Luna a dar vueltas alrededor de la Tierra, una vez
cada 28 dias porque 28 es otro nimero perfecto:

28=1+2+4+7 + 14

Ya no se le ocurrié qué hacer con el siguiente 496 y parece que
lo dejé en paz:

496=1+2+4+8+16+ 31 + 62 + 124 + 248

Y los hombres tomaron el relevo de la divinidad y siguieron
investigdndolos atraidos por su magia y por su escasez. Los
numeros perfectos, como los hombres (o las mujeres) perfec-
tos, son dificiles de encontrar.

Euclides habla de ellos en los Elementos, en los tres libros
dedicados a la Aritmética, el VII, el VIII y el IX. Precisamente
en este ultimo Euclides nos deja perplejos con la proposicion
36, que curiosamente es la que cierra el libro y que propor-
ciona un método original para encontrar numeros perfectos.

Si tantos niimeros como se quiera a partir de una unidad se
disponen en proporcién duplicada hasta que su total resul-
te primo, y el total multiplicado por el dltimo produce
alglin nimero, el producto sera perfecto.

Lo curioso del caso es que a pesar de un resultado tan aplas-
tante, del que por cierto nos da una preciosa demostra-
cién...jgeométrical, Euclides sélo habla de los dos primeros
numeros perfectos; el 6 y el 28. En este esquema de construc-
cién, 6 y 28 correspondenan=1yan =2

(1+2)-2=3.2=6
(1+2+2).22=7.4=28

Algo parecido le ocurre a Tedn de Esmirna, a caballo entre el
siglo primero y el segundo de nuestra Era, en su obra Expo-
sitio rerum mathematicarum. Se atasca en el 28.

El gran impulsor de los nimeros perfectos, y de paso de los
numeros poligonales, es un neopitagdrico militante: Nicé-
maco de Gerasa, a principios del siglo II d. de C. Es él en su
Introduccion a la Aritmética, libro que acabaria convertido en
una especie de libro de texto a lo largo de la Edada Media, el
que introduce los términos nimeros abundantes y niimeros
deficientes para aquellos cuyas partes alicuotas suman respec-
tivamente mds o menos que el propio numero. Los términos
abundante y deficiente seguramente estan elegidos pensando
en la cantidad de divisores del niimero.

(...) en lo que se encuentra entre demasiado y demasiado
poco, es decir en el igual, se produce la virtud, la medida
justa, la armonia y la belleza, del que la forma més ejem-
plar es la especie de niimero llamado perfecto.

Como buen pitagdrico Nicdmaco habla de los numeros como
de seres vivos, con propiedades no sélo fisicas sino también
morales, que definen su propia esencia. En el fondo los ntime-
ros son la sustancia de todas las cosas. En el cap. XVI, nos dice:

Encontramos que, igual que las cosas bellas y excelentes
son escasas y faciles de contar, mientras que las cosas feas
y viles abundan, de igual forma los ndmeros abundantes y
los deficientes son muy numerosos y se los encuentra sin



Como buen pitagorico Nicomaco
habla de los niimeros como de seres
vivos, con propiedades no solo
fisicas sino también morales, que
definen su propia esencia. En el
fondo los niimeros son la sustancia
de todas las cosas.

El teorema de Euclides-Euler
de los niimeros perfectos

Si 27'-1 es primo, entonces
27(2"'-1) es perfecto y todo
numero perfecto tiene esa forma.

Y otra vez Euler, en su Tratactus de
numerorum doctrina, nos
proporciona una demostracion que
luego completard en su obra De
numeris amicabilibus.

regla y sin concierto, mientras que los nimeros perfectos
son faciles de contar y dispuestos segiin un orden conve-
niente. Asi encontramos uno solo entre las unidades, el 6;
otro solo entre las decenas, 28; un tercero entre las cente-
nas, el 496 y un cuarto en el interior de los millares, 8128.
Y encontramos que terminan alternativamente en 6 y en 8
¥ que siempre son pares.

Por fin aparecen los cuatro primeros nimeros perfectos de
forma explicita: 6, 28, 496, 8128. Ademas Nicémaco nos tra-
duce a lenguaje sencillo la proposicién de Euclides. De forma
un tanto alambicada viene a decir, en lenguaje actual:

Si la suma de las n primeras potencias de 2 es un ndmero
primo, entonces el producto de la suma por la dltima
potencia sumada es un niimero perfecto.

Si (1+2+42%+...42") es primo, entonces (1+2+2*+...+2")-2" es
perfecto.
(I+2+2*+2°+2%.2=31-16 = 496
(1+2+22+2°+2* +2°+ 29 - 2°= 127 - 64 = 8128

Todo parece encajar a la perfeccion. Pero el bueno de
Nicdmaco se aventura por caminos mucho mas peligrosos.
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Segin sus palabras entre 10 000 y 100 000 ha de haber un
ntmero perfecto y sélo uno. Y lo mismo ha de suceder entre
100 000 y 1 000 000. Y entre 10°y 10'... y, en general, entre 10
Y 10n+1'

Pero, incomprensiblemente, no nos dice cudles son los nume-
ros perfectos de 5, 6 y 7 cifras. Bueno, en realidad no nos da
ninguno a partir de 8128... Se ve que no estaba por la labor de
perder su tiempo comprobando si

(A+2+22+ 22+ 28+ 2°+ ... +27) =21

era 0 no un numero primo para cada valor de #, a partir de 6.

Propongo al lector que haya llegado hasta aqui, que calcule
DE CABEZA (o con una calculadora o una hoja de calculo) el
quinto numero perfecto. Merece la pena....;Sorpresa!
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Los 10 primeros

Los que lo hayan hecho habridn descubierto por qué
Nicdmaco no sigui6 con la lista. Se habia equivocado en algo...

Por cierto, los nimeros de la forma 2* — 1, que son primos son
los populares primos de Mersenne. El mas grande conocido
en 2006 era:

232582657_ 1

Un nimero con 9 808 358 digitos. Es el 44° nimero primo de
Mersenne

Asi que podemos afirmar que el mayor ntmero perfecto
conocido hasta la fecha es:

(232582657_1) . 232582656

Y por ahora es el cuadragésimo cuarto ntimero perfecto. ;{Sélo
44 ntimeros perfectos con menos de 10 millones de digitos!
Efectivamente son escasos. Muy escasos.

El numero primo de Mersenne
mds grande conocido en 2006
era:

2325 82657 _ 1

Un numero con 9.808.358
digitos. Es el cuadragésimo
cuarto numero primo de
Mersenne.

Y sin embargo Nicémaco afirma que hay infinitos. ;En qué se
basaria? ;Simple intuicién? Ni Nicémaco ni nadie después ha
podido demostrar que sea cierto y tampoco nadie ha demos-
trado que no lo sea. ;Existirdn de verdad infinitos niimeros
perfectos?

Cuando Euclides hace su demostracién de la proposicién 36
del libro IX y encuentra la maquina de fabricar nimeros per-
fectos, nunca pensé que serfa una mdquina con tan poca pro-
ductividad. Tanto esfuerzo para tan poco fruto.

De hecho hasta el siglo XX sdlo se conocian 9 nimeros per-
fectos. El quinto, que tq, lector, has podido calcular con una

simple calculadora cientifica en unos segundos, se descubre
en el siglo XV.

(2"-1)-2" = 33550336

El sexto y el séptimo se los debemos a un matematico bolonés
del siglo XVI poco conocido, Pietro Antonio Cataldi, que tuvo
la santa paciencia de hacer una tabla con la factorizacion de
los 800 primeros niimeros. El sexto y el séptimo son

(2"7-1) - 2' = 8 589 869 056
(2°-1) - 2'* = 137 438 691 328

iDoce digitos! No estd mal. Animado por el éxito Cataldi afir-
mo, sin probarlo claro, en Utriusque Arithmetices que para los
exponentes p = 2,3,5,7,13,17, 19, 23, 29, 31, 37 la expresiéon

212 — 1)
daba nimeros perfectos.

Tenia razén para los primeros. Para p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19,
pero s6lo una de sus cuatro siguientes aserciones, 23, 29, 31,
37, es correcta, la correspondiente a 31. Serd el propio Fermat
el encargado de demostrar que los exponentes 23 y 37 no pro-
porcionan nimeros perfectos. Sin embargo nada dice de 29 y
31. Y no es de extraiiar, que ya lo dice el propio Mersenne
hablando del trabajo de factorizar estos ntimeros de tantos
digitos:

(...) para decir que un nimero dado de 15 o 20 digitos es

primo, o no, haria falta todo el tiempo del mundo.

Por cierto, el avezado lector ya habrd descubierto que el pobre
Nicémaco estaba poco inspirado pues, en contra de su afir-
macioén de alternancia entre las cifras 6 y 8 como terminacio-
nes, el quinto y el sexto nimeros perfecto terminan ambos en
6. Se le puede disculpar el lapsus sobre todo pensando en sus
pobres herramientas de cdlculo aritmético. Con un dbaco no
se podia ir muy lejos...

Para encontrar el siguiente, el octavo, hay que esperar casi
doscientos afios y, jcomo no!, viene presentado por un genio:
el mismisimo Euler en 1732.

(2*'-1) - 2°° = 2 305 843 008 139 952 128
(de 19 digitos)
De paso demostré que el nimero (2*-1) no era primo y por
tanto (2%-1)-2* no es perfecto.

Alo largo del siglo XIX sélo se descubriran dos nuevos ntimeros
perfectos. El décimosegundo correspondiente al exponente 127:

(2127_ 1)'2126



descubierto por Lucas en 1876 y el noveno correspondiente al
exponente 61:
(251_ 1)'260

descubierto por Pervusin en 1883.
El décimo y el decimoprimero y todos los que les siguen hasta

el trigésimo primero se han descubierto ya en el siglo XX. Y
los dltimos seis a partir del aio 2000.

Todos terminan en 6 u 8.
En algo llevaba razén Nicémaco

La demostracion no es complicada.

Las potencias de 2 terminan de forma secuencial en 2,4, 8y 6

Para los valores de n = 1, 5, 9 ... s6lo el primero proporciona
un numero perfecto, el 6. El resto, al ser n + 1 par, hace que
(2'-1) no sea primo.

El resto de los niimeros perfectos sale de las filas segunda y
cuarta y por tanto terminan forzosamente en 6 u 8, aunque no
de forma alternada.

Terminacion | Terminacién | Terminacién

" de 2" de2'-1 de (2-1)2"
1,509.. 2 3 6
2, 6, 10... 4 7 8
3,7, 11.. 8 5 (o e o) 0
4,8,12.. 6 1 6

Lo que si esta claro es que todos los nimeros perfectos gene-
rados con la férmula de Euclides son pares. Pero ahora nos
asalta otra duda: ;habra ntimeros pares que sean perfectos y
que no se ajusten a esa férmula? Es decir, ;sera cierto el reci-
proco de la proposiciéon 36 de Euclides para los ntiimeros
pares?

El teorema de Euclides-Euler
de los nameros perfectos

Si la suma de las n primeras potencias de 2 es un ndimero
primo, entonces el producto de la suma por la dltima
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potencia sumada es un numero perfecto. Y ademds todo
numero perfecto par es de esta forma.

Y otra vez Euler, en su Tratactus de numerorum doctrina, nos
proporciona una demostracién que luego completard en su
obra De numeris amicabilibus.

Veamos esta demostracion, segiin sus propias palabras:

Un ndmero perfecto N es un nimero cuya suma de sus
divisores S(N) es dos veces mas grande que él mismo. Asf,
si S(N) = 2N, N es un numero perfecto.

Si es par serd de la forma 2" A, siendo A un nimero impar,
primo o compuesto. Ahora bien, si

N = 2" A, tendremos que S(N) = (2" — 1) S(A), de donde
se deduce que

S(A) 2n+1

A (2n+1 _ 1)

Como el numerador es una unidad mayor que el denomi-
nador, no puede superar a la suma de los divisores del
denominador, es decir, es igual o inferior a la misma. En el
segundo caso no hay solucién, y en el primero no existird
solucién a menos que 2"'-1 no sea un nimero primo. Asi
cada vez que 2"'—1 sea un nimero primo, es preciso tomar
A=2"'-1, y entonces tendremos un numero perfecto
N=27(2"1-1).

Asi todos los niumeros perfectos pares estdn contenidos en
esta férmula 2" (2"'-1) , con la condicién de que (2"'-1)
sea un nimero primo, lo que sé6lo ocurre si # +1 es un
nimero primo, aunque no es cierto que todo ndmero
primo de la forma n+1 haga que 2*'-1 sea prim.

Euler comete en esta demostracién un pequeno fallo, al supo-
ner que al ser

2n+1

2n+1 _ 1

irreducible, también lo ha de ser la fraccién

S(A)
A
Podria ocurrir que
S(4) k2!
A k@7 -1)

Euler analizard este caso y demostrara que es imposible en su
trabajo De numeris amicabilibus.

Pero Euler no se atreve a afirmar que éstos sean los unicos
numeros perfectos. Es mds, afirma que hasta entonces nadie
lo ha demostrado, pero que eso no significa que existan.
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¢Existen nimeros perfectos impares?

Descartes, en una carta a Mersenne, ya confiaba poder
demostrar que los inicos nimeros perfectos pares eran los de
Euclides y que si habia nimeros perfectos impares tenfan que
ser el producto de un niumero primo por un cuadrado cuya
raiz fuese un producto de nimeros primos.

Euler, cdmo no, otra vez Euler, comenzaria la carrera de des-

cubrir como habria de ser ese raro ejemplar de ndmero per-
fecto impar en el caso poco probable de que existiera...

Si existe un tal nimero perfecto tendrd la forma
(4:1’! + 1)4/l+1 PZ
donde P es un niimero impar y 4# + 1 un niimero primo.

Sylvester, en 1888, basandose en el hecho de que la suma de
los inversos de los divisores de un ntimero perfecto es igual a

2, demostrd, y no es muy complicado, que de existir un nume-
ro perfecto impar debe tener al menos tres factores primos
distintos.

Hoy gracias a la ayuda de potentes ordenadores sabemos que
de existir un nimero perfecto impar ha de tener al menos 8
factores primos distintos y que ha de ser mayor que 10°”.

A la mayoria de nosotros este dato nos haria pensar que es
indtil proseguir la busqueda. Y sin embargo sélo hay 12

numeros perfectos pares con menos de 300 cifras...

La buisqueda, o la demostracién de que no hay que continuar
buscando, nos sigue esperando.

Me temo que durante muchos aios los nimeros perfectos van
a traer a los matematicos...

DE CABEZA 1
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Epigrafe 109 del Tratactus de numerorum doctrina
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mestaca unos pocos libros de matematicas (o de su
ensefianza) que a lo largo de tu vida te hayan influido de
forma especial y explica por qué fue, asi como si crees que
siguen de actualidad.

Para mucha gente de mi generacion, que acabamos Exactas
antes de que falleciera el ilustre —que no ilustrado— dictador,
los libros de matemadticas eran poco mds que complementos
de los apuntes que tomdbamos en la facultad. Constitufan un
elemento mds de aquel pais en blanco y negro. Significaban
instrumentos de la gimnasia mental imprescindible para la
superacion de los exdmenes, antes que atractivos motivos de
placer.

Algunos de nosotros, alentados por las reivindicaciones auto-
gestionarias practicadas en la universidad —lucha por el con-
trol le llamamos en el campus zaragozano— iniciamos nuestra
profesion educativa intentando infundir en los alumnos ese
espiritu critico de libertad solidaria que habiamos vivenciado
en nuestro enfrentamiento con las autoridades académicas.
Tal vez por eso, el libro que marca en mi recuerdo aquella
época no tiene un contenido especificamente matemaético,
sino primordialmente pedagégico: El maestro compariero y la
pedagogia libertaria. Una muestra de la experiencia llevada a

Mi biblioteca particular

Emilio Pedro Gomez

Complicidad.
El libro quiere leer
mi mente en blanco.

Fernando Corbaldn (coordinador de la seccién)
medios.suma@fespm.org
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cabo en algunos colegios ptblicos de Alemania que gozaron
de una extrana libertad, en un periodo comprendido entre la
primera y la segunda guerra mundial. Los propios alumnos
iban acordando con el profesor los contenidos bésicos a tratar
e iban realizando pequeiias investigaciones que integraban
diferentes areas del saber (incluidas, claro, las matematicas),
con una metodologia cercana al hoy considerado novedoso
aprendizaje cooperativo.

Libros de Historia

Evidentemente, resultaba inviable aquella prictica en los
tiempos autoritarios que corrian. Se presentaban los
conocimientos en los compartimentos estancos de cada asig-
natura, de manera no muy diferente a como hoy, lamentable-
mente, sigue haciéndose en la generalidad de los centros
educativos de este pais. Asi que, al margen de la practica de la
asamblea y otros instrumentos participativos del alumnado
en clase —informe semanal, equipo gestor, plan del dia...— tuve
que plantearme qué hacer con la didactica especifica del drea
que me correspondia impartir. Pero, por aquel entonces, no
sabia de recursos ni publicaciones del aprendizaje matemati-
co alternativo que buscaba. Una primera y relativa tabla de
salvacién fueron los libros de historia de las matematicas. El
azar trajo a mis manos uno de ellos: La magia de los niimeros,
de Paul Karlson (Editorial Labor, 1960). Un libro de matemati-
cas en el que lo mismo podias encontrarte la imagen de una
guia de ferrocarriles, un tablero de ajedrez o la clasificacidon de

la liga esparfiola de futbol. Donde era posible descubrir una
introduccién al mundo de los vectores a través de un hombre
con una botella de ron que corre desconsolado en la cubierta
de un trasatlantico perseguido por un tiburén, un ejemplo
concreto del lenguaje grafico numérico de la tribu de los
papues, o una reproduccién del cuaderno de apuntes donde
Newton tomaba minuciosa nota de sus gastos cotidianos. Un
libro de supuesta aridez cientifica, marcado por su amenidad.

Después de su lectura vinieron otros de indole similar como
Breve historia de las matemdticas de Egmont Colerus (sélo
conservo uno de los dos ejemplares de que consta la edicidn,
uno de los libros de mi biblioteca mas gastados por el uso),
donde encontré el primer enunciado poético de un problema
escolar:

Un quinto de un enjambre de abejas se posa sobre una flor
de Silindha; tres veces la diferencia entre los dos ntimeros
vol6 a las flores de Kutuya, y se quedd una sola abeja que
se alz6 por el aire, igualmente atraida por el grato perfume
de un jazmin y de un pandamus... Dime td ahora, mujer
fascinante, cudl era el n° de abejas.

Bhaskaracarya
Me sirvieron estos libros para animar mis clases con la intro-
duccidn histérica de ciertos conceptos y el apunte de algunas
de sus conexiones con la realidad. Y poco a poco fui enrique-

ciendo estas lecturas con otras que aportaban una perspecti-
va social que les faltaba. Principalmente Ciencia y filosofia en

— .
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la antigiiedad, de Farrington B. (Ariel, 1972) e Historia social
de la ciencia, de John D. Bernal (Peninsula, 1976) que me des-
velaron unas interacciones entre la evolucién de la ciencia y
de la sociedad que se me habian ocultado. Tendrian que pasar
algunos anos mds para tomar conciencia de la limitacion
eurocentrista de los manuales histéricos que hasta entonces
conocfa. El aporte de La cresta del pavo real, de George Che-
verghese Joseph (Ediciones Piramide, 1996) me resulté reve-
lador:

El tratamiento estdndar de la historia de las matematicas
europeas muestra un sesgo historiografico muy arraigado
en la seleccién e interpretaciéon de hechos. La actividad
matemadtica de fuera de Europa ha sido ignorada, devalua-
da cuando no distorsionada.

Hubo otros libros de matemdtica recreativa que me ayudaron
a insertar en mis clases algunas actividades esporadicas de
caracter ludico. Usé problemas de Martin Gadner y, sobre
todos, ;Cémo se llama este libro? El enigma de Drdcula y otros
pasatiempos légicos, de Raymond M. Smullyan (Ediciones
Catedra) que incluia algunos ingeniosos e intrigantes retos
asequibles a mis alumnos de bachillerato.

Libros de Didéctica

En la década de los ochenta, el panorama de aridez de publi-
caciones de diddctica matemdtica se transforma a mis ojos.
Publican sus trabajos los grupos Zero de Cataluna, Azarquiel

Cennrye Etwrveglsie fisseprh
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de Madrid, Cero de Valencia, Miguel de Guzman... Nos llegan
aires frescos de otras latitudes: Polya, Mason-Burton-Stacey,
Shel Centre for Mathematical Education... Los recursos y
materiales didacticos, antes tan escasos, se prodigan en un
crecimiento aparentemente exponencial. Parece vislumbrarse
un proyecto de aprendizaje de las matematicas, sustentado en
la metodologia propia de la resolucién de problemas, impul-
sado desde el propio Ministerio de Educacién y sus recién
creados Centros de Profesores. Un espejismo que la tozuda
realidad ha ido, sin compasién, deconstruyendo.

Tal vez por eso, significa tanto para mi la experiencia recogi-
da en Variaciones sobre un mismo tema. Una cita con la crea-
tividad en clase de matemdticas, de Angel Ramirez y Carlos
Usén (Proyecto Sur, 1998). Un libro donde, desde esa men-
cionada perspectiva de resolucién de problemas, e inspirado
en las propuestas de Fielker, el grupo Cero o Paco Hernén, se
muestran los resultados extraordinarios que es posible lograr
en una clase ordinaria de alumnos normales en institutos
iguales a cualquier otro, con un profesor como Angel o Carlos
convencidos con J. L. Higgins, de que:

No obtenemos sino lo que pedimos... No hay metas impo-
sibles, hay actitudes desconfiadas y pusilanimes.
Eso si, siendo muy conscientes de que

Sélo si estd estimulada nuestra propia creatividad, pode-
mos aspirar a potenciarla en nuestros alumnos y alumnas.
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Un libro que, desde la practica cotidiana de una clase de
matemadticas y de los problemas resueltos por los alumnos,
reflexiona sobre la vida y el arte, sobre la utilidad del uso del
tiempo, sobre la atencidn a la diversidad como estimulo de la
creatividad y la autoestima... Para los que actualmente lleva-
mos una practica mucho mds acomodaticia de la ensefianza
de las matemdticas, un libro que duele, que te pone la carne
pedagégica en carne viva.

Matematicas en lecturas ajenas a las matematicas

Pudiera sorprender la cantidad de poetas que han escrito
algin poema con contenido matematico, que han utilizado
permutaciones o series en su elaboracién, que-en ocasiones
de forma descarnada- insertan terminologia matematica en
sus versos, que emplean una impensable variedad de ritmos,
o que han sabido apropiarse de estructuras geométricas en su
creacién. Un ejemplo muy significativo lo constituye For-
mulas para Cratilo, del escritor argentino Bernardo Schia-
vetta, donde cada poema constituye un signo mimético y, en
ocasiones, la significacién inherente a este signo es el tema
mismo de las palabras del poema. Una fusién de forma y de
sentido, donde la forma se corresponde con sugerentes confi-
guraciones geométricas: poema-circulo, uréboro —serpiente
fabulosa que se muerde la cola—, poemas cuadrado, carmina
quadrata —el niimero de versos es igual al nimero de letras de
cada verso—, laberintos cubicos, poemas de variables simetrias,
estella octdngula —octaedro estrellado formado por los dos
tetraedros entrecruzados que estan contenidos en el cubo—, o

L Frmws il L

el llamado Cubo de Kepler —la perspectiva de un cubo que se
obtiene al dividir un hexdgono en tres partes iguales.

No me resisto a dar a conocer el curioso “Cuarenta poemas”
de Jacques Roubaud, un matematico y poeta francés, miem-
bro activo del OULIPO, colectivo descendiente del grupo
Bourbaki por un lado y del surrealismo francés por el otro.
Entre sus paginas es posible encontrar un poema dedicado a
uno de los metros de marmol colocados en 1796 en Paris o
versos mas o menos matemdticos como estos:

Tal vez nuestras calles no son mds que sombras

de ndmeros que vierte la lluvia,

cachitos de la infinita calle de los nimeros
donde de por vida bajar y subir.

Afirmaciones chocantes referidas a las matematicas

Nunca he hecho algo que fuera ttil....el valor de una vida
matemadtica es igual a cero...sélo tengo una posibilidad de
sustraerme al veredicto de la completa trivialidad y consis-
te en que se me conceda que he creado algo que merecia la
pena ser creado.

Godfrey Harold Hardy

A este respecto, matiza Hans Magnus Enzensberger, en su
excelente Los elixires de la ciencia (Anagrama, 2002):

La actitud de Hardy se aproxima a la de un artista. Desde
un punto de vista estrictamente empresarial, no sélo
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Ovidio y Bach lo habrian tenido dificil, sino también
Pitagoras y Cantor. Su trabajo apenas habria podido produ-
cir ese 15% de interés inmediato que hoy es considerado
normativo bajo el pabellén del shareholder value. Claro que
entonces una parte abrumadora de las actividades humanas
resultarfan indtiles y la investigacién matemadtica se cuenta
entre las mds baratas de la produccidén cultural. El valor del
nuevo acelerador de particulas CERN de Ginebra ronda los
4 0 5 mil millones, mientras que el instituto Max Planck de
Matematica Tedrica de Bonn —centro investigador de fama
mundial- absorbe sélo el 0°3% del presupuesto de la socie-
dad Max Planck. Y Galois o Abel fueron pobres como ratas.
Serfa dificil encontrar genios tan baratos.

Claro que las afirmaciones mdas chocantes relacionadas con
las matemadticas las he encontrado en libros de poemas.
Recuerdo un verso de José M? Parreno:

...elegir una cifra y repetirla hasta que sepa a fruta

Ultimo libro sobre matematicas

Ataiie al mundo matemadtico y, simultdneamente, al narrativo.
Recientemente he tenido la suerte de conocer Apropiaciones
debidas, un libro de José del Rio todavia en el umbral de su
publicacidn, en el que logra enlazar historias muy dispares de
muy diversas novelas que tienen en comun su relaciéon con las
matemadticas. Imagino que, dado su logro de escarbar con fér-
til inteligencia en esa frontera tan estereotipada entre mate-
madticas y literatura, y el empefio tan exhaustivo de la empre-
sa, podria convertirse en un libro imprescindible para los inte-
resados en las conexiones entre ambas disciplinas.

HANS MAGNLIE EMAENSEERGER

Los eltxires
de Ia ciencia
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Mi altimo libro no matematico

Voces reunidas constituye posiblemente la mejor aproxima-
cion posible a las obras completas del que fuera poeta secreto
argentino —aunque nacido en Italia— Antonio Porchia. Nos
ofrece en este libro unos intimos, breves, certeros, misterio-
sos pensamientos que, con su humilde sabiduria, superan el
género del aforismo para convertirse en pura poesia. He aqui
algunas muestras:

Las pequefieces son lo eterno, y lo demas, todo lo demas,
lo breve, lo muy breve.

El misterio apacigua mis ojos, no los ciega.

La razén se pierde razonando.

Te ayudaré a venir si vienes y a no venir si no vienes.

Un infinito de cosas es infinitamente més que todas las
cosas y no es todas las cosas.

Con su humanizado y profuso prélogo, el CD anexo con las
voces leidas por el propio poeta, y la evocadora muestra de
cartas y fotografias... al pasar las pdginas uno tiene la sen-
sacion de irse adentrando en el cuarto de estar interno del
autor.

Despido este fugaz paseo por “Mi biblioteca particular” con
las mismas palabras que empleaba Antonio Porchia para decir
adios a sus amigos: Traten de estar bien... Acompdriiense. B

ViHES
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Escaparate:
Viajes y paseos matematicos

= /ES5 POSIBLE VIAJAR CO
LAS MATEMATICAS? ™

Viae y Matematicass
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0 hay que ser muy perspicaz para apreciar la importan-
cia de las Matematicas en el sistema educativo: desde que se
traspasa el umbral de la escuela por primera vez hasta que se
culmina la ensefanza obligatoria es una de las asignaturas
obligatorias. Pero después de tantos afios cursando matema-
ticas (casi) todos los dias, si se pregunta a cualquier ciudada-
no en qué utiliza las matemadticas en su vida diaria, tenemos
una probabilidad muy alta de que nos conteste que para com-
prar y vender, para llegar a fin de mes y poco mads. En resu-

Fernando Corbalan
medios.suma@fespm.org

¢ES POSIBLE VIAJAR CON LAS MATEMATICAS?
VIAJE Y MATEMATICAS

Grup Vilatzara

Coleccién Matemdticas y entorno, n° 1
FESP/ICE-UAB, Badajoz, 2006

ISBN: 84-934488-2-6

143 PP

men que lo més habitual es que no ‘necesiten’ mucho mas que
las clasicas cuatro reglas.

Algo de culpa debemos tener el colectivo de profesores de
matematicas que, en su conjunto, no debemos de abrir dema-
siado los ojos de nuestros alumnos para que puedan ver las
matematicas en la sociedad, en su organizacién y en la solu-
cién de los problemas que se les planteen. Pero, a pesar de que
esa es la situacién global, hay muchos ejemplos, individuales y




colectivos, de que no sélo se preocupan de mostrar la presen-
cia de las matematicas, sino que ademads lo publicitan. A dos de
esos ejemplos en forma de libro dedicamos este comentario.

El primero de ellos est4 escrito por un conocido grupo de pro-
fesores de secundaria y universidad del entorno de Barcelona
que desde hace afios realizan con sus alumnos una serie de
viajes, reales o imaginarios, a lugares préximos y lejanos,
accesibles y remotos. Con el convencimiento declarado de
que si, como dicen, algunos errores del pensamiento humano
se corrigen viajando, hagamos que nuestros alumnos y alum-
nas viajen, aunque sea virtualmente, por las matemdticas de
las culturas del mundo. Seguro que, ademds de matemdticas,
aprenderdn valores que preparan para un mundo mejor.

Tras un proélogo de Claudi Alsina y una presentacion, explici-
tan los principios de su propuesta y van desgranando sus eta-
pas. Se detienen en Barcelona y, con parada mas larga, en la
Plaza de la Glorias, para reflexionar sobre La medida de las
cosas: el metro. Hacen un viaje en el tiempo para visitar a los
iberos y romanos y finalizan su recorrido cercano con una
mirada matemadtica al modernismo. Se desplazan después, ya

MATETRENTINO.
PERCORSI MATEMATICI A
TRENTO E DINTORNI

D. Luminati/I. Tamanini (editores)
Springer-Verlag Italia, Milano, 2006
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en viajes virtuales, a Centroamérica para decodificar lengua-
jes y descubrir otros sistemas de numeracién; dan un salto a
Chicago y su impresionante coleccién de rascacielos y finali-
zan en un lugar exético e inhéspito: el Polo Norte. En ese largo
camino se han podido descubrir variados aspectos matemati-
cos que estan en la vida social y en el planeamiento urbano, en
la construccidn y en el descubrimiento histérico, en el arte y
la técnica... En resumen, en los fundamentos de la sociedad. Y
todo ello no por medio de discursos sino por el descubri-
miento de cada uno de los alumnos/viajeros.

En definitiva una fuente de sugerencias para realizar esos
recorridos u otros parecidos que permitan ir viendo matema-
ticas, y una contestacion afirmativa y entusiasta a la pregunta
del titulo: ;Se puede viajar con las matemadticas! Y constituye
el inicio por parte del Servicio de Publicaciones de la FESPM
de una coleccién que esperamos contintie con propuestas tan
sugerentes y utiles.

Matetrentino es un catdlogo ampliado de la exposicién del
mismo nombre que tuvo lugar en Trento (Italia) del 18 de
febrero al 29 de octubre de 2006 (puede verse informacién en

matetrentino |
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la direccion http://www.mtsn.tn.it/matetrentino/dentro.htm) y
que era continuacién de la misma idea de otra titulada
Matemilano, que estuvo expuesta en Mildn del 12/9/2003 al
30/5/2004 (http://matemilano.mat.unimi.it/presenta.htm). En
su génesis participaron profesores universitarios, responsables
de museos y profesionales de la comunicacién y el disefio.

En la primera parte del libro hay cuatro capitulos dedicados a
topologia, maximos y minimos, visualizacién y simetria.
Todos ellos tienen interesantes ideas y estdn acompaiiados de
hermosas ilustraciones, de aparatos y de lugares naturales o
artisticos, en los que se plasman los conceptos que se tratan.
Cierto que Italia proporciona muchos ejemplos artisticos de
casi todo, pero hace falta también una profunda labor de bds-
queda y depuracién de cada tema para llegar a encontrar

ejemplos tan apropiados y tan bellos (y si se hace en cualquier
otro lugar se tendrian también excelentes resultados).

La segunda parte trata de la exposicién en si misma, con refle-
xiones sobre cada uno de los aspectos a tener en cuenta (el
proyecto, la relacién con el arte, los titulos...) y, como elemen-
to a destacar, se detiene en la parte dedicada de forma espa-
cial a los niflos de 3 a 6 afios, que solian ser los grandes olvi-
dados en las exposiciones cientificas (y que por suerte lo son
cada vez menos). E incluye la reproduccién de todos los pds-
teres de Matetrentino y que constituyen un magnifico recorri-
do por la regién. Con todo ello se conforma un libro muy bien
editado, con abundantes y magnificas fotos y todo un caudal
de sugerencias para cualquier exposicién matematica que nos
propongamos. M
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La Ciudad
Rosa y Roja

LA c1upAD ROSA Y RojA
Carlo Frabetti

Lengua de trapo

Coleccion Nueva Biblioteca, n.° 36
Madrid, 1999

ISBN: 84-89618-35-6

140 pp. %Ill-llll"-'.hl

n esta ocasion cambiamos de estilo en el libro presenta- Al&? ;Podrfa un Dios omnisciente predecir el préximo
do, siendo esta vez un ejemplar de literatura de divulgacion movimiento de un jugador de ajedrez? ;Quién y por qué
cientifica, y, mas concretamente, de razonamiento légico lle- dispard la flecha del tiempo? ;Cémo pueden menguar las
vado hasta las tltimas consecuencias. murallas de una ciudad a medida que ésta crece?

Estas son algunas de las preguntas que, con sus asombro-
sas respuestas, asaltan al lector desde las paginas de La ciu-
dad Rosa y Roja, libro que retoma varias de las inquietan-

En la contraportada podemos leer su presentacion:

¢Podria Narciso abrazarse a si mismo si su imagen especu-
lar adquiriera realidad corpdrea? ;Es realmente la geome-
trfa un lenguaje universal de la inteligencia? ;Han sido
escritos ya todos los versos posibles? ;Es la lectura una
actividad degradante? ;Cudl es el centésimo nombre de

Constantino de la Fuente Martinez
literatura@revistasuma.es
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Un libro inclasificable y perturbador que, a partir de los
més antiguos recursos del arte de narrar y conmover, pro-
pone un nuevo género en el que lo cientifico y lo literario

tes ideas expuestas en la novela Los jardines cifrados
(publicado en esta misma coleccién) y las desarrolla
mediante el apdlogo, la pardbola, el didlogo socratico o el
cuento maravilloso, con una singular mezcla de ironia,
rigor intelectual y belleza literaria.

se armonizan y complementan. M

Carlo Frabetti es italiano (Bolonia, 1945), pero reside en Espana
desde los 8 anos y escribe habitualmente en castellano. Escritor y
matematico, miembro de la Academia de Ciencias de Nueva York,
cultiva asiduamente la divulgacidn cientifica y la literatura infantil.
Ha publicado mas de 40 libros, muchos de ellos para nifios y jove-
nes: primero era un matemdtico que escribia por hobby, ahora es al
revés. Su novela infantil La magia mds poderosa (1994) ha sido tra-
ducida a varios idiomas y ha superado los cien mil ejemplares.
También ha creado, escrito o dirigido numerosos programas de
television, como La Bola de Cristal, Ni a tontas ni a locas, Tenden-
cias 'y El Duende del Globo, y ha estrenado varias obras de teatro.

El mismo se define como un raton de biblioteca que ha tratado de
no convertirse en ratén de su propio cerebro dedicando demasiado
tiempo a la literatura y, sobre todo, a los niimeros. Una de sus mas
recientes obras, El libro infierno, constituye todo un ajuste de cuen-
tas con sus filias y sus fobias. W

Nuestro comentario

inesperados, a veces contrarios a lo tradicionalmente espera-
do, pero siempre légicos y coherentes con los principios esta-
blecidos en su inicio.

Hay veces, sobre todo cuando se leen narraciones cortas y
seguidas, que al final de cada una de ellas uno percibe una
determinada sensacion interior que le sirve para evaluar, de
forma global y répida, el relato. Es lo mismo que nos puede

ocurrir después de leer un chiste de Peridis en E! Pais... Los
ejemplos anteriores ilustran fehacientemente lo que podemos
sentir después de la mayoria de los relatos cortos que compo-
nen La ciudad Rosa y Roja: el esbozo de una sonrisa, un pen-
sativo “..muy ingenioso’; la imagen de Nietzsche y su subver-
sion de valores, o los pensamientos de Fernando (un compa-
fiero de departamento) cuando dice: ;qué culebrilla!

Frabetti, en La ciudad Rosa y Roja, desea pasearnos por mu-
chos caminos cuyos finales son, a veces, sorprendentes por

Si, como deciamos, son muchos los caminos, no son menos los
personajes y los temas que nos podemos encontrar: el mundo
clasico y algunos de sus mitos; la dicotomia Dios y diablo; la
ciencia en general y, con abundancia, las matemdticas y los
matematicos; el lenguaje, la poesia y las palabras; los libros y las
bibliotecas....; sin olvidar el espacio y el tiempo, la recursividad
hasta el infinito, los mapas y territorios, o personajes reiterados
como el matematico, el fildsofo, el politico, el economista y
varios seres magicos a medio camino entre magos, druidas o
duendecillos, todos ellos, imaginamos, de baja estatura. W
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Una propuesta de trabajo en el aula
—

El libro que nos ocupa tiene una ventaja de la que otros no disfrutan: su versatilidad. El hecho de
estar compuesto de pequenas narraciones independientes, nos ofrece la posibilidad de encomen-
dar la lectura de determinados capitulos en vez de la lectura completa. Esta es una cuestién para
decidir por el profesor.

Por otra parte, el guién que proponemos es lo suficientemente amplio como para que pueda ser
propuesto también de forma parcial, ya que cada tema contiene varias cuestiones a desarrollar,
resolver o reflexionar, convirtiéndose asi en un pequeno trabajo con entidad suficiente como para
ser abordado de forma exclusiva por determinados alumnos/as.

Como siempre, son variados los niveles a los que se puede dirigir el guién, de ESO o Bachillerato.
Esta circunstancia estd mds marcada por el tipo de alumno o alumna a los que se plantee, que por

el nivel educativo en el que se encuentren.

Pasamos, a continuacidn, a presentar la propuesta de trabajo.

El tiempo es una forma de orden
Vamos a tomar un primer contacto con algunos nombres que
figuran en distintas paginas del libro y que son personajes
muy relacionados con las matematicas: profesores, filésofos,
matemadticos, escritores, etc.
+ Eratdstenes, Carl F. Gauss, Lewis Carroll, Arquimedes,
Anaximandro,Wittgenstein, Jacques Bernouilli

A) Fijate en ellos y ordénalos cronolégicamente.

Calculos sobre la Tierra
Uno de los personajes anteriores calcul6 el radio de la Tierra
con una aproximacién muy cercana a su valor real.

A) ;Quién fue? Explica la historia y el procedimiento que uti-
liz6 para calcularlo.

Suponiendo que la Tierra sea una esfera, vamos a plantear-
nos algunas preguntas sobre ella:

B) Escogemos un punto de la superficie esférica. ;Cudntas
rectas podemos trazar, que sean tangentes a la esfera en
ese punto? ;Y cuantos planos? ;Qué relaciéon hay entre
ellos?

C) Si una persona se sitia de pie, en un punto de su superficie
y a nivel del mar, ;hasta qué distancia podria divisar, en
funcién de su altura? Resuélvelo primero para una altura
de 1,80 m y después para cualquier altura conocida /.

Relatos con semejanzas

En los relatos “La pulga desmedida” y “El mapa y el territorio”
se hace alusién a la escala de un mapa y a la razén de seme-
janza entre figuras semejantes.

A) Explica el significado de estos conceptos matematicos:
+ figuras semejantes- razén de semejanza- escala
B) Explica razonadamente la veracidad o falsedad de las
siguientes afirmaciones:
+ Dos cuadrados son siempre figuras semejantes.
+ Dos rectangulos son siempre semejantes.
+ Dos triangulos equilateros son siempre semejantes.

C) ¢Por qué es imposible que exista una pulga con sus dimen-
siones multiplicadas por 1000?

D) Enumera ventajas e inconvenientes de tener un mapa de
escala 1:1.
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Un lugar importante en la historia de las matematicas

A) ;En qué lugar del libro aparece la cita anterior?

B) Recopila informacién y cuenta la historia de la biblioteca
de Alejandria hasta su destruccion final.

C) En Alejandria se podia admirar, ademas de su biblioteca,
una de siete maravillas del mundo antiguo, jcudl era? Ex-
plica su estructura arquitecténica, dimensiones, superficie,
volumen, etc.

D) A lo largo de los siglos, Alejandria fue un foco de cultura y
sabiduria, también en lo que hace referencia a las mate-
mdticas. Escribe una pequefia biografia de un hombre y
una mujer que sobresalieran como matemadticos de
Alejandria.

Las dos cuestiones siguientes profundizan en algunos de los
conocimientos matemadticos que surgieron en Alejandria:

E) Explica lo que es una ecuacion diofdntica y expdn algiin
método para resolver ecuaciones de este tipo. ;Qué rela-
cidén tienen las ecuaciones diofanticas con el celebérrimo
Ultimo Teorema de Fermat?

F) Explica el origen matematico de la férmula de Heron.
¢Cbémo la obtuvo su autor?

Erase una vez un viejo mago que
poseia una enorme biblioteca, ni
siquiera superada por la de
Alejandria.

iEureka!... Un genio en Siracusa

Arquimedes hizo grabar
sobre su tumba...

(pdg. 35)

A) ;Qué habia grabado sobre la tumba de Arquimedes? ;A
qué resultado matematico hacia referencia? Comprueba su
veracidad haciendo los célculos necesarios en las férmulas
apropiadas.

Arquimedes obtuvo unas aproximaciones del niimero IT, a
partir de poligonos inscritos y circunscritos a una circun-
ferencia.

B) Explica como se puede hacer eso y obtén los resultados
correspondientes.

Segin cuenta Plutarco, el rey Hieron de Siracusa, tenia
ciertas sospechas relativas a su corona.. y acudié a
Arquimedes, que era pariente y amigo suyo.

C) Explica su problema y expén la solucién que..., jeurekal,
consiguié Arquimedes. Por cierto, este momento es el id6-
neo para dar explicaciones sobre el origen de la celebre
expresion jeurekal, jeureka! (Lo he conseguido!



También son muy famosos unos espejos surgidos de la
genialidad de Arquimedes.

D) ¢De qué espejos estamos hablando? Explica el fundamento
cientifico en que se basaban.

E) Comenzdbamos haciendo referencia a la tumba de Arqui-
medes, y ya va siendo hora de hablar de su vida... y de su
muerte: Recoge los principales datos de su biografia y
explica el tragico episodio de su muerte.

Un monumento para hablar de Gauss
Vamos a dedicar un rato a conocer a uno de los mayores
genios de la historia de las matematicas: Gauss.

A) Siendo nifo calculé una suma de una forma ingeniosa.
Explica el episodio y su relacién con la férmula de la suma
de los términos de una progresién aritmética.

B) También es el autor de una forma de construir, con regla y
compads, un poligono regular de 17 lados. Suponiendo que
el lado de ese poligono es conocido, encuentra una férmu-
la para hallar su drea en funcién (exclusivamente) de la lon-
gitud conocida del lado.

En la universidad de Gotinga hay un
monumento dedicado a Gauss...

(pdg. 36)
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C) Los ndimeros complejos ;qué clase de ndmeros son?
Explica alguna aportacién de Gauss al conocimiento de
estos nimeros.

Como puedes imaginar, Gauss conocié a mucha gente a lo
largo de su vida...

D) Elabora una biografia suya.

E) De entre la gente que no conocia en persona y con la que
mantenia correspondencia, habia alguien que le enviaba
las cartas firmadas con un seud6nimo. ;Quién era? ;Por
qué no mostraba su verdadera identidad? ;Cémo lo supo
Gauss? Recoge los principales datos biogrificos de este
personaje escondido.

Una tumba para hablar de Jakob Bernouilli

Jacques Bernouilli, uno de los padres del célculo infinitesi-
mal... (pag. 35)

A) El apellido Bernouilli es casi sinénimo de personaje rela-
cionado con las matemadticas. Busca una explicacién a la
afirmacién anterior.
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B) Encuentra los tipos de espirales que hay, explica sus carac-
teristicas y diferencias esenciales.

C) Y como aparece en la cita del principio, no podemos dejar
escapar la oportunidad: ;Qué es el Célculo Infinitesimal?
En el libro se califica a J. Bernouilli como uno de los padres
del Célculo Infinitesimal.

D) Encuentra otros precursores del Cdlculo. ;Quiénes, casi
simultdneamente, lo descubrieron?

Lewis Carroll y el mapa... ;del pais de las maravillas?
A) ;quién fue Lewis Carroll? ;Cudl era su verdadero nombre?

... Lewis Carroll alude a ciertos
cartografos alemanes...

(pdg. 56)

¢Qué famoso libro, para nifos y jévenes, escribi6? Escribe
su biografia.

B) L. Carroll resolvié mentalmente algunos problemas que él
mismo se proponia para distraerse, relajarse, o para evitar
pensar en preocupaciones. Algunos de ellos te los presen-
tamos a continuacion para que los resuelvas ti:

+ Sumar los 100 primeros términos de la serie 1-5+2-6+...
Sumar también los # primeros.

+ ¢Cuantos tridngulos diferentes existen cuyos dngulos sean
todos divisores de 360°?

+ Demostrar que la suma de dos cuadrados distintos, multi-
plicada por la suma de otros dos cuadrados distintos, es
igual a la suma de dos cuadrados distintos de dos formas
distintas.

La légica de Los tres sombreros blancos

En ese relato se habla de un rey y del indulto a un condenado.

A) Explica el enunciado del problema de los tres sombreros
blancos y dos negros, y la solucion obtenida.

B) Resuelve los siguientes problemas logicos:

+ Un hombre estd mirando una foto, en la que hay otro
hombre con sombrero, y dice: no tengo hermanos ni
hermanas, pero el padre de este hombre es el hijo de mi
padre. ;Qué parentesco hay entre el que mira la foto y el
que estd fotografiado?

+ Estas de viaje en un pais imaginario y te encuentras con
dos de sus habitantes: Verdadcasi, que dice siempre la
verdad excepto los lunes, martes y miércoles, y el Men-
ticasi, que miente siempre excepto los lunes, martes,
miércoles y domingos. T puedes saber el dia de la
semana en que estds a partir de los dos mensajes que te
han facilitado cada uno de ellos:

Verdadcasi: Ayer fue un dia de los que me tocaba mentir.
Menticasi: Ayer fue uno de los dias en los que tocaba mentir.

Mas tarde, has recordado que, en un determinado momen-
to, Verdadcasi te dijo: Ayer menti y manana mentiré de
nuevo ;En qué dia de la semana te ha podido decir esto
Verdadcasi?

Lewis Carrol

Un problema para tirarse de los pelos...

En el relato “El largo duelo” se plantea una pregunta al astuto
lector.

A) Estudia el enunciado del problema y resuélvelo. Puedes
usar la pista que se da en el relato “La cabellera de la prin-
cesa’ Aprovecha este momento para explicar razonada-
mente cudl es la duracién media de un cabello de la prin-
cesa.

Hablando de cabelleras..., hay una idea matematica llamada
Principio del Palomar, que puede ayudarte a resolver la
siguiente cuestion:

B) ;Podrias demostrar que en Espafia, con mas de 40 millones
de habitantes, hay varias personas con el mismo nimero
de cabellos? ;Cudntos, por lo menos, tendran el mismo
numero de cabellos?

C) Explica en qué consiste el llamado Principio del Palomar.



Sobre nimeros grandes...

Un numero sobrecogedor, que ni
remotamente alcanzo a concebir.

(pag. 116)

A) Explica las posibles posiciones en las primeras jugadas del
desarrollo de una partida de ajedrez.

B) Hablando de numeros grandes y sin calcular su valor,
jcudntas cifras tiene el nimero ?

C) Explica la razén por la que dos espejos paralelos no puedan
repetir infinitas imagenes.

D) Hay ntmeros grandes que tienen nombre propio, por
ejemplo Google. ;Qué ntimero es 1 google? ;Quién le puso
este nombre?

E) Hay un nimero grande de leyenda; éste es el que resulta en
la narracién que relata la recompensa solicitada por el
inventor del ajedrez. Explica la leyenda,
estudia la magnitud del nimero del
que estamos hablando.

F) Un matemdtico de la antigtiedad
escribié una obra titulada EI
Arenario en la que estima
el volumen de toda la
materia existente. Ave-
rigua su nombre y
explica el método
que siguid y los cal-
culos que planteo.
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Laberinto trivial y laberinto irresoluble

Un laberinto sin posibilidad
de extravio no merece tal
nombre.

(pag. 110)

A) ;Qué es un laberinto trivial y qué es un laberinto irresolu-

ble?
El laberinto mds famoso de la historia —precisamente el del
palacio de Labertinto mandado construir por el rey
Minos— esta relacionado con un ser mitolégico llamado el
Minotauro...

B) ¢De qué laberinto estamos hablando? Cuenta su historia.
En algunas catedrales, palacios, jardines, etc, en distintas
épocas, también se construyeron laberintos; unos en el
interior de los edificios y otros en el exterior.

C) Encuentra lugares de distintos tipos en los que haya un
laberinto. ;Qué sentido podria tener tal hecho?
¢Qué querian simbolizar con ellos?
D) ;Hay algiin procedimiento para
salir de un laberinto? Explicalo
con un ejemplo.
E) Comenta la frase:

El que se obsesiona con

la bisqueda de la sali-

da del laberinto nun-

ca comprenderd su

estructura, que es

lo que mas interés
tiene.

Los laberintos de las catedrales géticas a menudo seguian un modelos concéntrico
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La paradoja de “La ciudad incontenible”

Siglo tras siglo, las murallas fueron
menguando a medida que contenian
una ciudad mads extensa

(pag. 127)
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A) ;Podria ser cierto eso en un planeta que fuera plano?

B) ;Qué pasaria en un planeta cilindrico?

C) Explica por qué es posible en un planeta esférico.

D) Cuadl es la distancia mas corta entre dos puntos de un pla-
neta plano? ;Y en uno esférico? ;Y en uno cilindrico? W
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Maria Antonia Canals y Pilar Royo, durante el acto de entrega. Foto Miquel Mallen

n el transcurso de las recientes Jornadas sobre el Aprendizaje y la Ensefianza de las
Matematicas, las JAEM, que se celebraron en Granada los pasados dias 4, 5, 6 y 7 de julio,
tuvo lugar como acto esperado y emotivo para toda la comunidad que formamos el colectivo
de docentes de matemadticas, la entrega del premio Gonzalo Sdnchez Vazquez, que de mane-
ra tan acertada instaurd la junta de la FESPM en recuerdo de quien fue uno de los puntales
destacados en la creacién de la SAEM Thales de Andalucia y de la propia FESPM.

Muchas han sido las semblanzas y recuerdos que se han hecho desde las diversas Sociedades
que constituyen la FESPM de nuestro querido y recordado maestro Gonzalo.

Dejando aparte la pericia en sus tareas y su profundo conocimiento de las matematicas, los que
tuvimos la suerte de conocer a Gonzalo coincidimos en recordar de manera primordial su
caracter bondadoso y entusiasta, que nos permitia disfrutar de los momentos vividos junto a él.

Pili Royo Regueiro
Joan Carles Ferrer Comalat
FEEMCAT

Actividades de la
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Jamas faltaba a las citas con sus companeros docentes para
aportar ideas en pro de la mejora de la enseilanza de sus ama-
das matematicas. Su interés especial por atraer la atencién de
las personas jovenes y ser capaz de contagiarles de su entu-
siasmo hacia el movimiento asociativo para mejorar los pro-
cesos de ensenianza y los métodos de aprendizaje de las mate-
maticas, ha constituido la sefia de identidad de Gonzalo que
le han convertido en una persona singular y querida por
todos.

Por ello, cuando la FESPM otorga el premio Gonzalo Sdnchez
Vidzquez se busca primordialmente reconocer el trabajo por la
pervivencia de los valores que nos dejé como legado aquel
hombre bueno, preparado y entusiasta que fue Gonzalo, asi
como su profesionalidad en la transmisién del conocimiento
matematico a los jévenes y a la sociedad en general.

Valoramos pues como un acierto otorgar el premio Gonzalo
Sdnchez Vizquez en la edicion de este afio a la estimada maes-
tra de maestros, Maria Antonia Canals i Tolosa. En el acto de

entrega del premio el pasado 7 de julio en Granada, los mds de
800 asistentes pudieron brindar el inmenso carino y el agra-
decimiento a Maria Antonia Canals, porque, siguiendo la
huella de Gonzalo, es una verdadera maestra que ha hecho de
su trabajo un reto personal, vivido con energia, inteligencia,
creatividad, responsabilidad y amor. Estas cualidades son las
que impregnan todas sus aportaciones a la educacién mate-
madtica y las que el jurado ha deseado destacar.

La FESPM decidi6 otorgar el premio Gomnzalo Sdnchez
Vidzquez a Maria Antonia Canals por su constante lucha por
la calidad de la formacién del profesorado de Educacién
Infantil y Primaria; por su personal forma de investigar e
innovar, enfrentdndose con decisién a los canones institucio-
nales cuando lo ha creido necesario; por su caracter insisten-
te, con el que ha logrado la fabricacién comercial de material
didactico como las regletas; y, finalmente, por su capacidad y
energia en la creacién y dinamizacion de grupos de trabajo de
maestros y maestras, imprescindibles para la innovacién en
Did4ctica de las Matemdticas. W

Maria Antonia Canals rodeada del sus colegas de la FEEMCAT, en Granada. Foto FMC




Perfil biografico de Maria Antonia Canals

1 trabajo generoso, vital e incansable, marcan la vida de
Maria Antonia Canals, nacida en Barcelona el afio 1930 en el
seno de una familia muy vinculada al mundo de la ensefianza.
Puede decirse que su padre, Emili Canals Ferrer, un ingeniero
muy aficionado a las matematicas que murié cuando Maria
Antonia contaba 8 afos, fue la primera persona que ejercié
una influencia decidida en su vocacién, que posiblemente
nace a partir de la vivencia personal, intimamente ligada con
el juego, la manipulacién y la intuicién. También fue decisiva
la influencia de sus tias Dolors y Francesca Canals, introduc-
toras del método Montessori en Cataluna. En 1953 se licencia
en Ciencias Exactas por la Universidad de Barcelona, a la par
que culmina los estudios de Magisterio en la Escuela Normal
de Tarragona, para seguir con la vocaciéon marcada por la
larga tradicion familiar. Paralelamente, cultiva el amor por su
pais y su pasién por el montafismo.

Sus primeros contactos con la docencia los tuvo en el Liceo
Francés, una de las escuelas de mayor prestigio social de
Barcelona, donde impartié durante dos afos clases de mate-
madticas en el bachillerato superior. En 1956, como integrante
del equipo estructurado por la maestra M. Teresa Codina,
pone en funcionamiento la escuela Talitha, donde puso en
préctica, entre 1956 y 1962, una verdadera renovacién peda-
gogica en la educacién infantil, basada en algunas ideas fun-

Maria Antonia Canals. Foto FMC

damentales del método Montessori y otras corrientes pedagé-
gicas europeas del primer tercio del siglo XX, —personaliza-
das en Cataluiia por la figura del pedagogo Alexandre Gali—
junto con otras que iban tomando cuerpo como descubri-
mientos y aportaciones personales de Maria Antonia en la
educacion matematica de las primeras edades. Tenia 27 afos
y dejé el trabajo anterior porque el proyecto de la nueva
escuela le entusiasmaba y porque, segun sus palabras, no hay
que quedarse nunca cerrado sino que siempre debe hacerse
aquello en lo que realmente se cree. Asi, su influencia como
conocedora del método Montessori y como innovadora deci-
dida empez6 ya a repercutir en otros maestros en aquellos
afios de la dictadura franquista, tan oscuros y tan dificiles. EI
paso siguiente fue la construccion de todo el material necesa-
rio, tarea que realizé con minuciosa precision.

Seis anos después de iniciar el proyecto de Talhita, Maria
Antonia atraviesa una crisis espiritual que la lleva a decidir
iniciar un nuevo proyecto en un barrio con mas necesidades.
Enterada de que un sacerdote del barrio barcelonés Verdum
habia celebrado una misa en la calle para protestar por las
malas condiciones en que se encontraba el barrio, decide
canalizar su compromiso social en esta direccién. El barrio
disponia de un barracén propiedad de la parroquia donde
cada tarde se impartian clases de capacitacién profesional.
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Alli, en octubre de 1962, Maria Antonia puso en marcha la
escuela “Ton i Guida” colgando simplemente un cartel donde
escribié: parvulario. Comenzé ella sola con 42 nifnos y nifas
de entre 4 y 6 anos, el noventa por ciento de los cuales eran
inmigrantes llegados de diversas zonas de Espaiia, en unas
condiciones pésimas y mal atendidos. La escuela se mantenia
con las cuotas que pagaban las familias segtin sus posibilida-
des econémicas, aunque para llegar a hacer realidad la cons-
truccién de un nuevo edificio se conté con importantes
donativos de gente con mayores recursos que creia en el pro-
yecto.

En 1968 las obras para la nueva escuela ya habian empezado y
Maria Antonia llevaba con frecuencia a los alumnos a obser-
var su progreso. El momento del traslado es recordado emoti-
vamente: Todo eso se hizo para que los alumnos tuviesen con-
ciencia que era su escuela.

Al igual que habia sucedido en Talhita, Maria Antonia forj6
en la escuela Ton i Guida un equipo de maestros conscientes
de la importancia de su tarea y del espiritu del trabajo en equi-
po. La escuela gozé de su maximo esplendor entre 1972 y
1975, en que contaba con mds de 400 alumnos y se habia con-
vertido en un ejemplo y modelo de escuela.

Deja Ton i Guida para dedicarse al cargo de Jefa del Area de
Servicios de Educacion del Ayuntamiento de Barcelona, con
el apoyo de todos los grupos representados en el consistorio.
Pero no acaba de sentirse bien en la politica y al cabo de un
afio deja el cargo. Se habia involucrado en el &mbito universi-
tario, impartiendo clases de Didéctica de la Matemadtica en la
Escuela de Maestros de la Universidad Auténoma de
Barcelona. En 1982 obtiene la plaza en las oposiciones y pide
el traslado a la Escuela Normal de Girona, entonces depen-
diente de la UAB. Ya desde los dltimos afios de Barcelona,
también daba clases de Didactica de las Matematicas en
infantil y en primaria en la Escuela de Magisterio de Vic.

Hay otra actividad que en Maria Antonia no se puede obviar,
y que surge como consecuencia natural y como exigencia de
la creacién de escuelas con una pedagogia entonces llamada
activa, su postura de compromiso para cambiar los esquemas
de un régimen politico que mantuvo una posiciéon muy dura
con la educacién y muy cerrada respecto a la realidad social
de Cataluna.

Estas inquietudes personales la llevaron en octubre de 1965 a
formar parte del equipo fundador de la institucién Rosa
Sensat, junto con Pere Darder, Enric Lluch, Marta Mata, M.
Teresa Codina, Anna M. Roig y Jordi Cots, entre otros.
Participé en las escuelas de verano, desde la primera (en 1966)
hasta la cuadragésima primera (en 2006), y en innumerables
cursos y seminarios en invierno y en verano, repartidos por
nuestras comarcas y por toda la geografia espanola.

Uno de los frutos de estas actividades de formacién perma-
nente fue el surgimiento alrededor de Maria Antonia de diver-
sos grupos de maestros, con el objetivo de compartir expe-
riencias docentes y de profundizar en la propia formacion
matematica. Los primeros empezaron en Barcelona, en Rosa
Sensat, y luego siguieron en Girona, Vic, Manresa, Lérida,
etc... Entre ellos destaca, en Girona el ano 1992, el grupo
Perimetre, que después de 14 anos sigue reuniéndose un saba-
do al mes y trabajando para que las matematicas mejoren en
nuestras escuelas. Este grupo y el equipo ICE de matematicas,
fundaron la Associacio d’Ensenyants de Matemadtiques de les
Comarques Gironines (ADEMGI), de la cual Maria Antonia
fue presidenta durante los cuatro primeros afos, del 1992 al
1996. Durante este periodo, en 1994, la Associacié de Pro-
fessors de Matematiques de les Comarques Meridionals
(APMCM) y ADEMGI fundan la Federacié d’Entitats per a
I'’Ensenyament de les Matematiques a Catalunya (FEEMCAT),
de la cual serd presidenta durante los tres primeros afnos, y
bajo cuya presidencia se integré en la Federacion Espanola de
Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM).

Su tarea ha sido reconocida con diversos premios y homenajes:
Medalla del trabajo President Macia (Barcelona, 1984); Premio
Mestres 68, por su aportacion a la renovacién de la Didactica de
la Matemdtica y a la de la Educacion Infantil (Girona, 1994);
Homenaje por la tarea docente e innovadora desarrollada en el
campo de la didactica de las mateméticas (Girona, 29 de abril
del 2000); Homenaje en el CEM2000 e instauracién del Premio
Maria Antonia Canals, de la FEEMCAT (julio del 2000);
Insignia de oro de la Universidad de Vic (2000); Profesora emé-
rita de la Universidad de Girona (2001); Distincién Jaume
Vicens Vives a la calidad en la docencia universitaria de la
Generalitat de Cataluna (2001); Creu de Sant Jordi de la
Generalitat de Cataluna (2006), por su tarea en la formacion de
maestros, sus publicaciones matemadticas y su accién en la
Escuela Ton i Guida; Homenaje conjunto de la Associacio dex-
alumnes, mestres, pares i mares de Ton i Guida, del Depar-
tamento de Didactica de las Matemdticas de la UAB, y de la ins-
titucion Rosa Sensat (2007); Premio Nou Barris (distrito muni-
cipal correspondiente a Verdum) de Barcelona (2007).

Desde el 30 de septiembre del 2001, Maria Antonia estd ofi-
cialmente jubilada y ha sido nombrada profesora emérita de la
Universitat de Girona, donde actualmente, desde enero del
2002, dirige el GAMAR (Gabinet de Materials i de Recerca per
la Matematica a lescola), que ella misma cre6 como fruto del
premio Vicens Vives antes mencionado y que sigue creciendo
con el apoyo de la Universitat de Girona y del Departamento de
Educacién de la Generalitat de Cataluna. Compartiendo su acti-
vidad entre el GAMAR vy las escuelas del pais, Maria Antonia
sigue incansable en las tareas de innovacion en la diddctica, que
bien podriamos llamar investigacién a través de la accidn, y de
formacién permanente del profesorado de Infantil y Primaria,
tanto en Catalufia como en toda Esparia. H
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Mi premio es vuestro, vosotros sois mi verdadero premio
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Semblanza de Maria Antonia Canals. Foto FMC

Por el interés que creemos supone para todos aquellos lectores de la revista SUMA, algu-
nos de los cudles quizds no tuvieron ocasion de asistir a las JAEM de Granada, hemos
creido interesante transcribir la intervencion de Maria Antonia Canals en la recepcion
del premio Gonzalo Sdanchez Vizquez. Maria Antonia nos hizo saber que esta distincién
suponia para ella el mayor reconocimiento que ha recibido a lo largo de toda su vida pro-
fesional, por venir justamente del colectivo de docentes de matemdticas.

ranada 07-07-07.

¢Alguien se ha fijado en los niimeros de la fecha de hoy?
¢Sabiais que uno de mis nimeros preferidos es el 7?

Muchas gracias por este premio. ;Qué decir? Todas las pala-
bras se me hacen cortas... Ante todo, gracias a la Federacién
Espanola que lo ha decidido, a mi pequefa Federacién
Catalana, que lo pidid, y a todas y todos vosotros, que estdis
aqui acompandndome a recibirlo.

Me hace una especial ilusién este premio, que es siempre una
memoria reconocida de nuestro comdn amigo y maestro
Gonzalo, a quien tuve la suerte de conocer, ya de antes de la
creacion de nuestra FEEMCAT, y luego mucho mds con oca-
sion de nuestro ingreso en la Federacion Espaniola. Es a él a

quien con este acto recordamos y rendimos homenaje de una
manera especial.

La verdad es que estoy, desde luego emocionada, y muy con-
tenta. ;Por qué estoy tan contenta? Probablemente porque es
el premio mas profesional que he recibido; quiero decir que
me hace una especial ilusién porque me llega de vosotros, de
mi gente de las matemdticas.

Maria Antonia Canals
Premio Gonzalo Sdnchez Vazquez a los valores humanos 2007
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Maria Antonia recibiendo el premio,

junto al Presidente y al Vicepresidente de la FESPM. Foto Miquel Mallen

Esta manera de nombrarnos, ya sabéis que quiere ser cordial,
y si la formulo asi es porque estoy convencida de que para
todos nosotros, los que estamos aqui, las matemdticas son
una parte importante de nuestra vida... Incluso para los
recién llegados, que seguro que los habra como cada ano, el
estar aqui quiere decir que han sentido un interés especial, un
gusanillo matematico, y que probablemente ya no les dejara,
como no nos ha dejado a ninguno...

Porque todos estamos convencidos de que las Matematicas no
son algo que se sabe o que se ensefa, o que se utiliza... Son
mucho mas: Nuestro interés, lo que hoy y aqui nos mueve, lo
que movi6 a Gonzalo, ha empezado en las Matemaéticas, pero
se ha concretado y ha tomado cuerpo en su didéctica, que yo
prefiero nombrar como la Educacién Matematica, la cual,
para todos nosotros, siempre es y sera:

+ UN ARTE que surge de nuestro interior y se proyecta en
los demas, y

+ UNA VIDA, es decir, algo que llevamos en nosotros inse-
parable de la vida misma.

Por esto hoy, en esta ocasion para mi muy sefialada, he pen-
sado compartir lo que ha sido a lo largo de mi camino, y sigue
siendo para mi este Arte de vivir las Matemdticas.

Lo haré no con una disertacidn seria, sino con algunas frases
en la pantalla, organizadas en dos partes, simplemente

comentadas. En la segunda parte, irdn apareciendo también
aquellos y aquellas que me han acompanado en este caminar
con las matematicas, y que muchas veces han sido no sélo la
ocasion sino la causa de él. Ninguna vida es solitaria, y de
manera muy especial la educacion es siempre compartida. Es
por esto que creo que ningdn premio, y menos éste de hoy, es
personal, sino que es de muchos, en realidad es de todos... Al
final quiero terminar dedicandolo.

sPor qué creo que la Educacion Matematica
es un arte?

Esta es una idea que siempre he tenido, pero que me resulta
dificil de concretar.

Si comparo la educacién matemdtica con un arte, quizds es
porque con ella siempre me suceden cosas que creo que les
suceden a los artistas.

Intentaré concretar algunas, que probablemente nos suce-
den a todos:

Nos enamoramos de nuestro trabajo, no por motivos 16gi-
cos, como podria suponerse, sino emocionales, es decir no
con la mente sino con el corazén.

La realidad, nos crea un interrogante, que es éste: ;coémo
lograr que los nifios y nifias, también se enamoren de las



matemadticas? Y vamos pensando, rumiando, y no paramos
hasta que un dia se nos enciende la luz de la solucién...

Vamos a empujones en el encuentro de soluciones. Es
como la inspiracién del artista, que éste no llega a dominar;
como mucho llega a aprender a seguirla.

Cada artista tiene su estilo. Se forma mirando y aprendien-
do e inspirdndose en otros artistas, pero en definitiva realiza
su arte a su manera como puede, como le sale, con tanteos y
correcciones, y siempre mejorando y recreandolo de nuevo.

El verdadero trabajo educativo no tiene nada que ver con
seguir un programa . De verdad que es como un arte que se
va desarrollando en su momento oportuno, nunca previsto y
que requiere de nosotros... Pero para decirlo mejor, voy a
citar una frase de Marta Mata, que descubri recientemente, y
que expresa muy bien esta idea:

(...) dejar sentado el caracter de arte, de creacién que tiene
la accién educativa, sino también la necesaria capacidad de
romper con prejuicios, y de echar mano de la comprensién
mds arriesgada y de la imaginacién mds creativa, por parte
de quienes ejercen el papel de educador

Prélogo al libro La educacién infantil, de A. Makarenko,
Nueva Cultura. Madrid 1978
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La educaciéon matematica, como el arte, no es para benefi-
cio del artista. Por su misma naturaleza o razén de ser, es
para comunicarse, para los demds, para que gocen y progre-
sen en este goce.

Finalmente tiene momentos duros, pero nos hace felices.
Incluso tiene algunos momentos en los que se piensa en tirar
la toalla, pero la fuerza interior es mayor y la inspiracién siem-
pre vuelve y supera todos los resultados. Porque, al mismo
tiempo, sabemos por experiencia que la educacion matemati-
ca es precisamente aquello que nos corresponde hacer en este
mundo, y por ello es el unico quehacer que puede darnos y nos
da una auténtica felicidad, la que tiene el artista con su obra.

+Qué ha significado para mi
vivir la Educaciéon Matematica?

Para mi las matematicas, y mas concretamente la educaciéon mate-
matica de los nifios y nifias, no puedo decir que haya sido una
buena parte de mi vida, puesto que ain no me despido. Para ser
sincera he de decir simplemente que ha sido y es mi vida entera.

Creo que vivimos las matematicas, porque las llevamos den-
tro, no en la mente, como muchos piensan, sino en la mente y
en el corazdn.

Foto Miquel Mallen
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Intentaré hacer un repaso de cémo he ido viviendo yo con
ellas, y de como las voy llevando, repaso inseparable de aque-
llos amigos y amigas que me han ido abriendo este camino o
acompainindome en él. No lo haré en un orden meramente
cronolégico, sino en un orden organizado segun diversas cir-
cunstancias y caracteristicas.

En mi primera infancia

Vivir con las matematicas fue un abrir los ojos, ver propieda-
des del espacio, cantidades, relaciones, y jugar con ellas.
Empecé a valorar las matematicas.

Las matemdticas pusieron los
cimientos de mi personalidad

Me acompaiié mi padre al que a menudo le pedia hazme con-
tar...

Durante mi juventud

En esta etapa de grandes opciones personales, la que hice por
estudiar matematicas tuvo un gran papel en la afirmacién de
mi autonomia. Recuerdo que eran para mi un ideal de verdad,
estética y arte.

Las matemadticas me ayudaron
a construirme libremente, como
mujer

Me acompaiié mi madre, que primero acepté mi decision,
que no compartia, y luego estuvo orgullosa de mi.

Desde las primeras clases hasta hoy

Fue creciendo en mi el interés por la realidad y por el progre-
so de los nifos y nifas. Siempre me ha fascinado la primera
infancia.

Las matemdticas se van
uniendo a la sensibilidad
pedagégica

Me acompaniaron mi abuela y tias maestras, un fuerte com-
ponente de tradicién familiar.

En una época en que practiqué el montaiiismo

Empecé a tener un cierto amor por las situaciones de riesgo, y
por todo lo que supone un reto. Fue creciendo mi voluntad de
construir, y de trabajar en equipo, no sélo para ensenar, sino
para educar a los nifios y nifas.

Las matemdticas estdn en la
base de mi compromiso con la
educacion

Me acompaiaron M. Teresa Codina, la escuela Talitha y la
memoria de los pedagogos que nos precedieron.

En mi edad adulta

Va creciendo el compromiso con aquellos campos en que me
aparece una mayor necesidad. Urge la lucha contra la dictadu-
ra para la recuperacion histérica de nuestro pais, y se encarna
en la escuela de suburbio y en la formacion de maestros.

iLas matemdticas asequibles a
todos! Se define mi vocacion
definitiva

Me acompaiaron la escuela Ton i Guida, “Rosa Sensat’, con
Marta Mata, mis innumerables alumnos pequenos...

En el nivel de la intimidad

Quisiera expresar lo que ha sido la educacién matematicas en
el fondo de mi corazén: Si doy todo lo que tengo, aunque sea
poco, se multiplica; la esperanza siempre crece més alld de lo
que veo y me lleva a seguir con esta utopia, aceptando los
limites, pero sin renunciar a nada. Por eso puedo decir:

Las matemdticas, en mi
interior, son como un milagro

Me acompaifaron los amigos que me dieron su confianza:
Claudi A., Francesc E., Anton A., Josep M. F.

Me acompaiian los maestros que luchan por cambiar las
mates y los nifios que las ven con gusto

Una etapa de plenitud

Cada dia constato que nosotros, como los niimeros, no somos
nadie sin los demads.

Siempre que he sentido la cercania de mis compaiieros he
dado un paso adelante.



Mi dltimo paso es ahora el Gabinete de materiales e investi-
gacion para la matemdtica en la escuela, llamado GAMAR,
de la Universidad de Girona, para las maestras y maestros, y
que espero presentaros en las préximas JAEM.

Es fantéstico constatar que en nuestro camino de educadores
no estamos solos.

Las matemdticas han sido
siempre y son un camino de
solidarid ad

Me acompaifian una legiéon de maestros y maestras para com-
partir.

Con diversas citas personales, he intentado mostrar hasta qué
punto en ningiin camino andamos solos. La conducta de cada
uno o una provoca a todos, compaieras y compaieros, paisa-
nos o recién llegados, con ideas afines u opuestas, dando mar-
gen a respuestas personales y comunitarias. Este hecho, que
es una de las bases de nuestro tejido social, para mi ha sido
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una gran fuerza y un eje vertebrador en mi manera de vivir la
educacion matematica. Y he de decir, para ser fiel a la verdad,
que mis interlocutores mds importantes han sido siempre los
alumnos: los que mds me han interrogado, los que han sido
capaces de encender pequenas lucecitas en mi mente y en mi
corazén, y de conseguir que estas lucecitas llegasen, muchas
veces, a hacerse realidades.

Es por esto, porque juntos hemos hecho y hacemos el camino,
que hoy afirmo que este premio es realmente de todos, no
como una frase bonita, sino como una firme realidad. Es de
los que he ido nombrando en mis anteriores palabras, e igual-
mente de algunos que quizds he olvidado. Es de los que esta-
mos aqui y de muchos que estan lejos.

Este premio es para mi una nueva fuerza en mi vida para la
educacion matemadtica, y con el deseo de que lo sea también
para muchos, quiero gritar que:

Lo dedico a todos los que me habéis acompaiiado en mi camino.

Voy a intentar reunirlos en una lista, aunque sé que es impo-
sible hacerlo bien.

Foto Eloi Ferrer

It |

W -

[}
H
*
N
-
L]




SUMA 56

Noviembre 2007

Lo dedico a todos los que me
habéis acompariado en mi
camino.

Mis padres, mis tias y abuela maestras, toda mi familia.
Los alumnos y compaieras de mis primeros aios de la
escuela Talitha

Los companeros, padres y alumnos de la escuela Zon i
Guida y el barrio de Verdum de Barcelona

Los mas que amigos de “Rosa Sensat” y en especial
Marta Mata

Mis innumerables alumnos pequenos

Los alumnos de magisterio, en Barcelona, Vic y Girona
Los compaiieros de matematicas que me han animado,
y que antes he citado

Algunos maestros que van cambiando sus metodologias
Los jévenes que luchan y los que lucharan por un cam-
bio en la ensenanza de las matematicas

Los de los primeros grupos de maestros de Cataluna
Los de muchas escuelas de verano en Barcelona y en
toda Espaiia

Mis compaieros de la Universidad Auténoma de
Barcelona, de la Universidad de Vic, de la Universidad
de Girona

+ Elgrupo Perimetre, con sus jornadas, y todos los maes-
tros de Girona

+ Los amigos de Lleida, Tarragona, Mallorca, Menorca,
Castilla la Mancha, Burgos, Ledn, Illescas, Gijon,
Villarrobledo, Galicia, Murcia, Comunidad Valencia-
na, Cérdoba, Soria, Madrid, Navarra... etc.

+ Todos los que ahora colaboran conmigo en el GAMAR

+ Los compaieros y compaieras de la primera cita de
1981 en Barcelona

o Los compaiieros de FEEMCAT, de cada uno de sus
grupos

+ Los dela FESPM. Y los de todas las JAEM

+ Y entre todos ellos...Gonzalo Sanchez Vizquez

Quisiera dedicar también este premio a todos los ninos y
nifias del mundo, y especialmente a tantos que crecen sin
escuelas. Que nuestros esfuerzos sirvan para que la educacién
matematica algun dia llegue a todos, y en la forma de hacerles
avanzar realmente como personas.

A todos los que estamos hoy aqui reunidos, a todos los que
queréis la educacion matemadtica en la linea de la dignidad
humana y trabajais para ello, os digo:

Mi premio es vuestro.
Vosotros sois mi verdadero premio.
Muchas gracias. W




SUNE ...

cuatro dias de julio en Granada

Noviembre 2007, pp.137-142

La Alhambra, durante la visita programada en las JAEM. Foto FMC

mentro de dos anos, nos vemos en Gerona 2009...

Esas y otras similares eran las expresiones mds utilizadas al
terminar las XIII JAEM (Jornadas sobre el Aprendizaje y la
Ensenanza de las Matematicas) de Granada 2007 —o, como
dirfan los supersticiosos, las XII + I JAEM- organizadas por
la Sociedad Andaluza de Educacién Matematica Thales con
el lema El profesorado de matemdticas mira hacia el futuro.

Las JAEM han resultado un éxito, no sélo por la perfecta
organizacion lograda por el Comité local, presidido por Luis
Berenguer, sino también por la calidad del programa cientifi-
co, responsabilidad del comité presidido por Pablo Flores.
Cierto que no todo fue perfecto y que, inevitablemente, hubo
pequeiios fallos no achacables a la organizacion, sino mds
bien a la desbordante y masiva afluencia de participantes. Las
JAEM celebradas en Albacete en 2005, contaron con la pres-
encia de mas de 600 personas .En Granada, la organizacion se
vio desbordada ante la llegada de casi 1000 asistentes, que
abarrotaron la Facultad de Ciencias de la Universidad anda-

luza, atraidos no sélo por el interés que suscitan las jornadas,
sino también por el indudable atractivo de Granada —una de
las siete maravillas del mundo, digan lo que digan las vota-
ciones populares.

Ciertos aspectos organizativos pudieron mejorarse. Entre
éstos, el insuficiente aire acondicionado en las salas donde se
desarrollaban las ponencias y la falta de aforo en alguna de las
ponencias mas interesantes, lo que impidi6 la asistencia a
muchos de los interesados.

NoTA DE REDACCION: Nos indican que la crénica oficial de las XIII
JAEM, redactada por el comité organizador, se publicard en el pré-
ximo ndmero.

Las fotos, excepto cuando se indica lo contrario, son del autor del articulo.

Arturo Olivares Lopez
Sociedad Castellano-Manchega de Profesores de Matemdticas
IES Alto Guadiana de Tomelloso

Actividades
de la FESPM
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Adentrandonos en el desarrollo mismo de las JAEM, se hace
imprescindible, felicitar y agradecer a los voluntarios y a todas
las personas de la organizacién su esfuerzo para que nos
encontrasemos a gusto. Otro importante punto a favor fue la
presencia de al menos una persona de la organizacién en cada
uno de los talleres, comunicaciones y ponencias presentando
a la persona encargada de las mismas. Un hecho que ha sido
muy bien recibido por parte de los ponentes, a tenor de los
comentarios recibidos tras las Jornadas.

Como ya hemos dicho, éstas se desarrollaron del 4 al 7 de Julio
en la ciudad de Granada.

4 de Julio, primer dia

La manana del dia 4, fue para todos nosotros tan sélo una
toma de contacto con la organizacion de las JAEM vy sirvié
para comenzar lo que a mi parecer es una de las conse-
cuencias fundamentales de estas jornadas: la interrelacién
entre los asistentes. Asi, esa misma mafiana muchos de
nosotros tuvimos la ocasién de conocer companeros de

todo lo largo y ancho de nuestra geografia, compartiendo
experiencias, puntos de vista y, por supuesto, algin que
otro rato de ocio.

Tras la entrega de las ultimas documentaciones y la inaugu-
racion, tuvo lugar la primera conferencia plenaria a cargo de
Luis Rico, que bajo el titulo Herramientas matemdticas y com-
petencias escolares, resulté de gran interés. A su término y en
el mismo emplazamiento, un excelente especticulo flamenco
a cargo del Cuadro Flamenco del Sacromonte, tornaba el arte
matematico en el embrujo y la magia que impregna la cuna de
Falla.

s X111 JAE

El ocaso de este primer dia llegaba cuando ya el cansancio
dominaba a la mayoria. La organizacién de las Jornadas habia
planificado un acto social para todos los participantes: una
copa de bienvenida. Una nueva oportunidad para entablar
conversacién con otros asistentes a esta edicion granadina de
las JAEM.



5 de Julio, segundo dia

Sin duda el pistoletazo de salida para la parte mds practica de
las JAEM tuvo lugar en esta jornada, en la que hubo de todo y
para todos. No obstante, comenzaban a surgir los primeros
problemas de espacio anteriormente mencionado, y que
provocaron que muchos de los asistentes no pudiéramos dis-
frutar de algunas interesantes ponencias.

El extensisimo y atrayente programa hace complicado selec-
cionar las intervenciones a destacar, pues todas tuvieron su
importancia por uno u otro motivo. Entre ellas, sin embargo,
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podria mencionarse la desarrollada por Luis Balbuena llama-
da Al menos lo intenté, que result6é una emotiva reflexién acer-
ca de toda una vida dedicada a la docencia. También merece
una mencion especial la ponencia Visualizar la geometria ple-
gando papel a cargo de las profesoras M.* Teresa Otero,
Covadonga Blanco y Alicia Pedreira, que juntas abrieron los
ojos de muchos de los asistentes a nuevas formas de ensefiar
¥, porqué no decirlo, aprender geometria a través de sencillos
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dobleces en un simple trozo de papel y demostrandonos lo
acertado del proverbio chino que dice:

Oigo y olvido
Veo y recuerdo
Hago y aprendo

Estas mismas profesoras, desarrollaron el tltimo dia un taller
donde volvieron a impresionarnos con la habilidad de sus
manos para crear figuras imposibles a partir de un simple

folio y haciendo que cada uno de nosotros se sintiera capaz de
realizarlo.

Completaron la manana una serie de interesantes comunica-
ciones: Elementos matemdticos en las mdquinas de Leonardo,
por el profesor Antonio Bueno; Lengua y Matemdticas. Punto
de encuentro en espacio y tiempo, por José y Sixto Romero;
ademas de la conferencia plenaria de Abraham Arcavi titula-
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da Hacia una vision integradora de la ensefianza y el apren-
dizaje de las matemdticas y el homenaje a Francisco Puerta.

Durante la tarde, hubo tal cantidad de comunicaciones que
resultaria largo y tedioso hablar sobre todas ellas; eso si, resul-
ta necesario y merecido destacar lo acertado de la composi-
cién de las mismas, ya que hubo tantas y tan variadas que per-
mitia conectar con el centro de interés de todos los asistentes,
pues no sélo hubo comunicaciones con distintos grados de
profundizacion, sino para todos los niveles educativos.
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Ademas del grupo de debate coordinado por Tomds Recio
sobre la conexién con los diferentes niveles educativos de la
ensefianza de las matematicas en la universidad, a esa misma
hora, se organizaron varios talleres en los que pudimos
aprender a ensefiar de una manera distinta y novedosa. De
todos ellos nombraremos el taller Bricolaje matemadtico.
Construccion de poliedros en madera de bambii, a cargo de
Juan Francisco Guirado, donde pudimos disfrutar del traba-
jo cooperativo —tan nombrado como dificil de poner en
practica muchas veces en el aula— con nuestros compaiieros,

mientras veiamos surgir icosaedros, rombicuboctaedros...
donde antes s6lo tenfamos montones de palos y cola en un
bote.

Un total de 51 comunicaciones: Numeros sonoros: las Mate-
mdticas y Mozart ,de Rafael Angel Martinez; Taller de proble-
mas cooperativos en primaria, de Juana M.* Navas y el Grupo
LaX; Estadistica con las manos, de Maria Vega, Antonio
Parrales y J. M. Cardefioso... y un largo etcétera que lamento
no poder incluir, completaban la parte académica del ecuador

de las Jornadas de Aprendizaje y Ensefanza de las Matema-
ticas 2007.

6 de julio, tercer dia

Este fue el dia mas relajado de cuantos compusieron las XIII
JAEM. Por la manana, hubo talleres en los que tuvimos la
oportunidad de volver a sentir el placer de disfrutar apren-



diendo de otros compaferos y asombrarnos descubriendo
cémo un mismo tema puede ser abordado de tantas y tan
entretenidas formas que nada tienen que ver con el método
tradicional de explicar.

Como cada uno de los dias, todos deberian ser nombrados
aqui por el esfuerzo y la entrega con que fueron abordados
pero por resultar imposible, mencionaremos entre ellos el
coordinado por Angel Alsina sobre Nuevos recursos para tra-
bajar el razonamiento légico-matemdtico en la educacion

infantil en el que recordamos la vital importancia que, en la
formacion del alumnado, tiene esta etapa educativa y el taller
de Antonio Israel Mercado sobre la teselacion de camisetas
con simbolos nazaries que, aparte de un agradable entreteni-
miento por lo divertido del taller, resulté una potente y amena
herramienta para trabajar la teselacién del plano en clase.

Destaquemos ademas el grupo de debate coordinado por Pilar
Azcarate sobre la formaciéon de profesores de Matematicas y
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por supuesto, el esfuerzo realizado por los profesores Manuel
J. Martinez, Marta Molina, Maria Pefias, Maria C. Canadas y
Sandra Gallardo para presentar en la misma manana dos
talleres consecutivos sobre temas tan distintos como los
Tangram en el aula de Matemdticas y los Fractales, amén de
varias e interesantes comunicaciones.

Completaron la manana la muy amena conferencia plenaria
de Antonio Pérez Sanz. El divulgador de Universo Matemdtico
nos hizo plantearnos muchas de las convicciones y ‘normas’
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que acompaiaron a la geometria en sus comienzos. Siguié la
presentacién de las XIV JAEM que tendran lugar en Girona.

Comenzamos la tarde disfrutando de dos obras de teatro. La
primera, representada por el grupo de teatro Nora del IES
Mar Menor, de San Javier (Murcia) y titulada Matemdtica es
nombre de mujer. La obra resulté una atractiva y profunda
revision de las biografias de algunas de las mujeres mads
importantes en el mundo de las matemadticas a lo largo de la
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historia, asi como los problemas que encontraron para
difundir sus conocimientos. La segunda, fue una divertidisi-
ma comedia titulada Del color del cristal con que se mira.
Crénica de un curso escolar a cargo de la profesora Ana Rodri-
guez Chamizo, quien demostré su enorme talento interpreta-
tivo y su camalednica habilidad para el disfraz.

Al terminar ambas obras de teatro, aquellos que quisimos,
pudimos disfrutar de una visita a la séptima maravilla del
mundo: La Alhambra, tras la cual tuvo lugar una cena de gala
en Los Carmenes a la que asisti6 parte del grupo que visita-
mos la Alhambra, con la que dimos por concluida la jornada.

... Y 7 de julio, altimo dia

De entre todas las actividades de este ultimo dia, por no
extendernos mds, destacaremos el ameno taller titulado Taller
de magia Matemadtica, presentado por el profesor Fernando
Blasco, en él contemplamos, entre otras emocionantes expe-
riencias, que la cuadratura del circulo si es posible. Desta-
camos también la ponencia titulada Formacion de profesores
de matemdticas en los centros: un proyecto de investigacion-
accion, a cargo de Elba Peparelli, Patricia Konic, Nora Zon y
Pablo Flores.

Por la tarde acudimos a la comunicacién Filosofia y Geo-
metria. Reflexiones en torno al simil platonico de la linea, de
Antonio M. Oller. Después vino el emotivo acto de entrega del
V Premio Gonzalo Sdnchez Vizquez a la profesora Maria
Antonia Canals i Tolosa.

Llegamos asi a la ultima conferencia plenaria de estas JAEM,
ofrecida por Rafael Pérez Gomez, titulada 37¢, en referencia a
la latitud de Granada. Rafael hizo un recorrido por las
matematicas en Al-Andalus, explicé el porqué del disefio del
cartel de estas XIII JAEM... y acabd su intervencion entre
aplausos con un poema de Federico Garcia Lorca, acompaia-
do por musica de Manuel de Falla y la guitarra de Paco de
Lucia.

No podemos acabar, sin resefiar el esfuerzo realizado por el
comité organizador para conectar con los intereses de los
asistentes, ofreciendonos, aparte de las conferencias y los
talleres:

+ Tres magnificas exposiciones:
Geometria sobre metal, de Baltasar Pradas
Niimeros y Figuras, de Francisco Gonzalez
De cerca, naturaleza y forma de Lucia Morales Rufo

« Varios puestos en el zoco matematico:
Las matemdticas y el cine, Abel Martin y Marta Martin
6 aiios de tarjetas navideiio matemdticas, Teresa
Valdecantos
Matematecalia, mateposters y momentos matemdti-
cos, Isabel Marrero
y Matemdticas a la vista, Angeles Gil

Ya s6lo queda decir:
Enhorabuena por la labor realizada y...

iNos vemos en Girona en 2009! &

X1V Jornadas sobre Aprendizaje y

Enserianza de las Matemdticas
Girona, 2009
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