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secundaria

uando en octubre de 1988 nacio la revista SUMA, al poco de consti-
tuirse la Federacion Espariola de Sociedades de Profesores de
Matemdticas, habia muchos profesores deseosos de cambiar la manera en
que se estaban ensefiando las matemdticas. Muchos de ellos estaban enro-
lados en un movimiento colectivo dispuesto a mejorar la calidad de la
enseiianza con un bagaje lleno de responsabilidad, esfuerzo personal,
voluntarismo v, a falta de formacion inicial en el caso de los profesores de
secundaria, con una gran dosis de autodidactismo.

Desde los arios 70, la formacion inicial del profesorado se habia integrado
plenamente en el sistema universitario en una de sus partes, la que corres-
ponde al nivel de primaria mediante los titulos de maestro; la otra parte,
la que corresponde al nivel de secundaria solo se integré parcialmente
mediante los cursos de especializacion en el denominado CAP.

El proceso de convergencia hacia el Espacio Europeo de Educacion
Superior ha proporcionado algunas herramientas que han sido utilizadas
para integrar totalmente la formacion inicial de profesores en el sistema
universitario, en un intento de dar respuesta institucional a algunas de las
carencias en la formacion inicial de profesorado. Esta respuesta se concre-
ta bajo la formula del Grado mds un Mdster de 60 créditos, que equivale a
un curso anual a tiempo completo. Con esta formula se pretende articular
una formacion matemdtica de cardcter general en el periodo de gradua-
cion, y una formacion especializada en el periodo de postgrado que consti-
tuya una primera formacion inicial para el ejercicio y para el desarrollo de
las diversas actividades relacionadas con la matemdtica educativa

El Master de profesorado consta de modulos o materias relativas a com-
plementar la formacion disciplinar, la formacion diddctica, la formacion
pedagdgica, psicoldgica y sociologica en general, asi como la iniciacion a la
investigacion y a la innovacion educativa. También se asigna especial
importancia a las prdcticas docentes y se requiere una memoria o trabajo




fin de mdster, cuyos 16 créditos deben permitir la observacion, la reflexion
y la participacion activa de los estudiantes en prdcticas en todas las acti-
vidades programadas.

En lineas generales se podria decir que el punto de vista oficial estd de
acuerdo con la idea de que el buen profesor de matemdticas tenga una
variedad de conocimientos relacionados que afectan a distintas dreas del
conocimiento. Alguien que es capaz de hacer uso de heuristicas que se
expresan en infinitivo: analizar, valorar, planificar, construir, dirigir y rea-
lizar su enseiianza; interpretar, determinar, caracterizar y favorecer el de-
sarrollo personal del estudiante; colaborar con la comunidad dentro y
fuera del marco escolar; y reflexionar, desarrollar e innovar su propia prdc-
tica profesional.

Y, lo que es muy importante, rompe definitivamente con la creencia segiin
la cual cualquiera que acredite conocimientos de la disciplina estd capaci-
tado para ser profesor de matemdticas. Por el contrario, considera que la
preparacion especifica ideal para el futuro profesor de matemadticas ha de
tener una componente diferente de la de las otras personas implicadas
exclusivamente en la cultura matemdtica formal. Una componente, predo-
minantemente educativa y diddctica, caracterizada por su compromiso y
formacion en los problemas de ensefianza y aprendizaje de las matemdti-
cas del curriculum.

Seria ingenuo pensar que el Mdster de profesorado va a ser por si mismo la
panacea que resuelva la enormidad y complejidad de los problemas que
afectan a la ensefianza de las matemadticas. Pero peor seria el inmovilismo
que supondria seguir manteniendo un CAP obsoleto, desvirtuado, deva-
luado e incluso fraudulento. Por fin se ha impuesto la voluntad de cambio,
a sabiendas de que el camino que se inicia estd lleno de incertidumbres y

dificultades.

En el diserio del nuevo Mdster de profesorado el buen funcionamiento del
Practicum es fundamental. Para alcanzar el éxito en la integracion de la
formacion tedrica con la prdctica, la cuidadosa seleccion de los tutores y
centros de prdcticas es decisivo. También lo es la creacion de condiciones
que posibiliten el reconocimiento, la acreditacion y la dedicacion de los
tutores. Para favorecer la calidad de las prdcticas docentes se tienen que
formar equipos de trabajo mixtos entre los tutores de los centros de secun-
daria y los tutores de universidad y esto necesita disponibilidad de tiempo
para reuniones periodicas de coordinacion y para reuniones con los alum-
nos. ;Estardn las administraciones educativas dispuestas a colaborar para
facilitar estas condiciones, o, por el contrario, se limitardn a apelar a la res-
ponsabilidad, esfuerzo personal y voluntarismo, para atender las deman-
das académicas del Practicum sin mds contrapartidas? No tardaremos en
averiguarlo. ]
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des para el aula

ste articulo trata de la recta tangente. Los alumnos de
Calculo, tanto en bachillerato como en la Universidad saben,
en su mayoria, encontrar la tangente a una curva en un punto
utilizando la derivada. Sin embargo, la mayoria dudan cuan-
do se les muestra un dibujo de una curva y una recta, y se les
pregunta si esa recta es tangente a la curva. Esto quiere decir
que no tienen una idea clara del concepto geométrico de tan-
gencia. Cosa que, por otro lado, no es de extranar teniendo en
cuenta que los matemdticos tardaron mdas de 2000 afos en
aclarar este concepto.

En primer lugar, se hace un breve recorrido histérico donde
se muestran algunos intentos por calcular esta recta, cuando
no se sabia exactamente qué caracteristicas tenfa. En segun-
do lugar se analizan las ideas que tienen los alumnos acerca
de la recta tangente, y se propone una actividad, util para
afianzar la idea geométrica de la tangencia, que consiste en
obtener la tangente a un polinomio, sin usar la derivada. En
tercer lugar se exponen algunas actividades relacionadas con
la tangente para el aula de matemadticas. Todas ellas se estruc-
turan en tres pasos: exploracién, enunciado y prueba guiada.
Tienen que ver con las subtangentes, las tangentes a expo-
nenciales o las rectas tangentes de Descartes.

Notas historicas

Desde la época griega, la busqueda de la recta tangente a una
curva en un punto ha sido uno de los asuntos que més ha

interesado a los matematicos. El problema era que el concep-
to de tangente se intuia, pero no se era capaz de dar una defi-
nicién formal e inequivoca del mismo. Hasta que Cauchy, en
1823, defini6 la derivada y solventd el problema, los matemd-
ticos intentaron obtener la tangente a una curva en un punto
mediante diversos e ingeniosos métodos, hoy dia totalmente
olvidados. En esta seccién se hard un breve recorrido por
estos métodos.

Los griegos tenian la idea de que la tangente a una curva era
una recta que “tocaba” a la curva sin cortarla. Hay que desta-
car a Euclides (325 a. C., 265 a. C.), quien analizé el compor-
tamiento de una recta trazada por una circunferencia y for-
mando un dngulo recto con su didmetro (ver Suzuki, 2005).
Las dos propiedades que observé parecian constituir para él
las caracteristicas de la tangente:

1. La recta sélo tiene en comun un punto con la circunfe-
rencia.

2. Es imposible interponer otra linea entre esa recta y la
circunferencia.

Apolonio (262 a. C., 190 a. C.), en sus libros dedicados a las
cénicas desarroll6 métodos geométricos para la construccion

Félix Martinez de la Rosa
Departamento de Matemdticas. Universidad de Cddiz
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de rectas tangentes a parabolas, elipses e hipérbolas. Aqui mos-
tramos su método para construir rectas tangentes a parabolas:

Sea P un punto de la pardbola de vértice E, con PD perpendi-
cular al eje de simetria de la parabola. Si A esta el eje de sime-
tria y AE = ED, entonces AP serd tangente a la pardbola en P
(Figura 1).

Figura 1

En la primera mitad del siglo xvi (antes de los trabajos de
Newton y Leibniz), se desarrollaron algoritmos puramente
algebraicos para encontrar tangentes. Los algoritmos, basados
en la resolucién de ecuaciones y en las propiedades de las cur-
vas, dieron lugar a un tipo de Calculo enteramente libre del
concepto de limite. Sin embargo, a finales del siglo xviI (a par-
tir de Newton y Leibniz) estas técnicas fueron relegadas al
papel de curiosidades histéricas.

Como muestra de esas técnicas antiguas, destacamos la idea-
da por Descartes (1596-1650), descrita en su libro “La
Géométrie” de 1637, para obtener tangentes a curvas (ver
Suzuki, 2005):

Encontrar una circunferencia tangente en un punto C a
una curva dada. Esto se hace igualando circunferencia y
curva y obligando a que sélo se corten en un punto.

Ya que la recta tangente a una circunferencia es perpendi-
cular a su radio, como decia Euclides, esta recta es facil de
calcular.

Es obvio que este método sélo es viable para curvas sencillas,
pero vale la pena ver un ejemplo.

Encontrar la tangente a la curva y = Vx en el punto C(a2, a)
(Figura 2).

Figura 2

Solucién: Tomemos una circunferencia de radio r y centro,
P(h, 0) cuya ecuacion es:
(x —h)2+y2=r2

Los puntos de intersecciéon entre circunferencia y curva se
obtienen de resolver el siguiente sistema:

Y +x>—2hx+h —r*=0

y=vx

Sustituyendo el valor de y en la primera ecuacidn se obtiene:
Z+1=-2mx+H -r*)=0

Suponiendo que la circunferencia y la curva se cortan en C(a2, a),
entonces x = a2 es raiz de la ecuacion. Pero para que se pro-
duzca la tangencia, debe ser la Unica raiz. Por tanto debe
cumplirse que:

LHA-2nx+* -r)=(x—a’)

Igualando los coeficientes de x se obtiene que 1 — 2/ = 242, y
por tanto:

lfz=612+l
2

Es decir, el centro de la circunferencia tangente a y = Vx en
(a2, a) es: 1
P(a®> +=,0)
2

La tangente en C es perpendicular al radio PC, cuya pendien-
te es —2a, por tanto la pendiente de la tangente en C(a2, a) es

2a

En el siglo xvi, las curvas se describian, a menudo, como la
trayectoria de una particula que se mueve. Por ejemplo, una
circunferencia es la trayectoria recorrida por un punto en el
borde de una rueda giratoria. Esta idea fue utilizada por
Newton (1643 — 1727) y Roberval (1602 — 1675) para estudiar
las tangentes. Newton visualiz6 la tangente a una curva como
la direccién en la que la particula se mueve en un instante
concreto, asociando la tangente con el vector velocidad de la




particula. El método de encontrar tangentes a través del vec-
tor velocidad lo denominé “método cinematico” Asi mismo,
Roberval especifico que la direccion del movimiento de un
punto que describe una curva es la tangente a la curva en cada
posicién del punto. Un recorrido por estos métodos puede
verse en Suzuki (2005) y Wolfson (2001).

En ese mismo siglo, los mateméticos fueron adoptando lenta-
mente la idea de la recta tangente a una curva como la posi-
cién limite de una secante para la cual los puntos de corte con
la curva se acercan y se acercan hasta coincidir. De modo que
la recta tangente a una curva y = f{x) en un punto A(x, fx)), es
la recta a la que se aproximan las rectas secantes trazadas por
Ay por un punto cercano de la curva, B(x+4, fix+h)), cuando
B se aproxima a A (Figura 3).

X x+h

Figura 3

En la figura 3 se intuye que si / desaparece, la secante se con-
vierte en tangente. Fermat (1601-1665), rival de Descartes, fue
uno de los primeros en desarrollar esta idea, anticipando ya el
concepto de derivada (ver Coolige, 1951).

Los matemadticos del siglo XVII (Fermat, Descartes, Wallis,
Barrow, etc) eran capaces de calcular la pendiente de la tan-
gente a una curva en un punto. Por ejemplo para flx) =x3, la
pendiente de la secante por Ay B es:

flx+h)— f(x)  «°+3x’h+3xh> +h’ —x°
h h
Asi que para obtener la pendiente de la tangente, hay que con-

siderar que /1 es una cantidad que puede despreciarse, de
donde se deduce que la pendiente buscada es 3x2.

=3x"+3xh+ 1

Observemos que la pendiente de la recta AB estd bien defini-
da, siempre que A y B sean distintos, es decir si # = 0. El pro-
blema era como definir la pendiente cuando # = 0 y A=B.
Naturalmente, esa pendiente estd ligada al concepto de deri-
vada, que aun tardaria en concretarse.

El camino recorrido hasta llegar a la solucién definitiva fue
arduo. Resulta interesante ver, en el articulo Grabiner (1983),
el orden cronoldgico en el que se desarrollaron los estudios
que culminaron con el concepto de derivada: primero fue
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usada, después fue descubierta, después explorada y desarro-
llada, y por ultimo fue definida.

Hubo que esperar hasta el siglo xix para que Cauchy (1789-
1857) resolviera, definitivamente el problema en 1823, dando
una precisa definicién de la derivada en términos del nuevo
concepto denominado limite, definiendo a y =fla)+ f(a)(x—a)
como la recta tangente a la gréfica de fix)en (a, fla)) .

La idea de la recta tangente

La relacion entre recta tangente y derivada, expresa una bella
conexion entre la geometria y el andlisis. Sin embargo esta
relacién parece una simple obviedad, ya que en la propia defi-
nicion formal de recta tangente se incluye la derivada. Pero
;podemos darle un sentido geométrico a la recta tangente,
aparte de la derivada, y relacionar después ambos conceptos?

1) Para saber qué idea tienen los alumnos acerca de la recta
tangente, es interesante mostrarles las figuras 4, 5, 6, 7y 8, y
preguntarles si creen que alguna de ellas representa una recta
tangente a una curva.

Figura 4 Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

En la figura 4 la respuesta no admite discusion, ahi hay una
recta tangente. Los motivos de esta opinién son dos: la recta
sélo corta a la curva en un punto, y en ese punto esa recta roza
a la curva sin atravesarla.

En cuanto a la figura 5, existen dudas, porque, aunque la recta
roza a la curva en un punto, tiene el problema de que la atra-
viesa por otro, aunque en general se inclinan por que existe
tangencia en el punto de la izquierda.

En las figuras 6 y 7, parece evidente que el eje x es tangente en
el origen: toca a la gréfica en un solo punto y no atraviesa a la
curva. Claro que otras rectas que pasan por el origen también
cumplen esas condiciones y podrian ser tangentes.
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Por ultimo, no hay dudas para la figura 8, la recta no puede ser
tangente porque atraviesa por la mitad a la curva.

2) Una primera justificacién, exclusivamente geométrica, del
concepto de tangente a funciones polindémicas, puede hacerse
a través de la exploracion de las dos siguientes cuestiones (ver
Arao, 2000).

¢Cudndo el eje X es tangente a la grafica de un polinomio en
x=a?

Para ilustrar esta pregunta mostramos las figuras 9, 10 y 11.

Figura 9 Figura 10 Figura 11

La primera condicién de tangencia debe ser que el polinomio
pase por el punto (g, 0), cosa que cumplen las tres gréficas, y
para ello debe contener el factor (x — a).

Pero la tangencia necesita algo mas: un contacto superior al
que se produce en la figura 9. Es decir, el roce entre la tan-
gente y la curva debe ser més intenso, como en la figura 10.
Para que esto se produzca, el polinomio debe contener, al
menos, el factor (x — a)2. En cuanto a la figura 11, primero
debemos eliminar la idea preconcebida de que una tangente
no puede atravesar a la curva. Salvadas la sorpresa inicial de
los alumnos, en seguida advierten que la intensidad del con-
tacto entre tangente y polinomio es mayor que en las otras
figuras. Esto se debe a que el polinomio contiene el factor
(x — a)3, y al aumentar el grado, aumenta la intensidad del
contacto.

¢Cudndo una recta es tangente a la grafica de un polinomio en
x=a?

La intuicién obtenida de la primera cuestion, nos lleva a la
conclusién de que una recta y = mx + b es tangente a la grafi-
ca de un polinomio p(x) en x = a, cuando el contacto entre
ambos, en ese punto, es tan intenso como para que
p(x) — (mx + b) contenga, al menos, el factor (x — a)? . Es decir,
p(x) debe tener la forma:

p(x) = (mx + b) + q(x)(x - @)%

De esta manera, es muy fécil construir polinomios cuya tan-
gente en un punto sea una recta dada.

Obtener un polinomio cuya tangente en x = 1 sea y = 3x — 1.

Solucién: Un polinomio con las caracteristicas pedidas puede
ser p(x) = (3x — 1) + (x + 3)(x — 1)2 (Figura 12).

Figura 12

La exploracién anterior puede expresarse a través de una
curiosa relacion entre la tangente y la divisién de polinomios
(ver Arao, 2000):

Larecta y = mx + b es tangente a la gréfica de un polinomio p(x)
enx = asiysoélosi mx + b es el resto del cociente p(x)/(x — a)2.

3) En general, para funciones de cualquier tipo, el concepto
del contacto intenso entre recta y curva, se relaciona con la
idea del parecido: cuanto mayor sea el contacto, mayor es el
parecido entre la tangente y la curva cerca del punto de tan-
gencia.

Pero ademas, la tangente debe ser la recta que mads se parece
a la curva en el punto. De hecho, mostrando la grafica de
y=|x| (Figura 6), se aprecia que cualquier recta que pase por el
origen se parece menos que la recta y = x por la derecha, y
menos que y = —x por la izquierda, y esto nos hace intuir que
no existe tangente en ese punto: no es posible dibujar una
recta que se parezca mds que ninguna otra a la gréfica de la
funcion, cerca del punto de tangencia (para la figura 7 el razo-
namiento es andlogo).

En otras palabras, el concepto de maximo parecido significa
que la tangente en un punto es la mejor aproximacion lineal a
la curva en ese punto. De acuerdo con esta idea, en el articu-
lo de Bivens (1986) se propone la siguiente definicion de recta
tangente:

Una recta L que pase por P(a, fla)), se denomina recta tan-
gente a la grafica de fen P, si L es la mejor aproximacion line-
al de fcerca de P.

De esta manera se muestra a la recta tangente como un obje-
to geométrico por si mismo, independiente de la derivada. La
relaciéon entre recta tangente y derivada se aclara con el
siguiente enunciado (cuya demostraciéon puede verse en
Bivens, 1986):

La grafica de una funcidn f tiene una recta tangente y = fla)+
m(x—a), en P(a, fla)), siy sélo si existe f*(a) y coincide con la
pendiente m de la recta.




4) Una ultima observacién geométrica sobre la tangente surge
planteando la figura 13.

Figura 13

Esta gréfica es la misma que la figura 8, intercambiando los
ejes. Por tanto si la recta de la figura 8 es la mejor aproxima-
cién lineal a la curva en el origen, la de la figura 13 también
deberia serlo. Geométricamente tenemos una tangente. El
problema es que por ser una recta vertical, su pendiente es
infinito. Por eso, para casar el concepto geométrico de recta
tangente con el analitico de derivabilidad, cuando el limite:
lim /¥~ /(@)
e x—q
es infinito y fes continua en g, la funcién también se conside-
ra derivable en x = 4, con derivada infinita.

Actividades para el aula

En relacién con los ejercicios relacionados con la recta tan-
gente, los profesores, bdsicamente, nos limitamos a calcular
su ecuacion. En este trabajo proponemos algunas actividades
para el aula, que dan una sencilla y particular mirada a estas
rectas. Dos de ellas estan relacionadas con conceptos cldsicos
(subtangentes y rectas de Descartes) pero muy interesantes
para plantearlos en la clase, debido a las reflexiones y al afian-
zamiento de conceptos que de ellos se deriva.

Se propone estructurar cada una de ellas en tres partes:

Primera: Realizar una sencilla exploracién que aclare la acti-
vidad, y oriente sobre la posible conclusiéon.

Segunda: Enunciar correctamente el resultado que se observa
en la exploracion.

Tercera: Probar, de una manera guiada, los enunciados.

Gréfica de tangentes mediante las subtangentes

Esta actividad consiste en el trazado de rectas tangentes,
uniendo el punto de tangencia con el punto de corte de la tan-
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gente con el eje x. Dicho punto se obtiene gracias al clésico,
pero muy poco utilizado, concepto de la subtangente.

Exploracién

Dada una curva y=f{x), la ecuacién de la recta tangente en
(a, fla)) es y = fla) + fa)(x—a). Supongamos que f’(a)=0.
Haciendo y = 0, se obtiene el punto por el que la tangente
corta al eje x:

f(a)
f'(a)

X=da—

Por tanto, la recta tangente pasa por los puntos (a, fla)) y
(a-s(a), 0), donde s(a) es la denominada subtangente (ver figu-
ra 14), definida en cada punto a donde f’(a)=0, por

_f@a)
=@

f(a)

s(a)
(a-s(a),0) (a,0)

Figura 14

El trazado de tangentes mediante el clculo de las subtangen-
tes es util si éstas son faciles de calcular. Para funciones expo-
nenciales y potencias de x, este método es especialmente sen-
cillo.

El concepto de subtangente, es un clasico del andlisis. Por
ejemplo, las curvas exponenciales fueron introducidas en
1684 cuando Leibniz (1646-1716) planteé el problema de
encontrar todas las curvas con subtangentes constantes. La
solucién son las curvas exponenciales. Para una constante
b=0, se verifica:

f(x)=Ke®
para alguna constante K=0, si y s6lo si s(x) = b.

Actividad 1: obtener, a través de las subtangentes, la tangente
en x=q para e*y e*.
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La subtangente de flx) = e¥en x = a es s(a)=1. Por tanto, la recta
tangente en x = a pasa por los puntos (a, e%) y (a — s(a), 0) =
(a-1, 0) (Figura 15).

La subtangente de flx) = e*en x = a es s(a)=—1. Por tanto, la
recta tangente en x = a pasa por los puntos (a, ™)y (a — s(a),
0) = (a + 1, 0) (Figura 16).

Figura 15

Figura 16

Actividad 2: obtener, a través de las subtangentes, la tangente
en x=a para x2, x3 y x1,

La subtangente de f(x) = x2 es s(x)=x/2. Por tanto, la recta tan-
gente en x = a pasa por los puntos (a, a?) y (a - s(a), 0) = (a/2,
0) (Figura 17).

La subtangente de f(x) = &3 es s(x)=x/3. Por tanto, la recta tan-
gente en x = a pasa por los puntos (a, a3) y (a - s(a), 0) =
(2a/3, 0) (Figura 18).

La subtangente de flx) = x”! es s(x)=—x. Por tanto, la recta tan-
gente en x = a pasa por los puntos (a, a) y (a - s(a), 0) = (2a,
0) (Figura 19).

2a/3 a
v s Q0 &
Figura 17

Figura 18 Figura 19

Enunciado para las exponenciales

Para una constante b=0, se verifica que f(x)=Ke*'b, para algu-
na constante K=0, si y sélo si s(x)=>b.

Demostracién: Dada la funcién flx)=Ke*?, se cumple que
F(x)=(K/b)e¥’?, por tanto s(x)=b.

Reciprocamente, si flx)/f'(x)=b, entonces 1/b = f(x)/flx).

Realizando la integral de obtiene que In flx)= (x/b) + In K. Por
tanto flx)=Ke*/?.

Enunciado para las potencias de x

Se verifica que f(x)=Kx1/b, para alguna constante K#0, si y s6lo
si s(x)=bx.

Demostracién: Dada la funcién flx)=Kx1/%, se cumple que
F(x)=(K/b)x(1/b)-1, por tanto s(x)=bx.

Reciprocamente, si fix)/f (x)=bx, entonces 1/(bx) = f(x)/f(x).
Realizando la integral de obtiene que In fix)= (1/b)In x + In K.
Por tanto flx)=Kx1/b,

En Apostol y Mamikon (2002) y Martinez de la Rosa (2004),
puede encontrarse mds informacion sobre las subtangentes y
sobre su utilidad para calcular visualmente el drea de una
regién sencilla.

Tangentes a funciones exponenciales

En Skala (1997) se propone una interesante actividad relacio-
nada con las tangentes a las funciones exponenciales, que
afianza el conocimiento de estas funciones.

Exploracién

En primer lugar, se dibujan algunas funciones exponenciales
fix) = a¥, para a>1(Figura 20). El caso 0< a <1 es andlogo. A
continuacién se trazan las rectas tangentes, pasando por el
origen, a esas curvas. Una vez trazadas, se marcan los puntos
de tangencia. Parece cumplirse el hecho de que estos puntos
estan situados en una linea horizontal (Figura 21).

Figura 20 Figura 21

Las rectas que pasan por el origen y son tangentes a una expo-
nencial verifican que sus puntos de tangencia estan todos ali-
neados.

Demostraciéon. Tomemos flx) = a*, para a>0, a=1 . La pen-
diente de la tangente es la derivada. Ademds, la pendiente es
la tangente del dngulo que forma la recta con la parte positiva
del eje x. Con estas dos ideas, es sencillo comprobar que el
punto de tangencia es:

1
A e,
Ina




Por tanto los puntos buscados estdn sobre la recta horizontal
y=e.

Rectas tangentes de Descartes

Las funciones polinémicas se analizan con amplitud en los
cursos de bachillerato. Aqui se propone una actividad, rela-
cionada con las rectas tangentes, que requiere el andlisis de
este tipo de funciones, y afianza los conceptos puntos de infle-
xion, concavidad y convexidad.

Se propone hacer un estudio de aquellas funciones polinémi-
cas, que tengan una recta tangente que corte a la curva tinica-
mente en el punto de tangencia. Este tipo de rectas se deno-
minan tangentes de Descartes.

1= parte. Exploracion de las pardbolas y polinomios ctbicos.

La observacién de una pardbola permite intuir que, en cada
punto, la tangente corta a la curva tinicamente en el punto de
tangencia (Figura 22). Por otro lado, una breve exploracion
nos convence de que los polinomios ctibicos cumplen la pro-
piedad buscada cuando la tangente se traza por el punto de
inflexion (Figura 23).

Figura 22 Figura 23

Enunciado para las pardbolas

Las pardbolas tienen una tangente de Descartes en cada
punto.

Demostracién. Tomemos la pardbola fix)=ax2+bx+c. Si a>0
entonces f*(x)=2a>0, por tanto la tangente en cada punto
siempre queda por debajo de la curva, y sélo la corta en el
punto de tangencia (Figura 22).

Enunciados para polinomios ctibicos

a) Los polinomios ctbicos tienen un Gnico punto de inflexién.

Demostracion. Tomemos flx)=ax3+bx2+cx+d. Ya que f(x) =
6ax+2b, el punto de inflexion es x=—(b/3a).
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b) En el punto de inflexién existe una recta de Descartes.

Demostracion. Sea x=x, el punto de inflexién de f. Entonces
s6lo en ese punto la funcion pasa (por ejemplo) de convexa a
cbéncava, por lo que la tangente en x; no vuelve a cortar a la
curva (Figura 23).

¢) En un punto distinto al de inflexién, no existe recta de
Descartes.

Demostracién. Si un punto no es de inflexion, podemos supo-
ner que f’(x)>0 en un entorno del punto (Figura 24).
Entonces la tangente en ese punto quedaréd por debajo de la
curva. Si el coeficiente de x3 es positivo, entonces, alejando-
nos lo bastante hacia la izquierda del punto de tangencia, la
curva se situard por debajo de la tangente y por ello volverd a
cortarla, por lo que no serd una tangente de Descartes.

Figura 24

2¢ parte. Encontrar una funcion polindmica que tenga exac-
tamente dos rectas tangentes de Descartes.

En la primera parte vimos que las pardbolas tienen tangente
de Descartes en cada punto, y que las ctibicas sélo tienen una.
Ampliamos el estudio a funciones de grado cuatro y cinco.

La figuras 25, 26 y 27 representan las graficas de las funciones
de grado cuatro: x% x* -x2, x* —x2+x. La observacién nos per-
mite deducir que no pueden cumplir la condicién que se
busca, porque cualquier punto alejado de los de inflexion,
admite una recta de Descartes.

Figura 25 Figura 26 Figura 27
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Probemos con funciones de grado cinco. Un anélisis similar al
hecho en la primera parte para las ctbicas nos dice que las
tangentes de Descartes deben trazarse por los puntos de infle-
xi6n. Construyamos una funcién de grado cinco, con dos
puntos de inflexién, como la de la figura 28.

Figura 28

Tomemos flx)=ax5+bx*+cx3+dx2+ex+f. Podemos fijar los
puntos de inflexién en x = 2 y x= —2. Para simplificar pode-
mos suponer que las tangentes en 2 y —2 sean horizontales y,
por ejemplo, que f7(0) = 1. Hay que resolver el sistema:

f'0) =1
f'@2) =0
f'(=2)=0
f'@2) =0
f'(=2)=0

La solucién es:

a:i)b:o,cz_l’d =O,t=1
80 6
Por tanto la curva buscada es:

L s 1.
X)=—x"——x"+x
S@) =%~

Las dos tangentes de Descartes (figura 29) son:

16 16
y=f@=oy=f2)=-1

/

7

Figura 29

Un estudio mas completo sobre las rectas tangentes de
Descartes puede verse en Barnier (2007).

Una curiosa propiedad de la tangente

La optimizacién es uno de los temas destacados en el estudio
de las funciones de una variable. Aqui proponemos ilustrarlo
con una actividad, (ver Eddy y Fritsch, 1994 y Paré, 1995),
sobre la minimizacién de un drea.

Dada una curva convexa en un intervalo, se trata de encontrar
un punto por donde trazar una tangente, de manera que el
drea comprendida entre la curva y la tangente sea minima.
Destacamos esta interesante propiedad, porque su demostra-
cién puede hacerse sin recurrir a célculo alguno.

Exploracién

Se dibuja una curva convexa en un intervalo. Trazando tan-
gentes, se puede intuir que el drea entre la curva y la tangente
se va haciendo més pequefo a medida que el punto de tan-
gencia se acerca al punto medio del intervalo (Figura 30). ;En
qué punto se minimiza el drea? Lo sorprendente de esta
exploracidn es que el aparente resultado (el punto medio) es
independiente de la ecuacién de la curva.

Figura 30

El drea comprendida entre una funcién convexa en un inter-
valo y su tangente, es minima si la tangente se traza por el
punto medio del intervalo.

Demostracién. Veamos la figura 31.

~

v

>

C B

Figura 31




El drea del trapecio es la suma del drea constante bajo la curva
y del drea rayada. Por tanto, para minimizar el drea rayada
basta con minimizar el drea del trapecio. Ya que el drea del
trapecio es el producto de la base por la altura trazada desde
el punto medio C, para minimizar su drea basta hacerlo con la
altura CE. La altura CE se hace minima cuando E=D, por
tanto tenemos el resultado. |
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Criptografia y matematicas

mna vez fui testigo presencial, en una conferencia que no
logro recordar con total clarividencia, de la siguiente afirma-
cién sobre la Teoria de Ndimeros: “La teoria de ndmeros es
como la musica o el ajedrez: no sirven para nada pero entre-
tienen”. Por suerte he tenido la oportunidad de comprobar
que no tenia razon en la totalidad de su afirmacién, ya que la
teoria de niumeros, siendo bonita y entretenida, si que tiene
muchas aplicaciones. En concreto, la teoria de nimeros es el
eje fundamental sobre el que giran todos los estudios que,
ultimamente, se estan haciendo en relacion con la criptogra-
fia, tema que es el motivo de este articulo.

La Real Academia de la Lengua define la criptografia como
“el arte de escribir con clave secreta o de un modo enigmati-
co”, y ciertamente es una definicion acertada, pues la cripto-
grafia se considera actualmente como la ciencia dedicada a
estudiar métodos para codificar (cifrar o encriptar) mensajes
secretos; evidentemente el objetivo tltimo de la criptografia
es la imposibilidad, por parte de cualquier persona ajena al
mensaje, de descifrar un mensaje codificado, pues hay que
contar siempre con la existencia gratuita de un adversario,
que pondra todos los medios posibles a su alcance para des-
cifrar los mensajes secretos. A la ciencia que estudia los méto-
dos que permiten descifrar mensajes encriptados se le cono-
ce como criptoandlisis, y a la union de ambas ciencias se le ha
denominado criptologia.

Aunque actualmente la criptografia basa todos sus métodos
en la teorfa de numeros, la estadistica y distintas teorias de la
informacion, la criptografia se originé en el mismo momen-
to en que aparecio la escritura. Siempre han existido situa-
ciones en las que el hombre ha necesitado comunicar mensa-
jes de vital importancia a sus semejantes, intentado que sus
enemigos no los conocieran, ya que estos mensajes solian
estar referidos a las estrategias militares que pudieran usar.

En una primera parte se hace un sucinto recorrido por los
métodos criptograficos mas relevantes que se han usado a lo
largo de la historia, y en una segunda parte se muestra la
maquinaria matemdtica de una serie de métodos criptogréfi-
cos que se usan o solian usar en una época mas reciente.

La utilizacion de métodos criptograficos de cierta importan-
cia se remonta a 400 afos antes de Cristo, en Esparta, donde
los espartanos usaban un sistema secreto de escritura duran-
te los enfrentamientos con Atenas. Este sistema de codifica-
cién de mensajes consistia en algo tan simple como lo
siguiente: el emisor del mensaje y el receptor de éste poseian,
cada uno, cilindros idénticos con bases de igual radio, el emi-
sor enrollaba una tira de papel en el cilindro como si de una

Juan José Ortiz Muioz
IES Miguel Ferndndez. Melilla
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venda se tratara, y una vez enrollada escribia el mensaje a lo
largo del cilindro; una vez escrito el mensaje original, se des-
enrollaba la tira de papel, quedando un mensaje aparente-
mente cadtico que se mandaba al receptor, tinica persona
capaz de descifrar el mensaje a menos que el cilindro fuera
robado, iinico método que puede aportar el criptoanalisis. Los
historiadores griegos denominaban a este método la scitala
espartana.

>

Scitala espartana

En el siglo 11 a. C, el historiador griego Polibio, miembro de la
Liga Aquea cuando era dirigida por Filipémenes' y que fue
derrotada por los romanos, usaba un sistema de encriptacién
y desencriptacién muy original y que comunicaba a través de
nueve antorchas. Concretamente su método consistia en
insertar el alfabeto en una tabla de doble de entrada de cinco
filas y cuatro columnas asignando a cada letra el numero for-
mado por el nimero de la fila y el nimero de la columna en la
que la letra estaba situada, como si de coordenadas se tratara.
Teniendo en cuenta que el alfabeto romano constaba de vein-
tiuna letras, la I se agruparia junto con la K, y la tabla queda-
ria asf:

1] 23] a4
1 aAalB|lc]|D
2 |[E[E|lG|H
3 |yuk| L |[M|N
4 ol P[Q|R
s sTlv]x

(Se elegird I o K segun el contexto)

De esta forma al corresponderse la letra T con el numero 52,
ésta se comunicaria encendiendo las cinco primeras antor-
chas y las dos ultimas. Este método, conocido como cuadra-
do de Polibio, tiene variaciones que hacen de él un buen méto-
do, pues a diferencia de lo que ocurre con los cifrarios mono-
alfabéticos de sustitucion, que analizaremos a continuacién,
altera la frecuencia de los caracteres.

Una de las variaciones mas conocidas del cuadrado de Polibio
es la conocida como Cifrado Bifido de Polibio, usado en los
siglos XIX y XX por los nihilistas rusos. En este caso el cuadro
de Polibio estd compuesto por cinco filas y cinco columnas, y
consiste en: primero desordenar el alfabeto escribiendo pri-
mero una palabra clave; en segundo lugar y una vez obtenidos
todos los numeros del texto, se disponen en dos filas, de
forma que se vuelve a obtener un mensaje numérico que
transformaremos en texto codificado usando el cuadrado de
Polibio en sentido contrario tomando como ntimeros de dos
cifras cada uno de los pares numéricos que forman las nuevas
columnas. Como ejemplo tomemos como palabra clave
CLAVE, la cual permitird desordenar el alfabeto, y codifique-
mos la palabra POLIBIO:

1| 23] 4]5
1| cC A|lVI|E
2| B|[D|F|[G|H
s|ly|lk|[M|[N]|O
4l P|lQ|R|S|T
s|lulw|x|Y ]|z

La palabra POLIBIO serd entonces 41351231213135. Ahora
La disponemos en dos filas:

4135123
1213135

De esta forma sale el texto numérico 41123153112335, que
corresponde con PLIXCFO.

El proceso de desencriptaciéon consiste entonces en hallar la
serie numérica del mensaje codificado y disponerlo en dos
filas, la primera formada por los numeros de los lugares impa-
res y la segunda formada por los de lugares pares; una vez
hecho esto se coloca la segunda fila consecutiva de la primera
que sera la serie numérica del texto original.

En el siglo1a. C. el general romano Julio César cred un siste-
ma de encriptaciéon muy simple, consistente en sustituir unas
letras por otras. Mds concretamente, la sustituciéon que Julio
César utiliz6 consistia en asignar a cada letra del alfabeto la
letra que estaba tres lugares mas a su derecha, adoptando el
criterio l6gico de que tras la letra Z se empezaba de nuevo por
la letra A.

La clave de encriptacion del conocido como Cifrario de César
es por tanto el namero “3” Teniendo en cuenta que el alfabe-
to romano sdlo tenfa veintiuna letras, el cifrario de César se
basa en la siguiente sustitucién de letras:




ABCDEFGHI KLMNOPQRSTVX
DEFGHI KLMNOPQRSTVXATBC

La primera linea es el alfabeto sin cifrar y la segunda linea es
el alfabeto de cifrado. Asi por ejemplo, la frase ALEA IACTA
EST (la suerte estd echada), que Julio César us6 en el 49 a. C.
cuando decidié atravesar el Rubicén con sus legiones, utili-
zando su cifrario se convierte en: DOHD MDFAD HXA.

Evidentemente, el cifrario de Julio César es uno de los 20
cifrarios que se pueden hacer de este tipo, basta con ir rotan-
do el alfabeto de la linea de cifrado (la segunda linea).

El cifrario de Julio César estd enmarcado dentro de los deno-
minados cifrarios monoalfabéticos de sustitucién, cuya clave
de encriptacion es el nuevo alfabeto encriptado. Asi pues el
cifrario de Julio César es el cifrario de sustitucién por exce-
lencia al ser el primero que se conoce a lo largo de la historia.
Los cifrarios monoalfabéticos de sustitucién perduraron a lo
largo del tiempo; asi por ejemplo, la Orden de Los Templarios
usaba en el siglo X1 un método criptografico de sustitucion
que asociaba a cada letra del alfabeto un simbolo gréfico.

La ventaja que tienen estos cifrarios es la facilidad con que se
encriptan los mensajes, pero unido a esta facilidad a la hora de
encriptar mensajes, nos encontramos también con la facilidad
de desencriptarlos cuando se dispone de tiempo suficiente.

Un fascinante e ingenioso ejemplo sobre cémo descifran un
mensaje codificado por medio de un cifrario de sustitucion se
encuentra en la obra “El escarabajo de oro” de Edgar Alan Poe.
El método que se utiliza en esta obra consiste prioritariamen-
te en conocer cudles son las letras, parejas de letras y trios de
letras que aparecen con mayor frecuencia en el idioma en que
se ha escrito el mensaje original, e intentar encontrar el men-
saje original por ensayo-error teniendo estos datos en cuenta.
En Espana, la frecuencia relativa con la que aparecen las letras
en los textos depende del estudio estadistico que se realice,
pues no se obtiene el mismo resultado si se estudia directa-
mente el diccionario de la Real Academia Espafiola que si
estudia libros de texto en general; a continuacién se muestran,
en orden descendente de aparicion, las letras, pares de letras
y trios de letras de nuestro idioma sobre estudios realizados
en libros de texto:

E) A, O’ s) R7 I) Nl L) D7 C, T’ U’ P’ M’ Y’ Q’ G} \/) H? F} B7 )7 Z)
K, X, W.

ES,EN, EL, DE, LA, OS, UE, AR, RA, RE, ON, ER, AS, ST, AL,
AD, TA, CO.

QUE, EST, ARA, ADO, AQU, CIO, DEL, NT, EDE, OSA,
PER, NEI, IST, SDE.
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Pero como es logico, los criptégrafos, una vez que se dan
cuenta de la vulnerabilidad del método, intentan encontrar
variantes de los métodos para que éstos no sean tan vulnera-
bles. Este es el caso de los cifrarios homofénicos y los nomen-
cldtores, cifrarios monoalfabéticos de sustitucién que inten-
tan luchar contra el andlisis estadistico de los textos cifrados.
Los cifrarios homofdnicos consisten en considerar el alfabeto
con unas cuantas letras repetidas, principalmente las de
mayor frecuencia de aparicion en el idioma, y en el alfabeto
cifrado colocar tantos simbolos distintos como letras se han
insertado en el alfabeto original. De esta forma se consigue
que las frecuencias de aquellas letras mas relevantes queden
disminuidas.

La forma de codificar un mensaje original es igual que en los
anteriores, salvo para aquellas letras que aparecen repetidas
en el alfabeto original, para las cuales habrd una regla para
determinar qué letra escoger. El primer cifrario homofénico
del que se tiene constancia se utilizé en 1401 en la correspon-
dencia cruzada entre la Corte de Mantua y Simeone de
Crema. En el siguiente ejemplo de cifrario homofénico la
palabra MAREA es sustituida por AHD%$:

AABCDE FGHI I'J KLMNOOPQR
H$Y NJ %UMIK OLPQAZWSXETD
STUVWXYZ

CR&FG VTB

Desde el siglo xv1 hasta la primera mitad del siglo x1x, el siste-
ma de cifrado mas utilizado en las correspondencias diplomé-
ticas fue un sistema mixto que se denomina nomencldtor. Los
cifrarios nomenclétores estdn formados por dos nicleos: un
primer ndcleo formado por un cifrario homofénico, y un
segundo ndcleo compuesto por una serie de simbolos espe-
ciales que se corresponden con algunas palabras o frases con-
cretas. De entre los cifrarios nomenclatores mds famosos se
encuentra el empleado en 1571 por el embajador en Francia
de la Reina Isabel de Inglaterra.

Paralelamente a los cifrarios nomencldtores, se usaban con
mucha frecuencia los denominados cifrarios polialfabéticos de
sustitucion, que tal y como su nombre indica, utilizan varios
alfabetos a la hora de encriptar un mensaje. De entre estos
cifrarios, el mas importante es el conocido como cifrario de
Vigenére’. La clave de este cifrario es una palabra-clave; se
trabaja sobre una tabla formada por 26 alfabetos dispuestos
uno bajo el otro de forma que el segundo alfabeto empieza por
la letra B, el tercero por la letra C, y asi sucesivamente hasta el
ultimo que empezara por la letra Z. A continuacién se mues-
tra como queda la disposicién de la tabla:
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ABCDEFGHIJKLMNOPQIRSTUVWXYZ
BCDEFGHIJKLMNOPQR STUVWXYZA
CDEFGHIJKLMNOPQRS TUVWXYZAB
DEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZABC
EFGHIJKLMNOPQRSTU VWXYZABCD
FGHIJKLMNOPQRSTUV WXYZABCDE
GHIJKLMNOPQRSTUVW XYZABCDEFTF
HIJKLMNOPQRSTUVWXYZABCDETFG
ITKLMNOPQRSTUVWXY ZABCDETFGH
JKLMNOPQRSTUVWXYZ ABCDETFGHI
KLMNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHI]
LMNOPQRSTUVWXYZAB CDEFGHTI]JK
MNOPQRSTUVWXYZABCDEFGHTIJKL
NOPQRSTUVWXYZABCD EFGHIJKLM
OPQRSTUVWXYZABCDE FGHIJKLMN
PQRSTUVWXYZABCDEFGHTIJKLMNDO
QRSTUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOP
RSTUVWXYZABCDEFGH IJKLMNOTPAQ
STUVWXYZABCDEFGHTI]KLMNOPAQR
TUVWXYZABCDEFGHIJKLMNOPQRS
UVWXYZABCDEFGHIJKL MNOPQRST
VWXYZABCDEFGHIJKLM NOPQRSTU
WXYZABCDEFGHIJKLMN OPQRSTUYV
XYZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVW
YZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWZ
ZABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWZA

Para encriptar un mensaje con el cifrario de Vigenére, debajo
del mensaje que se va a encriptar se escribe la palabra clave
tantas veces como sea preciso y, en su caso, truncarla al final
del texto. De esta forma, cada letra del mensaje posee una
letra clave que se encuentra mediante la interseccion de la
columna cuya primera letra es la original con la fila cuya pri-
mera letra es la letra clave correspondiente. Con un ejemplo
se comprenderd mejor: supongamos que la palabra clave es
DIA, y que queremos codificar la palabra RAREZAS, enton-
ces se tiene la siguiente situacién:

RAREZAS
DI ADIAD

La letra clave correspondiente a la primera R es la letra D,
entonces la letra que se genera mediante este cifrario es la
letra U, ya que la interseccién de la columna que empieza peor
la letra R con la fila que empieza con la letra D es la letra U.
De esta forma la palabra codificada sera:

UIRHHAV

Desencriptar un mensaje codificado por este cifrario es bas-
tante facil: se escribe debajo de la palabra codificada la pala-
bra clave tantas veces como haga falta, como se hace para el
proceso de codificacién, y para encontrar cada letra original
se busca la letra codificada en la fila de la correspondiente
letra clave, miramos la letra inicial de la columna a la que per-
tenece y ésta determina la letra original.

Como se puede observar el proceso descrito para la descodi-
ficacidn es tan solo el proceso inverso al de codificacion.

Existen otros cifrarios polialfabéticos de sustitucién que utili-
zan una tabla un poco mds pequeiia que el cifrario de

Vigenére, y para los que la clave, en vez de ser una palabra, es
un nimero-clave.

Un ejemplo de este tipo de cifrario son los conocidos como
cifrarios de Gronsfeld. Estos cifrarios no tienen demasiada
importancia teérica por ser en esencia cifrarios de Vigenére;
la diferencia radica en los métodos de encriptacion y desen-
criptacion, los cuales son leves modificaciones de los utiliza-
dos en aquel.

En cierto modo, podemos afirmar que todos los métodos de
desencriptacién vistos hasta ahora proceden del cifrario de
César, ya que todos son cifrarios de sustitucion. Sin embargo
la scitala espartana no es un cifrario de sustitucion, sino un
cifrario de transposicion. Los métodos criptograficos por
transposicién quedaron en olvido hasta que alrededor del
siglo xv1 el cientifico, excelente y prolifico matematico italia-
no Cardano introdujo los cifrarios de rejillas. Estos cifrarios
reciben este nombre porque gran parte de los cédigos secre-
tos que se utilizan se basan en el empleo de un conjunto de
distintas rejillas perforadas. Las rejillas se colocan sobre un
cuadro polialfabético determinando, gracias a éstas, las letras
codificadas.

En la obra Mathias Sandorf de Julio Verne, a veces la trama se
centra en temas de criptografia relacionados con la utiliza-
cién de ciertas rejillas perforadas que permiten encriptar y
desencriptar mensajes secretos de gran importancia. Esta
obra deja ademds constancia del gravisimo problema que
tiene este tipo de cifrarios: la desencriptacion la puede hacer
toda persona que posea la rejilla adecuada, y puede ocurrir,
como bien lo plasmoé en la obra su autor, que la rejilla sea
robada por una persona no deseada.

[bpasasns nssn
mm

.




Los cifrarios de transposicién y los de sustitucién, tanto
monoalfabéticos como polialfabéticos, cayeron en desuso en
la primera mitad del siglo x1x cuando a finales del siglo xv111 se
dio lugar la denominada hoy en dia Revolucién Industrial. La
nueva corriente filoséfica que esta revolucién trajo consigo
hizo que los criptégrafos inventaran sistemas criptograficos
basados en las mdquinas. Es por este motivo que a los cifra-
rios anteriormente mencionados se les denominan vulgar-
mente cifrarios de ldpiz y papel.

El cifrario mecdnico mas antiguo que se conoce fue creado a
finales del siglo xvii por el que fuera presidente de los Estados
Unidos: Thomas Jefferson. Este cifrario, conocido como el
cilindro de Jefferson, tras caer en el olvido al no ser usado por
su inventor, fue reconstruido por un famoso criptografo lla-
mado Etienne Bazeries alrededor del afio 1890. A partir de ese
momento, el cilindro de Jefferson fue de gran utilidad, hasta
tal punto que fue utilizado por los EEUU durante la segunda
Guerra Mundial, y esporddicamente en la postguerra. El cifra-
rio de Jefferson consiste en un cilindro formado por 26 discos
iguales (el que construy6 Bazeries solo tenia 20 discos) que
rotan sobre un eje que atraviesa los centros de los discos.
Cada disco tiene su borde exterior dividido en 26 partes igua-
les, en los que se colocan aleatoriamente las 26 letras del alfa-
beto, intentado que cada disco tenga una ordenacién diferen-
te del alfabeto. El mensaje a codificar se agrupa en bloques de
26 letras, y si el ultimo bloque no completa las 26 letras, se
colocan letras nulas hasta completarlo. De esta forma, des-
pués de rotar los discos hasta conseguir escribir el bloque ori-
ginal, el bloque cifrado es el que se lee en la linea que, conta-
da al rotar el cilindro en sentido positivo, nos indica la clave.

Cilindro de Jefferson

El cifrario de Jefferson fue el precedente de cifrarios mecdni-
cos que, basandose en la rotacion, son de mecdnica mucho
mds complicada. Tal es el caso de la famosa mdquina encrip-
tadora Enigma, usada por los alemanes en la Segunda Guerra
Mundial. El funcionamiento de esta mdquina se basa en el
cifrario de Jefferson, solo que en este caso cada disco girato-
rio tiene 26 nodos eléctricos (uno por cada letra del alfabeto)
en cada cara, de forma que cada nodo de un disco estd en con-
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tacto con cada nodo del disco siguiente. Cuando se inserta en
la maquina una letra, el primer disco gira un lugar, si es el giro
numero 26 el segundo disco gira también un lugar, si en el
segundo disco también es el nimero 26 entonces el tercer
disco también gira un lugar, y asi sucesivamente. Una vez que
se producen los giros de discos, una senal eléctrica que parte
del nodo correspondiente a la letra original, pasa por los
nodos de contacto alineados con él; el nodo activado en el
ultimo disco corresponde a una letra que serd la letra codifi-
cada de la inicial.

La clave de Enigma queda determinada por la estructura
interna de los rotores y por su posicidn inicial. A pesar de que
utilizaban distintas mdquinas y distintos tipos de discos,
como todas funcionaban mediante el mismo mecanismo,
cuando los criptoanalistas britdnicos y polacos conocieron
dicho funcionamiento, los ingleses recurrieron a enormes
madquinas de calcular que le permitieron descifrar los mensa-
jes encriptados de los alemanes. Este hecho estd muy bien
reflejado en la obra Fuerteventura de Alberto Vazquez
Figueroa, la cual basa su trama en el intento de adquisicién,
por parte de la inteligencia Britdnica, de una Enigma incorpo-
rada en un submarino del ejército Alemdn.

Maiquina Enigma

Es importante mencionar que el ejército estadounidense, al
mismo tiempo que usaba el cilindro de Jefferson, encontré un
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método criptografico muy sencillo pero no por ello menos fia-
ble. Quizds es el método mads fiable de todos los comentados
anteriormente: incluian en su ejército indios navajos, cuyo
idioma no puede ser aprendido por nadie que no fuese criado
entre ellos, y transmitian los mensajes en ese idioma. Se dice
que sus mensajes no fueron descifrados nunca.

Si recordamos, el problema fundamental que tienen los cifra-
rios de rejillas recae en que si alguna persona no deseada se
apodera de la rejilla entonces el mensaje es facilmente desci-
frable. Este problema es igualmente aplicable al cifrario de
Jefferson y a Enigma, que una vez en manos enemigas, es mas
facil desenmascarar su sistema de cifrado y descifrado. A
finales del siglo xix, el criptégrafo holandés Auguste
Kerckhoffs establecié una serie de recomendaciones que
deben cumplir los sistemas criptograficos para considerarlos
optimos. Las recomendaciones establecidas por Kerckhoffs
son:
1°) El sistema de cifrado debe ser impenetrable, si no en
teoria, el menos en la practica.
2°) El hecho de que el sistema se vea comprometido no
debe danar a los corresponsales.
3°) La clave debe ser fécil de memorizar y fécil de sustituir.
4°) Los criptogramas deben ser idéneos para su comuni-
cacién por los medios de transmisién habituales.
5°) El aparato y los documentos de cifrado deben ser fci-
les de transportar; es necesario que la operacién de
cifrado la pueda realizar una sola persona.
6°) El sistema debe ser sencillo, no se debe basar en el
conocimiento de largas listas de normas ni requerir
esfuerzos mentales excesivos. Al menos la complejidad
del proceso de recuperacién del texto original debe
corresponderse con el beneficio obtenido.

Como se puede observar, los sistemas criptograficos comen-
tados anteriormente no cumplen, entre otras, la primera de
las seis recomendaciones.

La invencién de maquinas gigantes de calculo con el objetivo
de intentar desenmascarar a Enigma es sin duda el comienzo
de la era informatica. La informdtica desde su comienzo hasta
nuestros dias ha avanzado a un ritmo vertiginoso que ha des-
embocado, entre otros logros, en la creacién de redes infor-
madticas de comunicacién, como es el caso de Internet. La uti-
lizacién de estas redes informaticas ha hecho necesario el uso
de criptosistemas seguros para cifrar mensajes, ya que los
mensajes transmitidos a través de estas redes pueden ser cap-
turados por miles de personas. Debido a este motivo se hace
imprescindible utilizar sistemas de encriptacién que sean
impenetrables, si no en teoria si en la practica. Es alrededor de
1975 cuando se crean criptosistemas con las caracteristicas
propias que los hacen 6ptimos. Estos sistemas de encriptacién
basan su funcionamiento en la teoria de nimeros, aprove-
chando al servicio de la criptografia la increible capacidad de

calculo numérico que poseen los ordenadores. Es aqui donde
entra la parte puramente matematica y cuando la criptologia
en general deja de ser considerada un arte para pasar a ser
considerada una ciencia.

Bomba de Turing en Bletchley Park

En principio se hace necesario buscar un modo de trasladar
las letras a ndmeros. Esto no es una novedad histdrica, ya que
el codigo Morse que se usaba en el telégrafo utiliza rayas y
puntos para caracterizar cada letra del alfabeto. Cambiando
puntos por ceros y rayas por unos, cada letra del alfabeto se
corresponderd de esta forma con un nimero cuyos digitos
solo cuentan con ceros y unos, es decir, cada letra del alfabe-
to se corresponderd con un nimero del sistema binario.

Sin embargo, esta forma de trasladar letras a ndmeros no es la
que nos conviene para los sistemas criptogréficos actuales,
sino que nos conviene la que asigna a cada letra el nimero de
dos cifras que refleja el lugar que ocupa en el alfabeto, es
decir:

A=00B=01C=02D=03 E=04 F=05 G=06
H=071=08]J=09 K=10 L=11 M=12N =13
N=14 O=15P=16 Q=17R=18 S=19 T =20
U=21 V=22W=23 X=24Y=257Z=26

Para trabajar con estos criptosistemas numéricos hay que
recurrir a la teorfa de niimeros congruentes médulo n, siendo
“n” un ndmero natural (n=27 en el ejemplo anterior). Los
numeros congruentes van a ser por tanto una invencién mate-
mdtica que va ser util, a diferencia de otros mundos abstrac-
tos inventados por los matematicos, y que ademads serd de
vital importancia para conseguir el objetivo que nos propone-
mos: encontrar un criptosistema que sea practicamente
imposible de vulnerar en su puesta en practica y que ademas

verifique las recomendaciones de Kerchoffs.

Se recuerda rapidamente que los nimeros mdédulo n, n nime-
ro natural, son los nimeros naturales que van desde el cero




hasta el nimero n-1, ambos inclusive. En si esto no parece
tener mucha importancia, pero si que la tiene: los nimeros
mayores o iguales que “n” y los numeros negativos se identifi-
can con alguno de los nimeros médulo n a través de la

siguiente regla:

El nimero entero p se identifica con el nimero g, siendo
0<q<n, si el resto de dividir p entre n resulta ser q, en cuyo
caso se escribe en la forma: “p = q (mod n)“ y se nombra p es
congruente con g modulo n.

La primera aplicacién que podemos hacer de los nimeros
moédulo n es bastante curiosa. Recuérdese por un momento
cudl era el método utilizado en el cifrario de Julio César: sus-
tituir cada letra por la situada tres lugares mas alla. Si conver-
timos las letras en nimeros segtn la tabla correspondiente, el
sustituir una cierta letra por la situada tres lugares mads alld,
no es sino que sumar a su numero de identificacion tres uni-
dades, teniendo en cuenta de que cuando nos pasamos de 25
hay que empezar de nuevo por 0. Este método de sustitucién
numérica es muy fécil de expresar por medio de congruencias
modulo 27 en la siguiente forma: Si m representa la letra ori-
ginal y h representa la letra cifrada, entonces el cifrario de
Julio César es el resultante de aplicar la sencilla férmula
n=p + 3 (mod 27).

Con la notacién modular y con los niimeros modulares es mas
facil detallar todos los distintos cifrarios de sustituciéon como
los de Julio César, ya que todos ellos siguen la regla:  =p + k
(mod 27) para 0 < k < 27. Es por este motivo por el que se
puede afirmar de nuevo que existen 26 cifrarios de Julio César
diferentes cuando el alfabeto tiene 27 letras. Esta claro enton-
ces que en estos casos la clave serd el nimero k.

A continuacién se muestran una serie de criptosistemas basa-
dos todos ellos en la teoria de niimeros. Los tres dltimos, a
diferencia de los dos primeros, tienen en comun el hecho
innovador de hacer ptblica una parte de la clave del sistema;
concretamente suele ser la clave de codificacion la que se da a
conocer publicamente mientras que la de descodificacién se
mantiene en secreto. De esta forma se resuelve el problema de
comunicar previamente la clave entre el emisor y el receptor
del mensaje, problema que se encuentra principalmente en
encontrar un canal seguro para transmitir dicha clave.

Criptosistemas matriciales

Los cifrarios matriciales son un tipo de sistemas criptografi-
cos que basan su funcionamiento en la teoria de matrices. El
primer paso consiste en disponer las letras del mensaje origi-
nal en forma de tablas, es decir, disponerlas en un nimero
determinado de filas y columnas. Una vez dispuestas en forma
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de tablas de tamanos predeterminados, cada letra se sustituye
por su homoélogo numérico, obteniendo asi una matriz.

La clave del sistema estd compuesta por dos nimeros enteros
positivos k y n, y una matriz inversible U de tamano k y de
matriz inversa Ul médulo 27, es decir m.c.d.(det(U), 27)=1.
Para cifrar un mensaje se deben seguir los siguientes pasos:

1°) Escribir el mensaje original en bloques de k filas y de n
columnas.

2°) Sustituir las letras de cada bloque por sus nimeros
correspondientes, obteniendo asi matrices M de k filas
y de n columnas (es decir, son matrices de M |, ). Se
les llaman matrices originales.

3°) Para cada matriz original M, calculamos su matriz
cifrada C mediante la relacién siguiente:
C=U-M (mod 27)

4°) Sustituir los términos de cada matriz C por sus letras
homdlogas.

De esta forma se obtiene una serie de bloques de letras de k
filas y de n columnas que al deshacerlos nos dard el mensaje
cifrado. Como el receptor sabe que se estd trabajando con
matrices de k filas y de n columnas, éste seguird los siguientes
pasos para desencriptar el mensaje recibido:

1°) Escribir el mensaje cifrado en bloques de k filas y de n
columnas.

2°) Sustituir las letras de cada bloque por sus nimeros
correspondientes, obteniendo asi las matrices cifradas C.

3°) Calcular las matrices originales M mediante la siguien-
tes relacién: M = U-1. C (mod 27).

4°) Sustituir los términos de cada matriz M por sus letras
homdlogas.

Criptosistema DES ( Data Encryption Standard)

Este criptosistema fue creado en los Estados Unidos en el afio
1977 con el fin de ser un sistema de proteccién de informa-
cién utilizado en los diferentes estados bajo un sistema crip-
tografico comun, admitido como estédndar. El sistema DES fue
desarrollado por IBM e inspirado en un sistema anterior que
consistia en una concatenacién de transformaciones.

El algoritmo en que se basa el sistema DES es un algoritmo de
cifrado-descifrado que usa concretamente bloques de ocho
filas por ocho columnas, es decir, bloques de 64 nimeros. Dar
explicitamente el algoritmo es muy engorroso, basta con tener
una clara idea de su funcionamiento.

La clave del sistema es privada, estd compuesta por 16 sub-
claves ky, ..., kyg y otra clave que es una permutacién P de los
64 nimeros que componen cada bloque obtenido a raiz del
texto original. Para cada bloque B, el algoritmo es el siguiente:
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1°) Aplicar la permutacion P al bloque, obteniendo asi un
nuevo bloque B’ con los mismos niimeros pero en un
orden diferente.

2°) El bloque B’ se divide en dos subbloques de 32 ntme-
ros: Ly y R. Es decir B = (L | Ry).

3°) Mediante la clave k;, Rj se transforma en R;,y como
bloque L; se toma Ry,

4°) Mediante la clave k,, Ry se transforma en R,, y como
bloque L, se toma R;.

17°) Mediante la clave k;5, Ry, se transforma en Rjs, y
como L5 se toma Ryy.

18°) Mediante la clave k¢ Ry5 se transforma en Ry¢, y
como L;¢ se toma Rys.

19°) Al nuevo bloque B”” = (R4 | Lig ) se le aplica la per-
mutacién inversa de P, obteniendo asi el bloque cifrado.

Criptosistema Exponencial

El cifrario exponencial fue creado en 1978. Tiene como clave
publica un nimero primo “p” y como clave privada un nime-
ro entero “e” de forma que el mdximo comun divisor de “e” y
“p—1"esuno: m.c.d. (e, p— 1) = 1, es decir, e y p son tales que
de entre los divisores de e y de p —1 no existen comunes a
ambos salvo quizd el 1. La clave de descifrado también es
secreta al ser un numero “d” tal que d-e=1(mod p - 1).
La forma de encriptar un mensaje mediante el cifrado expo-
nencial es la siguiente:
1°) Se convierten las letras del mensaje en sus equivalentes
numéricos.
2°) Buscamos un nimero m de forma que 2m sea el mayor
numero natural tal que todos los bloques de nimeros
correspondientes a 2m letras sean menores que p.
3°) Se agrupan los niumeros resultantes del primer paso en
bloques de 2m digitos. Si el dltimo bloque no cubriera
los 2m digitos, se implementarian letras nulas.
4°) Cada bloque p del mensaje original se cifra siguiendo
la relacién 1 = p€ (mod p), obteniendo para cada blo-
que original el codificado n.

De esta forma el texto codificado obtenido estard formado por
una serie de nimeros enteros menores que p, pues para cada
bloque pedimos que se obtenga un numero de entre los
numeros médulo p. Cada entero obtenido se corresponde con
cada uno de los bloques iniciales.

El emisor del mensaje, a la hora de codificarlo toma la clave
publica (e, p) del receptor para que al mandarlo sea el recep-
tor la “tnica” persona que puede descodificarlo, ya que es éste
quien Gnicamente conoce la clave secreta d. La forma en que
se realiza la desencriptacién del mensaje recibido es fécil,

pues sdlo requiere los siguientes pasos:

1°) A cada numero entero menor que p se le hace la
siguiente operacién: u* =nd (mod p).
Teniendo en cuenta que n = p€ (mod p) y que de=1
(mod p —1), con un poco de lgebra y un poco de teo-
ria de nimeros se deduce que pu* = .

2°) Una vez obtenidos los bloques de nimeros originales,
cada dos numeros tiene su letra correspondiente,
dando asi el mensaje original.

Obsérvese que mientras mayor sea el nimero primo p, mas
dificil debe ser para el criptoanalista descifrar el mensaje. Aun
conociendo una parte del texto inicial n y la correspondiente
parte codificada n, el criptoanalista debe encontrar un nume-
ro e de forma que n = pn€ (mod p), y por tanto debe ser un loga-
ritmo de n en base p mddulo p. Cuando el nimero primo p es
muy grande se requieren una cantidad tal de operaciones para
encontrar el mencionado logaritmo, que los ordenadores mas
modernos con los métodos actuales tardarian miles de afios.

Criptosistema RSA

Este cifrado fue presentado, paralelamente al cifrado expo-
nencial, en 1978. Recibe este nombre por los apellidos de sus
creadores: R. L. Rivest, A. Shamir y L. Adleman.

El criptosistema RSA tiene como clave publica un par de
numeros (e, N) con las siguientes condiciones:

+ N = p-q, donde p y q son dos niimeros primos.

« El ndmero e debe ser tal que mcd (e, $(N)) = 1, donde
¢(N) es el numero de enteros que son menores que N y
primos con él (funcién ¢ de Euler).

La clave privada para el par (e, N) es un ntumero “d” inverso de

e” en el conjunto de los nimeros médulo ¢(N), es decir: tal
que d-e =1 (mod ¢(N)).

La forma de encriptar un mensaje mediante el cifrado RSA es
la siguiente:
1°) Se convierten las letras del mensaje en sus equivalentes
numéricos.
2°) Se agrupan los nimeros resultantes en bloques de
numeros del mayor tamano posible y con un nimero
par de digitos. Si el ultimo bloque no cubriera los 2m
digitos, se implementarian letras nulas.
3°) Cada bloque p del mensaje original se encripta siguien-
do la relacién n = p¢ (mod N), obteniendo para cada
bloque original el bloque codificado h.

Cada persona tendrd una clave (e, N) que hara publica y un
numero “d” inverso de “e” médulo N que sera su clave priva-
da. De esta forma si una persona quiere mandar un mensaje,




a la hora de codificarlo tomard la clave publica (e, N) del
receptor para que de esta forma sea el receptor la “Gnica” per-
sona que puede desencriptar el mensaje codificado, ya que es
ella quien Gnicamente conoce la clave secreta “d”.

La forma en que se realiza la desencriptacion del mensaje
recibido es fécil, pues s6lo requiere los siguientes pasos:

1°) A cada bloque de ntumeros h se le hace la siguiente
operacién: u* = nd (mod p).
Teniendo en cuenta que p* =n¢ (mod N) y que d-e =1
(mod ¢(N)), con un poco de élgebra y un poco de teo-
ria de nimeros se deduce que pu* = p.

2°) Una vez obtenidos los bloques de nimeros originales,
cada dos numeros tiene su letra correspondiente,
dando asi el mensaje original.

Como se ha podido observar los dos criptosistemas son muy
parecidos, pero es algo mas sutil que una simple similitud, ya
que el sistema RSA es una generalizaciéon del sistema
Exponencial. Esta generalizaciéon se ve mds clara con las
siguientes precisiones:

Criptosistema Exponencial Criptosistema RSA

Clave publica modular:
Producto de dos primos, es decir un
numero N tal que N = p-q

Clave exponencial de cifrado:
Numero publico e tal que
mcd (e, p-q)=1

Clave ptblica modular:
Numero primo p

Clave exponencial de cifrado:
Numero privado e con med (e, p) =1

Clave exponencial de descifrado:
Nuamero privado d tal que es el
inverso de p-q médulo ¢(p-q).

Observacién:

Cuando p y q son primos se verifica

que ¢ (p-q) = (p-1)-(q-1).

Clave exponencial de descifrado:
Numero privado d tal que es el
inverso de e médulo p-1.

El criptosistema RSA es uno de los mas ttiles hoy en difa. Esta
utilidad se debe principalmente a dos hechos importantes:

1°) Existen hoy en dia algoritmos muy rdpidos para crear
numeros primos. Estos algoritmos son tales que, con
los ordenadores de hoy en dia, en pocos minutos se
encuentran nimeros primos del orden de cien o mas
digitos, lo cual permite encontrar el numero N fécil-
mente. Del mismo modo existen algoritmos muy rapi-
dos para calcular el inverso de e médulo ¢(N) conoci-
dospyq.

2°) Por el contrario no se conocen algoritmos rapidos para
descomponer un nimero compuesto. Con los méto-
dos que se conocen hoy en dia, ni los ordenadores
actuales mds potentes tardarfan menos de algunos
miles de anos en descomponer un nimero que sea
producto de dos niimeros primos de cien digitos cada
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uno (;El producto de dos nimeros de cien digitos tiene
al menos ciento noventa y nueve digitos!)

Como la desencriptaciéon de un mensaje por parte de una per-
sona ajena al mensaje pasa por conocer el nimero d, esta per-
sona tiene dos caminos posibles: encontrar la descomposicién
factorial del nimero N en sus dos nimeros primos y asi cono-
cer $(N), o encontrar f(N) directamente. Por desgracia para
los criptoanalistas, si ya es dificil encontrar la factorizacién en
numeros primos del nimero N, no es menos dificil encontrar
directamente el nimero ¢(N). Esto hace al sistema infalible en
la préctica.

Adtn asi, se hace recomendable dar una serie de recomenda-
ciones a la hora de escoger los nimeros primos p y q para evi-
tar posibles métodos especiales de factorizacion:

+p — 1y q-1deben tener grandes factores primos.

« Elm.c.d.(p — 1, q — 1) debe ser pequeiio.

» Los nimeros primos p y q deben tener una cantidad de
digitos similares.

Criptosistema de ElGamal

El criptosistema que se muestra a continuacion es otro crip-
tosistema de clave puiblica basado también en la exponencia-
cién modular. Para trabajar con el sistema de ElGamal, se
necesita fijar un nimero primo “p’; y encontrar un numero “o”
tal que 0 < a < p—1 y aP~1 =1 (mod p). Ambos ntimeros son
numeros fijos para todos los usuarios, y por tanto en cierto

modo forman parte de la clave publica.

Cada usuario debe escoger al azar un nimero natural “r” tal
que 2 <1 < p—1; este ndmero r serd su clave secreta. La clave
publica serd el nimero “b” con 0< b < p—1 que verifica b = ar
(mod p).

Para cifrar un mensaje original el emisor tomard la clave
publica del receptor y realizard la siguientes operaciones:

1°) Transformar el mensaje original en su homologo
numérico. Tomar bloques de nimeros pares, siempre
con un numero de digitos menor que el que tiene el
numero primo p. Los denotaremos por p.

2°) Escoger al azar un entero “k” y calcular ak médulo p.

3°) Cifrar cada bloque original m mediante la relacion:
N =u - (b¥)(mod p)

4°) Transmitir el par (ak, n).

El resultado de la transmisién se puede ver como el texto ori-
ginal cubierto con una mascara b junto con una pista ok que
sirve para desenmascarar el texto cifrado. Lo bueno del méto-
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do es que la pista sélo podra usarla quien conozca el nimero r.

Como el receptor del mensaje tiene su clave privada de desci-
frado, tan solo tendra que realizar la siguientes operaciones:

1°) Calcular el ntimero B tal que B = ( ak)r (mod p).
2°) Calcular n/f, cuyo resultado serd el mensaje numérico
original .
A pesar de que los sistemas de encriptacién de clave puiblica

NOTAS

tienen bastantes ventajas, ninguno de ellos puede competir en
rapidez con los sistemas de clave secreta como el sistema DES.

Actualmente lo que se intenta es aprovechar las ventajas del
RSA vy la rapidez del DES, obteniendo de esta forma lo que se
ha denominado como sistemas hibridos, pero este tema habra
que estudiarlo con mucho detenimiento. |

11a Liga Aquea era una confederacién de doce ciudades-estados de la regién
costera Acaya en el norte del Peloponeso en la Antigua Grecia. Filipémenes
fue uno de sus mdas destacados generales.
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SWG 1 Barro y matematicas: 9 sucesiones y una

escala

Junio 2009 pp. 27-33

1 mes de marzo de 2008 tuvo lugar en Marratxi, munici-
pio mallorquin con larga tradicién ceramista, la edicién nu-
mero 24 de la Fira del fang (Feria del Barro) que afio tras aio
congrega aproximadamente a unos cincuenta ceramistas isle-
fos, asi como también a una representacién de artistas de
otras comunidades.

La estructura bésica del recinto ferial contempla tres espa-
cios:

- Un espacio exterior distribuido como mercado para
el comercio de la ceramica.

- Un espacio interior distribuido por estands y con
formato expositivo de concurso.

- Un espacio interior para acoger a los grupos escola-
res que acuden al taller didéctico.

Cada afio se escoge un tema, que plasmado también en for-
mato de cartel, se convierte en el eje entorno al que gira la
muestra. Desde la creacién de la Sociedad Balear de
Matemadticas SBM-Xeix el aino 2005, con sede en Marratxi,
veniamos perfilando la idea de que, en alguna edicidn, el tema
relacionara barro y matemadticas. Esta idea fue compartida
desde el primer contacto por la concejalia de Cultura del
Ayuntamiento de Marratxi y se materializé en la edicion del
pasado afio 2008.

La versién original de este articulo, en cataldn, se puede obtener en
la siguiente direccién: http://www.revistasuma.es

Josep Lluis Pol i Llompart

Conselleria d’Educacié i Cultura del Govern de les Illes Balears
Catalina Pol Quetglas

Maria Triay Magraner

IES Son Ferrer. Calvia (Mallorca)
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El objetivo de esta aventura es también uno de los objetivos
principales de SBM-Xeix, hacer llegar las matematicas al
publico en general y contribuir a fomentar la observacién del
mundo desde una perspectiva matematica.

Quiza en principio pueda sorprender la relacién entre barro y
matemadticas pero pronto los ejemplos afloran y el maridaje
acontece claro y didfano: apoyo para los primeros sistemas
numéricos, construccion de piezas contables, simetrias, tese-
las, piezas torneadas, volimenes y figuras, etnomatematicas,
sonidos...

Ante la variedad y dispersion temadtica, hacia falta encontrar
un hilo conductor, que finalmente se concreté en el de las
sucesiones. De ahi, el titulo de “La sucesion del barro’, que
ademds nos permitia una interpretacién generosa, no sola-
mente matemadtica, sino también referida a la problemética
actual de la continuidad de un oficio que lucha entre la meca-
nizacion y la personalidad propia de las piezas artesanales.

La propuesta temadtica se debia concretar ahora en una pro-
puesta visual, en forma de cartel diddctico, que debia servir a
la vez como inspiracion para que los alfareros elaboraran su
montaje de estand, el cual les permitiria optar a los premios
Benet Mas.

El cartel didactico!

Es bien sabido que la dificultad de un buen cartel radica siem-
pre en el equilibrio entre dos aspectos: el conceptual, el peso
del cual aporta mayoritariamente el texto, y el grafico, inte-
grado por dibujos, esquemas e imdgenes. Por eso es impor-
tante recalcar la funcion didactica que tradicionalmente viene
cumpliendo este cartel: los centros escolares que visitan la
feria, se llevan un ejemplar por clase con el fin de poder tra-
bajar algo mas el tema en las aulas. Este hecho permite -y de
hecho aconseja- introducir algo mds texto del que en princi-
pio seria aconsejable en un formato como este.

Para la elaboracién del cartel didéctico se seleccionaron nueve
ejemplos que serfan expuestos bajo el prisma de las sucesio-
nes. Con respecto al nivel conceptual en la redaccién de los
textos, se procur6 hacer una redaccién adulta (el cartel tam-
bién estd al alcance del publico en general) con el méximo de
informacion pero sin dar por supuestos demasiados concep-
tos matemadticos, de forma que cualquier docente pudiera
hacer una lectura provechosa y la pudiera adaptar posterior-
mente al nivel de su alumnado.

Completarian el cartel una introduccién no formal a las suce-
siones y los créditos correspondientes.

A continuacién hacemos algunas consideraciones adicionales
a los textos del cartel.

El sistema indoarabigo

Es la sucesién aritmética por excelencia. Las imdgenes han
sido tomadas de las placas de terracota que numeran las casas
en las calles de Sa Cabaneta y Portol, dos poblaciones del
municipio de Marratxi. Se aprovecha el espacio del texto para
datar el origen del sistema numérico actual e indicar de la
manera mds intuitiva posible la diferencia entre un sistema
aditivo como el romano y un sistema posicional.

Las piezas sumerias

Entre el Tigris y el Eufrates, en el pais de Sumeria, la materia
prima por antonomasia fue el barro. No es de extranar que
uno de los primeros sistemas contables organizados fuera esta
coleccién de “imnus” o cédlculos sumerios que tiene base
sesenta con una base auxiliar de diez. Es curioso observar
como una pieza agujereada, multiplica su valor por diez, que
es el valor de la bola pequena. Las fotografias estdn tomadas
sobre recreaciones de Joan Vich a partir de los gréficos del
libro de Ifrah (1997).

Las cifras cuneiformes de Babilonia

El gran invento de la humanidad, la escritura, tiene su origen
en las tablillas de terracota de Babilonia (con sus precursores
los sumerios). Realmente los babilonios utilizaban un sistema
decimal, pero al amparo de los sabios persistié el sistema
sexagesimal sumerio, bajo una escritura prodigiosa que con la
invencion del sistema posicional y sélo dos simbolos, una
cufa para el uno y un dngulo para el diez, llegé a inventar
incluso una grafia arcaica para el cero, que desgraciadamente
no consiguio persistir. La imagen corresponde a la recreacién
de Pilar Sastre de una tablilla explicada por Ifrah (1997).

La baldosa de cartab6n

Se trata de una baldosa de disefno sencillo y amplia distribu-
cién, al menos dentro del ambito de la cultura catalana, docu-
mentada desde el siglo xi1. Las de procedencia valenciana
suelen presentar tonalidades combinadas de azul cobalto y
blanco estannifero, mientras que las catalanas parecen decan-
tarse por la combinacion verde de cobre y blanco estannifero.
En Mallorca se pueden encontrar muestras bastante antiguas
en Can Oleo de Palma o en el convento de Sant Bonaventura
de Llucmajor. Es una baldosa perfecta para jugar y construir
cenefas y mosaicos. Las de la imagen son de la sede del
Institut d’Estudis Catalans.
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La teja arabe

Se trata de una sucesién periddica y visual por excelencia.
Aqui, el acento se pone en la sucesion de lineas cédncavas y
convexas que a partir de un canalén aproximadamente céni-
co, permiten entejar una superficie para protegerla del agua.
La fotografia es de una casa tradicional de la aldea de Marratxinet.

Del “cassoli” a la “quatre anses”

Contemplamos aqui la sucesién de tamarios de una pieza tra-
dicional en la cocina mallorquina: la “greixonera”. Es intere-
sante comprobar como, con el cambio de tamaiio, no se con-
servan las proporciones, especialmente respecto al fondo del
recipiente, mds plano en las pequeiias, y con mas tendencia al
casquete esférico en las grandes. Las piezas son de la olleria de
Ca'n Vent de Portol.

Una sucesion moderna

Se propone aqui, casi como un juego, otra sucesién periédica
en cuanto al tamano de las piezas, pero que ademds juega con
la decoracién. El color del plato de un elemento, define el
color del interior de la taza del siguiente. Las piezas son del
Porxet de Portol.

Una sucesion cadtica

Casi como un homenaje a Edward Lorenz, padre de la teoria
del Caos, decidimos incluir esta clase de sucesién como un
toque de atencién al hecho que no todo es siempre lineal-
mente ordenable, como el contrapeso de un cartel que pudie-
ra ser excesivamente programdtico. Aprovechamos también
la ocasién para hablar de entropia y valorar el hecho artesanal.
Las piezas son del taller de Ca Mado Bet de Sa Cabaneta.

La sucesion de los oficios

Tengan o no existencia en si mismas, el caso es que en el
conocimiento de las matemadticas las personas somos sujeto
activo. Interesaba aqui remarcar el mismo hecho en el caso
del oficio de los ceramistas, incidiendo en su transmisién tra-
dicional de progenitores a hijos e hijas, y también en la super-
vivencia que tanto hombres como mujeres han permitido
hasta nuestros dias.

Los talleres escolares

Durante una semana, de lunes a viernes, la Fira del Fang habi-
lita un espacio interior para acoger los talleres diddcticos que,
entorno al tema escogido, se ofrecen a los centros escolares de
la isla. Son cinco mafanas intensas en las cuales, a través de

turnos de media hora, se intenta dar cabida al miximo de
peticiones, que siempre superan con creces la disponibilidad
horaria y de personal del taller.

Habitualmente el publico escolar de estos talleres es alumna-
do de primaria e infantil, pero debido al tema tratado, se noté
un pequeiio incremento en la demanda de alumnado de
secundaria. Asimismo lo visitaron un centro de educacién de
adultos y dos centros de educacion especial.

La monitorizacién corri6 a cargo de un alfarero, Antoni Vich,
de uno de los autores del cartel, Josep Lluis Pol (liberado por
gentileza de la Conselleria d’Educacié i Cultura del Gobierno
de las Islas Baleares), y de otras personas relacionadas con el
ayuntamiento. Debido a los treinta minutos de disponibilidad,
fue obligado seleccionar sélo algunos de los temas tratados en
el cartel. Estos fueron el de las piezas sumerias, el de la baldo-
sa de cartabdn, el de las tejas y, para los mds pequeiios, el de
las cifras indoarabicas.

Ochentay tres: 60 + 10+ 10 + 1+ 1 + 1
Las piezas sumerias

Disponiamos de piezas sumerias clasificadas segtn su valor y
repartidas en dos mesas de trabajo. Los escolares debian agru-
par piezas para conseguir un determinado valor y hacer ope-
raciones de suma y resta. Segun el nivel, se manejaban canti-
dades sencillas, o se llegaban a efectuar restas en las cuales
fuera necesario la descomposicion de piezas en equivalentes
de menor valor. En los niveles mas altos (de 6° de E.P. hasta 3°
de ESO) se llegé a improvisar la division. Como curiosidades,
la de una nifa a la que le pedimos que construyera el nimero
once y puso juntas dos piezas de valor uno, en una clara tra-
duccién posicional de nuestro sistema actual. También eran
frecuentes las respuestas equivocadas a la pregunta de qué
forma tenian las piezas que se mostraban. A menudo se habla-
ba de circulos en lugar de esferas y de tridngulos en vez de




conos. A menudo y en casi todos los niveles. ;Serd porque
siempre empezamos por la geometria plana en vez de por la
real de tres dimensiones?

La teja arabe

Ya hemos dicho que la teja denominada drabe es una pieza de
ceramica de seccion longitudinal aproximadamente cdnica
que se ha utilizado tradicionalmente para cubrir los tejados de
las casas. La forma cdnica, permite ensamblar una pieza den-
tro de otra, cosa que seria imposible con una seccion cilindri-
ca. A partir de ahi, se hablaba de otros objetos que se pueden
apilar: como sillas, envases, etc. y cual es la propiedad geomé-
trica que lo permite. Para favorecer la participacién y el tra-
bajo en grupo, en los niveles menores, se construia de verdad
un tejado en miniatura, a partir de piezas mds pequenas que
las habituales encargadas expresamente para facilitar su
manipulacion.

Antoni Vich colocando tejas con un grupo de 2°y 3° de primaria

La baldosa de cartab6n

Es la actividad que dio m4s juego. Segtn el nivel del grupo se
dirigia mas o menos la actividad. Los mds pequefios desarro-
llaban un trabajo m4s libre que, curiosamente, solia converger
en la creacién espontdnea de sucesiones ordenadas a partir
del dibujo que inicialmente (y de manera casual) les habia sali-
do, ya fuera lineal (en cenefas) o de dos dimensiones (en
mosaicos). A los mayores, se les proponia que construyeran
todas las cenefas posibles de dos elementos, cosa que siempre
sorprendia por su dificultad con una baldosa de disefio tan
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simple. Hemos encontrado alguna referencia diddctica en la
web pero pensamos que merece un estudio como el de
Ramellini (SUMA, 2008). El taller se mont6 a partir de piezas
mds pequeiias reproducidas especialmente para la ocasién en
el taller de Ca’n Vich de Santa Maria del Cami.

Un grupo de adultos de necesidades educativas especiales con el ajulejo de
mocadoret

Las cifras indoarabicas

Finalmente se conté con algunos juegos de cifras indoarébicas
realizadas en cerdmica para los mas pequenos. Con ellas, y
con la ayuda de sus maestras, se podian ir ordenando las cifras
conocidas hasta llegar a representar, en funcién de sus edades,
algunas cantidades de dos cifras.

La coleccién de cifras indoardbicas para los més pequefios

Los talleres realizados pusieron de manifiesto las magnificas
posibilidades de la cerdmica para trabajar de manera contex-
tualizada y real temas tan diversos como las bases numéricas,
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las simetrias, las sucesiones, la geometria, etc. En caso alguno
la fragilidad de la materia prima supuso ningdn impedimento
para su manipulacién y la rotura de piezas fue realmente
insignificante.

Los premios Benet Mas

El otro aspecto interesante donde el tema matematico apare-
ci6 de manera plastica fue el del concurso expositivo.
Anualmente se conceden los premios Benet Mas a los tres
mejores estands de la feria y, en esta ocasion, se valoré la con-
cepciéon matemdtica. El primer premio fue para Carme
Hermoso y su sucesiéon musical y abaco de ocarinas. (Sélo
después nos dimos cuenta por la indicacién de una comparie-
ra que la sucesién de ocarinas deberia haber sido invertida
para que realmente tuviera una relacién directa con el tono de
la nota correspondiente. Como en todos los instrumentos
musicales, mayor tamaio implica un sonido mds grave y no
mds agudo).

Recreacién de un dbaco japonés a partir de ocarinas

El segundo premio fue para Nuria Soley, quien rendifa home-
naje a Gabriel Pinto y José Ignacio Zubizarreta, dos profeso-
res de la Universidad Politécnica de Madrid que consiguieron
modelizar matemdticamente el proceso fisico de evaporacion
del agua de un cantaro que refresca el agua de su interior.

i

-
gl

Estand de Ntria Soley con la modelizacién matematica del funcionamien-
to de un botijo

El tercer premio fue para Ramon Canyelles, quien presento las
féormulas estequiométricas de los esmaltes rojo y sangre de
buey de sus piezas.

Finalmente queremos mencionar la mesa redonda y coloquio
que, sobre ceramica y matematicas, tuvo lugar el dia de la
inauguracion de la feria y que conté con la asistencia de un
publico curioso y numeroso. u




NOTAS
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1 El disefio gréfico corrié a cargo de Miquel Trias y las fotografias son
también de Miquel Trias y de Josep Lluis Pol. La idea, la concepcién
y la redaccién de los textos son de los autores de este articulo.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

IFRAH, G. (1997): Historia universal de las cifras, Espasa (coleccion
Ensayo y Pensamiento), Madrid.

NEUGEBAUER, O. (1969): The exact sciences in antiquity, Dover
Publications INC. New York.

RAMELLINI, G. (2008): De SUMA a clase y de vuelta a SUMA.
Itinerario de un material diddctico. Suma. Febrero, 2008, pp. 65-72.

Internet

http://www.xtec.es/centres/b7004955/ciencia/fitxers/mosai3.htm
Web realizada por la comision de informética del CEIP Pompeu
Fabra de Lloret de Mar.
(Consultada por ultima vez el 8 de abril de 2009)




SUMA 61
Junio 2009

Libros recibidos

Bt Llwhe
B Gyt
Exturd Matduis
Tewer

Tasks in Primary
Mathematics

Teacher Education

Porpord (e ll Famglan,

TASKS IN PRIMARY MATHEMATICS TEACHER EDUCATION:
PURPOSE, USE AND EXEMPLARS

B. Clarke, B. Grevholm & R. Millman (Editors)
Springer Science+Business Media

New York, 2009

ISBN: 978-0-387-09668-1

CURSO DE CALCULO INFINITESIMAL EN
FORMA DE PROBLEMAS

Alfredo Fernandez Alonso

Ediciones Trea, S.L.

Gijén, 2009

ISBN: 978-84-9704-421-9

675 pdginas

Calculo infinitesimal

EDUCACION MATEMATICA Y BUENAS
PRACTICAS

N. Planas y A. Alsina (coords.)
Editorial GRAO

Barcelona, 2009

ISBN: 978-84-7827-605-0

272 paginas

HISTORIES MATEMATIQUES DE LA CIUTAT
VELLA

R. Bilbao, M. Magraner, P. Oliva, A. B.
Petroi]. L1 Pol

Ajuntament de Palma

Palma, 2008

ISBN: 178-84-89034-28-0

66 pdginas

COMPETENCIA MATEMATICA. LA RESOLUCION DE PROBLEMAS EN EL
PRIMER CICLO DE PRIMARIA

A. Moncho, L. M. Martinez, T. Queralt y B. Villar

Generalitat Valenciana. Conselleria d'Educacié

Valencia, 2009

ISBN: 978-84-482-5202-1

Orientaciones: 50 pdginas

Propuestas: 92 pdginas




SUMU,

Junio 2009, pp. 35-44

Identificacion de los errores en los contrastes
de hipétesis de los alumnos de Bachillerato

ntroduccién

El reconocimiento de la utilidad de la Estadistica en distintas
disciplinas cientificas, ha llevado a incrementar los conteni-
dos de Inferencia en la ensefianza no universitaria, tal vez sin
un estudio didéctico previo de la complejidad de los concep-
tos implicados. Asi, en Espaiia, los dos afios de bachillerato de
la especialidad de Ciencias Sociales, contemplan la asignatu-
ra: “Matemdticas aplicadas a las Ciencias Sociales” donde
figura entre los contenidos de Inferencia Estadistica, concep-
tos como la estimacién de la media, la estimacion de la pro-
porcion, y los contrastes de hipdtesis para la media y para la
proporcidn.

Los Contrates de Hipétesis son uno de los procedimientos de
Inferencia Estadistica, utilizados para valorar la evidencia
proporcionada por los datos de una muestra a favor o en con-
tra de una hipétesis sobre la poblacién. Esto conlleva el cono-
cimiento por parte del alumnado, de la logica global del de-
sarrollo del proceso de decisién, asi como la comprensién de
una serie de conceptos como son hipdtesis nula y alternativa,
poblacién y muestra, pardmetro y estadistico, nivel de signifi-
cacidn, region de aceptacion y de rechazo. Algunos de estos
conceptos tienen cierta complejidad para los estudiantes de
bachillerato, sobre todo aquellos relacionados con el concep-
to de probabilidad, como es el caso del nivel de significacion.
Esto unido al hecho de que los alumnos estudian muchas

veces la materia de manera aislada, sin establecer ninguna
relacién con las aplicaciones originales donde surge el pro-
blema, hace mds dificil el aprendizaje de los contrastes.

El interés por analizar las concepciones erréneas de los estu-
diantes sobre los Contrastes de Hipdtesis, a nivel universita-
rio, se puede apreciar en trabajos como Batanero (2000);
Vallecillos y Batanero (1997); Moreno y Vallecillos (2005). No
obstante, el origen de estos errores es anterior a la universi-
dad, surgiendo a nivel de bachillerato. De hecho se ha consta-
tado en trabajos como Ramos y Espinel (2003) y Espinel,
Ramos y Ramos (2007), que algunos de los errores cometidos
por los alumnos de bachiller no se corrigen y se mantienen a
nivel universitario. Asi se pueden citar algunos errores detec-
tados frecuentemente, como es confundir el nivel de signifi-
cacién a con el punto critico zy, o también, confundir el valor

Carmen Elvira Ramos Dominguez

Departamento de Estadistica, Investigacién Operativa y
Computacion. Universidad de La Laguna

Maria Candelaria Espinel Febles

Departamento de Andlisis Matemdtico. Universidad de La
Laguna

Rosa Maria Ramos Dominguez

Departamento de Estadistica e Investigacion Operativa I.
Universidad Complutense de Madrid.
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que toma el estimador con el valor hipotético del contraste. El
estudio de los errores es una linea de trabajo muy eficaz en
Didactica de la Matematica, que estd motivada por la inquie-
tud en la forma de ensefianza aprendizaje mds adecuada
(Socas, 1997).

Las Pruebas de Acceso a la Universidad (PAU) tienen como
objetivo valorar la madurez académica, los conocimientos y
las competencias adquiridas en el bachillerato. Dicha prueba
esta regulada por Real Decreto y se celebra durante 3 dias,
mafana y tarde, sobre seis materias del segundo curso de
bachillerato. La calificacién global de la prueba se obtiene
mediante la media ponderada de los exdmenes de las asigna-
turas obligatorias (40% de Matemadticas + 40% de Fisica + 20%
de Dibujo). La calificacién definitiva para el acceso a la uni-
versidad es una media ponderada de la nota media del expe-
diente académico en el bachillerato (60%) y la calificacién en
la PAU (40%).

Este trabajo se centra en una muestra de exdmenes de la PAU
del Distrito de Canarias, en la especialidad de Matematicas de
Ciencias Sociales de la convocatoria de Junio de 2007. En base
a una revision de estos examenes, hemos realizado un estudio
sobre las dificultades de concepcion e interpretacién que tie-
nen los bachilleres con la Inferencia Estadistica y en particu-
lar con las pruebas de significacién. En primer lugar se reco-
ge la estructura de la prueba y las preferencias del alumnado
ante los ejercicios planteados. De este andlisis y de otros estu-
dios previos (Ramos y Espinel, 2003; Espinel, Ramos y
Ramos, 2007) se ha observado que los alumnos optan mayo-
ritariamente por las preguntas de Inferencia Estadistica, y
mads concretamente, por las de Contrastes de Hipétesis. En el
siguiente apartado se analizan dos preguntas, referidas a los
Contrastes de Hipdtesis. En ambos casos se ha llevado a cabo
un conteo sistematico de los errores cometidos por los alum-
nos, y se especifican las estrategias utilizadas por los mismos,
que generalmente coinciden con las recogidas en los libros de
textos. Finalizamos aportando diversas sugerencias para sub-
sanar las dificultades que, de forma mds persistente, presen-
tan los alumnos en los problemas de Contrastes de Hipétesis,
y proponiendo algunas alternativas de mejora de su ensefnan-
za - aprendizaje.

Datos generales del estudio

En este apartado se presenta una descripcién de las preguntas
del examen de la PAU ademds de los porcentajes de prefe-
rencias y superacién de las preguntas.

La estructura del examen para la asignatura de Matematicas
aplicadas a las Ciencias Sociales se plantea con dos opciones
excluyentes: Prueba A y Prueba B.

www.gobiernodecanarias.org/educacion/general/pwv/scripts/materias.asp

En la anterior direccién de Internet se pueden encontrar los
enunciados de las preguntas que componen ambas pruebas.
Cada una de estas opciones consta de cinco preguntas. El
alumno debe elegir una de las pruebas (A 6 B) y dentro de ella,
s6lo debe responder como méximo a cuatro de las cinco pre-
guntas. La prueba A se compone de dos preguntas de
Estadistica (Contraste e Intervalos, y Tamafio muestral e
Intervalos), dos de Andlisis (Funciones y Maximos) y una de
Ecuaciones. La prueba B tiene tres preguntas de Estadistica
(Estimacion puntual e Intervalos, Tamafo muestral y
Probabilidades, y Contrastes), una de Andlisis (Funciones) y
una de Programacién Lineal.

La muestra obtenida para el estudio consta de 399 exdmenes
(204 de la prueba A y 195 de la B) de la asignatura
“Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales” de la convo-
catoria de Junio de 2007 procedente de alumnos presentados
en la Universidad de La Laguna.

Las siguientes Tablas 1 y 2 muestran los resultados obtenidos
tanto en lo referente a las preguntas elegidas, como al por-
centaje de alumnos con la pregunta aprobada. Entendiendo
por aprobada que hayan obtenido una puntuacién superior a
la mitad (1,25) de la puntuaciéon maxima asignada a cada pre-
gunta (2,5). El porcentaje de Eleccién de la pregunta se reali-
za teniendo en cuenta el nimero de alumnos que han elegido
la correspondiente opcién. Y el porcentaje de Aprobados de
cada pregunta se ha calculado en relacién al nimero de alum-
nos que han elegido dicha pregunta, no simplemente la prue-
ba, ya que no tienen que contestar todas las preguntas de la
prueba elegida.

. - Aprobados
Preguntas de la prueba A: Eleccion (>1,25)
1.- Contraste de H1pot§51s 87,19% 67.80%
e Intervalo de Confianza
2.- Interval_os de Confianza 92,61% 84,04%
y Tamarnio muestral
3.- Funciones 83,74% 27,65%
4.- Méaximos y minimos 13,79% 53,57%
5.- Resolucién de Ecuaciones 92,61% 75,00%

Tabla 1: Preferencias y resultados de la prueba A




Preguntas de la prueba B: Eleccion Alzgl’);;d)os
3.- Contrastes de Hipotesis 96,43% 61,90%
4.- Funciones 39,28% 54,54%
5.- Programacién Lineal 78,57% 42,21%

Tabla 2: Preferencias y resultados de la prueba B

Como se puede apreciar en las Tablas 1 y 2 se refleja una cier-
ta tendencia por parte del alumnado a elegir las preguntas con
contenidos estadisticos. Mientras que las preguntas menos
elegidas son las relacionadas con el Andlisis Matematico.
Senalar también que las preguntas de Estadistica son las que
mads alumnos las superan, a excepcién de la pregunta 1 de la
opcién B, con un 32,57% de aprobados. Esta pregunta presen-
ta tres apartados, dos de estimacién puntual, y un tercero de
estimacién por intervalos. El motivo de que pocos alumnos
hayan superado la puntuacién de 1,25 en la misma, creemos
que se debe, a la dificultad que surge en el razonamiento que
debe hacer el alumno, ante la obtencién de los datos necesa-
rios para contestar los apartados, a partir del enunciado. De
forma general, los alumnos aplican las técnicas aprendidas
para resolver los problemas, aunque no las lleguen a entender
completamente. Parece que no son capaces de razonar y bus-
car la forma de conseguir determinados resultados a partir de
la informacién disponible. Posiblemente la ensefanza en
bachillerato incide mas directamente en la estimacién por
intervalos, y no hace tanto hincapié en el significado de tal
intervalo. De hecho como se observa en la Tabla 1, la pregun-
ta 2 de estimacion por intervalos muestra bastante éxito, un
84,04% de aprobados, frente al 32,57% sobre estimacién pun-
tual e intervalo de confianza de la pregunta 1 en la Tabla 2.

Asimismo se puede observar que dentro de las preguntas de
Estadistica, las preguntas relacionadas con Contrastes de
Hipétesis, pregunta 1 prueba A y pregunta 3 prueba B, son de
las mds elegidas por el alumnado, siendo los porcentajes de
eleccién superiores al 85%. Ademas, el porcentaje de aproba-
dos en estas preguntas es bastante alto, entre el 60% y 70%.

Por otra parte, a pesar de que las preguntas de Inferencia
Estadistica son de las mas elegidas, los alumnos no consiguen
completar estas preguntas con éxito. De hecho el porcentaje
de alumnos que se quedan por debajo del 1,25 es considera-
ble, siendo en las dos preguntas de contrastes, un 32% y 38%,
en las opciones A y B, respectivamente. Ademads aunque el
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porcentaje de aprobados es alto, sin embargo sélo un porcen-
taje reducido llegan a alcanzar la maxima nota de 2,5, lo que
conduce a que las calificaciones en la asignatura de
Matematicas Aplicadas a las Ciencias Sociales sean bajas.
Como se refleja en la siguiente Figura 1, las calificaciones
medias en los ultimos afos oscilan entre 4,42 y 5,47, siendo la
nota media de éstas 5,03.

Hetan mediat de PAL

[T

Figura 1: Evolucién de las Notas de las Matematicas Aplicadas a las
CC.SS. I en la PAU

Analisis de los problemas de contraste de hipodtesis

En este apartado se presentan las dos preguntas sobre con-
trastes que aparecen en el examen tanto en la prueba A como
en la B, con sus respectivas soluciones y un listado de los erro-
res encontrados en la correccién del examen. Para este estu-
dio nos hemos centrado en los exdmenes de dos correctores
de la prueba, que corresponden a una submuestra de 132 exa-
menes de la opcién A y 97 de la opcién B.

Prueba A. Problema 1

Enunciado: En el afio 1990 el 25% de los partos fueron de
madres de més de 30 afios. Este afio se ha tomado una mues-
tra de 120 partos de los cuales 34 fueron de madres de mds de
30 afos.

a).- Con una significacién del 10%, ;se puede aceptar que
la proporcién de partos de madres de mds de 30 afios
sigue siendo como mucho del 25%, frente a que ha
aumentado?

b).- Obtener un intervalo de confianza de la proporcién de
partos de madres de mas de 30 afos al 90% de con-
fianza.
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Solucion del problema propuesta por los coordinadores de la
prueba:

Apartado a).-

Formulacion del contraste:

H,: p<0,25
H,: p>025

Datos recogidos del problema:

~ 34
n=120; p =—=0,283 a=0,1; z,, =1,28
120 ‘

Region de rechazo:

{IA)> Po + Z, pO(l_pO)}z
n
~ 0,25%0,75 ~
= > 0,25 + 1,28 ,[——— +={p>0,3
f o7 |0

Como f) = 0,283 <0,3 se acepta H,

Apartado b).-

Datos:

~ 34
n=120; p =——=0,283; a=0.1; —=0,05 z,, =164
120 2 :

Intervalo de confianza:

R A(I-A) R A(l-A)
P-Zyp \}p p’p+za/2 PP =
n n

0,283(1-0,283)
120 ’

0,283 + 1,64

0,283(1-0,283)
= 10,283 - 1,64 =

120

= [0,283 £0,067] = [0,216, 0,35]

A continuacion se presenta la Tabla 3 que recoge la distribu-
cién del ndmero de alumnos que han elegido la prueba A,
segun responden o no a la pregunta 1. Hay 26 alumnos que
eligiendo la opcién A no realizan la pregunta 1, y 106 que si la
contestan. De estos ultimos, sélo 50 la realizan de forma
correcta, el resto, 56, cometen algun tipo de error.

Resultados: Total
Bien 50
No la eligen 26
Incorrectas 56
Totales 132

Tabla 3: Resultados de la Pregunta 1 de la prueba A

Errores que cometen los alumnos en el apartado a) de la Total
pregunta 1
Colocacién errénea del signo 9
igual
Formulacién Permuta de las Hipdtesis 8
Equivocada del = - 23
ot Confusion entre el estimador A
de p y el valor hipotético p,
Causa indeterminada 2
No formula el con- 3 3
traste
Estadistico erréneo 2 2
Confusién entre el o 9 2
y el punto critico
Eleccién incorrecta 4 4
del
Busqueda errénea 13 13
en las tablas
Consecuencia del error de 4
formulacién
Confusién entre el estimador
. aa 14
de p y el valor hipotético p,
Regién Criti d Region de aceptacién cons- 9
eglon & ,“tlca Y 9€ | truida con un menos
Aceptacién mal 34
construidas Error de célculo 5)
Consecuencia de un punto 1
critico erréneo
Cambio de la regién de acep- 1
tacién por la de rechazo
Errores de nimeros
2 2
reales
Total de errores encontrados: 88

Tabla 4: Descriptiva de los errores del apartado a) de la pregunta 1

En la Tabla 4 se muestra una descripcion de los errores come-
tidos en el apartado a) de la pregunta 1, junto al ndmero de
alumnos que presentan tal error en su examen. En un total de




56 exdmenes se observan 88 errores, ya que un mismo alum-
no puede presentar varios errores en la pregunta. Como se
aprecia en dicha Tabla 4, el error mds frecuente (34 veces) esta
relacionado con la construccion de las regiones critica y de
aceptacion, principalmente debido a la confusién entre el esti-
mador p y el valor hipotético p,. Otro error a destacar en la
respuesta de los estudiantes, que repiten con frecuencia (23
veces), es la equivocacion en la formulacion del contraste, a
veces por causa de una confusién de la colocacién del signo
igual, o por el intercambio de la hipétesis nula y alternativa, o
incluso, por confundir el valor que toma el estimador p con
el valor hipotético p. Este tipo de error es muy importante,
porque condiciona los resultados del resto del proceso de
decisiéon. También merece especial atencion, por el niimero
de veces que aparece (13 veces), los errores debidos a la bis-
queda del punto critico z, en la tablas.

El apartado b) de este problema 1, pide construir un intervalo
de confianza. Aunque aqui no se muestra una descripcion de
los errores cometidos por los alumnos, hay que resaltar el
error de sustituir p (0,283) por el valor hipotético p, (0,25)
en la desviacidn tipica del estimador. Este tipo de error es en
cierta medida justificable, ya que los alumnos, en el apartado
a) destinado al contraste de la proporcion consideran el esta-
distico: -

P -Po

Po(1—py)
n
que se distribuye, supuesta cierta la hipétesis nula, como una
normal estdndar. Dicho estadistico p contiene p, en la media
y en la desviacion tipica. Sin embargo, en el intervalo de con-
fianza que no se dispone de informacion, se debe considerar
el estimador p-p
p (1-p)

n

que usa p en la desviacion tipica del estimador y también se
aproxima a la distribucién normal estdndar.

Prueba B. Problema 3

Enunciado: Dos estudiantes quieren contrastar si el consumo
medio en teléfono movil entre los estudiantes es como maxi-
mo de 10 euros frente a si es mayor. El primero, en una mues-
tra de 36 estudiantes, obtuvo una media de 10,4 euros con una
desviacion tipica de 2 euros. El segundo obtuvo, en una mues-
tra de 49 estudiantes, una media de 10,39 con una desviacién
tipica de 2 euros.
a).- ;Qué decisién toma el primero con un nivel de signi-
ficacién del 10%?
b).- ¢Qué decision toma el segundo con un nivel de signi-
ficacién del 10%?
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Solucion del problema propuesta por los coordinadores de la
prueba:

Apartado a).- Formulacién del contraste:

Hy,: n<10
H,:u>10

Datos recogidos del problema:

n=36 x =10,4; 6 =2 a=0,1; z,,=1,28

Regién de rechazo:

X > +z —pr=9x > 10 + 1,28 —— =1x>10,42
{ MO a \/;} { \/%} { }

Como x = 10,4 <10,42 se acepta Hy.

Apartado b).- Formulacién del contraste:

Hy,: u<10
H,:u>10

Datos recogidos del problema:

n=36 x =10,4; o =2 a=01; z,,=1,28

Regidn del rechazo:

X > + 2z, —p=1<x > 10 + 1,28 — ;=1x>10,36
{ MO a \/;} { \/E} { }

Como x = 10,39 >10,36 se rechaza H,.

En la Tabla 5 se presenta el total de alumnos de la muestra que
eligen la prueba B, 97 alumnos, y su reparto segtin responden
o no a la pregunta considerada. Del total de alumnos, 10
optan por no elegir dicha pregunta mientras que 87 si la con-
testan. Senalar ademds, que 42 alumnos contestan correcta-
mente la pregunta 3, y 45 cometen algtn tipo de error.

Resultados: Total
Bien 42
No la eligen 10
Incorrectas 45
Totales 97

Tabla 5: Resultados de la Pregunta 3 de la prueba B
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En la Tabla 6 se muestran los errores detectados en esta pre-
gunta 3 y se indica el nimero de alumnos que presentan tal
error. En un total de 45 exdmenes se observan 63 errores.
Aunque pueda parecer que son menos los errores cometidos,
se ha de tener en cuenta que esta opcion la eligen menos
alumnos.

Errores que cometen los alumnos en la pregunta 3 Total

Colocacién errénea del signo 2

igual
Formulacién equi- Permuta de las hipétesis 8 13
vocada del contraste

Falta el pardmetro en el con- 3

traste
Busqueda errénea 2 2
en las tablas

Confusién entre el estimador

d . - 11

e y el valor hipotético i,

Region de aceptacién cambia- 4

da de signo
Region critica y de
aceptacién mal Error de célculo 2 24
construidas

Regién de aceptacién inco- 1

rrecta

Cambio de la regién de acep- 6

tacién por la de rechazo
Errores de nimeros

6 6

reales
Total de errores encontrados: 63

Tabla 6: Descriptiva de los errores de la pregunta 3

En este problema 3, al igual que en el problema de la opcién
A, el error mds frecuente (24 veces) esté relacionado con la
construccion de las regiones critica y de aceptacién. Y es tam-
bién motivado por no distinguir el valor que toma el estima-
dor x y el valor hipotético . El siguiente error por orden de
frecuencia (20 veces), es en este caso, la busqueda incorrecta
en las tablas, debido a equivocaciones o a concepciones errd-
neas de la probabilidad. En cuanto al error sobre el enunciado
equivocado de las hipétesis, cometido en 13 ocasiones, hemos
de manifestar que en este caso, se debe sobre todo al inter-
cambio de la hipétesis nula por la alternativa. Aunque a nivel
tedrico los alumnos saben que la hipétesis nula se enuncia con
el propésito de ser rechazada, no son consecuentes a la hora
de extraer tal hipétesis del enunciado del problema.

Estrategias usadas por el alumnado

Las estrategias metodoldgicas que siguen los libros de texto
para introducir los contrastes de hipdtesis se basan en la
estrecha relacién que hay entre los intervalos de confianza y
los contrastes. Esto es, la hipdtesis que se contrasta se puede
rechazar si el valor muestral del estimador no pertenece al

intervalo de confianza. Al consultar las tres editoriales mds
utilizadas en los centros de bachillerato de Canarias: Anaya
(Colera y otros, 2003), Santillana (Nortes y otros, 2003) y SM
(Vizmanos y otros, 2004), se observa que todas sugieren una
serie de pasos a seguir. Tanto Anaya como Santillana explican
de forma tedrica y sobre el contraste bilateral, el cdlculo de la
regién de aceptacién de forma similar a la construccién del
intervalo, partiendo de la ley de probabilidad del estimador
del pardmetro. Mientras en los contrastes unilaterales presen-
tan las regiones de aceptacion sin un desarrollo previo de las
mismas, sino como una deduccién del caso bilateral. Si bien,
la editorial Santillana para el caso del contraste de la propor-
cién utiliza indistintamente el intervalo de confianza vy el
estadistico del contraste. Por otro lado, la editorial SM centra
su proceso metodoldgico en el célculo del estadistico del con-
traste e indica la distribucién que éste sigue cuando la hipéte-
sis nula es cierta. Entonces de forma intuitiva y apoydndose en
graficos muestra al alumno que cuando el valor muestral no
estd proximo al valor hipotético se rechaza la hipétesis nula.
A modo de resumen, el siguiente esquema de la Figura 2
muestra las estrategias de los libros de texto.

/ Regiones (ANATA)

Intervalos

e

Bstrategias Estadistico — Regiones (SANTILLANA)

Estadistico (Sh)

Figura 2: Estrategias de los Libros de Texto

En los exdmenes de la muestra analizada se observa que los
alumnos utilizan sobre todo los intervalos de confianza para
construir la region de aceptacién. No obstante, algunos alum-
nos calculan el estadistico del contraste y construyen las
regiones de aceptacion y rechazo, representandolas mediante
un gréfico. Se ha apreciado también que el uso de los graficos
de la distribucion del estimador del pardmetro, parece facili-
tar la comprensién de los conceptos usados, y permite al
alumno reflexionar de forma natural, lo que le conduce a con-
clusiones adecuadas del problema.

Reflexiones y alternativas para la mejora del
aprendizaje de los contrastes

Como hemos podido observar en los errores mostrados en
las Tablas 4 y 6, muchos de los alumnos presentan dificultades
de comprension del proceso de decision e interpretan de
forma incorrecta los resultados. Algunas de las causas de
estos errores se deben a dificultades lingiisticas, a la falta de
herramientas logicas, a dificultades de extraer la estructura




del proceso de decisién de las experiencias, y a la dificultad de
comprender el concepto de aleatoriedad. A continuacién se
listan y analizan los distintos errores encontrados en la revi-
sién de los exdmenes, y se proponen algunas sugerencias para
tratar de subsanarlos y allanar los obstaculos del aprendizaje
de esta materia.

Formulacién equivocada del contraste

Se observa en los alumnos una dificultad a la hora de elegir las
hipétesis adecuadas, a partir del enunciado de los problemas.
Asi se pueden apuntar principalmente, tres tipos de errores
relacionados con el planteamiento del contraste: Colocacién
errénea del signo igual al plantear el contraste; Permuta de las
hipétesis y Confusion entre el estimador y el valor hipotético.

En lo que refiere a la colocacién errénea del signo igual al
plantear el contraste, tanto el hecho de repetirlo en ambas
hipétesis, como sdélo ponerlo en la hipdtesis alternativa,
proponemos insistir a los alumnos que el signo igual ha de
colocarse siempre en la hipétesis nula, independientemente
del contraste unilateral o bilateral que se plantee; ya que en
otro caso, no se sabria que distribucién sigue el estimador del
pardmetro cuando la hipétesis nula es cierta.

Otro tipo de fallo muy comun en la formulacién de los
contrastes unilaterales es la permuta de las hipdétesis. Esto es,
los alumnos tienden a confundir los papeles de las hipotesis
nula y alternativa, en ocasiones como consecuencia de no
prestar mucha atencién a la forma en que se presentan las
cuestiones. Es conveniente evitar las ambigiiedades del
enunciado que pueden confundir al alumno. Hay que dejar
claro en el enunciado a donde se quiere llegar con la
investigacidn, lo que irfa en la hipétesis alternativa. O por el
contrario, la afirmacion que se “duda” y que se pretende
comprobar, que irfa en la hipdtesis nula. Frases tales como:
“existen evidencias estadisticas de que los datos indiquen
cierta afirmacion” o “de los datos se deduce esta afirmacion’, o
bien “se puede concluir de estos datos la afirmacién” pueden
ayudar a ensefiar al alumno que dicha afirmacion es lo que va
en la hipétesis alternativa. Mientras que expresiones como
“comprobar o contrastar tal afirmacién” llevan a colocarla en
la hipétesis nula.

De igual forma, es conveniente que el profesorado en sus
explicaciones sobre contrastes hagan hincapié en la
interpretacién correcta de expresiones del lenguaje como: a lo
sumo, como mucho, no sobrepasa, al menos, se mantiene,
como mdaximo, como minimo. Tales expresiones, en
ocasiones, generan dudas de interpretacién del enunciado en
los alumnos.
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El uso de analogias o metéforas a la hora del planteamiento
del contraste también pueden ayudar al alumno a comprender
céomo se debe de formular, y a relacionar la situacién
estudiada con una situacion familiar para el mismo (Martin,
2003). Ver en Feinberg (1971), el ejemplo del juicio de un
presunto culpable de asesinato.

Por ultimo, la confusion entre el estimador y el valor hipotético
proviene de no discernir entre los pardmetros muestrales,
pardametros poblacionales y datos a comprobar. Tal vez seria
aconsejable antes de comenzar con la estimacién y contrastes
de hipotesis, ensefiar al alumno con diversos problemas y
ejemplos en los que identificardn cual es la caracteristica en
estudio, como se distribuye, pardmetros poblacionales de qué
depende, estimador del pardmetro, valores que toman dichos
estimadores en la muestra y valores de los pardmetros
poblaciones que se pretende comprobar, esto es, valores
hipotéticos.

En resumen, cabe admitir el hecho de que la ambigiiedad
verbal y la insuficiente comprensiéon del enunciado del
problema, sean las causas potenciales de los errores acerca del
planteamiento apropiado de las hipétesis nula y alternativa.

Ausencia de la formulacién del contraste

En muchos exdmenes se observa como el alumno pasa
directamente al célculo del estadistico sin formular el
contraste. En este sentido, seria beneficioso orientar al
alumno a seguir los siguientes pasos en la resoluciéon del
problema (Vizmanos y otros, 2004):

Paso 1. Formulacién de hipétesis: nula y alternativa

Paso 2. Fijar el nivel de significacién

Paso 3. Elegir el estadistico del contraste y determinar su
distribucién.

Paso 4. Construccién de la regién de aceptacion.

Paso 5. Calcular el valor que toma el estadistico del con-
traste para la muestra.

Paso 6. Aceptacién o rechazo de la hipétesis nula, e inter-
pretaciéon de la decisién en el contexto del enun-
ciado del problema.

Estos pasos o similares, se recogen en los textos de las edito-
riales mds utilizadas, y muchos alumnos parecen seguirlos.
No obstante, algunos siguen el proceso de decisién pero omi-
ten algunos pasos que parecen considerar irrelevantes, cuan-
do no es cierto. Este es el caso de los que se saltan la formula-
cién del contraste, y al llegar al final no tienen claro lo que se
acepta o se rechaza. Como dice Moore (1998), “los datos son
nimeros con un contexto”. Por tanto seria conveniente, en el
paso 6, acostumbrar al alumnado a interpretar los resultados
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en el contexto del enunciado y no a quedarse simplemente en
la conclusién estadistica de aceptar o rechazar la hipdtesis
nula.

Construccién erréonea del estadistico

Otro error detectado en los exdmenes es que equivocan la
expresion del estadistico. Creemos que esto es debido a que se
han aprendido de memoria su formula sin asimilar su signifi-
cado. Posiblemente los alumnos no se percatan que el estadis-
tico proporciona el grado de proximidad o separacion entre el
valor muestral (p o x ) y el valor hipotético con el que se
quiere comparar (lg 0 pg), teniendo en cuenta la variabilidad
de los datos:

o o Po(1=py)

Jn n

Para evitar este error, sugerimos explicar al alumno de forma
intuitiva y ldgica, que el estadistico surge de manera natural
como una medida de esa separacién, para tratar de decidir
sobre la poblacién a partir de los datos observados en la
muestra. Por tanto, los valores pequefios del mismo conducen
a aceptar la hipétesis nula, y por el contrario, valores grandes
a rechazarla. De esta forma, creemos que es mds facil que
deduzcan su expresién y no la aprendan de memoria.

Confusidn entre el nivel de significacién a y el punto
critico z

Segtiin hemos observado en los exdmenes, los alumnos con-
funden con frecuencia el nivel de significacién a con el punto
critico z,, esto es, no distinguen que uno es una probabilidad,
mientras que el otro es un valor de la recta real. Este error
también aparece con frecuencia en los problemas de calculo
de probabilidades. Sin embargo, aquellos alumnos que utili-
zan estrategias gréficas, diferencian con més facilidad ambos
conceptos y cometen menos errores. Como consecuencia de
esto, serfa aconsejable incentivar al alumnado para que utilice
las representaciones gréficas de la distribuciéon muestral,
donde se representen los puntos criticos sobre la recta real, y
las probabilidades, como el drea que deja dicha distribucién
debajo de ella y a la derecha del punto critico. En este sentido
el uso de algunos “applets” puede ayudar al alumno a reforzar
los conceptos requeridos, mediante imagenes de los mismos.

Eleccién incorrecta del o

Existen algunos valores del nivel de significacién usados de
forma general por los libros de textos. El alumno por costum-
bre tiende a utilizar éstos, sin comprobar el que se cita en el
enunciado. Para evitar este tipo de error es aconsejable traba-
jar con distintos valores de a. De hecho, a veces al realizar un

cambio del nivel de significacion, valores no demasiado signi-
ficativos del estadistico, esto es, que estan en el limite, hacen
que la decision elegida cambie. Esto contribuye de forma
favorable al hecho, de que los alumnos puedan apreciar mejor
que el aceptar la hipétesis nula no supone que sea cierta, o al
contrario, rechazarla no supone que sea falsa, sino que existe
cierta posibilidad de cometer un error.

Otro tipo de confusién que se observa en los exdmenes es
entre z, y Z,,. Este intercambio de los puntos criticos obede-
ce a dos posibles causas. Por un lado, debido a que tienden a
elegir z,,, con independencia de que el contraste sea unilate-
ral o bilateral. O bien, por la bisqueda en las tablas, donde se
usa la misma notacién para la probabilidad a, que deja bajo la
curvay a la derecha de un punto arbitrario, y el nivel de signi-
ficacion. Habria que insistir en el manejo de las tablas, calcu-
lando para distintos valores de a, los valores criticos z, y zy/s.

Busqueda errdnea en las tablas

Una equivocacién muy comun es la confusion en las tablas de
las probabilidades por los puntos de la recta real. El apoyo en
los gréficos supone una ayuda para tratar de identificar y dife-
renciar ambos valores. De esta forma el alumno puede verifi-
car si el valor encontrado se encuentra en el rango del estima-
dor, y no es una probabilidad entre 0 y 1. Aunque a veces éste
intervalo [0,1] coincida con el rango del estimador.

Regioén Critica y Region de Aceptacion mal construidas

De los errores encontrados en relacién con las regiones de
aceptacion y rechazo destacamos cuatro: Confusién entre p
Y Po; Regién de aceptacién construida con un signo menos;
Error de Calculo y Cambio de la regién de aceptacién por la
de rechazo.

En lo que se refiere a la confusion entre f) ¥ Po, un aspecto a
tener en cuenta de los contrastes sobre la proporcién, y que
puede conducir a este tipo de error, es el hecho de que en el
intervalo de confianza el estimador del pardmetro p , se dis-
tribuye como una
N| p, ,[PUP)
n

mientras que en el contraste, el estadistico p se distribuye
supuesta cierta la hipétesis nula, como una

N p(), pO(:L_pO)




Por otra parte, en los dos problemas de contrastes analizados,
se presenta un contraste unilateral con cola a la derecha, esto
es, de la forma menor o igual frente a mayor. Esto induce al
error de construir una regién de aceptacion con un Ssigno
menos. La mayoria de los alumnos utilizan la region de acep-
tacién en lugar de la de rechazo para resolverlo. Por este moti-
vo, al fijarse en la hipétesis nula tratando de recordar la expre-
sion de la regién de aceptacién, pueden llegar a confundir el
menor o igual con un signo menos en la expresiéon. Una solu-
cién a esta dificultad podria consistir en incentivar que el
alumno siempre represente graficamente en la distribucion
del estimador la estimacién obtenida y el valor hipotético, y
aplique la l6gica de la proximidad de ambos valores para obte-
ner las conclusiones.

Los exdmenes reflejan que los errores de cdlculo cometidos en
el proceso, se deben sobre todo a las prisas a la hora de des-
pejar. Asi operaciones como elevar al cuadrado, las convierten
en raices cuadradas, o en lugar de multiplicar, dividen, etc.
Una forma para evitar esto, es la prictica de ejercicios de reso-
lucién de ecuaciones.

Por dltimo, suelen realizar un cambio de la region de acepta-
cién por la de rechazo. Muchos de ellos confunden el propé-
sito de ambas regiones. No llegan a captar que las regiones
se construyen a partir de la idea de que determinados valores
del estadistico (condicionados por la separacion entre el valor
muestral y el hipotético) conducen a aceptar la hipétesis nula
y otros valores a rechazarla. Se propone entonces incidir en el
concepto de estadistico y los valores que pueda tomar.

Errores de Numeros Reales

El manejo de los ntiimeros reales no es una cuestion intrinse-
ca de la Estadistica, pero el no dominarlos lleva a errores en
los resultados. Un tipo de error, que frecuentemente se ha
visto en los exdmenes, es el de posicionar de forma errénea un
valor negativo o decimal en la recta real. Esto supone regiones
de aceptacién mal construidas, e interpretacién inadecuada
de los resultados.

Téngase en cuenta que la particién de los errores detectados
al corregir los exdmenes de la PAU no es totalmente disjunta,
ya que algunos de los errores vienen condicionados por otros
anteriores en el proceso de decisiéon. Por otro lado, en la
mayoria de los errores se aporta como solucién el uso de gra-
ficos, donde el alumno pueda ver representados muchos de
los conceptos que intervienen en el proceso. Por este motivo,
consideramos conveniente trabajar con “applets” didacticos
en los que los estudiantes perciban de forma clara sus con-
cepciones erréneas. En este sentido esta claro, que cada vez
mads, se necesita usar las nuevas tecnologias para ayudar a los
estudiantes en su proceso de aprendizaje. A continuacién se
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citan algunas direcciones donde encontrar determinados
“applets’, que pueden contribuir en el proceso de ensefianza
de la Estadistica a los alumnos de bachillerato.

http://ucs.kuleuven.be/java/index.htm

Aqui se recogen una serie de “applets’, que muestran diversos
conceptos sobre Estadistica, en particular, se presenta un
grupo de “applets” destinados a los Contrastes de Hipotesis.

http://www.aulademate.com/article-topic-10.html

En la anterior direcciéon se pueden encontrar unidades didac-
ticas con “applets’, ademds de exdmenes de la PAU sobre las
matematicas de bachillerato.

http://www.math.csusb.edu/faculty/stanton/m262/

En esta direccién se muestran algunos “applets” sobre
Probabilidad y Estadistica, cuyo autor es el profesor Charles
Stanton del Departamento de Matemadticas de la Universidad
de California en San Bernardino.

http://bcs.whfreeman.com/bps3e/

Esta direccion contiene la pagina web de la tercera edicién del
libro titulado “The Basic Practice of Statistics” del famoso
estadistico Moore (1998). Aqui también se puede enlazar con
una serie de recursos diddcticos para el estudiante, entre los
que se encuentran un bloque de “applets” estadisticos. En
especial se destaca el “applet” destinado al razonamiento
sobre el estadistico del contraste. Ademads en castellano se
encuentra el libro Estadistica Aplicada Bdsica del mismo
autor, que se referencia en la bibliografia.

Finalmente, nos gustaria sefalar que cémo la Inferencia
Estadistica sirve para resolver problemas de las ciencias y de
la vida cotidiana, la ensefianza de la misma deberia realizarse
con problemas reales, mediante los cuales los estudiantes
puedan desarrollar su conocimiento de esta materia, traba-
jando las diferentes etapas de un problema préctico. De esta
forma, las analogias con situaciones reales contribuirian de
forma positiva a la hora de un mejor entendimiento del signi-
ficado de los conceptos utilizados, y favoreceria el aprendiza-
je. En este sentido, desde las Instituciones Estadisticas se esta
fomentando la divulgacién de la Estadistica mediante concur-
sos escolares. En esta linea citamos las siguientes paginas
webs:

http://www.seio.es/descarga/IlIConcursoProyectosEducativo.pdf
En esta direccién se encuentran las bases para el concurso de

proyectos educativos de Estadistica e Investigaciéon Operativa
para profesores de ensefianza secundaria y bachillerato, pro-
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movido por la Sociedad de Estadistica e Investigacién
Operativa.

http://www.gobiernodecanarias.org/istac/w_escolar.htm

En esta pigina web se encuentra informacion y materiales
relativos a la colaboracién entre el Instituto Canario de
Estadistica y la Sociedad Canaria de Profesores de
Matematicas “Isaac Newton’, para promover acciones que
favorezcan el conocimiento de la Estadistica, con el fin de
ayudar a profesores y alumnos en su labor de ensefianza y
aprendizaje de esta materia, a través de datos del entorno
Canario.

Otras paginas web a resaltar por su calidad en cuanto al con-
tenido sobre Inferencia Estadistica, son las que se citan a con-
tinuacion.

http://descartes.cnice.mecd.es/materiales_didacticos/
inferencia_estadistica/contraste.htm
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asta ahora en esta seccién hemos tratado muchos recur-
sos, dedicando cada entrega a un tipo de material distinto:
puzzles, dominds, trucos de magia, juegos de tablero y fichas,
etc. A veces hemos citado el material presentado por el nom-
bre del matematico creador, como Pitagoras o Arquimedes,
pero hasta ahora no habiamos dedicado un articulo comple-
to a una persona, y quizas iba ya siendo hora.

Esta entrega la vamos a dedicar a todas aquellas personas que,
no siendo matemadticos, han sido unos apasionados de esta
materia, y aunque dedicados a otras profesiones mas o menos
alejadas de las matematicas o las ciencias, la han estudiado y
han aportado sus descubrimientos a la historia de esta disci-
plina. Quizds el nombre que a todos se nos viene a la cabeza
como mads representativo de este grupo de personas es el de
Fermat, aunque existen muchas otras personas que han que-
dado inscritas en la historia unidas a algin resultado que ha
alcanzado notoriedad. Ese es el caso de Henry Perigal, nues-
tro personaje de hoy.

Un gran aficionado a los puzzles geométricos.

Henry Perigall (1801-1898) fue corredor de bolsa hasta los
87 afios en que se retiré para dedicarse mds a fondo a sus
estudios, pero durante toda su vida fue un gran aficionado a
las matematicas y a la astronomia. La mayoria de sus trabajos
y pensamientos los conocemos gracias a que un hermano
menor, Frederick, los publicé después de su muerte.

Grupo Alquerque de Sevilla

Counstituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Fernandez-Aliseda Redondo. IES Camas.
juegos@revistasuma.es
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Tuvo gran amistad con cientificos y matematicos de la época,
entre ellos Augustus de Morgan, J.J. Sylvester, Lord Kelvin,
Lord Rayleigh o James W. Glaisher (que llegé a ser presidente
de la Sociedad Matematica londinense). Perigal pertenecié a
varias sociedades cientificas, entre ellas la Royal Astrono-
mical Society, incluso fue tesorero de la Royal Meteorological
Society. En estas sociedades destacé por sus conocimientos
sobre los movimientos circulares. Fue conocido con el titulo
de El venerable patriarca de las sociedades cientificas de
Londres. Intentd, sin lograrlo, ser admitido en la prestigiosa
Royal Society, seguramente debido a su defensa a ultranza de
que la Luna no rotaba, lo que segun €l explicaba que siempre
presentara la misma cara.

Entre sus aficiones se encontraba el trabajo con el torno de
madera, por lo que fue un experto en la técnica del torneado
conocida por el nombre de Geometry Check, realizando un
estudio sobre la clasificaciéon matemadtica de las figuras que
pueden obtenerse mediante torneado. Tenia ademds un gran
dominio del dibujo geométrico lo que le permitié el estudio
de disecciones geométricas, de las que vamos a ver varios
ejemplos en estas paginas.

La razén por la que su nombre se ha inscrito en el paraninfo
matematico fue el descubrimiento, en 1830, de una diseccion
que demostraba geométricamente el Teorema de Pitagoras.
Sobre esta demostracion ya se ha hablado en varias ocasiones
en esta revista? pero nunca estd de mds repetirla.

Demostraciones del Teorema de Pitagoras.

La diseccion se construye trazando por el centro del cuadra-
do sobre el cateto mayor una paralela y una perpendicular a la
hipotenusa tal como puede verse en la figura 1. Tan satisfecho
quedo Perigal de su diseccion que encargd que se hiciera una
inscripcién con ella en su tumba, segun puede verse en la
figura 2.

Figura 1

Figura 2

Perigal, en el articulo “On
Geometric dissections and
transformations” publica-
do en el volumen 1 de la
publicacién The Messenger
of Mathematics de 1874,
donde present6 su disec-
cién3 plantea otra manera
de hacer esta division.
Podemos ver en la figura 3
una copia de su dibujo. Se
colocan juntos los dos cua-
drados que irian sobre los
catetos y se trazan lineas
que pasan por el centro del cuadrado mediano y por el punto
medio de la suma y la resta de los dos lados de los cuadrados.

Figura 3

Esta divisién la podremos ver mds clara en los enlosados pita-
goricos que siguen un poco mds adelante.

Anos después de la muerte

de Perigal, el matematico /
aleméan Paul Mahlo (1883- /
1971) plante6 que la ante-
rior demostracién era sola-
mente un caso particular
de una gran familia de
disecciones. En concreto
Mabhlo presenté otra disec-
cién en 1908, que sitda el
punto por el que se traza la
paralela en la interseccién
entre el cateto mayor y la
perpendicular trazada a la
hipotenusa por el vértice superior. En este caso también hay
que diseccionar el cuadrado sobre el cateto menor, trazando
una paralela a la hipotenusa por el vértice del tridngulo rectdn-
gulo donde esta el dngulo recto. Lo podemos ver en la figura 4

Figura 4

Figura 5 Figura 6




En realidad, todo este grupo de demostraciones del Teorema
de Pitagoras proviene del llamado enlosado de Pitdgoras, que
estd formado por dos cuadrados de distinto tamano (equival-
drian a los construidos sobre los catetos) que se repiten suce-
sivamente para rellenar el plano. En dicho enlosado puede
realizarse una divisién como se observa en las figuras siguien-
tes para dar lugar a las divisiones que aparecian en las demos-
traciones anteriores?. En la figura 5 tenemos la divisién del
enlosado que da lugar a la diseccion de Perigal y donde puede
reconocerse el dibujo realizado por el propio autor. En la figu-
ra 6 aparece la que genera la demostracion de Paul Mahlo.

Existe ademds otra disec-
cion del Teorema de Pitago-
ras que se suele adjudicar a
Perigal. En la figura 7 vemos
la nueva divisién. Las lineas
discontinuas marcan donde
deben ir los cortes de los
cuadrados sobre los catetos.
Los trozos en que se trazan
las lineas superiores coinci-
den en anchura con los tro-
zos donde se divide el cate-
to al trazar el arco de cir-
cunferencia.

Figura 7

Esta diseccion tiene el valor anadido de que sirve para demos-
trar el Teorema del Cateto utilizando cualquiera de las divi-
siones de los dos cuadrados sobre los catetos.

Otros puzzles geométricos.

Aparte de las demostraciones del Teorema de Pitagoras, entre
los papeles de Perigal se encontraron muchos estudios de
divisiones y recomposiciones de poligonos. Vamos a ver algu-
nos de ellos.

1.- Los tres cuadrados de Perigal

Quizds uno de los mas conocidos sea la divisién de tres cua-
drados iguales, que permiten construir un cuadrado con tri-
ple superficie. Un cuadrado estd completo y los otros dos
estan divididos como aparecen en la figura 8.

Figura 8
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Figura 9

2.- Otro puzzle con tres cuadrados

Existe otra diseccién de tres cuadrados, de la que no hemos
encontrado su autor, pero que sigue la misma linea que la
anterior de Perigal, por eso la vamos a incluir aqui. En este
caso, los tres cuadrados son de distinto tamano y sus divisio-
nes podemos verlas en la figura 10.

En este puzzle, se pueden variar las disecciones de los cua-
drados de forma que se obtengan puzzles diferentes. En este
caso varian los tamafos de los cuadrados pequeios que al
unirlos dan lugar al grande. Se puede llegar a tener dos cua-
drados iguales sin dividir y un tercer cuadrado que a partir de
sus divisiones y con los otros dos hacen que se construya el
grande.

Figura 10

Figura 11
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3.- La cuadratura del rectangulo

En el volumen 2 de la publicacién The Messenger of
Mathematics, Perigal presenta dos formas de dividir un rec-
tdngulo de forma que al reordenar sus piezas se obtenga un
cuadrado. En las figuras 12 y 13 podemos ver imagenes de las
hojas originales del articulo con las dos disecciones.

En la primera une un vértice del rectangulo con el lado opues-
to, a una altura correspondiente al cuadrado resultante, y
luego traza una paralela a esta recta por el vértice opuesto al
anterior y la franja interior resultante la divide en dos partes
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Figura 13

iguales con una linea paralela a los lados del rectangulo.

En la segunda diseccidn, se recorta el rectangulo a la altura del
cuadrado, y la parte sobrante se divide en tantos dobles tridn-
gulos rectangulos como sean necesarios para completar el
rectangulo. En el dibujo que se ve en el articulo son necesarios
tres dobles tridngulos, pero eso depende de las medidas del
rectangulo. Suponemos que el dividir en dobles tridngulos
rectangulos lo sobrante, en lugar de en rectingulos directa-
mente es para que todas las piezas sean tridngulos rectangu-
los semejantes, pues las diagonales de division son paralelas a
las del rectangulo base.




Un paso mas alla.

Con el objetivo de sacar mds provecho para nuestras clases de
aquellas ideas que encontramos, a partir de la diseccién de
Perigal hemos trabajado con nuestros alumnos un problema
nuevo: tomando las cuatro piezas iguales en que se divide el
cuadrado sobre el cateto mayor, construir, uniéndolas, todas
las figuras que tengan algin tipo de simetria.

Las siguientes son las que hemos hallado.

Las zonas negras en los dibujos son huecos vacios entre las
cuatro piezas.

Como complemento.

En la direccién :
http://www.cabri.net/abracadabri/abraJava/Dissection/Duplik1.html
aparecen varios archivos interactivos en java con las demos-
traciones de Pitagoras de Perigal y Mahlo que hemos comen-
tado, asi como las dos composiciones de tres cuadrados que
permiten componer uno mayor. También es posible encontrar
varias de las disecciones que presentamos en nuestra seccion
del ndmero 48 de esta revista con el titulo de “Cuadratura de
poligonos regulares”.

JUEGOS 1

NOTAS
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1 En la direccién

http://plus.maths.org/issuel6/features/perigal/ aparecen mds aspectos de la
vida de Perigal. En la parte de bibliografia hay enlaces a imdgenes donde apare-
cen los articulos de Perigal en que presentd sus disecciones.

2 Hay al menos dos ocasiones, que recordemos en este momento. Una fue
en el articulo de esta seccién de titulo “Rompecabezas del teorema de
Pitagoras’, aparecido en el nimero 43 (puede verse en:
http://divulgamat.ehu.es/weborriak/RecursosInternet/Juegos/Rompecabezas.asp)
y la otra en el siguiente niimero en la seccién Desde la historia, de los
compaiieros Angel Ramirez y Carlos Usén, en el articulo titulado “En el
entorno del teorema Kou-Ku (I)”

3 En la direccién

http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Historia/AsiLoHicieron/Perigal/Perigall.asp
aparece un articulo de nuestro amigo Vicente Meavilla Segui, en donde
se presentan las demostraciones de Perigal con traducciones de los tex-
tos de sus articulos.

4 En la direccién

http://www.ies.co.jp/math/java/geo/pythashi/pythashi.html podemos
encontrar un enlosado de Pitagoras interactivo en java, en el que pode-
mos mover la cuadricula y ver distintas versiones del teorema.

5 Puede leerse en

http://divulgamat.ehu.es/weborriak/RecursosInternet/Juegos/Cuadraturas.asp.
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ste es un curioso clip sobre rombos que empez6 con un
recuerdo a los mecanismos para trazar lineas rectas y acabo,
como veran, con la compra de diversos monos metélicos.

En la figura puede observar un curioso mecanismo de la
coleccion de la Universidad de Cornell dedicada a los meca-
nismos de Reuleaux. Frans Reuleaux fue un conocido inge-
niero aleman que hizo grandes contribuciones a la mecancia
y a su ensefanza construyendo originales mecanismos (ade-
mds de su famoso tridngulo).

En esta coleccion destaca esta pieza S35 que hay en la figura
que es el mecanismo de Peaucellier-Lipkin pensado para des-
cribir lineas rectas.

Sir William Thomson (Lord Kelvin) llegd a decir “es la cosa
mas bella que he visto en mi vida” Creo que no hay para tanto
pero estas expresiones exaltadas siempre vienen bien.

Siguiendo un famoso escrito de A.B. Kempe de 1877 pode-
mos meditar sobre la provocativa cuestién: ;como dibujar
una linea recta? A primera vista parece una tonteria pues la
experiencia de disponer de una regla y un lapiz para trazar
rectas ya parece algo inmejorable. Pero nunca hacemos una
circunferencia resiguiendo con un ldpiz una pieza redonda.
Nos dd mucha més seguridad un compds cuyo movimiento
nos garantiza que estamos cumpliendo con la definicién del
circulo como lugar geométrico. Piense un momento: ;c6mo
puede tener la seguridad de que la regla es recta? ;japoyando-
la bien sobre una mesa? ;y cémo sabe que la mesa es plana?
Esta cuestién, suscité durante siglos controversias: ;como
idear un mecanismo cuyo funcionamiento garantizara la
“rectitud” de su desplazamiento?. Como ya puede sospechar,
mds alld de la especulacion geométrica, se ponia en evidencia

Figura 1. Mecanismo de Peaucellier-Lipkin

la necesidad de crear mecanismos que tendrian luego aplica-
ciones técnicas muy diversas (telares, mdquinas de coser,
mdquinas de vapor,...).

El primer libro sobre mecanismos basados en barras articula-
das lo edit6 Agostino Ramelli en 1588. Pero los grandes avan-
ces tuvieron que esperar a la genialidad de James Watt (1736-
1819) y del matematico Pierre-Frederic Sarrus (1798-1861).
Este fue un tema estrella de la época romdntica y por esto

Claudi Alsina
Universitat Politécnica de Catalunya
elclip@revistasuma.es
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Reuleux en su coleccion incluyé los mejores 39 inventos de
trazadores de lineas rectas.

Fue Charles Nicolas Peaucellier (1832-1913), que era capitin
del ejército francés, quien logré un modelo perfecto en 1864.
Peaucellier fue ascendido a general pero no es evidente que lo
fuera por este disefio. Y lo mismo logré, independientemente.
Lipmann I. Lipkin (1851-1875), un joven estudiante de
Pafnuty Lvovich Chebychev conocido matemadtico ruso que
durante décadas estudi6 el problema no trivial de acotar el
error de desviacion en los mecanismos de trazar rectas. James
Joseph Sylvester (1814-1897) contagiado por Chebychev dedi-
c6 también la atencion a este problema. Este tema adquirié
gran popularidad y dichos mecanismos formaron parte en su
dia de las Exposiciones Universales, como la de Viena de 1873.

El libro de Alfred Bray Kempe Como Dibujar en Linea Recta
de 1877 (hoy on-line) contribuyé definitivamente a poner un
broche de oro a un intenso periodo de creatividad de meca-
nismos y a mostrar diversas variaciones que el propio Kempe
disefé. La clave de este mecanismo es el rombo movible uno
de cuyos vértices se ve obligado a describir una circunferen-
cia y el opuesto traza la recta buscada.

Rombos actuales

Unas figuras tan bonitas como los rombos forman parte
importante de los disenos humanos. Tenemos rombos en los
logos de Renault y Mitsubishi; en las placas de las paradas de
metros; en multitud de joyas como pendientes y collares; en
insignias militares; en las cartas de diamantes; en cometas
voladoras; en mecanismos de lamparas; instrumentos para
colgar la ropa a secar o en los salvamanteles flexibles...

eee

Ampliando estas lineas pensaba acabar este clip rémbico,
pero tuve la idea de dar antes un paseo el resultado del cual
me llevo a alterar los planes de este escrito.

Andando por la calle Verdi de mi barrio de Gracia en
Barcelona, entre multitud de restaurantes libaneses y super-
mercados paquistanis que los “Erasmus” del barrio contem-
plan como algo tipico, miro en una libreria y descubro en el
escaparate jun mono!.

Con gran acierto se han comercializado de nuevo estos jugue-
tes para aprender la tabla de multiplicar y las demas (1916
Educational Toy Co.). Este fue un invento de William
Robertson de 1916. Los brazos del mono forman un rombo y
al mover los pies del simpatico animal (que recuerda al del
Anis del Mono) y sefalar dos nimeros aparece la multiplica-
cién entre las manos del mono.

En la época de las calculadoras la operacion de la tabla de
multiplicar en manos del mono resulta una experiencia entra-
nable. La distribucién de los numeritos en este juguete, del 1
al 144 también puede dar pie a una indagacién interesante.
Entro en la tienda y compro los seis monos que tienen, ago-
tando las existencias. El librero me mira con cara de sorpre-
sa quedando seguramente intrigado sobre la necesidad de
tantos monos.

Esta es la grandeza de nuestro oficio: poder disfrutar de la his-
toria de un rombo, ver rombos por todos los sitios y encima
coleccionar monos. Y para culminar la dicha, poder compar-
tir todo esto con los demas.

Para saber mas

KEMPE A.B. (1877): How to Draw a Straight Line, Macmillan and
Co., London.

RAMELLL, A. (1976): The Various and Ingenious Machines of
Agostino Ramelli: A Classic Sixteenth-Century Illustrated
Treatise on Technology, trans. Martha Teach Gnudi, Dover
Publications, New York.

WILLIAMS, T. (2000): A History of Invention: From Stone Axes to
Silicon Chips, Revised Edition, Checkmark Books, New York.
http://kmoddllibrary.cornell.edu, Reuleaux Kinematic Model
Collection, part of National Digital Science Library

www.nsdl.org.

http://www.rechenwerkzeng.de/consul.htm

http://www.americanartifacts.com/summa/advert7az392.htm
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Figura 2. Consul. El mono educado
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mesde esta seccion MatemdsTIC intentamos en cada
namero dar a conocer alguna herramienta informatica rela-
cionada con las matematicas a la que poder sacarle partido en
el aula. Dada la apuesta que desde distintas comunidades
auténomas se ha hecho o se estd haciendo por el software
libre, las herramientas que damos a conocer son para este tipo
de sistemas, existiendo en algunos casos la réplica de la
misma aplicacion para sistemas propietarios.

En nuestro proposito de, por un lado, dar a conocer estas apli-
caciones, y por otro, intentar que las mismas incidan de forma
directa en el proceso de ensefianza-aprendizaje que se desa-
rrolla en el aula, debemos tener en cuenta que la utilizacion de
estas herramientas debe ir acompanada de un cambio de
metodologia en la que los alumnos sean participes del propio
proyecto.

Para que pueda servirnos de reflexién y como curiosidad, os
aconsejamos que visualicéis el video que se encuentra en la
siguiente direccion del portal Youtube:

http://www.youtube.com/watch?v=I]Y-NIhdw_4

En la imagen 1 observamos un fotograma del mencionado
video.

i -

Imagen 1: Las TIC sin metodologia

LiRiaes o4 E3 DD

Mariano Real Pérez
CEP de Sevilla

matemastic@revistasuma.es
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De nada nos servird todo el equipamiento de que podamos
disponer en nuestras aulas y el conocimiento de multiples
aplicaciones que podamos utilizar en nuestra materia si no
incidimos en un cambio de metodologia. Sirvan estas lineas
para invitar a la reflexion sobre las aportaciones que un uso
adecuado de las TIC pueden reportar a la labor que desarro-
llamos diariamente. Mds atn pensando en la sociedad tecno-
légica en la que nosotros, los docentes, hemos entrado pero
en la que nuestros alumnos han nacido.

Una vez hecha esta pequena invitacién a la reflexién y entran-
do de lleno en el trabajo que nos ocupa, hemos pensado para
esta vez, analizar un software que, aunque no es tan atractivo,
visualmente hablando, si lo es por el potencial que el mismo
nos ofrece. Un software que podriamos denominar generalis-
ta y que podemos localizar tanto para sistemas libres como
propietarios.

Maxima es una evolucion de
Macsyma, el que fuera innovador
sistema de dlgebra computacional

desarrollado a finales de 1960 en
el instituto tecnoldgico de
Massachusetts (MIT)

De entre las aplicaciones generalistas o de célculo simbdlico
podemos localizar en el mercado algunas como Derive o
Mapple a las que nada tienen que envidiar la que aqui presen-
tamos en este nimero.

Dado lo extensa que es y la gran cantidad de herramientas que
tiene, serfa imposible hacer un recorrido completo por la
misma, por lo que hemos decidido hacer este recorrido en
tres pasos diferentes, siendo el de este numero de SUMA el
primero de ellos.

Calculo simbdlico I: Comenzando con Maxima

A medida que los alumnos van avanzando en el sistema edu-
cativo se le exige un mayor razonamiento y nivel de abstrac-
cién. En matematicas esto se traduce en la resolucién de ejer-
cicios matematicos en los que el nivel de simbolismo es cre-
ciente o en la generalizacién de problemas ya resueltos con el
consiguiente aumento de las variables que intervienen en el
original. En otras ocasiones, la resoluciéon de determinados
problemas conlleva la realizacién de mdltiples y repetitivas
operaciones con gran cantidad de variables que, lejos de pro-
fundizar y agilizar la resolucion del mismo, propicia el aleja-
miento del objetivo final y del razonamiento inicial.

Con el fin de facilitar esta tarea, comenzamos en este nimero
el recorrido por una aplicacion de software libre con la que
realizar célculo simbdlico. Una aplicacién que se podria utili-
zar a partir de cuarto de ESO, incluyendo este curso como un
nivel ideal para la introduccién de la misma, siendo los cursos
del bachillerato y universitarios en los que mas partido se le
puede sacar. El recorrido por la misma lo vamos a realizar en
tres entregas siendo este nimero de Suma la primera de ellas.

El software que vamos a tratar se llama Maxima.

Maxima es una evolucion de Macsyma (MAC’s SYmbolic
MAnipulation System, donde MAC, Machine Aided
Cognition, era el nombre del Laboratory for Computer
Science del MIT durante la fase inicial del proyecto
Macsyma), el que fuera innovador sistema de dlgebra compu-
tacional desarrollado a finales de 1960 en el instituto tecnold-
gico de Massachusetts (MIT). Mapple y Matemdtica son soft-
ware que también estd basado en el que fuera revolucionario
sistema Macsyma.

Maxima es un Sistema de Computacion Algebraica (CAS), es
decir, un programa informdatico que nos permite realizar
manipulaciones algebraicas como, por ejemplo, operar con
nimeros en forma exacta, manejar expresiones con variables,
factorizar enteros o polinomios, resolver ecuaciones de forma
exacta, calcular derivadas y primitivas, operar con matrices y
calcular determinantes que contienen parametros, etc.
También permite el empleo de enteros de longitud arbitraria
y realizar célculos aproximados con un nimero arbitrario de
digitos.

William Schelter fue quien mantuvo Maxima desde 1982
hasta su muerte en 2001. En 1998 obtuvo permiso para libe-
rar el cédigo fuente bajo la licencia publica general (GPL) de
GNU, cosa que influy6 definitivamente sobre este software
para conseguir la espectacular evolucién que presenta en la
actualidad. Esto mismo ha influido para que este software se
pueda compilar para cualquier sistema, no sélo sistemas
libres como Linux, sino ademds para los sistemas propieta-
rios. En un principio, los paquetes del sistema se encuentran
en el repositorio de cada una de las distribuciones Linux. Pero
estos mismos paquetes se pueden localizar en la web del pro-
yecto Maxima (http://maxima.sourceforge.net) para todos
los demds sistemas, incluido el propio Linux. Es facil también
encontrar en Internet otros sitios que ofrezcan Maxima para
los sistemas propietarios. Entre esos sitios podemos destacar
la web de CdLibre

www.cdlibre.org/consultar/catalogo/Matematicas_Calculo-simbolico.html

Como venimos haciendo en los distintos niumeros de esta sec-
cién, el recorrido por la aplicacién lo vamos a realizar sobre
Linux.




Podemos decir que el sistema de édlgebra computacional
Maxima es un motor de céalculo simbdlico escrito en lengua-
je Lisp publicado bajo licencia GNU GPL como hemos men-
cionado anteriormente. Maxima cuenta con un amplio con-
junto de funciones para hacer manipulacién simbdlica de
polinomios, matrices, funciones racionales, integracion, deri-
vacién, manejo de grificos en 2D y 3D, manejo de niimeros de
coma flotante muy grandes, expansién en series de potencias
y de Fourier, entre otras funcionalidades.

Maxima funciona en modo consola, sin embargo vamos a ver
que en su evolucién también ha ido mejorando su aspecto
grafico conservando su potencia.

Una vez que hemos instalado en nuestro equipo Maxima
mediante apt-get o bien utilizando la aplicacion gréfica
Synaptic (Linux) debemos ejecutarlo mediante consola, tecle-
ando Unicamente maxima.

Si realizamos lo anterior, nos aparecera la informacién sobre
la versién de Maxima que estamos utilizando. Al final de esta
informacion encontramos el simbolo:

(%il)

Observamos el siguiente texto que se nos muestra en la con-
sola una vez que ejecutamos Maxima:

Maxima 5.13.0 http://maxima.sourceforge.net

Using Lisp GNU Common Lisp (GCL) GCL 2.6.8 (aka GCL)
Distributed under the GNU Public License. See the file COPYING.
Dedicated to the memory of William Schelter.

This is a development version of Maxima. The function
bug_report()

provides bug reporting information.

(%i1)

En el caso anterior nos dice que la versién que estamos utili-
zando es la 5.13.0, aunque en los enlaces que propusimos
anteriormente encontraréis versiones posteriores.

De forma general en la aplicacién, debemos conocer que (%ik)
pide que introduzcamos (i=input) la expresién numérica k y
de forma andloga (%oj) nos indica que la expresion resultante
(o=output) numérica j es la que se muestra. Para familiarizar-
nos con este funcionamiento vamos a realizar operaciones
sencillas con nimeros y expresiones. En la Imagen 2 podemos
observar varias operaciones que hemos realizado con
Maxima, tanto con niimeros como con expresiones algebrai-
cas. La forma que tenemos de indicarle a la aplicacion que
hemos acabado de introducir una determinada operacién o
expresion es escribir punto y coma (;) y pulsar enter.

Es importante tener presente que debemos indicar todas las
operaciones a la hora de escribir las distintas expresiones
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Imagen 2: Operaciones realizadas con Maxima

algebraicas, esto es, la falta de un simbolo de operacién no es
interpretada por la aplicacién como un producto, indicindo-
nos que hemos cometido un error. En la expresién tercera que
hemos introducido en la Imagen 2 observamos que entre el
numero 2 y la variable x, y entre el nimero 4 y la variable x no
hemos introducido ninguna operacién. Como observamos en
la Imagen 2, para introducir el exponente debemos hacerlo
utilizando el simbolo " antes de colocar el nimero o expre-
sién que servird de exponente.

Si observamos la Imagen 2 podemos distinguir que hemos
seguido los siguientes pasos:

1. Hemos introducido una expresién numérica en (%i1) detras
de la que hemos tecleado punto y coma () y nos ha apare-
cido resuelta en (%o01).

2. Hemos introducido otra expresién numérica que nos ha
aparecido resuelta en (%02).

3. Hemos introducido una expresién algebraica en (%i3) pero
con errores ya que no hemos indicado la operacién exis-
tente entre el nimero 2 y la variable x. Tras colocar el
punto y coma correspondiente y pulsar enter, el sistema
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nos informa del primero de los errores que detecta que
hemos cometido. Al tener errores no nos proporciona la
correspondiente salida (%03) y vuelve a solicitarnos que
introduzcamos nuevamente (%:i3).

4. Hemos vuelto a introducir la expresion algebraica anterior,
pero esta vez sin errores, lo que nos a proporcionado la
correspondiente salida (%03):3 (4x +6) 5y + 2 x)

5. Hemos introducido la expresion algebraica (%i4), propor-
ciondndonos la correspondiente salida (%04).

Las correspondientes notaciones que van apareciendo a lo
largo de la aplicacion van acumulando los valores o expre-
siones que nos indican. Este hecho lo podemos observar en
la entrada (%:5), en el que le indicamos que multiplique
(%i1) y (%i2), proporciondndonos la salida (%05) que es el
resultado de realizar la anterior operacion.

6.- En las siguiente entradas que aparecen en la imagen hemos
realizado operaciones con las distintas entradas (%ik) o
salidas (%0j) que habiamos utilizado anteriormente.

La aplicacion funciona a base de érdenes y operaciones, mar-
cando la finalizacién de cada una de ellas un punto y coma (;).
Una vez que estd funcionando la aplicacidn, si deseamos salir
de ella debemos teclear la orden quit() seguida del punto y
coma correspondiente.

La potencialidad de Maxima radica en la gran cantidad de
comandos que tiene implementados y que pueden servirnos
para resolver operaciones matemdticas que nos supondrian
invertir gran cantidad de esfuerzo en realizarlas. Ademads,
Maxima posee gran cantidad de informacion de cémo utilizar
cada uno de los comandos que tiene implementados. Para
obtener informacién sobre uno de los comandos basta con
teclear describe(comando) seguido de punto y coma. Podemos
probar, por ejemplo con:

describe(factor);

Si lo hacemos obtenemos la informacién que puedes observar
en la Imagen 3.

En esta imagen observamos toda la informacion que la aplica-
cién nos muestra sobre el comando factor. Esta informacion
viene acomparnada ademds de una gran cantidad de ejemplos.

Ahora vamos a realizar algunas de las operaciones con
Maxima para observar el comportamiento que tiene la apli-
cacién y el potencial que nos proporciona. Dado que seria
imposible, por el espacio de que disponemos, realizar un
recorrido por todos los comandos que tiene implementados la
aplicacién, utilizaremos algunos de estos comandos obser-

" —
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be uted otherwise the Berlekasp algarithe, which 14 the defasln,
will be used

intfaclis” if "trie® sacied will give op Tactorization of
integers &F no ¥acter 1 found after trial diviviess and Pollard's
rho method It set vo false” (this 13 the case when the user
calls  factor' explicitlyl, cosplete factorization of the infeger
will be attespied. The wser's setting of “intfaclim’ is used for
intermal calls to 'factor®. Thos, “intfaclis' may be reset to
prevent Maxima from taking an i dinately long time factorimg
Large integers.

Exasples

w11 facror (2763 Ll
]

(%o} 7 73 1317 33T SITIT GA965T
%420 factor [=&*y - 4*n « Z*T*(2"y = Ab)i
%02 ysxlfz -2 lr=H
%13 <1 F o | Y & yR) & Fegtyt} 4 x5yt

2 2 -} 2 2
{vall sdxzy of % -2ux:1

X ¥
i%id) block ([dontfector: fx]). factor [W/3GF(1 = X7y = y2000:
2

I « 2w+ 4y -1
3y + 11
(%153 factor (1« we={3+n))y
" ix »

Imagen 3: Informacién sobre el comando factor

vando el comportamiento que tienen y la potencialidad que
nos ofrecen. En los ejemplos anteriores hemos observado la
forma de escribir distintas operaciones:

+ Para la suma. Ejemplo: 23 + 4

— Para la resta. Ejemplo: x — 5

* Para el producto. Ejemplo: 3*x + 7

/ Para la divisién. Ejemplo: (2*x + 9)/(x — 3)

A Para la potencia. Ejemplo: 3*x"2 — 7*x + 8
La potencia también se puede escribir como **.
Ejemplo: 2*x**2 — 7*x + 8

sqrt Para la raiz cuadrada. Ejemplo: sqrt(x"3 + 7)

Ademads, Maxima ya tiene implementada algunas constantes
que nos pueden resultar muy utiles como:

%PI es el numero Tt.
%e es el numero e.
%i indica el complejo puro.




En la Imagen 4 hemos utilizado las anteriores operaciones
entre expresiones algebraicas y constantes, observando en la
salida correspondiente la operacion realizada o la expresion
algebraica resultante.

[+ T
Archivo  Edtar er Termenal Solapas  Ayada
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This 1% & develapeant version of Maxima, The function Bog repart()
provides bug reporiing Inforsation.
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Imagen 4: Operaciones entre expresiones algebraicas y constantes

Como venimos indicando, Maxima es una herramienta muy
potente y muy versétil para utilizarla en el aula de matemati-
cas, por lo que podemos intuir que, dado el funcionamiento
que hemos contemplado a lo largo del texto anterior, la apli-
cacion dispone de una gran cantidad de comandos que pue-
den dar respuesta a los distintos célculos simbdlicos que nos
podemos plantear, disponiendo ademds de una serie de para-
metros con los que poder configurar o que sirven de comple-
mento a muchos de esos comandos. Asi, Maxima sirve como
herramienta para resolver ejercicios relacionados con opera-
dores, expresiones, simplificacion, graficos, nimeros y fun-
ciones de punto flotante, contextos, polinomios, constantes,
logaritmos, trigonometria, funciones especiales, polinomios
ortogonales, limites, diferenciacion, integracion, ecuaciones,
ecuaciones diferenciales, cdlculo numérico, estadistica,
tablas, matrices y dlgebra lineal, espacios afines, tensores,
ctensores, series, teoria de numeros, simetrias, grupos...
Maxima posee ademds un entorno de programacién con fun-
ciones logicas que nos permite realizar multiples acciones a la
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hora de afrontar la resolucién de un problema e incluso reali-
zar operaciones de célculo simbdlico compuestos a través de
una Unica expresion.

Dado que seria imposible recoger ejemplos para todos los
comandos que posee Maxima, hemos recogido algunos sola-
mente que muestren la guinda de este pastel. Asi, en la
Imagen 5 podemos observar algunos de esos ejemplos.

Srchee [diar Yer Termnal Soligas Auda
parianofeatessticsid: -5 saxing

Haxima 5.13.8 hitp://maxisa. sourceforge.net

[ising Lisp GNU Common Lisp [G0L) GCL 2.6.8 (aka GOL)

histributed wnder the GMU Public License. See the file COPYING.
pedicated to the mesory of William Schelter.

fhis is a development wersiom of Maxima. The function bug report()
hrovides bug reporting information.
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Imagen 5: Algunos comandos con Maxima

En la imagen 5 observamos algunos comandos de Maxima
que hemos utilizado para efectuar célculos simbdlicos.
Analicemos las distintas operaciones que se recogen en esta
imagen:

a) Para comenzar hemos definido ¢ como la potencia quinta
de la expresién (r + v), pero desarrollada. Para definirla, en
lugar del simbolo igual hemos utilizado los dos puntos que
es la sintaxis correspondiente para asignarle a una variable
una expresion o un valor constante. Y para indicar que
debe efectuar la operacién hemos utilizado el comando
expand, colocando al final el punto y coma (;) para finalizar
el comando:

t:expand((r + v)"5);

Como resultado hemos obtenido la salida (%01)
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b) Nos planteamos ahora calcular la derivada de la expresion

obtenida en el paso anterior, respecto a la variable v. Dado
que la expresion anterior se llama ¢ utilizaremos el siguien-
te comando:

diff(t,v);

Con esta accién obtenemos la salida (%02). Debemos tener
en cuenta que también podriamos haber escrito el coman-
do de la siguiente forma:

diff(%o1v);

ya que la expresiéon que pretendemos derivar es la obteni-
da como salida (%o01).

Posteriormente hemos realizado la factorizaciéon de la
expresion obtenida en la salida (%02). Para ello utilizamos
el siguiente comando:

factor(%02);

Obteniendo la salida (%03).

d) En el siguiente paso calculamos el coseno del namero .

e

)

Para ello utilizamos
cos(%pi);

La salida que hemos obtenido en este caso es (%04) que nos
indica que la operacién tienen como resultado —1

Para calcular la integral indefinida de una funcién utiliza-
mos el comando integrate. En este caso vamos a realizar la
integral, respecto a la variable m de la funcién:

,
1+m’

Para hacer esto utilizaremos el comando

integrate(r/(1 + m"3),m);
También podriamos haber realizado la operacién en dos
pasos. Escribiendo primero la funcidén, asignindole un
nombre, por ejemplo /. Posteriormente habriamos realiza-

do la integral con el comando

integrate(h,m);

f) Con Maxima también podemos resolver sistemas de ecua-

ciones lineales. Para hacer esto utilizaremos la orden lin-
solve. Por ejemplo, para resolver el sistema de ecuaciones

2x+4y=7
2x+by=13

utilizaremos el comando

linsolve([3*x + 4%y =7, 2*x + b*y = 13], [xy]);

g)

Z

Aqui le indicamos que resuelva el sistema anterior en el
que las variables son x e y.

Con Maxima también podemos resolver ecuaciones no
lineales. Para ello, vamos a calcular primero un polinomio
con raices enteras. En este caso volvemos a utilizar el
comando expand que ya utilizamos en el apartado a).
Vamos a calcular un polinomio cuyas raices sean 3, -2 y 4.
Para esto utilizaremos el siguiente comando

expand((x — 3)*(x + 2)*(x — 4));
Este comando ha dado como salida la (%07)

Ahora nos planteamos calcular las raices del polinomio
anterior. Para ello vamos a resolver la ecuacién, con varia-
ble x, que se obtiene al igualar el polinomio anterior a cero.
El comando que utilizaremos serd:

solve(%07=0,x);

Observamos que nos proporciona las raices del polinomio
en la salida (%08).

Aunque hemos calculado las raices de un polinomio del
que previamente conocfamos las raices y sabiamos que
eran numeros enteros, con este comando podemos calcu-
lar las raices de cualquier polinomio. El comando nos pro-
porciona todas las raices, incluso las complejas.

i) Por dltimo, en la imagen 5 hemos realizado los pasos nece-

sarios para resolver un sistema de ecuaciones no lineales.
El sistema de ecuaciones que nos hemos propuesto resol-
ver es el siguiente:

X +3x+)* =4
2x+2xy =3

Para resolverlo hemos definido cada una de las ecuaciones
que compone el sistema no lineal. A la primera ecuacién la
hemos denominado equ! utilizando el siguiente comando:

equl: x"2 + 3% + y"2 = 4;

Esto nos ha proporcionado la salida (%09). Posteriormente
hemos denominado equ2 a la segunda ecuacién utilizando
el comando:

equ2: 3%x — 2%x*y = 3;

Este comando nos ha proporcionado la salida (%010).
Ahora ya estamos en disposicion de resolver el sistema de
ecuaciones. Volvemos a utilizar el mismo comando que en
expresiones anteriores:

solve([equl,equ2]);




Podriamos haber utilizado un comando mads directo que
recogiera los tres pasos anteriores en un unico paso. El
comando que deberfamos haber escrito en este caso seria:

solve([x"2 + 3* + y"2 = 4,3% — 2*%*y = 3]);
Otra forma de resolverlo hubiese sido con el comando
solve([%09,%010));

Hagamos de la forma que lo hagamos, el comando nos pro-
porciona como salida las cuatro soluciones posibles que
tiene el sistema de ecuaciones.

Hasta aqui hemos recogido una pequefia muestra de los
comandos con los que cuenta esta aplicacién y la forma de
utilizarlos. Pero como venimos insistiendo a lo largo de todo
el texto, Maxima es una completisima y potente aplicacién
para el célculo simbdlico, por lo que cuenta con numerosos
comandos que podemos utilizar. En la siguiente direccién
podemos obtener un manual de la misma:

http://maxima.sourceforg.net/docs/manual/es/maxima.pdf

El anterior manual ocupa 4.95Mb y tiene una extension de 878
paginas, lo que nos puede dar una idea del potencial que se
esconde detras de Maxima, un software que nos ofrece ade-
mas, la posibilidad de programar nuestros propios comandos.

El potencial y robustez de Maxima ha ido creciendo con la
evolucién de sus versiones, pero este potencial se vefa mer-
mado por lo complicado de su utilizacién ya que se necesita-
ban conocer numerosos comandos para poder sacarle partido
a la misma. Tal como hemos podido comprobar, Maxima no
tiene nada que ver en lo que a gréficos se refiere, con aplica-
ciones que se utilizan actualmente como las que hemos anali-
zado en otras ocasiones en esta seccion.
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Para dar solucidn a este problema, paralelamente al desarro-
llo de Maxima se fue trabajando sobre un entorno gréfico que
facilitara el uso de de este software. El primero de estos pasos
se denomina Xmaxima, que es una implementacién de
Maxima basada en TCL/TK que puede ejecutarse en entor-
nos Unix, Linux y sistemas propietarios y que esta bajo licen-
cia GNU-GPL.

Posteriormente, el trabajo sobre el entorno gréfico de
Maxima evoluciond hasta el actual Wxmaxima.

Wxmaxima es el entorno grafico basado en wxwidgets.
Wxmaxima se debe instalar después de tener instalado en nues-
tro equipo Maxima, aunque en versiones mas recientes, como
la 5.17 de Maxima, las dos aplicaciones se instalan a la vez.

El funcionamiento de Wxmaxima y el potencial de este nuevo
entorno serd objeto de esta seccion en el siguiente nimero de
SUMA.

Con este recorrido hemos podido entrever la gran potenciali-
dad que nos ofrece esta aplicacién. Un software cuya intro-
duccién es recomendable comenzar a realizarla en 4° de ESO

y que es muy ttil en bachillerato y en niveles universitarios.

MatemdsTIC R

Sobre este mismo tema ver SUMA 60, pp. 7-20 [N. de la R.]

FICHA EDUCATIVO - TECNICA

Nombre Maxima

Sistema Aunque es una aplicacién propia de Linux y para cada distribucién cuenta con el archivo de instalaciéon
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Piero di Benedetto d’Franceschi
(1416¢ca -1492), conocido como
Piero della Francesca, era
natural de Borgo Sansepolcro, un
pueblo pequerio en el alto Tiber.
Ademads de pintor fue
matemdtico y realmente
combiné ambas profesiones,
ilustrando con dibujos

sus libros de matemadticas y
valiéndose de las matemdticas
en su trabajo de pintor.

En este cuadro esa simbiosis es
patente, aunque, al mirarlo con
ojos matemadticos nos llevaremos
mds de una sorpresa.

En la Pala di Brera

nada carece de intencion;

estd llena de engarios visuales

y de guifios matemdticos.
Trataremos de desvelar al lector
algunos de ellos, referentes al
espacio, en esta entrega de

Arte con ojos matematicos,
dejando para la siguiente los
relativos a la luz .

Pala di Brera o Sacra Conversazione, Piero della Francesca,
ca. 1472, Pinacoteca di Brera, Mildn

Francisco Martin Casalderrey
IES Juan de la Cierva (Madrid)
fmc@revistasuma.es
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iero matematico

De la vida de Piero se sabe poco. Vasari en Le vite dice de él:

Piero estudié matemadticas en su juventud; y, aunque desde
los quince afios se habia encaminado a la pintura, nunca
abandond el estudio de esta ciencia. [...] Fue Piero un gran-
disimo estudioso del Arte, se ejercité mucho en la pers-
pectiva, y alcanzé un altisimo conocimiento de Euclides.
Comprendié mejor que todos los demds gedmetras el tra-
zado de los giros de los cuerpos regulares, y las mejores
explicaciones que sobre estos asuntos que existen, provie-
nen de su pluma.

Naci6 en el Borgo Sansepolcro (Toscana) en la segunda década
del Quattrocento. En una familia relativamente acomodada
dedicada al comercio. Su padre fue por dos veces concejal de
Sansepolcro. Debi6, por tanto, Piero, como era habitual entre
los hijos de los comerciantes, acudir a una scuola dabacco,
donde aprenderia rudimentos de aritmética, geometria y un
poco de dlgebra y contabilidad.

Sus estudios como pintor, parece que empezaron Como
aprendiz en algun taller en su pueblo natal, hasta que sus
capacidades personales superaron el estrecho marco geogra-
fico de su entorno y tuvo que viajar a Florencia y a otras cor-
tes italianas renacentistas. Viajé también a Roma, donde tra-
bajo al servicio del Papa Pio II, pero sus frescos en las estan-
cias vaticanas, fueron destruidos poco tiempo mds tarde,
durante el pontificado de Julio II, para ser sustituidos por los
de Rafael.

Su obra artistica fue poco conocida y estudiada hasta practi-
camente el siglo XX. En los noventa se restauraron sus fres-
cos del Ciclo de la Vera Cruz de la Basilica de San Francisco
en Arezzo, que son una auténtica maravilla.

Fue maestro y amigo de Luca Pacioli, el autor de la Summa de
arithmetica geometria proportioni et proportionalita (1494) y
De Divina Proportione (1497) natural también de Sansepol-
cro, al que, como veremos retratd en la Pala Montefeltro, en
el papel de San Pedro Martir de Verona.

En sus ultimos afos, con la vista ya muy escasa, redacté los
tres libros matematicos que han llegado hasta nuestros dias:
De prospectiva pingendi, Trattato dabaco y De quinque cor-
poribus regularibus; aunque Vasari afirma que escribi6
muchos otros que no nos han llegado.

De prospectiva pingendi, es un expéndido tratado de cémo
dibujar en perspectiva, no s6lo un paisaje o un interior arqui-
tectdnico, sino incluso la figura humana.

El Trattato dabaco, segiin confiesa el autor en la introduc-
cién, no fue escrito para su uso en una escuela de dbaco, sino

a peticién de sus amigos, probablemente, artesanos como él
de la pintura. Por lo demds su estructura es similar a la de
otros tratados de dbaco, con una unica novedad muy signifi-
cativa: el peso de la geometria es mucho mayor de lo habitual.
De hecho, 48 de las 127 paginas estdn dedicadas a ella.

En el &mbito meramente aritmético el Trattato dabaco puede
servir de muestra de otros tratados de la época. Veamos como
ejemplo como introduce la regla de tres:

Siete varas de tela cuestan nueve libras, jcudnto costaran
cinco varas?

La libra era una moneda de la época, cuyo nombre derivaba
del antiguo valor de una libra (de peso) de plata. Cada libra
florentina estaba dividida en 20 sueldos, y estos en 12 dineros,
exactamente como las libras esterlinas, divididas en 20 cheli-
nes y estos en 12 peniques, hasta la reforma decimal de 1971.
La respuesta al problema es la siguiente:

Deberds hacer esto: multiplica la cantidad que desees saber
por lo que cuestan las siete varas de tela, que eran 9 libras,
esto es 5 por 9, que hacen 45; divide después el resultado
por 7, obtendrés 6 libras y te restaran 3 libras; conviértelas
en sueldos y obtendras 60, dividelos por 7, te dara como
resultado 8 sueldos y te restardn otros 4; trasférmalos en
dineros, eso hace 48; divide otra vez entre 7, el resultado es
6 dineros y 6/7. Por tanto tendras que 5 varas de tela a ese
precio costaran 6 libras 8 sueldos 6 dineros y 6/7.

En el Libelus de quinque corporibus regularibus retoma
muchos de los problemas geométricos del tratado de dbaco,
pero, en algunos casos, de manera mas desarrollada y com-
pleta. El objetivo central de este libro es el estudio de los cinco
sélidos platonicos: el tetraedro, el cubo, el octaedro, el icosae-
dro y el dodecaedro.

Los problemas presentados en este tratado son del tipo:

Tomemos un cuerpo esférico cuyo didmetro mida 7.
Quiero poner en él una figura con cuatro caras triangula-
res equildteras, de manera que cada vértice toque la cir-
cunferencia [sic]. ;Cudnto medirdn las aristas?

Como aproximacién de m usa 22/7. Estudia también en el
Libelus seis de los trece poliedros arquimedianos.

Como vemos, Piero, ademds de un pintor excelente, fue un
matematico de cierta altura en el contexto de su época, y aun-
que esta faceta de su vida sea mucho menos conocida para el
gran publico, era obligado hacer referencia a ella en esta sec-
cién por ser SUMA una revista sobre la ensefianza y el apren-
dizaje de las matematicas.

Ademads, como veremos, sin esta consideraciéon no se podria
entender la obra artistica de Piero della Francesca en su con-
junto, ni de la Pala di Brera, objeto central de este articulo, en
particular.



La Pala di Brera

El cuadro de Piero titulado Sacra conversazione o Pala Monte-
feltro, viene denominandose unanimemente desde el ochocien-
tos Pala di Brera, por encontrarse en la actualidad, y desde las
requisiciones napolednicas, en la Pinacoteca de Brera, en Mildn.

Observandolo, vemos un espacio arquitecténico de estilo cla-
sico representado en perspectiva cénica central, casi absoluta-
mente simétrico, en su disposicién. Destaca lo que parece ser
el dbside de una iglesia que en una primera impresion parece
de planta semicircular. Los arcos de los lados, nos hacen pen-
sar en una planta de dos naves perpendiculares. El dbside se
cubre con una béveda de candn cubierta de casetones. La
béveda termina en un cascarén a cuarto de esfera, cubierto
interiormente por una concha de vieira gigante, desde la que
pende sostenido por una cadena dorada un huevo.

También aparentemente en semicirculo, se disponen nueve
personajes agrupados que rodean a la Virgen, que sentada en
un trono, con las manos juntas, sostiene sobre el regazo al
Nino, que relajadamente distendido parece que duerme.

La composicién de los personajes resalta la simetria de la
arquitectura y la rubraya; la Virgen junta las manos y nos mira
frontalmente resaltando el eje vertical. Los restantes persona-
jes se reagrupan en dos trios de santos y otras dos parejas de
angeles, dispuestos también de manera simétrica con respec-
to al eje central. La simetria sélo se rompe, de una manera
muy marcada, en la disposicion del donante, arrodillado a la
derecha en el primer plano. Se trata de Federico de Monte-
feltro, Duque de uranio, personaje controvertido, apasionado
y apasionante de la Italia del Quattrocento, vestido con una
armadura de gala y como en todos sus retratos, de perfil, ya
que habia perdido el ojo derecho y parte del entrecejo en un
torneo. La asimetria en la disposicion de Federico resalta por
ausencia la reciente muerte de su mujer Battista Sforza, pocos
meses después del nacimiento muy esperado de su primer
hijo varén, Guidobaldo. La critica no se pone de acuerdo en la
datacion del cuadro, aunque la mayoria de los autores lo
situan entre 1472, afio del nacimiento de Guidobaldo y 1474.

La palabra pala en italiano, hace referencia a un cuadro de
altar, y la de Brera parece ser que estaba destinada en un pri-
mer momento a la iglesia de San Donato degli Osservanti,
donde fue enterrado Federico, para trasladarse a la iglesia de
San Bernardino, concebida como mausoleo para los Monte-
feltro, una vez que ésta fue acabada. El traslado a Mildn, sede
actual, se realizé en 1811, en las requisiciones hechas por
Napoledn, en las que participé el matemdtico Gaspar Monge.

Los santos son, de izquierda a derecha, San Juan Bautista,
patrono de Battista Sforza, San Jerénimo y San Bernardino de
Siena, de la orden franciscana, canonizado en 1450; en la dere-
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Pala di Brera, Piero della Francesca, Pinacoteca de Brera Mildn
(detalle). De izquierda a derecha, San Francisco, San Pedro
Martir (retrato de Luca Pacioli) y San juan Evangelista

cha estdn San Francisco, mostrando sus estigmas, San Pedro
Martir de la orden dominicana, con la herida en el crdneo que
le caus6 su asesino, y San Juan, con su evangelio en la mano.

Sabemos que el rostro de uno de los santos retrata a un amigo
de Piero. Se trata de fra Luca Pacioli, otro importante matema-
tico renacentista. Los rostros de los dngeles, al contrario que los
de los santos, resultan mucho menos realistas, probablemente
era mas dificil encontrar caras de amigos a los que retratar
como dngeles y Piero los crea de su propia imaginacion, vis-
tiéndolos con telas lujosas, decoradas con joyas variadas.

Simbolicamente el cuadro establece un paralelismo entre la
arquitectura representada y los personajes. Asi la Virgen, en el
centro, se identifica con el edificio que simbdélicamente repre-
senta la Iglesia, como comunién de los fieles. Ademads, las
cabezas de los santos estdn dispuestas en correspondencia
con los pilares corintios acanalados del edificio y los dngeles
con los paneles de marmol que decoran el dbside, de los cua-
les, el central, de porfido, es el inico que vemos de frente y se
sitlla exactamente detrds de la Virgen.

Por ltimo estd la concha y sobre todo el huevo que, en el plano
de la imagen, pende sobre la cabeza de la Virgen. Parece ser que
no era extrafo en las iglesias colgar huevos de avestruz, objeto
extrafio que podia atraer la atencién de los visitantes, simbolo
segun algunos de la virginidad y segtin otros de la Iglesia.
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Con ojos matematicos

Empecemos a mirar con ojos matemdaticos y comencemos
analizando el espacio delimitado por la arquitectura que
vemos en el cuadro. Aprovechdndonos de la simetria haremos
el trazado de la mitad izquierda, para luego duplicarlo de
forma especular sobre la derecha. El resultado aproximado es
el siguiente (ver figuras 1y 2).

El soporte estd formado en la actualidad por ocho tablas de
madera dispuestas horizontalmente, pero parece demostrado
que originariamente el nimero de tablas era nueve. Podemos
suponer, sin por ello dar mucho margen al error, que el cua-
dro era, por tanto, de una altura aproximada de 9/8 de la
actual.

Figura 1. Trazado de la arquitectura de la Pala di Brera,
con el punto de fuga

Observando el proceso vemos que la simetria del edificio
representado es total, con excepcion hecha de una estrecha
franja en el lado derecho, que en la figura 2 viene marcada por
las lineas arquitecténicas que sobresalen del contorno del cua-
dro. Se sabe, a raiz de la restauracion llevada a acabo en 1982,
que las dimensiones del cuadro original fueron recortadas en
todos sus lados, pero fundamentalmente en la parte inferior.

Figura 2. Complecidén por simetria del trazado de la
arquitectura de la Pala di Brera

Si observamos en detalle los arranques de los arcos que se ven
sobre las molduras en los dos laterales, veremos que no pue-
den corresponder a la parte final de los que vemos en escorzo
a ambos lados, sino que son los extremos de un nuevo arco,
paralelo a los del dbside y al plano de la imagen, que hemos
completado en las figuras 1 y 2. El recorte en los laterales y en
la parte superior, serian, en nuestra opinién mucho menores



y probablemente ocasionados sélo por el normal deterioro de
los cantos sufrido en los traslados. El inferior, sin embargo,
corresponderia a una tabla entera.

La reconstruccion de las medidas originales.
Una hipétesis

Las medidas actuales de la tabla son 170 cm x 250 cm. Si aia-
dimos en vertical 1/8 del total obtendriamos unas medidas de
170 cm x 281 cm, faltando por considerar los recortes latera-
les y superiores. Es razonable pensar, al menos, en el terreno
de la hipétesis, que al encargar la tabla al carpintero se le die-
ran una medidas determinadas, y que probablemente una de
las dos se expresase en un numero entero de unidades de
medida. Pues bien, la unidad de medida de longitud usada en
esa época era el braccio fiorentino, que equivale a 58,36 cm.

Expresadas las medidas en brazos florentinos vemos que la
anchura corresponde practicamente a tres brazos florentinos
(175,08 cm) y, multiplicando esta altura por el niimero dureo,
@, obtendriamos 283,29 cm. La coincidencia numérica hace
bastante plausible la hipétesis. En ese caso, el cuadro original
serfa un rectangulo dureo de tres brazos florentinos de ancho,
que habria sufrido un recorte de aproximadamente un octavo
de su altura total en el lado inferior, un par de centimetros en
el borde superior y otros recortes similares a ambos lados,
algo mayor el de la derecha (figura 3).

El espacio en la pala de Piero della Francesca

La perspectiva matematica, inventada poco tiempo antes por
Brunelleschi y descrita por primera vez por Leon Battista
Alberti en De pictura y afos después por el mismo Piero della
Francesca en su De prospectiva pingendi, alcanza un grado
altisimo de perfeccién en la concepcion del espacio en el que
se desarrolla la escena de la Pala Montefeltro. Intentaremos
deshacer el proceso de seguido por Piero, para, de esta manera
recomponer el espacio que vemos representado en el cuadro.

El proceso de representacion en perspectiva no es siempre
inversible; es necesario para poder deshacerlo valerse de unos
ciertos recursos y poder tener algiin dato sobre lo representa-
do. Necesitamos en primer lugar encontrar en la imagen un
cuadrado que se sitie en un plano perpendicular al plano de
la imagen es decir paralelo al suelo en un plano horizontal.
Uséndolo podremos tomar medidas en los planos en profun-
didad, paralelos al del cuadro, determinar el punto de vista, es
decir, la distancia a la que se debe situar el espectador para
poder ver el cuadro de manera que la perspectiva resulte rea-
lista. Podremos también determinar la planta de la iglesia que
vemos y la situacion relativa a ella de los personajes represen-
tados.
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1. La peana sobre la que estd el sitial de la Virgen es un cua-
drado. Observemos la plataforma en la que se encuentra el
sitial de la Virgen. Esta cubierta por una alfombra que
hemos reproducido en la figura 4. La alfombra, orlada por
una cenefa estrellada, tiene dibujada una estrella de ocho
puntas formada por dos cuadrados entrelazados que entre
si forman un angulo de 45°. Si observamos la distancia de
los vértices visibles de esa estrella en el lado izquierdo de la
imagen y en el frontal, veremos que la separacién de la
cenefa es aparentemente la misma. Por simetria, hemos de
suponer que la alfombra es cuadrada. Pero si nos fijamos,
la cenefa cuelga por delante en su totalidad, mientras que a
los lados, casi media cenefa se encuentra sobre la peana de
la virgen. Podria esto hacernos pensar que la plataforma

Figura 3. Medidas originales probables de la Pala di Brera,
formando un rectdngulo dureo
de tres brazos florentinos de anchura,
es decir unos 175 cm x 283 cm,
eso significarfa que ha sido recortada en unos 33 cm en altura
y unos 5 en anchura
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Figura 4. Reproduccién de la alfombra bajo el sitial de la Virgen
en la Pala di Brera

sea rectangular, pero, si analizamos que al estar ésta unida
al suelo del presbiterio, la alfombra no puede colgar por
detrds, necesariamente y aun siendo ambas, peana y alfom-
bra cuadradas, el trozo que cuelga por delante ha de ser
mds que el que cuelga a cada lado. Por tanto, podemos afir-
mar que la Virgen se encuentra sobre una peana cuadrada.

El punto de fuga estd sobre el rostro de la Virgen. Esto es
facilmente observable prolongando lineas perpendiculares
al plano del dibujo y observando dénde se cortan. En la
figura 1 hemos usado la de la arista de la cornisa que bor-
dea el dbside y reaparece en el lado izquierdo de la imagen,
y una de los lados de la peana sobre la que estd sentada la
Virgen. En la figura 5 lo hemos sefialado con la letra O.

III. El eje de simetria del cuadro, divide la peana de la Virgen

en dos partes iguales. Esto es obvio, ya que la arista frontal
de la peana, es paralela al plano del dibujo, y la linea que
pase por su punto medio y por el punto de fuga, es decir el
eje de simetria del cuadro, es la mediatriz de dicha arista.

IV. Dividimos la peana en cuatro. Para ello, trazamos la diago-

nal, figura 5, y una paralela a la arista frontal por el punto de
interseccion de la diagonal y el eje de simetria. Es decir,
sabiendo que ABCD es un cuadrado, trazamos la diagonal
AC, que corta al eje central en Py trazando una paralela a
AB por P obtenemos MN. Los cuadrilateros ASPM, BNPS,
CQPN y DMPQ son todos cuadrados e iguales.

Ajedrezado del suelo. Usando ahora uno de estos cuadra-
dos, por ejemplo CQPN, y trazando una diagonal, pode-
mos formar una reticula de cuadrados sobre el suelo. El
resultado del proceso lo podemos ver en la figura 6, en la

Figura 5. Particién en cuatro cuadrados de la peana de la Virgen

que hemos cuadriculado el plano en el que se encuentra el
presbiterio usando como tesela el cuadrado de la peana de
la Virgen.

VI. Medicién del Espacio. El proceso anterior nos permite

medir distancias en el espacio. Para usar como medida la
peana de la Virgen observemos que San Juan Bautista, el
primero de los santos por la izquierda mide 3/2 del lado de
dicha peana. Si atribuimos una medida al santo de 175 cm,
entonces, el lado de la peana seria de 116,7 cm, que es
aproximadamente dos brazos florentinos.

Las medidas totales, expresadas en brazos, serian aproxi-
madamente las siguientes (figura 6): La nave mide de an-
chura 8 brazos florentinos; la longitud visible la podemos
dividir en varios tramos; el mas cercano a nosotros mide,
desde el borde del cuadro original, hasta la linea que deli-
mita el presbiterio, 6 brazos; el tramo comprendido entre
la linea del presbiterio y la mas cercana del cruce de la nave
y el crucero es un cuadrado de 8 brazos de lado, al igual
que el cuadrado delimitado por el cruce de las naves; el
espacio situado debajo de la béveda de casetones mide 10
brazos de longitud por 8 de anchura y el abside en profun-
didad mediria algo mas de 2 brazos. El espacio total resul-
tarfa asi mucho mas profundo de lo que aparenta y mucho
menos monumental por su anchura y su altura.

Las medidas resultan por tanto sorprendentes. Por ejem-
plo, la anchura de la nave mediria sélo 467 cm, el huevo,
estarfa a una distancia horizontal de la cabeza de la Virgen
de 26 brazos, es decir, unos 15 metros. El didmetro de este
ultimo seria de 23 c¢cm, lo que confirmaria que es un huevo
de avestruz.



frmmm oo 1

Figura 6. Esquema de la arquitectura representada en la Pala de Brera.
En trazo azul las lineas en el interior del cuadro,
el rectdngulo azul delimita las dimensiones actuales,
el rectdngulo rojo las posibles dimensiones del cuadro originalmente,
en gris se ha prologado hacia arriba la arquitectura,
por ultimo, las lineas verdes a trazos, prolongan hacia el frente
el plano del suelo del presbiterio y la plataforma de la Virgen,
hasta el limite de las dimensiones originales

VII El ébside no es semicircular. En efecto, como ya hemos
sefialado el dbside mide algo menos de 2 brazos de profun-
didad mientras que de achura mide 7, ya que el arco que lo
define tiene medio brazo de anchura. Resulta asi semielip-
tico, con ejes de 7 y 2,15 brazos, Lo que supone que la elip-
se sea inscribible en un rectangulo dureo. Figura 7.

VII La Virgen mide mas de dos metros de altura. Hemos toma-
do como medida de San Juan Bautista 1,75 metros. San
Juan y la Virgen, se encuentran aproximadamente en el
mismo plano, paralelo al del dibujo. Una persona sentada
en una silla disminuye su altura en un 20% aproximada-
mente, variando poco este porcentaje con la altura de la
silla y, puesto que la cabeza de la Virgen sobresale sobre la
linea de las de los santos, aun considerando que éstos se
encuentran en un plano unos 15 cm mas bajo que el del

SUMA 61
Junio 2009

-J

Figura 7. Reconstruccién de la planta del dbside
en la Pala di Brera

sitial de la Virgen, ésta medirfa en proporcién 2,08 m de
altura. Aunque pase desapercibido a simple vista, la Virgen
es desproporcionadamente grande en relacién con los san-
tos. Obviamente Piero sigue también en este cuadro la tra-
dicién medieval, que establece la jerarquia en la composi-
cién en relacién con el tamario con el que los personajes
son representados. Los dngeles, por el contrario resultan
ser muy bajitos, poco mas de 1,50 m.

IX Reconstruccion de la planta. Estamos ya en condiciones de

reconstruir la planta del espacio escénico representado en
la Pala Montefeltro. De acuerdo con los datos anteriores, la
planta seria aproximadamente la siguiente, figura 8.

Como ya hemos senalado las dimensiones sorprenden; el
espacio, que parecia mucho menos profundo resulta ser
enorme, de 20 m; la anchura es de medidas casi domésticas,
no alcanzando siquiera los cinco metros.

Determinacién del punto de vista. En su De prospectiva pin-
gendi, escrito en la misma época en que pint6 la Pala, Piero
establece las reglas de la perspectiva matematica. En esencia,
éstas no difieren de las de Alberti en su De pictura (1436), ni
de las que defini6 a principios del Quattrocento Brunelleschi.

El proceso propuesto es el siguiente. Queremos representar
en el plano del dibujo ABCD un cuadrado perpendicular a él
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y de las mismas dimensiones, de la manera en la que se veria

desde un punto V;, situado sobre la perpendicular al plano

ABCD por O. Alargamos el plano ABCD hacia uno de sus 0
lados y dibujamos, en la horizontal que pasa por O, un punto

V’ de manera que OV sea igual a OV Trazamos la linea V'B

que corta a AD en P; por P trazamos una horizontal que

cortaa OA y OB en los puntos A’y B! El trapecio ABBA es la

representaciéon buscada del cuadrado .

C D

/ -7
/ AN "

B A
Figura 9. Método de representacién en perspectiva propuesto
por Piero en De prospectiva pingendi

Aplicando este proceso de manera inversa a la Pala de Brera, o® %o
obtenemos la figura 10, que fija el punto de vista a una dis- G0 @ o°
tancia aproximada de 5,8 m, es decir 10 brazos florentinos. o @

En la siguiente entrega terminaremos el analisis matematico
del cuadro, mirando en él la luz con ojos matematicos. Figura 8. Reconstruccién de la planta
en rojos ubicacién aproximada de los santos,
en azul oscuro la Virgen y en azul claro los dngeles;

ARTE CON OJOS MATEMATICOS & el huevo de avestruz aparece en blanco

Figura 10. Determinacién del punto de vista en la Pala de Brera, siguiendo el método de Piero della Francesca
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través de la ventana la ciudad aparece conexa y
cubriendo el mundo entero —Trude—, pero al salir a la calle
veo rectangulos de cielo entre los edificios contiguos de cada
manzana reticular —Zora—. El cardcter conexo de la ciudad
era s6lo aparente, las casas y rascacielos no se adosan a sus
vecinos, sino que mantienen una separaciéon minima que les
permita vibrar sin peligro durante un seismo. En el paseo me
despisto. Pensaba haber salido ya de la ciudad, pero todavia
estoy en ella —Zoe—. Supongo que atravieso limbos impercep-
tibles buscando un centro inexistente o ubicable en cualquier
lugar —Pentesilea—. Desciendo las escaleras que conducen al
metro y otra ciudad aparece bajo tierra —Argia—, mas bulli-
ciosa si cabe que la de arriba. El mapa de estaciones y reco-
rridos reproduce en el plano un ovillo tridimensional
—Zobeida— que recorren a diario millones de personas. Esta
salpicado de signos indescifrables que, en lugar de ayudarme,
inducen a engafio —Ipazia—. Cuando vuelvo a emerger a la luz
del dia me encuentro un panorama similar. Inconsciente-
mente elaboro relaciones de equivalencia —Zirma— para
poder fijar imdgenes, ideas y cosas en mi memoria.

Durante los ultimos instantes de vigilia admito haber vivido la
contradiccion esencial del viajero: temer y anhelar sentirse
perdido. La antigua Edo no es una, sino muchas ciudades a un
tiempo —Eutropia—. Ni desde cien metros de altura se ven sus
confines. Una metrépoli real en la que coexisten muchas ciu-
dades invisibles y cuya extrema complejidad suaviza una
excelente gestion de la cantidad. Una gestion regida por leyes
cuyo conocimiento aliviard el despiste del visitante: ...el dia

En las ciudades invisibles X

que llegue a conocer sus leyes poseeré finalmente mi imperio,
aunque jamds consiga conocer todas las ciudades que contie-
ne’ —Kubali Jan—. Descubrir un sistema coherente y armonio-
so por debajo de las infinitas deformidades y desarmonias
—Kublai Jan— alivia al visitante y la ciudad le recompensa con
un tiempo y un espacio libres de infierno.

En otras ciudades asidticas el cumplimiento de las reglas no
escritas no garantiza un espacio y un tiempo sin agobio.
¢Significa eso que sus leyes no son realmente identificables?
¢Acaso inexistentes? ;Qué ley asegura la identificacidon de las
demas? El infierno reside ahi, donde el aprendizaje no asegu-
ra la ciudadania.

Esta es la dltima visita a las ciudades invisibles. Pero antes de
abandonarlas recapitulemos el viaje con relacion a tres carac-
teristicas. Primero, relacionar la obra con las matemadticas.
Segundo, ver que algunas interpretaciones artisticas de las
ciudades invisibles también se han basado en aspectos mate-
maticos del texto. Por dltimo, senalar el potencial educativo
de esta obra de [talo Calvino.

Diseno y maquetaciéon FMC

Miquel Alberti Palmer
1ES Vallés, Sabadell
ciudadesinvisibles@revistasuma.es
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Las ciudades invisibles y las Matemdticas

n las interpretaciones realizadas el referente principal
fue la lectura de términos, conceptos e ideas matematicas pre-
sentes en el texto. El otro fue la inspiracién matemética infun-
dida por el texto. Su lenguaje salpicado de conceptos matema-
ticos hace visible lo invisible y verosimil lo irreal. Una posible
conclusion es que tal vez las ciudades de las que habla Calvino
sean invisibles, pero no por ello son imaginarias. Ni irreales.

De la lectura mds literal y
objetiva y la mds libre e
interpretativa, se derivan
modelos matemdticos para
cada ciudad. Los primeros
son directos, sacados del
texto; los otros, indirectos,
inspirados por el texto.

De ambos referentes, la lectura mas literal y objetiva y la lec-
tura mas libre e interpretativa, se derivan modelos matemati-
cos para cada ciudad. Los primeros son directos, sacados del
texto; los otros, indirectos, inspirados por el texto. Al des-
arrollar un modelo matematico de una entidad cualquiera, el
matemadtico actiia como el artista. Ofrece una figura o una
férmula que resume los aspectos mas relevantes de su inter-
pretacion. Tanto es asi que mediante las ideas matematicas
del texto es posible elaborar una guia matematica de las ciu-
dades invisibles estructurada en cinco bloques.

Las ciudades y la geometria

Se agrupan en esta serie aquellas ciudades y didlogos en los
que se habla de magnitudes del espacio y de elementos deter-
minados por cuestiones de magnitud: localizacién, longitud,
perimetro, drea, simetria...

Longitud:
Perimetro:
Area:

Hélice o espiral:

Parabola:
Poligonos:

Poliedros:
Figuras circulares:

Cuerpos circulares:
Reticula:

Proyeccion ortogonal:
Simetria:

Vector:

Zaira, Marozia

Isaura, Leonia, Olinda
Olinda

Isidora, Fedora, Zobeida,
Esmeraldina, Andria, IX.b
Esmeraldina

Cloe, Sofronia, Ersilia,
Procopia, IX.a

Zoe, Pentesilea

Anastasia, Moriana, Filides,
Eudoxia, Olinda, 1X.a
Fedora, Zenobia

Zora, Esmeraldina, 1X.a
Isaura

Valdrada, Eudoxia
Diomira, Anastasia, Eufemia, V1.a

Las ciudades y la topologia

Ahora no importa la medida, sino las caracteristicas que deter-
minan la forma (punto, recta, curva). En esas ciudades se plan-
tean algunas dicotomias, como las que conllevan las ideas de
frontera (dentro/fuera), la de continuidad (continuo/discreto)
y el concepto de dimensién.

Punto: Leandra, Olinda, Laudomia
Linea recta: Esmeraldina, Pirra, Eudoxia, 11.b
Linea curva: Isidora, Fedora, Zobeida,
Esmeraldina, Andria, IX.b
Frontera (dentro/fuera): Despina, Zoe, Pentesilea, V1l.a
Conetividad/Continuidad: Eutropia, V.b, Esmeraldina,
Trude, Cecilia,
Laudomia, Pentesilea, IX.b
Continuo/Discreto: Despina, Leandra, V.b,
Laudomia, IX.b
Dimension: Esmeraldina, Moriana,
Pentesilea, V.a

Las ciudades y las relaciones

Se trata de ciudades en cuyos textos aparecen los conceptos
de correspondencia 1-1, diferentes tipos de relaciones (de
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equivalencia, anti reflexiva, de orden), la recurrencia (compo-
sicién de una funcién consigo misma), la interseccién vacia
(particién) o no vacia, y la correspondencia 1-1.

Particién/Interseccién: Isidora, Dorotea, Maurilia,
Laudomia
Relacién y clases: Dorotea, Zirma, Clarisa,
Laudomia
Recurrencia (f°f): Isidora, Zaira, Fedora, Ipazia,
Olivia, Tecla, Laudomia
Relacion 1-1: Isaura, Valdrada, Eudoxia
Combinaciones: Cloe, Zenobia, Esmeraldina,
Lb, IX.a
Cohesion estructural: V.b, VIILa

Una posible conclusion es que
tal vez las ciudades de las que
habla Calvino sean invisibles,
pero no por ello son
imaginarias.

Ni irreales.

Las ciudades y los nimeros

Son ciudades en las que aparecen ntimeros, sucesiones, se
habla de célculos o se plantean cuestiones de numerabilidad e
infinitud.

Cantidades diversas: Diomira, Dorotea, Zora,
Eufemia, Olivia, Filides,
Perinzia, Procopia
Calculos: Zenobia, Cloe, Perinzia, Raisa
Sucesiones numéricas: Melania, Laudomia, Procopia
Finito e infinito: Laudomia
Numerabilidad: Leandra
Limite: IV.a, IX.b

Las ciudades y la 16gica

La logica estd presente a lo largo de todo el texto de Italo
Calvino, pero me refiero en este epigrafe a casos concretos,
ciudades y didlogos, en los que el autor conduce al lector hacia
contradicciones o paradojas, como la autodefinicion. Tam-
bién se incluye aqui la modelizacién perfecta determinada por
una correspondencia 1-1, pues conlleva implicita una para-
doja muy sefialada por Italo Calvino: ;cudl es el objeto y cuadl
el modelo?

Paradoja: Eudoxia, Moriana, Argia,
Lb, IILb, IV.b, VILb
Definiciéon: Tamara, 111.a, VL.a
Cambio de significado: Ipazia, Olivia
Identidad: Eutropia
Objeto y modelo: Olivia, Ersilia, Esmeraldina,
Eudoxia, Perinzia, Andria

De esta clasificacién pueden extraerse las ideas matemadticas
mds frecuentes del texto:

Recurrencia (ff)

Frontera (dentro/fuera)
Conectividad (continuidad)
Paradoja (absurdo, contradiccién)
Relacion 1-1 entre el objeto y su modelo
(entre original y representado)
Figuras circulares (concéntricas)
Curva helicoidal (espiral)

Sélo hay dos sabios matemdticos explicitamente ligados a las
ciudades invisibles: Pitagoras —en Tamara— y Tales —en
Andria—. Sobre sus teoremas se levanta gran parte del cono-
cimiento matemadtico.

La interpretacién matemdtica no es gratuita. Estd confirmada por los
detalles geométricos y cuantitativos del texto y por el propio Calvino
en su Nota preliminar a la edicién castellana de la obra. Ademas, y
como suele ocurrir con obras literarias calificadas como fantasticas, la
légica y el rigor del texto hacen verosimil lo que en un principio pare-
ce fantasia. Pero el lector no debe dejarse enganar por este argumen-
to. Las ciudades invisibles no son fantésticas, sino verdaderas, y reales.
;Quién no vive en Diomira, Isidora, Dorotea, Zaira, Anastasia,
Tamara, Zora, Despina, Zirma, Isaura, Maurilia, Fedora, Zoe ...? W
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Las ciudades invisibles y el Arte. Pedro Cano

Cloe, Pedro Cano

Moriana, Pedro Cano

Laudomia, Pedro Cano

P edro Cano es un artista murciano que tuvo la
oportunidad de conocer a [talo Calvino y que al falleci-
miento de éste recibié el encargo de su viuda de com-
pletar el trabajo que ya habia iniciado sobre Las ciuda-
des invisibles. Sus 55 acuarelas se expusieron en otofo
de 2005 en la Galleria Falteri (Palazzo Vecchio) de
Florencia http://www.falteri./Calvino.html y en marzo

En Cloe, ...lineas unen una figura con otra y dibujan fle-
chas, estrellas, tridngulos ...

Moriana ...no tiene espesor, consiste sélo en un anverso
y un reverso, como una hoja de papel. Es una ciudad
bidimensional. De nuevo no cabe sino aplaudir al artista
al destacar la bidimensionalidad, el espesor nulo, la
complementariedad de un anverso y un reverso de un
objeto corriente extremadamente fino como una hoja de
afeitar. Cano transforma esa hoja en bidimensional
mediante el negativo del color.

Laudomia es la ...ciudad triple, ...cuanto mas aguzan la
mirada menos reconocen un trazo continuo ... los que
van a nacer se presentan puntiformes como motas de
polvo, separados del antes y del después ...las generacio-
nes se sucederan hasta alcanzar cierta cifra y no segui-
ran adelante ...y habrd un dltimo habitante de Laudomia
por nacer ... Cano expresa el caracter puntiforme de los
no nacidos todavia de un modo admirable, ya que por la
interseccién de las dos rectas que trazan el vértice del
reloj de arena ideal sdlo pasa un Gnico punto.
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de 2006 en la Galleria del Leone (Arsenale) de Venecia
http://www.galleriadelleone.com. Varias de sus interpreta-
ciones se dirfan inspiradas por las ideas matematicas del
texto. Las reproducciones presentadas a continuacion
proceden del catdlogo de su exposicién en Florencia:
CANO, P: Le citta invisibili, Edizioni Falteri Grafica,
Milano, 2005.

Zenobia posee ...miradores cubiertos de techos cénicos
... que Cano retrata de forma literal.

Zenobia, Pedro Cano

En Pentesilea ...hace tiempo que avanzas y no ves claro
si estas ya en medio de la ciudad o todavia fuera ...;O
por mas que te alejes de la ciudad no haces sino pasar de
un limbo a otro y no consigues salir de ella? La acuarela
de Cano difumina las intersecciones de los distintos lim-
bos atravesados por el visitante. ;Dénde acaba un limbo
y comienza el siguiente? ;Qué diferencia el interior del
exterior de la Pentesilea del artista?

De Procopia destaca ...un pedazo de cielo azul en forma
de trapecio ... Cano crea el trapecio sin ningin esfuerzo
geométrico, sino con poesia. Basta con retirar la cortina
de la ventana.

Procopia, Pedro Cano
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Las ciudades invisibles y el Arte. Colleen Corradi Brannigan

olleen Corradi Brannigan es una artista italiana que esta finalizando su trabajo sobre las ciudades invisibles. Su obra con-
siste en grabados, acuarelas, litografias y dibujos que pueden verse en www.cittainvisibili.com. Algunas de las ciudades de Corradi
incorporan aspectos matematicos presentes en el texto. Es el caso de Trude, Valdrada, Pentesilea y Olinda.
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:' ,E g-:": ;. E—- :—? ﬁ;ﬂ Trude es una ciudad continua: ...el mundo estd cubierto
Lt @’ = por una tnica Trude que no empieza ni termina ...
- - | i .'F ﬁ\" ;_j’; f Extraordinario el modo en que Corradi interpreta el
TSR R _, texto dibujando una ciudad atrapada en una caracteris-
;_ - W ﬁ ! tica urbana primordial como es la reticula, que cubre el
~ ""--‘;'-E_JE;- ?I = mundo entero sin principio ni final. Una reticula, ade-

mas, tridimensional.
Trude, Colleen Corradi, ©2006

Recordemos que de Valdrada ...al llegar el viajero ve
dos ciudades: una directa sobre el lago y una de reflejo,
invertida ...fue construida de manera que cada uno de
sus puntos se reflejara en su espejo ...Las dos ciudades
gemelas no son iguales, porque nada de lo que existe en
Valdrada es simétrico: a cada rostro y gesto responden
desde el espejo un rostro o un gesto invertido punto por
punto. La Valdrada de Corradi es excelente por dos
motivos. Por una parte, refleja la simetria de la ciudad.
Por otra, reproduce lo que en matemdticas se llama
inversion geométrica y que el autor de esta seccién
habia pasado por alto en su momento. El lago donde se
refleja la Valdrada de Corradi es circular. La perspectiva
visual sugiere una ciudad reflejada con pinaculos apun-
tando a hacia el centro del lago. A esto hay que anadir
otro detalle. ; Vemos Valdrada desde arriba, sobrevolan-
dola, o desde abajo, sumergidos en el lago?

Valdrada, Colleen Corradi, ©2006
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Los limbos de Corradi para Pente-
silea son distintos de los de Cano.
Sin embargo, conservan la ambigiie-
dad remitiendo quiza a una configu-
racién fractal tridimensional de la
ciudad.

Las interpretaciones artisticas e
ponen de manifiesto el hecho
de que los autores no
matemdticos no sélo toman
como referente algunas ideas
matemdticas del texto para
sus obras, sino que a menudo
aciertan a very a transmitir
con gran claridad las claves
fundamentales. Mds de lo que
debiéramos los matemdticos
nos liamos en formulas y
grdficos para explicar algo que
puede expresarse y
comprenderse de modo simple
y claro. Por eso son necesarias
las perspectivas distintas a la
nuestra, para ver mejor y con
mayor nitidez.

Y esto puede ser muy util

en el dmbito educativo.

)

AJR®

Hay varias ciudades que Corradi inter-
preta con el desarrollo espiral tan fre-
cuente en el texto de Calvino: Melania,
Anastasia y Olinda. Esta posee, como
la del texto, caracter circular, pero su
escalera de acceso se levanta como la
de una superficie helicoidal.

i

Olinda, Colleen Corradi, ©2006
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Las ciudades invisibles y la Educacion

N o es dificil entrever el potencial educativo de una obra obra de Pedro Cano, pero pensé que un buen modo de cerrar
como Las ciudades invisibles. A su caracter interdisciplinario esta seccién seria ver si los alumnos de mi centro tomarian
cabe anadir el de la interpretacion de un texto. Ya se han lleva- como referente alguna idea matematica del texto de Calvino a
do a cabo proyectos semejantes en la ESO en relacién con la la hora de interpretar las ciudades que no pueden verse.

Moriana, Ingrid Aguilar, Meritxell Escusa, Berta Busuldu, Anna Rico

Valdrada, Micael Katzman, Cirus Zamora, Lucas Valdepérez

De las Matematicas y del Arte y de dos de
sus profesores (Josep Moreno y Miquel
Alberti) en el IES Vallés de Sabadell, nacié
el proyecto Viaje a las ciudades invisibles
de Italo Calvino consistente en una inter-
pretacion artistica tridimensional de Las
ciudades invisibles. Estaba dirigido al
alumnado de primero de Bachillerato
Artistico del centro, concretamente en el
marco de la asignatura de Volumen, y
organizado por los mencionados profeso-
res con la colaboracién de alumnos del
CAP de Dibujo —Montse Duran, Lourdes
Carmelo, Celia Prat, Montse Florensa,
Diana Bernardos-—.

El objetivo era doble. Por un lado, des-
arrollar en el alumnado una actitud crea-
tiva mediante una mirada artistica inter-
disciplinaria y rica, utilizando el Arte
como herramienta de reflexion y de crea-
cién al mismo tiempo. Por otro, ver si la
reflexién y creacién incorporaban o se
basaban en aspectos matemadticos del
texto, sin que en ningiin momento se les
obligase a realizar representaciones de
este tipo.

Las limitaciones del trabajo se supedita-
ron a tres aspectos. Por una parte, no
todas las ciudades incluyen elementos
matemaéticos, que eran los que se espera-
ba que aflorasen. Ademds, una lectura
exhaustiva puede empachar al lector
novel, mientras que lo importante era
incentivar su capacidad de interpretar
con claridad. Por dltimo, cada una de las
once series de ciudades de la obra de
Calvino deberia estar representada. De
ahi que el trabajo se centrara en Dorotea,
Isaura, Zoe, Valdrada, Leandra,
Esmeraldina, Eudoxia, Moriana, Argia,
Trude y Olinda. Las siguientes son algu-
nas de sus construcciones.
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Esmeraldina, Marta Marquina, Judit Rifa

Estas interpretaciones no se corresponden mucho con las
expuestas a lo largo de esta seccion. Sin embargo, convendre-
mos con Josep Moreno en que:

Trabajaron sobre la extraccién de cédigos del texto. Estos
fueron los puntos de partida, generalmente de tipo formal,
que les proporcionaban la posibilidad de construir algo refe-
rencial. Lo cierto es que no partieron demasiado de lecturas
matemdticas, aunque esto no significa que sus planteamien-
tos no contengan reflexiones geométricas o matematicas.

En Valdrada partieron de la simetria y el reflejo especular,
todo suspendido en el vacio. Moriana la construyeron a
partir de la idea de limite, del plano separador que se abre
en el espacio para obtener un diedro fruto de la proyeccién
o prolongacién del propio plano, y donde el contraste entre
los dos lados resulta fundamental. En Esmeraldina fueron
mads literales, ya que la descripcién de la ciudad era més
evidente. Las calles y canales desordenados y entrecruza-
dos invitan al caos y a la visién tridimensional de una es-
tructura suspendida en el vacio. En Dorotea tomaron la
forma del paraguas. Ademds de su carga alegdrica, su
forma permitia dividir con hilos el volumen y construir una
estructura tan concreta como la descrita, donde las lineas
determinan la forma actuando como limites espaciales.

Eudoxia, Clara Lozano, Ariadna Mufoz, Albert Orenes

Aunque no de un modo literal, los estudiantes también basa- ne, sino que continuard para ampliarse a las tres dimensiones
ron sus interpretaciones en ideas matematicas. Siendo menos que han configurado esta seccion: Literatura, Arte vy
literales fueron mas sutiles. El proyecto educativo no se detie- Matematicas. |
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eligroso profesor de Matemdticas (con sus gafas y todo)
secundado por sus dos hijas pequerias atenta gravemente con-
tra la seguridad de toda la policia municipal de Zaragoza.
Este texto podria resumir lo que escribié cierto periédico de
Zaragoza (que no nombraré por varios motivos) contra el fir-
mante de Mi biblioteca particular de este nimero. De acuer-
do, lo he ridiculizado un poco, pero no piensen que algunos
textos que hace unos afios escribieron sonaban menos ridicu-
los. También lo he redactado con un leve tono humoristico,
pero la verdad es que entonces aquellos infundios hicieron
pasar a Carlos Uson por varios tragos desagradables y le die-
ron muchos quebraderos de cabeza.

Los hechos que dieron lugar a tal campaia de desacreditacion
se produjeron en unas fiestas del Pilar, y, en esencia, fue un
acto ciudadano espontaneo de solidaridad e indignacién ante
varias actuaciones municipales arbitrarias y abusivas. Un acto
de compromiso en el que particip6 Carlos. Y esta es una de
las palabras que pueden definirle: compromiso. Fuera y den-
tro del aula. Compromiso social y compromiso con la didac-
tica de las matemadticas.

Claro, este ultimo aspecto es el que mas puede interesar a los
lectores de Suma, pero me parece que Carlos es de esas per-

Mi presentacion

Daniel Sierra Ruiz

sonas que no puede separar el interior del exterior del aula; ni
quiere. Me viene a la cabeza una ponencia suya en la que
debia hablar sobre modelizacién de la realidad. Por supuesto,
el asunto iba sobre matematicas. Pero él hablo, sobre todo, de
la realidad del aula; de cuales son los problemas que les inte-
resa solucionar a los adolescentes, de qué problemas se
encuentran los emigrantes, incluso los hispanohablantes, y de
los que les provocan al profesorado que afronta el reto con
cierto grado de implicaciéon. Cuando llevaba un rato largo
dinamitando el sistema educativo a diversos niveles, dijo algo
asi como «A lo mejor pensdis que estoy siendo tendencioso...
Pues si, lo estoy siendo».

Compromiso. Lo podemos ver reflejado en todos y cada uno
de sus trabajos o actividades, incluso en el texto que viene a
continuacién. Compromiso. Que le hace ver que incluso las
Matematicas necesitan una memoria histdrica y lo lleva hasta
sus ultimas consecuencias. Compromiso. Que trasladado al

Daniel Sierra Ruiz (coordinador de la seccién)
IES Benjamin Jarnés, Fuentes de Ebro (Zaragoza)
biblioteca@revistasuma.es
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aula nos hizo quedarnos boquiabiertos al verlo reflejado en
aquél Variaciones sobre un mismo tema.

Muchos lectores recordardn también la seccién que durante
afios escribié junto a Angel Ramirez. Yo era uno de los lecto-
res fijos. Empezaba la revista por esa parte y leia los articulos
con fruicién. Asi que, lo que en realidad ocurre, es que echa-
ba de menos aquellos momentos, y me he aprovechado de mi

ﬁ

Mi biblioteca particular
Carlos Uson Villalba

Una vida escrita en el lomo de los libros

Hace muchos afios, un adolescente todavia, unos meses antes
de alistarme en la Universidad de Zaragoza, escribi, en una
pequeiia libreta en la que anotaba versos y otras bagatelas,
una frase: Al poder, sea del signo que sea, no le interesa la
libertad de pensamiento, ni la verdad, ni la justicia. De la edu-
cacién solo le interesa el sometimiento. En el fondo, el hecho
de sentir la necesidad de anotarla, demuestra que todavia
habia dentro de mi un hilo de esperanza. Queria creer que
aquella clarividencia era exagerada. Un ejemplo de la terrible
ingenuidad que ha caracterizado toda mi vida.

Afios mds tarde me hice ensefiante y, desde entonces, la reali-
dad se ha encargado, dia tras dia, de dar respaldo practico a
aquella obviedad. Mi biblioteca —nunca antes habia pensado
en ello, ni siquiera habia reflexionado sobre su contenido—
estd plagada de argumentos de contrarréplica. Edificada sobre
la certidumbre de que estimular el ejercicio de la libertad y la
independencia de pensamiento, la creatividad, la pasién, el
entusiasmo, la curiosidad..., no sélo ES POSIBLE, es lo que da
sentido a nuestra profesion.

Puede parecer sencillo el pequeiio ejercicio estriptease que
sustenta esta seccidn, pero yo soy una persona reservada y
llevo meses pensando, sin éxito, si debo empezar por desnu-
dar las manos, las dudas o las alas. Para lo que si me ha servi-
do este ejercicio selectivo es para dos cosas, la primera para

situaciéon como coordinador de la seccién para pedirle que
vuelva a colaborar en la revista. Pero claro, escribir este parra-
fo como presentacion hubiera quedado un poco escaso, por lo
que me ha venido muy bien todo el asunto del compromiso,
como excusa. Prepdrense un buen café, busquen un sofd
cémodo y disfruten como yo he hecho de la biblioteca parti-
cular de Carlos Usén Villalba. |

darme cuenta del privilegio de haber nacido en el siglo xx, y
también, por qué no admitirlo, en esta sociedad capitalista,
profundamente impregnada de positivismo: {Mi biblioteca es
mds extensa que la del rey de Francia Carlos V el Sabio!
iValiente desproposito! ;Y ademads sé leer! La segunda conclu-
sion es lo dificil que resulta seleccionar unos pocos libros con
los que conjurar este desnudo. Adn hay otra de menor impor-
tancia..., a estas alturas es imposible ser original en esta sec-
cién y yo no voy a intentar evitar repetirme ni un instante tan
siquiera.

Mi aficion por la lectura es, sin ningin lugar a dudas, una
consecuencia de la lucha de clases y de nuestro aislamiento.
No me refiero al de la Espafa franquista en relacién con
Europa, sino al de El Buste, lugar en el que naci, respecto de
cualquier otro nicleo de poblacién del universo. Quien haya
vivido alli, es seguro que se habra sentido mas cercano a cual-
quiera de las estrellas que adorna su firmamento nocturno
que a nuacleo de poblacién alguno. La carencia de otros
medios de diversién, TV incluida, me entregd en brazos de la
lectura con la que he vivido un apasionado romance durante
40 anos. De esa primera época bustefia no conservo mds que
algunos libelos publicados por el Circulo de Lectores! —nin-
guno de ellos relacionado con las Matemdticas de forma
directa— pero recuerdo con deleite la seleccién que los cen-
sores del franquismo habian hecho para dotar los Tele Clubs.
Al margen de lo que se les cold, descubri alli a Delibes, por
ejemplo, del que lef todo lo que cay6 en mis manos.



Los primeros roméanticos

Entre los primeros libros que dejaron una huella imperecede-
ra en mi y que marcaron ideoldgicamente mi futura profesion
debo destacar, entre otros muchos: ;Queréis la escuela? Del
Colectivo del Martes? y Las invariantes pedagégicas de
Célestin Freinet. De esta misma época en que empecé a estu-
diar Matematicas y en la que muchos libros los conseguias de
préstamo, otros los robabas3 y los menos los comprabas a
medias con otros, he seleccionado La pedagogia del oprimido
de Paulo Freire y La Escuela Moderna de Francisco Ferrer
Guardia. Todavia hoy conservan su actualidad plena, no sélo
en mi memoria, también como comprometido andlisis el pri-
mero y como ejemplo, como horizonte, como estimulo. Lo
peor de La escuela Moderna es que no se le puede tildar de
utopia y refugiarse en esa gratificante excusa antes de hundir-
se comodamente en el sofa.

Freire modific6 aquella primera reflexion de adolescente por
una frase de Simone de Beavoir: «Lo que pretenden los opre-
sores es transformar la mentalidad de los oprimidos y no la
situacién que los oprime». Es verdad que la eficacia de la
escuela que perpetuamos cada dia evité que estos dltimos
tomaran conciencia de tal. Después, desde la perspectiva de
una didactica de resolucién de problemas, muchas veces
Angel Ramirez y yo hemos ahogado en este poderoso vino de
la pedagogia de Paulo algunas decepciones: ...reaccionan
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incluso instintivamente; contra cualquier tendencia de una
educacion que estimule el pensamiento auténtico?.

Dos medios de accién se ofrecen a los que quieren renovar
la educacién [...]: trabajar para transformar la escuela [...]%
o fundar escuelas nuevas en las que se apliquen directa-
mente principios encaminados al ideal que se forman de la
sociedad y de los hombres los que reprueban los conven-
cionalismos, las crueldades, los artificios y las mentiras que
sirven de base a la sociedad moderna.

Si tuviera que empezar mi biblioteca de diddctica de nuevo
empezaria por estos mismos libros. Mantienen su vigencia en
muchas de sus formulaciones. Su fuerza arrastra, su frescura
resulta embriagadora en algunos casos® y mantienen los retos
claros y las certidumbres intactas. Estos textos se colaban
entre lecturas politicas mucho mdas sesudas e igualmente
comprometidas con otras causas de las que ya no soy lector
asiduo, si excluimos a Le monde Diplomatique que me sigue
informando de lo que los nuevos censores del pensamiento
acallan.

Después de deambular por Piaget, Neil (Summerghil) y otros,
y de superar la ortodoxia burbakista de los primeros afios,
acabé recalando en el Grupo Cero. Su posicionamiento fue
para mi determinante. Para entonces yo ya habia publicado
Matemdticas sin Pizarra, junto a Pilar Garcia, Concha Alonso
y Eva Cid. Una btisqueda que, a pesar de los excelentes resul-
tados que nos daba en el aula, yo sentia que me dejaba insa-
tisfecho.

HISTORIA DE UNA GRAN
INVENC'ON ALIANZA EDITORIAL
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Rumbo a Itaca

Devoré cuanto de ellos cafa en mis manos. Es posible y De 12
a 16, Dominds, Abaco, Estadistica..., marcaron la decisién de
abordar una diddctica basada en la resolucién de problemas
en la que sigo instalado. Retrato de una profesion imaginada
llegé a mis manos cuando nada de lo que alli se relataba me
era ajeno. Sigo considerando que es el mejor homenaje que se
puede hacer a la profesién cuando se ve como reto y no como
mera prosopopeya. El canto de cisne de Paco Hernén en esta
guerra despiadada y perdida por sacar las matematicas de la
condicién de disciplina anuladora y reduccionismo algoritmi-
co que siguen alimentando las clases y por convertirlas en
esencia de pensamiento y creatividad personal y colectiva.

Con ellos lleg6 el NCTM vy sus libros, los traducidos y los que
habia que interpretar del inglés. Pero, sobre todo, arribé la
necesidad de una fundamentacién ideoldgica de lo que se
estaba haciendo: Primero fue el devastador Popper, luego
Polya y Lakatos, Kunt y Feyerabend. Con ellos, la filosofia de
la ciencia ocupé un lugar prioritario en mis preocupaciones y
lecturas. Tengo que agradecer a Carmen Magallén sus
extraordinarias clases en el Curso de Postgrado de Historia de
las Ciencias y de las Técnicas.

La teoria de la inteligencia creadora de José Antonio Marina
—el unico de sus libros que he sido capaz de leer— reforzé
mis ideas acerca de la creatividad, de la necesidad de dotar de
intencion a la mirada y la fuerza revolucionaria que, en cual-
quier campo del saber o de la creacién artistica, filosdfica,
intelectual o incluso técnica, tiene el pensamiento divergente.

Es posible

GRUPO CERO

Instituto de Ciencias de la Educacién

Universidad de Valencia

Es verdad que, tanto la entrada de los primeros textos, como
la llegada después de Es posible y el resto de las aportaciones
del Grupo Cero, Seis para cuadrar, Rompiendo las cadenas de
Euclides, Probalidad y Estadistica de Arthur Engel, junto a
otros, definieron mi trabajo en el aula ofreciéndose como una
via para dotar a cada alumno y alumna de la posibilidad de
crecer en seguridad y autonomia de la mano de su propia
independencia de pensamiento. Pero, no lo es menos, que fue
la Historia y la Filosofia de la Ciencia las que pasaron a ocu-
par el centro de mis preocupaciones y se convirtieron, como
consecuencia, en el nucleo central de las adquisiciones de mi
particular biblioteca.

La carga argumental

Hasta entonces, poner en duda las verdades mas firmemente
asentadas no pas6 de ser un juego ingenuo y un posiciona-
miento ideoldgico, edificado desde esas convicciones internas
tan profundas que uno no alcanza a saber si son desconfianza
genética frente el poder instituido o una intuicién labrada en
tantos anos de leer entre lineas lo que a la censura se le esca-
paba entre los dedos, pero que, en cualquier caso, son tan
inconsistentes, desde un punto de vista epistemolégico, como
el gusto por las garrapifiadas.

Mi primer contacto con la historia de la ciencia fue a través de
un gran libro: La historia general de las ciencias que coordi-
nara René Taton y que tuve después la posibilidad de conse-
guir editada por Orbis en un formato mas manejable. Todavia
sigo consultandola. A pesar de los afos continta siendo un
libro fiable, y lo es por la seriedad y honestidad con la que estd
escrito.

Después los cursos de Mariano Hormigén, me permitieron
reconstruir la historia de la ciencia desde una perspectiva mar-
xista e integrarla sociolégicamente. En ellos me concedi la
libertad de reelaborar las hipdtesis sobre las que se asientan la
historia oficial. Los que amamos la libertad de pensamiento
nunca estaremos suficientemente agradecidos a aquellas clases.

A través de ellas llegd a mis manos la Historia Social de la
Ciencia de John D. Bernal. Su encomiable seriedad, el profun-
do andlisis que hace de las razones del avance cientifico en
cada momento, fuera de las referencias a los hitos que tanto
gustan a algunos historiadores serviles, hacen de él un libro
imprescindible, de esos que, si hay juicio final, estoy seguro
que nos preguntardn a todos si nos lo hemos leido. Sus pun-
tos de vista son tan odiosos para las concepciones internalis-
tas de la historia de la Ciencia, que tanto gustan a la oficiali-
dad, que es facil distinguir de qué lado estd el historiador que
la redacta sin mds que mirar si lo cita en su bibliografia. Este
libro acabé con mis dudas acerca de la diferencia entre lo que
es y lo que significa hacer ciencia y lo que algunos pretenden




que sea. A partir de ahi dej6 de interesarme el academicismo
cientifico y me empecé a preocupar por aquellas matematicas
que el pensamiento dominante y las historias mas renombra-
das se habian encargado de negar.

Uno de los textos que es seguro que salvaria en caso de incen-
dio, por encima de otras muchas cosas, es La cresta del pavo
real. Creo que no hay una sola pagina de ese libro en la que no
haya subrayado un pasaje. Es verdad que, como libro de histo-
ria de las matemadticas, tiene algunas lagunas’ y que su tra-
duccion en ocasiones es desafortunada. Es cierto que pesa
mds la componente divulgativa que la doctrinal. Pero es impo-
sible sustraerse a la herida de su daga. No se puede seguir
siendo eurocentrista después de leer ese libro, ni se puede evi-
tar sentir nauseas cada vez que ojeas un libelo en el que se
supone que la ciencia naci6 en Grecia y que vivié hibernado
en manos de los drabes hasta que el renacimiento la rescaté
para Europa.

Edificada sobre la certidumbre de
que estimular el ejercicio de la
libertad y la independencia de

pensamiento, la creatividad, la
pasion, el entusiasmo, la
curiosidad..., no sélo ES POSIBLE, es
lo que da sentido a nuestra profesion

La negacion de la componente musulmana de nuestra cultura
es una de las mds soeces anagazas que inventarse pueda.
Joaquin Lomba en La raiz Semitica de lo Europeo, Ahmed
Djebbar con Une historie de la science arabe y algunos textos
posteriores del Magreb pueden dejar satisfecha la necesidad
de saber de cualquiera. Seguir negando esa informacién a
nuestros hijos es un delito de lesa humanidad. No pretendo
exagerar: igual que la UNESCO decide nombrar patrimonio
de la Humanidad a determinados monumentos, no veo por
qué no debiera hacer lo mismo con determinados hechos his-
téricos.

En ese empeno secular en negar la verdad, uno de los episo-
dios mds burdos y de los oprobios mds lacerantes que es posi-
ble recibir de aquellos que se llenan la boca de rigor cuando
escriben la historia de las matematicas es la negacion del elen-
co de matematicos arabes con los que el avance de esta disci-
plina tiene una importante deuda, pero yo quiero remarcar
aqui la importancia decisiva de personajes como Pedro
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Alfonso, Abraham ben Ezra, Avempace, Averroes o el mismi-
simo al-Mu'taman. El futuro, nuestro presente, de la ciencia
occidental se decidi6 en sus manos y ni siquiera los recogen
los libros de historia al uso. Cuanta patraia cubierta de oro-
peles, han hecho de una gran mentira, contada muchas veces
y publicitada a los cuatro vientos, una verdad insoslayable.

Hay dos libros, sin embargo, que, por encima de todo lo que
me han ensenado, que ha sido mucho, los destaco aqui porque
su lectura ha sido un autentico deleite. Me refiero a Las cifras:
Historia de una invencién de Georges Ifrah y a La medida de
la realidad de Alfred Crosby.

En esa postura de revision permanente de los tépicos que han
conformado la historia que pretendieron ensefiarme, y que
pocas veces me crei, quiero rendir un homenaje especial a Los
sondmbulos de Arthur Koestler. Un superviviente que llevé su
coherencia hasta el extremo de elegir su muerte. Forma, junto
a Polya y Lakatos, esa triada magica que supo mirar las verda-
des firmemente asentadas desde una perspectiva diferente.
Préfugos de la ortodoxia han sabido hacer de la heterodoxia
método, creando asi un modelo de construccién de la ciencia
y de tratamiento didactico de su aprendizaje. El libro es una
apasionante historia de la cosmologia que analiza a sus auto-
res, las razones de su comportamiento y que, en definitiva,
desbanca de sus pedestales de cristal a los hitos més sefieros
de la historia de la astronomia. Espero que lo reediten y que
me dejen dar Ciencias del mundo contempordneo para poder
leerlo con mis alumnos y alumnas.

Entre los libros que estdn asociados a momentos especial-
mente delicados de mi vida tengo que citar: Historia del pen-
samiento en el mundo islamico de Miguel Cruz Herndndez.
De aquellos dificiles momentos de convalecencia tras la
embolia pulmonar en los que la lentitud de las horas pesaban
como una condena y en los que so6lo cabia esperar a que el
azar fuera benévolo, recuerdo como una caricia la silueta de
un platanero, que conservaba las hojas contra el destino y los
frios designios del invierno, y los tres libros de Miguel. Los
devoré con fruicién a pesar de su dureza y me sirvieron para
entender la mayor parte de las dudas que siempre habia tenido
de cosas tan peregrinas como las razones politicas de la crea-
cién de la Casa de la Sabiduria o las concepciones filoséfico-
religiosas que precedieron al Islam. Aquellos libros me sustra-
ian de la terrorifica espera, de la monétona existencia en aque-
lla celda del corredor de la muerte y del febril intento de ami-
gos, médicos y enfermeras por conseguirme un indulto.

No puedo dejar de rendir homenaje de agradecimiento desde
estas paginas a todos los que escribis en la revista Suma. Su
presencia ocupa un generoso espacio dentro de mi biblioteca
y con ella acumulo una deuda de complicidad y generosidad.
Me ha ayudado a resolver muchas clases y ha sido un recurso
inagotable en el acceso a catedras, en la licencia por estudios
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y cada vez que he tenido que disefiar un proyecto de trabajo o
dar respuesta a una propuesta innovadora.

Sobre la delicada piel del desierto

Ese desierto que me dio la vida, en el que vivi, hacia el que me
dirijo... En prosa son escasos los libros que me han dejado una
huella imperecedera. La escarcha sobre los hombros de
Lorenzo Mediano es, junto a El Principito, uno de los pocos
libros que he regalado infinidad de veces. Me senti identifica-
do con el protagonista, con el paisaje y con la rudeza rural que
acompand mi infancia. Me ha servido de guién en algunas
ocasiones para mitigar el cansancio de mis hijos cuando su-
biamos al Pirineo y es uno de los pocos libros en prosa que
ojeo de vez en cuando en busca de su amable desasosiego. Y,
por cuestiones de cercania, elijo La seda. Su titulo hace refe-
rencia al argumento de la obra pero es una perfecta definicion
de su prosa. Las frases te llevan con una
dulzura tal que parece que sobre seda se
deslizan las palabras.

Destaco por ultimo el Ensayo sobre la
ceguera de José Saramago. La descrip-
cién que hace de una violacién consenti-
da me produjo nauseas y no es una meta-
fora. Era la primera vez que un libro me
habia producido efectos fisicos. Siempre
habia adoptado un distanciamiento
entre la realidad y la ficciéon. No fue asi
en el texto de Saramago. Recuerdo
dénde y cuando lo lei, recuerdo las sen-
saciones vividas y, sobre todo, recuerdo
haberme metido con tal intensidad en su
trama que me senti protagonista indese-
ado de la misma.

Y llegé el momento més esperado del

estriptis..., aquel en el que..., la poesia
ocupa el lugar preponderante que toma

NOTAS

JOSE SARAMAGO

PREMIO NOBEL DE LITERATHRANY99S

ENSAYO

SOBRE LA

CEGUERA

en mis estanterias. Son los libros mds baratos que existen. Los
abres tantas veces, los relees con tanta frecuencia, recurres a
ellos con tanta asiduidad, te ahorran tantas sesiones de siquia-
tra que merece la pena gastarse el dinero en ellos. En los de
prosa no. Raramente recurres a sus paginas, ni siquiera para
buscar citas que no hayas apuntado cuando los leiste por pri-
mera y tltima vez8.

Elegir un libro entero de poesia resulta dificil. Es complicado
encontrar uno que te haya seducido de principio a fin y, sin
embargo yo puedo nombrar tres. El primero de ellos: La nieve
horizontal de los vilanos de Emilio Pedro Gémez, me rob¢ el
alma. Es el primer y tnico libro de poesia que lei de un tirdn,
sin tregua, como si en cada verso estuviera a punto de encon-
trar la piedra filosofal de la vida. La sensacién de gozo emo-
cionado me llevaba de una pagina a otra sin transicion alguna,
como si me negara a salir de aquel paraiso unico capaz de
transformar el dolor en ternura embelesada.

El otro es de Mario Bendetti, Poemas de
otros. Benedetti tiene la extrafia capaci-
dad de acuchillar la conciencia con la
desnuda crudeza de la verdad y curar
con dulzura la desesperanza. El tercer
libro que elegiria es de José Antonio
Labordeta. Su pesimismo dibuja la faz de
lo que fue la izquierda aragonesa. De sus
palabras bebi, con sus versos me embria-
gué de razones para el compromiso, para
la lucha sin cuartel por la libertad, por la
paz, la justicia, la utopia... Sus banderas
rotas son las mias. No serfa quien soy sin
ellas. A ellas vuelvo una y otra vez cuan-
do me siento huérfano de certezas. Atin
debo de guardar por casa un catdlogo
suyo de poesias censuradas por la dicta-
dura. Sobre las interiores y los bloqueos
hablamos otro dia. |

UNA NOVELA QUE
HA CONMOVIDO
A MILLONES DE

LECTORES

1 A algunos les tengo carifio porque contienen mentiras descaradas de
aquellas que ideaba el franquismo para sus propios crédulos.

2 Los lectores mas sagaces habran adivinado ya que soy mayor, pero segu-
ramente, salvo que también lo sean, no podrdn ni imaginar que, en
aquel entonces, existian colectivos, les publicaban libros jy los compra-
bamos! Es mds jhasta se discutian!

3 Nunca agradeceré suficientemente a la Libreria General el escaso celo
que parecia poner en evitar que algunos accediéramos a la cultura con-
fiscando algunos ejemplares, eso si, muy seleccionados. Espio aquel
miedo a ser pillado y las justificaciones ideolégicas que esgrimiamos
para acallar la conciencia, convertido en un buen cliente de la citada
libreria y no siéndole infiel con la de enfrente.

4 Los oprimidos de Freire estaban en el sur. Sigue habiendo favelas en Rio

y en nuestras ciudades. Pero, hoy y aqui, en el norte, la television, la
publicidad, el cine, la prensa (con escasisimas excepciones)... alimenta
los suefios de aquellos y los nuestros. Las cadenas, aunque de oro,
siguen siendo cadenas. jQué gastada estd ya esta frase! {Qué ganas de
fastidiar con el pensamiento y la libertad! Con lo felices que somos en
esta esclavitud! {Cuando tenemos dinero podemos elegir entre comprar
en El Corte Inglés o en Galerias Primero! jPanda de resentidos!

5 No comparto las frases que niega el paréntesis. No importa. Comparto
el sentido general. El libro de Ferrer no es un catecismo.

6 Ya lo veis, no me arrepiento de nada.
7 Y también que tratar de evitarlas lo convertirfan en una enciclopedia.

8 Excluyo el ensayo obviamente.
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Escaparate 1:

3’-2 ideas clave. El desarrollo de la competencia matematica

32—2 IDEAS CLAVE. EL DESARROLLO DE LA COMPETENCIA
MATEMATICA

Jestis M*. Goiii Zabala

Grad, Barcelona, julio 2008

ISBN: 978-84-7827-630-1

osiblemente, Grad sea la unica editorial espaiola que
publica de forma continua trabajos sobre diddctica en general,
y didéctica de las matemadticas en particular. Por ello hemos
creido conveniente dedicar las resefas de este nimero exclu-
sivamente a libros publicados por ellos. Son tres libros de
cariz bastante distinto pero con el denominador comun de las
matemadticas y su enseflanza.

El primer libro que resefiamos pertenece a la coleccién “Ideas
clave” y en él Jestis Marfa Goii afronta un tema de actualidad
como es el desarrollo de la competencia matematica. Aunque
bien se podria decir que de tanta actualidad no es, ya que este
tema se viene trabajando en determinados circulos desde hace
muchos anos. Es mds, el propio autor no es, ni mucho menos,
un recién llegado. Sin embargo, la inclusion explicita en los
ultimos curriculos ha producido una oleada de actividades,
cursos, trabajos..., que tratan de dar respuesta a los desasosie-
gos de muchos departamentos de matemdticas de nuestros
institutos. En este marco, el texto de Goni ofrece una cantidad
sobrada de ideas (mds de siete) para poder reflexionar y traba-
jar el tema. El propio autor reconoce que algunas de sus apor-
taciones tienen un cardcter algo general, que no se circunscri-
ben a las matematicas, lo que da un valor afiadido a la obra.

No se trata de una serie de recetas magicas aplicables de
forma inmediata. Tampoco vamos a encontrar toda la enreve-
sada terminologia con la que se bombardea al profesorado en
los distintos cursos que se estdn impartiendo desde algunas
instancias. En este sentido el autor acierta de pleno cuando
afirma:

3 '?"'L? ideas clave

El desarrollo de la
competencia matematica

Jesas M.” Goiii Zabala

236 paginas

El problema que tenemos en este momento es que sélo dis-
ponemos de unos enunciados generales de qué son las
competencias matemadticas, y que todavia no han llegado a
manos de los educadores mejores propuestas operativas
que concreten esta generalidad en objetivos y tampoco las
tareas escolares que sustituyan a las actuales. A falta de
esta concrecidn, lo que si tenemos es mucha retdrica y bas-
tante palabreria en los diferentes niveles y escalafones del
sistema educativo.

Asi pues, no vamos a encontrar en este libro palabreria ni
retérica, sino pautas concretas y claras sobre qué aspectos hay
que trabajar y mejorar para avanzar en este terreno.

Se dedica un capitulo a cada una de las siete ideas clave, que a
su vez se agrupan en las tres temdaticas que Goii considera
esenciales para el desarrollo de la competencia matematica: el
curriculo de matemaéticas (tres primeras ideas), el desarrollo
del curriculo (las tres siguientes) y la formacién de los profe-
sores de matemadticas (la ultima).

Para establecer estas ideas el autor se plantea al principio del
libro otras tantas preguntas, que, ademads, ilustra con una
metafora. Por poner un ejemplo, la cuarta idea clave es La
educacion matemdtica se basa en la comunicacion y debe ir
mads alld de la mera instruccion, y surge de la pregunta s Por qué

Daniel Sierra Ruiz
IES Benjamin Jarnés, Fuentes de Ebro (Zaragoza)
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hay que ir mds alld de la instruccion de las matemadticas, hacia
una educacion matemdtica? La metafora utilizada en este caso
es La induccion electromagnética: el conocimiento no se puede
transmitir pero si inducir («Mientras no se puedan transplan-
tar cerebros no se podra transmitir conocimiento»).

La estructura expositiva es siempre la misma. Debajo de la
idea clave que ejerce de titulo aparece la metafora ilustrativa
de lo que se defiende. Goiii se proclama aficionado a las meta-
foras y, la verdad, es que utiliza este recurso con gran acierto
logrando el objetivo de que el lector visualice la idea clave.
Cada capitulo consta de una pequena introduccién que centra
el camino a seguir, y de un resumen final que sincretiza todas
los argumentos esgrimidos. Ademads, se afiade una seccién
final, una especie de apéndice, que titula En la prdctica en la
que aparecen de forma resumida aspectos concretos sobre los
que habra que trabajar para la consecucién del objetivo plan-
teado.

ﬁ
Escaparate 2:

Toda la estructura de los capitulos, el uso acertado de meta-
foras y el lenguaje poco recargado pero atractivo, logran pri-
mero, una lectura agradable, y, segundo, que cada idea clave
pueda ser abordada como una unidad independiente, aunque
es altamente recomendable leerlas todas y en el orden que
propone Goi.

El mismo reconoce que insiste mucho en el asunto que consi-
dera bésico y que es la necesidad imperiosa de realizar, de una
vez por todas, una reforma real del curriculo. Por ello parece
conveniente acabar con un par de frases que pueden reflejar el
transfondo del libro:

En mi opinién, mientras no se aborde de manera decisiva
la cuestion del curriculo de matemadticas, seguiremos como
el coche que una vez que ha hundido las ruedas tractoras
en la arena blanda cuanto mds acelera mds se hunde.
Pasard el tiempo, el nivel de frustracién de docentes y estu-
diantes aumentard, pero no mejoraran los resultados de los

aprendizajes en matemadticas. |

Conversaciones matematicas con Maria Antonia Canals

Conversaciones matematicas
con Maria Antonia Canals

0 como hacer de las matematicas un aprendizaje
apasionante

Purificacion Biniés Lanceta

CONVERSACIONES MATEMATICAS CON MARIA ANTONIA CANALS

O COMO HACER DE LAS MATEMATICAS UN APRENDIZAJE APASIONANTE
Purificacién Biniés Lanceta

Grad, Barcelona, septiembre 2008
ISBN: 978-84-7827-652-3
93 pdginas

mablar de Maria Antonia Canals es un reto para los que la
conocemos porque siempre corres el riesgo de recibir un
tirén de orejas por su parte. Por otro lado, si aciertas a for-
mular con las palabras justas alguna de las ideas que ella ha
sembrado en tu cabeza puede ser que recibas a cambio una
reconfortante sonrisa cercana a un guifio de picardia. Maria
Antonia es asi.



Ofrecer un libro sobre Maria Antonia Canals es una oportu-
nidad que no se puede desperdiciar. A riesgo de recibir por su
parte un tirén de orejas me atreveré a deciros que éste se me
ha hecho especialmente interesante porque presenta algunas
de sus ideas de forma muy clara, incluso tanto como cuando
Maria Antonia escribe directamente. El hecho de estar escri-
to en su mayor parte en forma de conversacién hace aflorar su
caracter tal como lo muestra en publico: duefia y sefiora de un
montén de ideas claras, concretas y bien fundamentadas
sobre cudles son las matematicas que ninos y nifias necesitan
conocer. A ello ha dedicado su vida profesional y sigue en el
empeiio de contribuir a la mejora del nivel de los profesiona-
les de la educacion de las primeras edades, y de cudntos quie-
ran escucharla: profesores de secundaria, universitarios, téc-
nicos o politicos.

Las conversaciones matemdticas que nos presenta Purifica-
cién Biniés muestran esa Maria Antonia cercana, licida, rea-
lista, que a veces duda del éxito de la empresa pero que no se
rinde nunca porque le apasiona conjugar la manera de pensar
de los mas pequeios y el mundo de las matematicas.

El libro, prologado por Claudi Alsina, presenta dos partes
diferenciadas: la primera en formato de capitulos dénde repa-
sa los principales aspectos diddcticos de la ensefianza de las
matematicas y la segunda ofrece opiniones de alumnos (de 7
a 17 anos) y extractos de documentos y opiniones usados por
Maria Antonia en conferencias y articulos.

En la primera parte Purificaciéon Biniés nos ofrece una breve
semblanza personal de Maria Antonia para inmediatamente
establecer con ella un didlogo sobre los principios de la ense-
nanza de las matemadticas claramente aplicables al resto de
disciplinas, no sélo las cientificas. En el segundo capitulo
plantea el tema de la resolucién de problemas destacando en
primer lugar cudl es la percepcion del término por parte de los
ninos y nifias para seguir con una clasificacion clara de las dis-
tintas tipologias y de los requisitos necesarios para que sean
identificados por ellos. Un capitulo imprescindible para ir
cerrando el debate sobre problemas que tienen como dnico
objetivo el calculo.

La aproximacion didéctica a los cuatro grandes bloques de las
matemdticas enumera uno a uno los pilares para su prove-
choso trabajo en las primeras edades destacando el trata-
miento de los procesos a seguir. Maria Antonia ha declinado
en la actualidad entrar en el andlisis del curriculum vigente,
pero éste estd impregnado de la linea didactica que ella pro-
mueve. Para muestra y hablando de probabilidad y azar : «...
como siempre que se hacen matemadticas, se trata de ir refle-
xionando, contando, extrayendo conclusiones que nos sirven
para la propia vida»
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El cuarto capitulo nos presenta las reflexiones sobre los pun-
tos débiles del aprendizaje de las matemadticas en la actualidad
ligados a la forma de ensefianza escogida por los docentes. No
hay concesiones en el texto,

..Es un drama para muchos educadores que se sienten
frustrados porque, en el mejor de los casos, cuando los
nifios y nifias vuelven a la escuela después del verano es
muy fécil comprobar que un 90% ha olvidado aquello que
parecia que habia aprendido sobre la resta llevando.

Pero sobre todo hay una defensa de los nifios y niflas que se
ven obligados a llevarse la «peor parte» y optar por desconec-
tar o (por) contentar a la maestra.

Finalmente, citar un capitulo dedicado a Educacién y escuela,
una reflexién serena del papel de cada agente educativo,
medio, escuela, familia, maestros..., y de la necesidad de dige-
rir los cambios para hacerlos realidad e ir atin méds alld plan-
teando que sin intencién de mejora los cambios no se pueden
asumir. Como muestra su propia experiencia:

Yo sé muy pocas cosas, la Gnica que sé segura es que pien-

so trabajar, mientras pueda, para que la escuela mejore. Ni

tan sélo estoy segura de que lo que hago sea siempre

correcto y eficaz. Has de saber cuestionarte tu propio tra-

bajo y los mejores indicadores son siempre los propios

nifios y nifias, por eso es tan importante saberlos escuchar.

Reflejar el mundo de Maria Antonia es una tarea compleja y
Purificacién Biniés lo consigue tanto por el formato como por
el didlogo que ambas mantienen. La lectura resulta amena al
tiempo que profunda y todo cuanto plantea puede ser aplica-
do a todas las etapas educativas.

iNo os lo perdais! |

Carme Aymerich Padilla
CEIP Rocafonda, Mataré (Barcelona)
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Escaparate 3:

Las matemadticas de los no matematicos

Las matematicas
de los no matematicos

Fernando Corbalin

¢Cudntas veces el profesor de matemadticas se queda suspen-
dido de su tiza, como flotando, enfrentado a una formidable
divisién de polinomios que satura la pizarra, y se siente ridi-
culo (y un poco cruel, también), y se pregunta cuando y dénde
esos pobres ciudadanos de los pupitres, indefensos, utilizaran
el algoritmo que se les viene encima? Seguro que Fernando
Corbalan, autor de Las matemdticas de los no matemdticos,
ha pasado mds de una vez por este trance y, quiza por eso,
intenta contestar a la pregunta que ronda en la cabeza de
muchos: ;Qué matemadticas son, realmente, necesarias?

El libro se divide en cinco capitulos. En el primero,
Matematicas, educacion y sociedad, el autor repasa las nece-
sidades matematicas de la humanidad desde el principio hasta
la actualidad: Sistemas distintos de numeracion, calendarios,
medicién de superficies, estadisticas. Ya en el mundo con-
temporaneo, un individuo normal puede arreglarselas bien
con el uso de las llamadas cuatro reglas, los porcentajes y
algin rudimento de geometria (medicién de superficies y
volimenes sencillos utilizando el sistema métrico decimal). El
autor recorre la evolucién de la ensenanza publica desde la
Edad Media hasta nuestros dias. Numerosas y muy interesan-
tes citas refuerzan las tesis del autor: Las matemdticas han

LAS MATEMATICAS DE LOS NO MATEMATICOS

Fernando Corbalan Yuste

Grad, Barcelona, octubre 2008
ISBN: 978-84-7827-649-3
120 pdginas

sido siempre y en todos los sitios consideradas como ciencia
fundamental (...sin la alfabetizacién masiva de la poblacion
en conocimientos bdsicos de aritmética y medida no es posible
el desarrollo industrial, p. 16); los programas de matematicas
son casi los mismos en todos los paises (...una sorprendente
uniformidad en los curriculos de matemadticas en la escuela a
lo ancho del mundo, p. 16); el curriculum de mateméticas no
ha cambiado esencialmente con los ultimos avances tecnolé-
gicos (...cuando las calculadoras son de uso comuin fuera de
los centros educativos, en ellos todavia tienen que librar bata-
llas que no siempre se ganan, p. 17). Acaba el primer capitulo
con el apartado Las matemdticas en nuestra sociedad en el
que el autor se pregunta si la presencia de las matematicas en
el sistema educativo estd sobrevalorada (cuestion que trasla-
dard a la encuesta) e insiste en una idea que repite en otros
apartados, que hay muchas matematicas invisibles en la vida
cotidiana.

Miguel Barreras Alconchel
IES Matarraiia, Valderrobres (Teruel)



En el segundo capitulo, Opiniones sobre las matemdticas,
Fernando cede la palabra a escritores (Machado), fil6sofos
(Russell), arquitectos (Le Corbusier) que nos hablan de sus
roces o caricias con las matemaéticas. También opinan peda-
gogos y matemadticos.

En el tercer capitulo, La enserianza de las matemdticas, se
exponen las necesidades matematicas segin varios autores, dis-
tintos informes (Informe Cockroft, entre otros) y segiin marca
la ley (desarrollo de la competencia matemadtica, pp. 49-51).

Tras este largo e interesante predmbulo, Corbaldn entra en
materia. En el capitulo cuatro, Las matemdticas de los no
matemdticos, presenta vy justifica el estudio realizado a través
de la encuesta:

El objeto de este libro no es llevar a cabo una investigacién
exhaustiva, sino iniciar una indagacién en la que una serie
de profesionales destacados en diferentes actividades expli-
can sus vivencias matemadticas, tanto a lo largo de su vida
escolar como en la actualidad, manifestando el uso que
hacen de ellas en su trabajo y en su vida privada.
(Contraportada)

Podria parecer que, desde el principio, el estudio esta viciado:
todos los encuestados son profesionales destacados, esto es,
personas que, odiando o amando las matemadticas, no fracasa-
ron en sus estudios, muy al contrario, triunfaron académica-
mente. ;Ddénde estdn los camioneros, las cajeras, los albaiii-
les?, puede preguntarse. Corbaldn es consciente de ello y
observa que el trabajo es solo el inicio de una tarea larga e
interesante (p. 112) y que en el futuro seria conveniente conti-
nuarlo con una muestra mds amplia o en territorios mds aco-
tados (p. 112). Con una muestra mas heterogénea las conclu-
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siones, sin duda, hubieran resultado mds borrosas, cuando no
inexistentes.

Cuarenta paginas del libro las ocupan las respuestas de los
profesionales destacados que atendieron a la solicitud de
Corbalan (ha habido un niimero importante de profesionales
que han desistido de participar en este trabajo, p. 57). Tienen
en comun que todos (salvo uno) tienen titulo universitario y
todos cursaron el bachiller del COU.

Este es un esquema de la encuesta:

1. ;Cudl fue su experiencia escolar con las matemdticas?
(Recuerdos escolares, qué matemadticas del cole le parecen
utiles, qué matemadticas que aprendié alli no ha utilizado
nunca)

2. ;Qué matemadticas utiliza en su trabajo?

3. En su vida personal y social, fuera del dmbito profesional,
icree que son importantes las matemadticas? (;Imagina
una vida sin matematicas?)

Antes de adentrarse en las respuestas cabe plantearse un ejer-
cicio de adivinacion: ;Qué habra contestado el filésofo? ;Y el
banquero? ;Y la fil6loga o el poeta o la biéloga?

En el dltimo capitulo, Corbaldn analiza y comenta las res-
puestas y avanza media docena de conclusiones, que no deta-
llaré. A nadie le gusta que le cuenten el final de la pelicula.

En fin, cabe entender el libro como una reflexién y un inicio
de investigacién muy interesantes. Un proyecto con puntos
suspensivos, sin conclusiones robustas. Una invitacién. |
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. Los datos de identificacién del autor no deben figurar en el texto original impreso ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos no seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejaran la conveniencia o no de
la publicacién del trabajo, o recomendardn posibles modificaciones, etc.

. Adjunto al articulo se redactard un resumen, de un maximo de 625 caracteres contando los blancos, que no necesariamente
tiene que coincidir con la introduccién al articulo. De este resumen se remitird también su traduccién al inglés.

. Los datos de identificacion del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto;
correo electronico; sociedad federada a la que pertenecen (si procede) y el resumen en castellano y en inglés deberdn ir escritos en
una misma hoja aparte.

. Se enviard también en soporte magnético (disco de tres pulgadas y cuarto con formato PC, CDRom o DVDRom) una copia de
los archivo de texto que contenga el articulo y del que contega la hoja con los datos y los resumenes, asi como tantos archivos
graficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quieran incluir. La etiqueta debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuan-
to al formato de los archivos de texto, se recomienda Microsoft Word para Windows o RFT. Los archivos graficos es preferi-
ble que tengan formato EPS o TIFF. Para las fotografias se recomienda archivos TIF o BMP y con una definicién minima de
600x600 puntos por pulgada cuadrada.

. Al menos un ejemplar del texto como los gréficos, si proceden de impresoras, deben ser originales y no fotocopias.
. Los trabajos se enviaran completos, aunque por necesidades de edicién pudieran publicarse por partes.

. Las notas a pie de pagina deben ir numeradas correlativamente, numeradas con superindices a lo largo del articulo y se inclui-




V0

Junio 2009, pp. 93-98

mago un paréntesis en las entregas de historias de al-
Khwarizmi para cambiar de época, pero no de zona geografi-
ca. Voy a presentar un ejercicio de andlisis de un problema
tomado del corpus del dlgebra babilénica’, en el que haré
algunas hipdtesis sobre lo que sabia quien escribid el texto
que se conserva, comparandolo con estructuras conceptua-
les, procesos de resolucion de problemas y sistemas de signos
que pondriamos en juego actualmente ante problemas simila-
res que se plantean en la ensefianza.

El problema lo he tomado de Hgyrup (2002, pp. 206-209)°,
quien lo presenta en lo que él llama una “traduccién confor-

74

me™, que traduzco a mi vez al castellano:

2 gur 2 pi 5 ban de aceite he comprado

De la compra de 1 shekel de plata, 4 sila, de cada (she-

kel), de aceite he separado.
2/3 mina de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equiva-

lencia he vendido?

Protoalgebra en Babilonia (1* entrega)

En el enunciado aparecen una serie de unidades metrolégicas
que es preciso conocer para poder comprenderlo y para
poder seguir los calculos que se presentan en la tablilla. Hay
unidades de capacidad (gur, pi, ban, sila), con las que se mide
la cantidad de aceite, y unidades de peso (shekel, mina), con
las que se mide la cantidad de plata. Como no vamos a exa-
minar los problemas derivados de los cambios de unidades en
los sistemas metrolégicos de la época, voy a reescribir el
enunciado pasando todas las unidades de capacidad a silas y
las de peso a shekels. Para hacer el texto mds cercano, cam-
biaré silas por litros (parece ser que el sila era aproximada-
mente un litro) y los shekels por gramos (aunque la equiva-
lencia no fuera ésa).

Ademais, el sistema de numeracién en que estan escritos los
numeros que aparecen en este problema es sexadecimal. Esto
no se percibe apenas en el enunciado, pero si en los calculos
subsiguientes. De hecho, 1 mina eran 60 shekel, de manera

Luis Puig
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que en las unidades de peso, 1 mina equivale a 1' shekel, si
escribimos los niumeros en el sistema sexadecimal’. El hecho
de que los niimeros se escribieran en el sistema sexadecimal
tuvo consecuencias importantes en la forma en que se hacfan
los célculos de las operaciones aritméticas, en particular en el
hecho de que la division se realizara siempre multiplicando
por el inverso, inverso que no se calculaba sino que se consul-
taba en tablas de inversos (se han encontrado muchos ejem-
plares de tablillas que consisten simplemente en listas de
inversos). Como este asunto tampoco voy a examinarlo en
esta ocasidn, reescribiré todos los nimeros en el sistema de
numeracion decimal. Mi traduccién ahora serd menos “con-
forme’, pero continuard siendo conforme en los aspectos que
voy a examinar.

770 litros de aceite he comprado.

De la compra de 1 gramo de plata, 4 litros, de cada
(gramo), de aceite he separado.

40 gramos de plata como beneficio he visto.

¢Con qué equivalencia he comprado y con qué equiva-
lencia he vendido?

El problema es una compraventa, pero la pregunta nos resul-
ta extrana. Para entenderla, hay que tener en cuenta que el
concepto de precio unitario en una operacién de compraven-
ta, que actualmente concebimos como una razén entre una
cantidad de dinero y una cantidad del objeto que se intercam-
bia (0, mejor dicho, entre las medidas correspondientes) y, por
tanto, la expresamos, por ejemplo, en euros por litro (o €/1),
no se concebia asi en Babilonia. La idea era la inversa: no
cuanto cuesta una unidad de medida de la magnitud (o la can-
tidad) del objeto que se intercambia, sino cudnto se obtiene en
la compraventa por una unidad monetaria. Si el aceite se ven-
diera en el mercado de esta manera, no hablariamos de que
estd a 2 euros el litro, sino de que con un euro puedo comprar
medio litro de aceite. Este “precio inverso’, que Hoyrup pre-
fiere llamar rate, tasa, se expresa por tanto en l/€, y no en €/1.

Pero el asunto adn es mas diferente porque en Babilonia atn
no habia moneda, no habia dinero en el sentido de una mer-
cancia en la que predomina el valor de cambio sobre el valor
de uso, y menos aun el actual dinero, equivalente universal,
sin valor material. Si que habia un protodinero, ya que algu-
nas mercancias con valor de uso se empleaban en las transac-
ciones mercantiles como medio de cambio. En un primer
momento, este papel parece que lo desempeiié el grano, y en
la época de esta tablilla, ya la plata y otros metales. Pero ese
protodinero, como mercancia con valor de uso se media con
las unidades corrientes de peso, de modo si el aceite hoy en
dia se vendiera de esa manera ese precio inverso o tasa se
expresaria en gramos (de plata) por litro.

La circulacion de mercancias, no en su forma directa, sino en
el ciclo que transforma el dinero en capital, el ciclo “comprar
para vender mds caro’, se concibe en Babilonia también de
otra manera, “dar menos por la misma cantidad de plata’; lo
que no solo es distinto conceptualmente, sino que también
conlleva una idea distinta de qué es la riqueza. En efecto, el
ciclo D-M-D¥*, “comprar para vender mds caro’, conduce a un
aumento del dinero en manos del que compra y vende, la mer-
cancia pasa a otras manos, y en la repeticion del ciclo el dine-
ro sigue acumulédndose y la mercancia circulando. El ciclo “dar
menos por la misma cantidad de plata” no conduce exacta-
mente a aumentar la cantidad de plata, sino que se ve tanto
desde el punto de vista de tener mas plata, como desde el
punto de vista de la mercancia equivalente a esa plata de mds
que obtiene, y en la repeticién del ciclo se acumula mercancia.
El beneficio no se concibe s6lo como la plata que se consigue,
sino como la mercancia que equivale a esa plata de mds.

Tablilla protoelamita

Ese “dar menos mercancia por la misma cantidad de plata”
como nucleo del ciclo nos permite dar sentido a la segunda
frase del enunciado, “De la compra de 1 gramo de plata, 4
litros, de cada (gramo), de aceite he separado” Ahi se estd
indicando que en la venta se dan 4 litros de aceite menos por
cada gramo de plata, de los litros de aceite por gramo de plata
que se han obtenido en la compra: la relacién entre cantida-
des que se expresa es una relacién entre la tasa de compra, la
tasa de venta y una tercera cantidad que es el beneficio en
litros de aceite que se obtiene por cada gramo de plata. Ese
beneficio unitario no estd expresado, como lo hacemos
actualmente en euros por litro, sino, inversamente, en litros
por gramo (de plata).

La tercera frase del enunciado si que expresa el beneficio, en
este caso el beneficio total, en plata, similarmente a como
actualmente lo expresariamos en dinero. Veremos, sin embar-
go, que la resolucion del problema no termina con la obten-
cién de lo que el enunciado pregunta, sino que después de
obtenerlo atn se calcula ese beneficio total en litros de aceite.
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También podemos darle sentido a la pregunta del problema a
partir del conocimiento de estas practicas comerciales. Si en
las compraventas en la época que nos ocupa no existia el pre-
cio unitario en el sentido en que lo concebimos y lo usamos
actualmente, sino ese “precio inverso’, que vamos a llamar
tasa siguiendo a Heyrup, la frase final del enunciado pregun-
ta por las tasas de compra y de venta’.

Reescribo el enunciado ya no en una traduccién conforme,
sino en una version mas libre, pero que describe una situacién
similar y mantiene implicitamente las mismas cantidades y
relaciones.

Un comerciante compra 770 litros de aceite.

Los vende dando 4 litros menos de los que ha recibido
en la compra, por cada gramo de plata.

Obtiene un beneficio de 40 gramos de plata.

Averiguar a cuantos litros por gramo de plata compré
el aceite y a cudntos litros por gramo de plata lo ven-

dié.

La inversion del concepto de precio conduce pues a que las
relaciones entre las cantidades de la estructura conceptual de
una compra para vender sean distintas de las que son usuales
para nosotros y complique la comprension por nuestra parte
del enunciado de este problema y de las operaciones que estan
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indicadas en la tablilla que hay que hacer para resolverlo. Pero
ademds, hacen el problema mas dificil, en el sentido de que la
red de cantidades y relaciones presentes en el problema tiene
una estructura que hace mas dificil su resolucién. Veamoslo.

Las cantidades presentes en una situacién similar, pero segin
nuestra manera de concebirla, son las siguientes:

cantidad comprada y vendida: m (1),
precio unitario de compra: p, (€/1)

precio unitario de venta: p, (€/1)

importe de la compra: i, (€)

importe de la venta: i, (€)

beneficio total expresado en dinero: b, (€)

beneficio unitario expresado en dinero: b,,; (€/1).

Y las relaciones entre esas cantidades son:
i, =p.xm
i,=p,xm
btd =i, -
bud =Py~ Pc

Estas cantidades y estas relaciones podemos representarlas
entrelazadas mediante un grafo®, que muestra la estructura de
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la red de relaciones entre cantidades que hemos determinado
que son las propias de nuestra manera de concebir esa estruc-
tura conceptual, como se muestra en la figura 1.

pv iv
C
m VPN ® i
bud @ ® bid
Figura 1

Ahora bien, gracias a que

btd:lv_lc
e

i =pexm

lLy=py,xm

podemos derivar
big=pyxm—p.xm=(p,-p)xm
Yy, gracias a
bui=py - P

obtenemos la relacion

btd = bud X m
py v
C
m P @ ® i
bud btd
Figura 2

con la que podemos cerrar la red de relaciones del grafo con
una nueva relacién (ver figura 2) representada por el arco (1,
b,a4 bs), y observar que las tres relaciones, que en el grafo
estan representadas con la cantidad m en el vértice comun,
responden a las relaciones de proporcionalidad

bud pv pc

Ahora bien, en la situacién de comprar para vender mds caro
correspondiente al problema babildnico, las cantidades que
aparecen no son las mismas, ya que no estan los precios uni-
tarios sino las tasas de compra y de venta, y ademds el benefi-
cio unitario que aparece no es el beneficio en dinero por uni-
dad de mercancia, sino el beneficio en mercancia por unidad
de plata (protodinero):

cantidad comprada y vendida: m (1),

tasa de compra: ¢, (l/gr),

tasa de venta: ¢, (1/gr),

importe de la compra: i, (gr),

importe de la venta: i, (gr),

beneficio total expresado en plata (protodinero): b, (gr),
beneficio unitario expresado en mercancia por unidad de

plata: b, (1/gr).

Las tasas, como ya hemos visto, son inversas de los precios
unitarios, y el beneficio unitario que aqui aparece es la dife-
rencia entre las tasas, pero restadas en orden inverso a como
se restan los precios unitarios para obtener el beneficio unita-
rio. Todo ello conduce a que la mayor parte de las relaciones
entre las cantidades sean inversas de las anteriores:

I, =—oiXt =m
c

I,=—oLxt =m
v

btd:lv_lc

bum:tc_tv

Y el beneficio total en plata ya no tiene una expresion simple
en términos del beneficio en mercancia por unidad de plata,
ya que de las relaciones anteriores se sigue



m m _t —t

b, =i —i =—-— ~—Vxm
td v c tv tc tvtc
de donde
b, m
bum tVtL'

Y, como los importes de la compra y la venta estdn relaciona-
dos con las tasas de compra y venta ahora por una proporcio-
nalidad inversa en vez de por una proporcionalidad directa,

I, Xt,=1,xt,=m,

entonces
& — ictc — ivtv
hum tVtL' tVtC

y, en definitiva, las relaciones de proporcionalidad que existen
son

a las que no es posible darles sentido en el contexto del enun-
ciado del problema.

Por ello, la red de relaciones entre cantidades que tienen sen-
tido en el contexto del problema se reduce a una red de rela-
ciones similar a la primera de las dos que hemos representa-
do antes, que ademds tiene casi todas las relaciones invertidas
en algtn sentido. (Ver figura 3, en la que he diferenciado las
cantidades conocidas de las desconocidas, sefialando éstas
con cuadrados en blanco y aquéllas con puntos negros.)

bum'®

e

te
L

|

ie[

L1

bid®

Figura 3
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Con el sistema de signos del dlgebra actual no hemos tenido,
sin embargo, ninglin problema para representar esas relacio-
nes que carecen de sentido en el contexto del problema. Y no
solo para representarlas, sino también para encontrarlas, ya
que podemos operar en el nivel de la expresion sin necesidad
de recurrir continuamente al significado que esas cantidades
y relaciones tienen en el contexto del problema, sino recu-
rriendo sélo al significado que tienen en el contexto, mds abs-
tracto, aritmético-algebraico.

Los matemadticos babilénicos no disponian de un sistema de
signos como el del dlgebra actual, pero si que disponian de
otro sistema de signos al que traducir las enunciados de los
problemas como éste para resolverlos, y en el que podian cal-
cular sin recurrir a los significados del contexto del problema,
sino usando los significados de ese otro sistema de signos, es
decir, disponian de un sistema de signos protoalgebraico.

En Puig (2006)° presenté un esbozo del uso de ese sistema de
signos en la resoluciéon de problemas. Veamos ahora cémo
aparece la solucién del problema en la tablilla babilénica,
siguiendo la traduccién conforme de Hayrup (2002, pp. 207-
208), traducida més o menos de forma conforme al espariol,
eliminando las unidades babilénicas, pero sin pasar los nime-

ros al sistema decimal.

Tt coloca 4 litros de aceite y coloca el beneficio 40 gra-
mos.

Inverso de 40, 130", ves™.

1°30"" por 4 multiplica, 6°, ves.

6" por 12°50, el aceite, multiplica, 1'17, ves.
% de 4 rompe, 2, ves.

2 cuadra, 4, ves.

4-a1'17 anade, 1°21, ves.

¢Cudl es el lado igual? 9 es el lado igual.
9 el equivalente coloca.

% de 4, que has separado, rompe, 2, ves.
2 al primer 9 anade, 11, ves.

Del segundo quitalo, 7, ves.

11 litros cada gramo has comprado, 7 litros cada
gramo has vendido.
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¢;Plata equivalente a qué? ;Qué a 11 litros [por gramo]
puedo poner que 12°50 de aceite me dé?

1710 coloco 1710 gramos de plata.

¢Por 7 litros cada gramo de plata que vendes de aceite,
los 40 gramos de plata a qué equivalen?

40 por 7 multiplica. 4'40, ves, 4'40 de aceite.

NOTAS

En la préxima entrega de estas historias contaré cémo le doy
sentido a esta solucion, mientras tanto queda como ejercicio
para el lector".

HISTORIAS |

1 La mejor referencia en estos momentos para el estudio del dlgebra en la

época babilénica es el libro reciente de Jens Heyrup Lenths, Widths,
Surfaces. A Portrait of Old Babylonian Algebra and Its Kin (Hoyrup, 2002),
en el que Hoyrup recoge y sistematiza sus investigaciones e interpretaciones
desarrolladas a lo largo de mds de veinte afios. Gran parte de los textos que
estdn recogidos y sistematizados en este libro estdn en su pdgina web
http://akira.ruc.dk/~jensh/, en versiones mas cuidadas y con menos erratas
que las publicadas. Una breve introduccién al conjunto de las matematicas
babilénicas, escrita con humor por uno de los que analizaron las tablillas por
primera vez a comienzos del siglo veinte, estd contenida en el libro de Otto
Neugebauer The Exact Sciences in Antiquity, del que hay una reedicién acce-
sible y econémica en la editorial Dover (Neugebauer, 1969), reedicién de la
segunda edicién que se publicé originalmente en Brown University Press en
1957. En esta misma revista aparecié un articulo dedicado al asunto hace
tres nimeros (Illana, 2008), que también proporciona un panorama del con-
junto de las matemadticas babil6nicas.

2 El andlisis estd hecho, por tanto, mas desde el punto de vista de la didactica

de las matemadticas que desde el punto de vista de un historiador de las mate-
mdticas. De hecho, este andlisis lo he propuesto como ejercicio a los alum-
nos del curso “Episodios de la historia de las mateméticas” del programa de
doctorado de Did4ctica de las Matemadticas de la Universitat de Valéncia.

El problema aparece en la tablilla TMS XIII. Las siglas TMS significan
“Textos Matemdticos de Susa’, lo que indica que procede de esa zona del
actual Irdn. Hoyrup (2002, p. 206 y n. 234) indica que hay otras tablillas con
el mismo problema que proceden del nicleo central del territorio de
Babilonia. Ver también en Hoyrup (2002, n. 233) las fuentes de la copia a
mano en papel y la transliteracién de la tablilla que ha utilizado.

En la péagina 41 y ss de Hoyrup (2002) explica cémo estd hecha esa traduc-
cién conforme intentando establecer una correspondencia con la estructura
del texto original, a costa de forzar el idioma al que se traduce, con el fin de
que se pueda hacer una lectura en ese idioma muy pegada al texto original.
Desde mi punto de vista, sélo una traduccién de este estilo permite hacer
hipétesis sobre los conceptos, procesos y sistemas de signos que estdn en uso
en el texto en cuestién.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

5 Hoyrup representa los niimeros en el sistema sexadecimal indicando median-

te el signo * la posicién 60, ** la posicién 602, etc. y mediante el signo * la
posicién 6071, ** la posicién 60-2, etc., de modo que, por ejemplo 70’5 lo
escribe 1° 10 30".

6 Asi designa al ciclo “Dinero—Mercancia—Dinero” Karl Marx en la Seccién

segunda del Libro Primero de El Capital, en que analiza la transformacién
del dinero en capital. En los ciclos del capital especulativo de nuestros dias
la M practicamente ha desaparecido y la D es un signo sin referente en mer-
cancia alguna. Algo de esto ya apuntaba el propio Marx en el Libro Tercero
de El Capital.

7 Como bien sefiala Hoyrup la dificultad de la traduccién de un texto como éste

o]

o

escrito en un lenguaje tan distinto del inglés o el espaiiol reside en que no
sélo es diferente el sistema de signos sino el juego de lenguaje, en el sentido
wittgensteiniano del término, es decir, “el complejo irreducible de practicas
extralingiiisticas, conceptos y uso” (Hayrup, 2002, p. 40). Nuestra lectura
también tiene que lidiar con esa diferencia entre juegos de lenguaje para que
el sentido que le demos al texto sea afortunado.

En Filloy, Rojano and Puig (2008) o en Filoy, Puig y Rojano (2008) describo el
uso de esos grafos para la representacién de la red de relaciones entre canti-
dades, que se obtienen al analizar el texto del problema con el fin de tradu-
cirlo al sistema de signos del dlgebra.

En mi pagina web, http://www.uv.es/puigl/textos.htm, hay una versién en pdf
de ese texto, que no tiene las erratas y defectos que aparecieron al pasar el
texto que envié en formato electrénico a la imprenta.

10 Este “ves” se repite continuamente. Podemos imaginar que la tablilla recoge

los pasos de la solucién del problema, y que las acciones correspondientes se
estaban haciendo dibujando en el suelo. “Ves” sefala, es como si se indicara
que se vea lo que estd resultando de las acciones: “ves que resulta 130"
Podria haber hecho una traduccién menos conforme y haber escrito: “resul-
ta 1°30"”; pero se habria perdido la huella de las acciones que probable-
mente acompaiiaban a lo recogido en la tablilla.

11 Ejercicio que quien quiera puede enviar a historias@revistasuma.es
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. . . .. clera todas las fuerzas que animan a la naturaleza, asi Como
tada en el nimero 60 de SUMA, junto con una serie de activi- 1 ’

S . L la situacién respectiva de los seres que la componen, si ade-
dades didécticas para la clase. Como el espacio de esta seccién més fuera lo suficientemente amplia como para someter a

estd, légicamente, limitado, varias actividades del guién de analisis tales datos, podria abarcar en una sola férmula los
trabajo original no se pudieron incluir en el citado namero, movimientos de los cuerpos mas grandes del universo y los
por ello que aparecen ahora, esperando que respondan a los del 4tomo mads ligero; nada le resultarfa incierto y tanto el
temas mateméticos que faltaban por tratar en la primera futuro como el pasado estarian presentes ante sus ojos. El

espiritu humano ofrece, en la perfeccién que ha sabido dar

parte. a la astronomia, un débil esbozo de esta inteligencia. Sus

El tema central de la novela, como muchos lectores ya saben,
es la idea del Demonio de Laplace. Todo comenz6 en la obra
del mismo autor: Ensayo Filosdfico sobre las Probabilidades,
de 1814, en la que concretamente nos dice:

Constantino de la Fuente Martinez
IES Cardenal Lopez de Mendoza, Burgos
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descubrimientos en mecdnica y geometria, junto con el de
la gravitacién universal, le han puesto en condiciones de
abarcar en las mismas expresiones analiticas los estados
pasados y futuros del sistema del mundo. Aplicando el
mismo método a algunos otros objetos de su conocimien-
to, ha logrado reducir a leyes generales los fenémenos
observados y a prever aquellos otros que deben producirse
en ciertas circunstancias. Todos sus esfuerzos por buscar la
verdad tienden a aproximarlo continuamente a la inteli-
gencia que acabamos de imaginar, pero de la que siempre
permanecerd infinitamente alejado. Esta tendencia, propia
de la especie humana, es la que la hace superior a los ani-
males, y sus progresos en este ambito, lo que distingue a las
naciones y los siglos y cimenta su verdadera gloria (Ensayo
Filoséfico sobre las Probabilidades, pag. 25).

Una propuesta de trabajo en el aula
ﬁ

Desde el punto de vista didactico, debemos tener muy en
cuenta la opinién de Laplace, ya expuesta en el anterior arti-
culo, sobre las peculiaridades del pensamiento probabilistico:

La teoria de las probabilidades obedece a consideraciones
tan delicadas que no es raro que, partiendo de los mismos
datos, dos personas lleguen a resultados distintos, sobre
todo en las cuestiones mas complejas (Ensayo Filoséfico
sobre las Probabilidades, pag. 31).

Estas consideraciones de Laplace nos traen a la memoria las
dificultades con que nos encontramos cuando deseamos com-
prender y resolver algunos problemas de probabilidades. A
este respecto no podemos dejar de mencionar el famoso pro-
blema de Monty Hall, que debe su nombre al presentador del
programa de television Let’s Make a Deal (Hagamos un trato).
El lector que desee conocer mas a fondo el problema no tiene
mds que escribir el titulo en el buscador Google, o si prefiere
una version mas literaria, mds acorde con esta seccidn, leer EI
curioso incidente del perro a medianoche, fantdstica novela de
Mark Haddon, que ya ha sido objeto de esta seccidon (niimeros
54 y 59 de SUMA); en esta obra se dedican varias paginas al
problema, incluyendo cartas de profesores de matematicas de
diferentes universidades, en las que persisten en el error...

A prop6sito de lo anterior, aunque en Espaiia no tenemos nin-
gln problema tan famoso como el de Monty Hall, si que de
vez en cuando aparece una perla en algin medio de comuni-
cacién. Vamos a aprovechar estas lineas para referirnos con-
cretamente al programa Informe Semanal del dia 20 de
diciembre de 2008. En €l apareci6 el reportaje titulado Ilusion
en tiempos de crisis, que puede contemplarse en:

La idea de Fawer es precisamente la de negar de la imposibili-
dad de la existencia de este Demonio. Para ello se adentra en
el terreno de la ciencia ficcién y nos acerca, de una manera
brillante a lo que parece... ;imposible? El contexto parece
estar construido con regla y compads, aunque no sean los ins-
trumentos m4s utiles para movernos por el mundo de las pro-
babilidades o el de la literatura. El personaje principal padece
(pag. 48) ELT, epilepsia del lobulo temporal. El médico le infor-
mo que las alucinaciones olfativas y visuales eran tipicas antes
de un ataque, como lo era oir voces o tener la sensacion de deja
vu. Todas las circunstancias configuran una trama que se des-
arrolla como si estuviera perfectamente planificada por una
inteligencia superior, y es que realmente lo estd, pero por
alguien que no vive para verlo ...

www.informesemanal.tve.es, afirmandose, y no por un perio-
dista, que la probabilidad de que le toque el gordo a una per-
sona es:

1
195x85.000

siendo 195 el numero de series de cada ndmero y 85.000 el
numero de billetes que se ponen a la venta (cada billete con-
tiene 10 décimos o fracciones de un nimero). Dejamos al lec-
tor el comentario personal sobre el resultado y animamos a
usar en clase el video del reportaje, porque no tiene desperdi-
cio... iQué razén tenia Laplace! Nadie estamos a salvo de
cometer errores, aunque sea un elemental calculo de probabi-
lidades: profesores y profesoras de Primaria, Secundaria,
Universidad...

Por ultimo, sobre las actividades para la clase, que componen
la propuesta didactica, proponemos al lector acudir al n° 60
de SUMA; en ese niimero se hace la presentacion general de
las mismas, analizando las cuestiones a tener en cuenta antes
de llevarlas al aula, y se expone la primera mitad, aproxima-
damente. El resto aparecen a continuacién.

Laplace es mucho Laplace

En 1770, Laplace present6 su primer trabajo en la presti-
giosa Academia de las Ciencias. Después de aquello, quedé
claro para todos que era un genio matematico. Asi que
dedicé el resto de su vida a dos campos: la probabilidad y
la astronomia (pag. 212).



El capitulo 19 del libro, ademds de ser cuando nuestro prota-
gonista cree estar viviendo una larga alucinacion, también nos
proporciona muchos datos de Pierre Simén Laplace.

a. Elabora una biografia de este ilustre matematico, situando
sus obras en el tiempo y aportando algunos de sus mds
famosos resultados.

En relaciéon con estos ultimos, no podemos dejar pasar esta
oportunidad sin sefialar que Laplace es el autor de una fér-
mula que sirve para calcular probabilidades, conocida en ESO
y Bachillerato, y que se denomina Férmula de Laplace.

b. ;En qué consiste? ;Cuando se puede utilizar? Pon algiin
ejemplo en el se vea su utilidad.

En el capitulo 19 habrés visto graficas que representan distri-
buciones de datos, con una caracteristica comun: tienen
forma de campana. En matemadticas, a estas formas de distri-
buirse los datos o resultados se le llama Distribucion Normal,
y la funcién que tiene esa representacion grafica se llama
Campana de Gauss.

c. Profundiza en el significado de la Distribucién Normal y
averigua la expresion general de la funcién que la repre-
senta. ;Por qué se denomina la campana de Gauss?

En 1812 Laplace public6 su obra Teoria Analitica de las pro-
babilidades. En ella aparece el método de los minimos cua-
drados, atil para minimizar los errores.

d. Explica en qué consiste el método anterior. Explicalo con
un ejemplo.

Laplace como excusa para resolver un problema
sencillo

Laplace demostré que la mejor manera de predecir la rea-
lidad no es calcular la respuesta correcta, sino establecer
cudl seria la respuesta menos errénea. En el ejemplo de la
moneda, a pesar de que la posibilidad de conseguir dos
caras en cuatro tiradas es s6lo del 37,5%, la posibilidad de
conseguir cualquier otro nimero de caras es incluso menor
y, por lo tanto, la prediccién de tener dos caras es la menos
errénea y por consiguiente la mas correcta (pag. 216).

Vamos a estudiar a fondo el problema que se trata en la cita
anterior, para ello tiramos una moneda cuatro veces... Gira y
gira, parece que se contornea, cae, choca, rebota y por fin deja
de moverse. Anotamos el resultado de cada tirada y nos pre-
guntamos:

a. ;Cudntos resultados podemos obtener después de las cua-
tro tiradas? Escribelos todos.
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P.S. de Laplace

El conjunto de los resultados posibles de un experimento ale-
atorio se llama espacio muestral, y si lo conocemos con exac-
titud, la mayoria de las preguntas que nos puedan hacer, sobre
resultados del experimento, las podemos contestar con relati-
va facilidad. Vamos a calcular la respuesta a alguna de ellas,
sobre la probabilidad de obtener:

b. Exactamente dos caras. Compara tu resultado con el de la
cita.

c. Alguna cruz.

d. Exactamente una cara.

e. Distinto ndmero de caras que de cruces.

Uno de nuestros deseos es llevarte un poco mas lejos... Para
ello vamos a tirar la moneda un ndmero n de veces, siendo n
un nimero natural mayor o igual que 1. A partir de aqui nos
interesa calcular la probabilidad de obtener:

f. Al menos una cara.

g. Exactamente dos cruces (siendo n > 2).

h. El mismo numero de caras que de cruces (n debe ser par).
i. Un numero de caras menor que cuatro (n debe ser n > 3).
j. Exactamente c caras, siendo n > c.
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Grandes subidas y grandes desplomes...

Cuando la noticia se hizo ptblica al cabo de unas semanas,
las acciones subieron como la espuma, desde la cotizacién
de 20,24 $ la accién, que mantenia desde hacia cincuenta y
dos semanas, a 101,50 $ (pag. 111).

Por un rato, vamos a ponernos en la piel de Grimes, el perso-
naje, y vamos a pensar en lo que pasa con nuestro dinero
invertido en la Bolsa.

a. Si tenemos 200.000 $, como Grimes, compramos acciones
a 20,24 $ cada una y al cabo de 52 semanas se ponen a
101,50 $, ;qué porcentaje de ganancia hemos conseguido?

Poco después de lo anterior, las acciones pierden el 98% de su
valor. Es una pena, pero hemos perdido mucho dinero...

b. ;Es cierto que entonces las acciones no valen ni 10.000$?

El mundo econdmico tiene uno de sus santuarios en la Bolsa,
también denominada Mercado de Valores.

c. Busca la informacién que necesites para hacer un informe
sobre la Bolsa: ;Qué se negocia en ella? ;Qué son las accio-
nes? ;Qué significa que la Bolsa suba o baje? ;cudles con los
principales indices de la Bolsa espafiola? Anade ademds
toda la informacién que te parezca relevante.

Laplace demostré que la mejor
manera de predecir la realidad no
es calcular la respuesta correcta,
sino establecer cudl seria la
respuesta menos errénea

El Demonio de Laplace

Una inteligencia que en un momento determinado cono-
ciera todas las fuerzas que animan a la naturaleza, asi como
la situacidn respectiva de los seres que la componen, si ade-
mds fuera lo suficientemente amplia como para someter a
andlisis tales datos, podria abarcar en una sola férmula los
movimientos de los cuerpos mds grandes del universo y los
del atomo mads ligero; nada le resultarfa incierto y tanto el
futuro como el pasado estarfan presentes ante sus ojos
(pag. 217).

La cita anterior estd tomada de la pagina 25 del libro de Pierre
Simén De Laplace, Ensayo filosdfico sobre las probabilidades.
En ella se ilustra el concepto central desarrollado en EIl
Teorema, el Demonio de Laplace, aunque aparece en bastan-
tes otras paginas de la novela: 135, 209, 217, 218, 365,...

a. Resume con tus palabras en qué consiste.

En el libro de Laplace, Ensayo filosdfico... las palabras de la
cita contintian con las siguientes:

El espiritu humano ofrece, en la perfeccién que ha sabido
dar a la astronomia, un débil esbozo de esta inteligencia.
Sus descubrimientos en mecénica y geometria, junto con el
de la gravitacién universal, le han puesto en condiciones de
abarcar en las mismas expresiones analiticas los estados
pasados y futuros del sistema del mundo. Aplicando el
mismo método a algunos otros objetos de su conocimien-
to, ha logrado reducir a leyes generales los fenémenos
observados y a prever aquellos otros que deben producirse
en ciertas circunstancias. Todos sus esfuerzos por buscar la
verdad tienden a aproximarlo continuamente a la inteli-
gencia que acabamos de imaginar, pero de la que siempre
permanecerd infinitamente alejado. Esta tendencia, propia
de la especie humana, es la que la hace superior a los ani-
males, y sus progresos en este ambito, lo que distingue a las
naciones y los siglos y cimenta su verdadera gloria.

b. Estas palabras, que légicamente no se mencionan en E/
Teorema, sson un jarro de agua fria para los intentos de la
ciencia de conseguir hacer realidad el Demonio de
Laplace? ;Podra ser una realidad en el futuro? Expén tus
argumentos con claridad.

En la pagina 296 del libro, David Caine, el protagonista prin-
cipal, se siente culpable de las cosas que pasan, puesto que
parece que son planificadas y programadas por él. Este senti-
miento podrias tenerlo ti mismo si te vieras en la misma
situacién.

c. Imaginalo y describe alguna sensacién y algin sentimiento
que podrias tener como consecuencia de tus poderes.

El origen de las probabilidades: ;el Caballero de
Meré era ludoépata?, ;los numeros nos hacen
trampas?

De Meré era un jugador compulsivo y sus preguntas se
referfan a un juego de dados muy popular donde el jugador
tira cuatro dados. Si lo hacia sin sacar un seis cobraba la
apuesta, pero si sacaba un seis, entonces ganaba la casa
(Pag. 41).

¢Alguien conoce de dénde viene la teoria de las probabili-
dades? (P4g. 40).



Fermat

La primera cita contintia en la pagina 42, donde se muestra
que si un jugador hace 100 tiradas, probablemente ganaria 48
y perderia 52 veces.

a. Demuestra que es cierto el resultado anterior.
b. Estudiar la probabilidad de ganar en este juego, en funcién
del niimero de dados que se puedan lanzar.

El Caballero de Meré, que realmente se llamaba Antoine
Gombaud, proporciond a la historia de las matematicas algunos
problemas que se recordardn siempre. Este jugador escribia a
Pascal y le proponia problemas que a él le hubiera gustado tener
resueltos, con el fin de tener ventaja en sus partidas. El primero de
ellos, que Pascal denominaba el problema de los partidos, dice asi:

Después de iniciado un juego en el que participan dos
jugadores de igual destreza, donde se requiere conse-
guir un cierto niumero de puntos para ganar, es inte-
rrumpido antes de que esto ocurra, ;como se han de
dividir los premios, sabiendo el nimero de puntos de
cada jugador en el momento de la interrupcion?

Estd claro que las partes en que se reparten los premios deben
ser proporcionales a sus probabilidades respectivas de ganar
la partida. Por tanto habrd que calcular esas probabilidades.

c. Resuelve el problema si el nimero de puntos necesarios
para ganar fuera de 5 y los puntos obtenidos por los juga-
dores al dejar la partida fueran 4 y 3 respectivamente. Haz
lo mismo si ahora lo hubieran dejado después de conseguir
2y 3 puntos respectivamente.

Este problema, en su enunciado original, fue propuesto por el
Caballero de Meré a Pascal, y éste, a su vez, se lo envid a
Fermat. Cuenta Laplace que lo resolvieron los dos por cami-
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Pascal

nos diferentes y entablaron una discusién entre ellos sobre
cudl de los dos métodos era mejor. Al final uno reconocié la
generalidad del método del otro.

d. ;Quién fue el ganador de esta amigable disputa, Fermat o
Pascal?

El segundo problema del Caballero de Meré a Pascal iba
acompaiiado con el comentario en el que decia que habia
hallado falsedad en los niimeros por la siguiente razén. Si uno
se propone obtener un seis con un dado, hay una ventaja como
de 671 a 625 en intentarlo en cuatro jugadas. Si uno se propo-
ne obtenerlo con dos dados, es desventajoso intentarlo en 24
jugadas. Sin embargo, 24 es a 36, niimero de caras de dos
dados, como 4 es a 6, niimero de casos en un dado. He aqui un
gran escdndalo, que le hacia decir que las proporciones no
eran constantes y que la aritmética se desmentia.

:Qué ocurria? Pues ni mds ni menos que el Caballero de Meré
crefa que el nimero de jugadas debia aumentar proporcional-
mente el nimero de oportunidades totales, cosa que no es
exacta, pero estd cada vez mas proxima a serlo a medida que
aumenta el numero de oportunidades.

Lee de nuevo el segundo problema del Caballero de Meré y
contesta a las siguientes cuestiones:

e. Calcula la probabilidad de obtener un seis al tirar un dado
hasta cuatro veces. ;Por qué dice De Meré que hay una
ventaja de 671 a 625?

f. Calcula la probabilidad de obtener dos seises al tirar dos
dados hasta 24 veces. ;Es desventajoso, es decir, la proba-
bilidad es menor que 0,5? Si nos dejan tirar mas de 24
veces, jentonces la probabilidad es mayor que 0,5?
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En el principio estuvo, sobre todo, Blaise Pascal

Después de ver como Blaise se tragaba Euclides, el padre
contraté a los mejores maestros de matematicas, algo que
resultd ser una sabia decisién, porque Blaise Pascal se con-
virtié en uno de los matematicos mas importantes del siglo
XVIL (pag. 41).

El genio de Pascal fue la principal materia prima para que se
originara una parte nueva en las matematicas; los problemas
del Caballero de Meré no hubieran servido de nada si la genia-
lidad de Pascal no se hubiera fijado en lo que habia detras de
ellos. Pero Pascal también se ocupé de otras cosas en mate-
maticas.

a. Elabora una biografia de Pascal, recogiendo sus aportacio-
nes al campo de las matemadticas.

b. El tridngulo de Pascal, también llamado de Tartaglia, ;en
qué consiste? Expén sus principales propiedades.

¢. Haz un comentario sobre la mdquina de Pascal para calcu-
lar como precursora de las calculadoras.

d. Estudia el denominado Teorema de Pascal, entncialo y
expon las caracteristicas del hexagrama mistico.

Laplace también tenia problemas...

Dos afos después de la publicacién de Teoria analitica de
las probabilidades, escribié un trabajo titulado Ensayo filo-
séfico sobre la probabilidad (pdg. 215).

A propésito del segundo de los trabajos, Laplace expone en €l
varios problemas, algunos de los cuales te vamos a presentar.
El primero de ellos es el problema de San Petersburgo, deno-
minado asi porque fue publicado en los Comentarios de la
Academia de San Petersburgo por Daniel Bernouilli, utilizan-
do un concepto nuevo que élllamo esperanza moral. Su enun-
ciado es el siguiente:

Pablo juega a cara o cruz con la condicién de recibir
dos francos si saca cara en la primera tirada, cuatro
si no lo saca hasta la segunda, ocho si no lo saca
hasta la tercera tirada, y asi sucesivamente.

a. Calcula la probabilidad de tener que tirar el dado exacta-
mente seis veces para obtener cara por primera vez.

b. Calcular la probabilidad de tener que tirar el dado n veces
para obtener cara por primera vez.

c. Calcula la ganancia obtenida en el caso de obtener cara con
las condiciones del apartado anterior.

d. Bernouilli es un apellido muy importante en las historia de
las matematicas. Recoge la informacién necesaria para ela-
borar un esquema con todos los matematicos de esta fami-
lia, sitGia a Daniel y elabora una biografia suya.

El segundo problema tiene el siguiente enunciado:

Dos jugadores juegan juntos a cara o cruz, de tal
modo que, en cada tirada, si sale cara A le da una
ficha a B, y si sale cruz B le da una ficha a A. El nime-
ro de fichas de A es ilimitado y el de B es limitado. La
partida se acaba cuando B se quede sin fichas. Se
trata de averiguar en qué ndmero de jugadas se aca-
bara la partida, en funcién del nimero de fichas de B.

Laplace dice que se podria apostar un poco menos de uno
contra uno a que la partida terminard en 23780 tiradas, y un
poco mas (de uno contra uno) a que terminard en 23 781 tira-
das en el caso en que B tenga 100 fichas.

d. Resuelve el problema para el caso en que B tenga una ficha.
e. Analiza la veracidad de la afirmacién de Laplace en el caso
en que B tenga 100 fichas.

La Ley de los Grandes Numeros

Caine tuvo que admitir que su amigo sabia aceptar las
cosas tal comovenian. Eso es algo que siempre le habia gus-
tado de Doc: nada le sorprendjia.

Es la ley de los grandes nimeros —le habifa comentado en
una ocasién— lo sorprendente serfa que algo extrafio les
ocurriera a todos los habitantes del planeta al mismo tiem-
po (pag. 298).

La Ley de los Grandes Numeros fue enunciada y demostrada
por primera vez por Jacques Bernouilli, por lo que inicial-
mente se le denomind teorema de Bernouilli. Mas tarde fue
Poisson quien le puso el nombre con el que actualmente se le
conoce.

a. Enuncia la Ley de los Grande Numeros.

b. Haz una biografia de Jacques Bernouilli y averigua en qué
obra suya aparece por primera vez la citada Ley.

c. Escribe una biografia breve de Poisson.

Laplace, en su obra Eunsayo filosdfico sobre las probabilidades
explica la Ley de los Grandes Numeros con un ejemplo:

Tenemos una urna con bolas blancas y negras y cada vez
que extraemos una bola de la urna la volvemos a introdu-
cir de nuevo en ella antes de proceder a una nueva extrac-
cién.

Lo que dice la ley de los grandes nimeros es lo siguiente: la
probabilidad de que la razén entre el niimero de bolas
blancas extraidas y el total de bolas sacadas no se aparte
de la probabilidad de extraer una bola blanca en cada
extraccion, es muy alta siempre que el niimero de extrac-
ciones sea muy grande.



Dicho en un lenguaje mds actual lo podemos decir de las for-
mas siguientes:

Cuando el niimero de extracciones sea muy grande (tienda a
infinito), la razén entre el n° de bolas blancas extraidas y el n°
total de extracciones efectuadas se acerca a la probabilidad de
extraer bola blanca en cada extraccién.

La frecuencia relativa del suceso aleatorio “sacar bola blanca”
se acerca al valor de la probabilidad de sacar bola blanca,
cuando el numero de extracciones tiende a infinito.

d. En el tltimo de los enunciados se habla de frecuencia rela-
tiva. ;Qué significa? También se habla de suceso aleatorio.
¢Qué significa?

e. Reflexiona sobre el enunciado en cualquiera de las formas
que te hemos expuesto y da tu opinién sobre si es logico y
comprensible.

f. Idea un método basado en la Ley de los Grandes Nuumeros
para averiguar el niumero aproximado de peces que puede
haber en un lago. Intenta averiguar también el nimero de
peces de una cierta especie que hay entre los peces del
mismo lago.

Del Big Bang a la Teoria matematica del Caos

Caine habia pasado horas atrapado en el despacho de Doc
mientras el profesor hablaba poéticamente de todo, desde
el Big Bang a la teoria del caos (pag. 113).

a. ;Qué es el Big Bang? Explica razonadamente en qué consis-
te, su origen, defensores, etc.

Asi como el Big Bang se encuadra dentro de los conocimien-
tos de la Fisica, la teoria del caos forma parte de los conoci-
mientos matematicos surgidos en el siglo xx.

b. Explica en qué consiste la teoria matemadtica del caos.

Para que tengas un conocimiento mds profundo sobre esta
nueva teoria matemadtica, vamos a presentarte un ejemplo
sacado de la obra literaria El curioso incidente del perro a
medianoche, concretamente en la pagina 132 de este libro
aparece:

He aqui una férmula para una poblacién de animales

N, a=A(N

nueva vieja

)-(1-N,

vieja )

La ecuacién anterior se llama de P. F. Verhulst, que fue un
cientifico que estudi el crecimiento demografico y la planted
en 1845.
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Para simplificar las cosas y que todos la entendamos mejor,
vamos a escribir la férmula asi N’=A-N(1-N), donde N es
la poblacion vieja (del afio anterior), N’ es la poblacién nueva
(del afo siguiente) y A es una constante que llamamos de fer-
tilidad, que puede cambiar con las condiciones ambientales,
de alimentacidén, depredadores, climdticas, etc. Suponemos,
para trabajar con niimeros sencillos, que Ny N’ son nimeros
entre 0y 1y que representan los millones de individuos de esa
especie.

c. Comprueba que si A<, la poblacién es cada vez mds peque-
na y se extingue. Hazlo para los casos A = 0,5y N = 0,8, cal-
culando la poblacién en afos sucesivos.

d. Si A = 1,5y la poblacién inicial es 0,1, puedes comprobar
que al cabo de 3 anos la poblacién serd de 0,21676. ;La
poblacién va creciendo? Comprueba que se va estabilizan-
do hacia el valor 0,3333. |Y esto ocurre aunque el tamafno
inicial sea otro! Compruébalo.

e. Verifica que si A = 2,5 la poblacién se estabiliza en las cer-
canias del valor 0,6.

f. En el caso A = 3,2 puedes comprobar que la poblaciéon se
estabiliza en valores cercanos a 0,5 y 0,8; un aio en uno de
ellos y al siguiente en el otro.

g.Enel caso de A = 3,5 la poblacion se acerca a cuatro valores:
0,38; 0,83 y otros dos valores que debes descubrir por tus
propios medios.

h. Comprueba que para A = 3,57 aparece el caos; es decir, no
podemos predecir el resultado de un ano sabiendo el del
afo anterior.

Este ejemplo fue estudiado en el siglo xx por el biélogo Robert
May con la colaboracién de otras personas. A su vez, estos
resultados, junto con los de otras situaciones, fueron la base
para la aparicién de un nuevo campo de las matemadticas que
estudia este tipo de fenémenos y que se denomina Teoria del
Caos.

i. Recopila informacidén y presenta alguna otra situacién en la
que podamos encontrar el caos.

Algunas ideas que han influido y revolucionado la
Ciencia
Todas las teorias y deducciones que lo habian conducido
hasta este punto pasaban en ese momento por su cabeza.
La teoria de la relatividad de Einstein, el principio de inde-
terminacién de Heisenberg, el gato de Schrédinger, el mul-

tiuniverso de Deutsch, y, por supuesto, el demonio de
Laplace (pag. 135).

Esta cita resume de forma clara muchas de las ideas cientifi-
cas que aparecen en El Teorema, que se discuten y se explican
intentando que el lector reflexione sobre ellas y forme su opi-
nién personal.
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David Deutsch

Nosotros también vamos a proponerte que traslades al papel
tus reflexiones sobre estos temas (excepto del Demonio de
Laplace, que lo tratamos especificamente):

a. Elabora una pequena biografia de cada uno de los persona-
jes, de no mds de una pagina cada una: Einstein,
Heisenberg, Schrodinger y Deutsch.

b. Explica con palabras sencillas en qué consiste cada una de
esas ideas, poniendo, si es posible, algin ejemplo que
ayude a entenderlas.

c. Expoén tu opinién personal sobre la importancia de cada
una de ellas.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Y para acabar unos problemillas...

La probabilidad de hacer una pareja con cualquiera de las
dos cartas que tenfa en la mano era del 13 por ciento (pag.
314).

a. Vuelve a leer la pagina citada, si es necesario y comprueba
si la afirmacidn es cierta.

Pero sélo habia una probabilidad de 0,5 por ciento que
pudiera convertir la jota o el nueve en un trio (pag. 314).

b. Repasa la situacion que se plantea en el libro y averigua si la
afirmacidn anterior es correcta.

¢Sabes cudles son las probabilidades de conseguir cincuen-
ta caras consecutivas? —pregunt6é Tversky-. Es un medio
elevado a la quincuagésima potencia. Eso nos da...-Doc lo
calculé en el ordenador- 1 entre 1125.8999.906.842.620
(pag. 345).

Si te fijas en el nimero anterior, que debe ser el resultado de 259,
puedes ver que no es correcto; 290 da un resultado distinto.

c. Averigua la causa. Vamos a dar por bueno el posible error
cometido al poner un grupo de 4 cifras separadas por pun-
tos, lo més probable es que sobre uno de los nueves. El

error es otro.

Olvidemos lo anterior y sigamos con la moneda. Ahora se
trata de tirar una moneda hasta conseguir una cara.

d. ;Cudl es la probabilidad de obtenerla?

LITERATURA Y MATEMATICAS &

Dejando a un lado Internet, que en muchos casos es lo mas
parecido a la jungla, proponemos algunos titulos interesantes
para consultar y extraer informacién. Desde el punto de vista
histérico es imprescindible el libro de Laplace y muy util el de
Mankiewicz, aunque pueden encontrarse muchas cosas en los
innumerables libros de historia de las matematicas. Desde el
punto de vista didactico los primeros libros de Miguel de
Guzmadn, José Colera y Adela Salvador, segun va pasando el
tiempo, se estan convirtiendo en pequeiias joyas. Por altimo,
desde el punto de vista cientifico y de divulgacion, el libro de
Sautoy es fascinante, aunque su tema central es la hipétesis de
Riemann; para nuestro trabajo es muy util la parte que de-
sarrolla muchas ideas de divulgacién sobre la Criptografia.
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libros y ediciones, S. L., Madrid.
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Matemdticas II Opciones C y D, Ediciones Anaya S. A., Madrid.

MANKIEWICZ, R., (2000): Historia de las matemdticas, Ed. Paidds
Ibérica, Barcelona.

SAUTOY, M. du. (2007): La miusica de los nimeros primos, Ed.
Acantilado, Barcelona.
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mace 500 afios, el 9 de mayo de 1509, escribia Daniele
Gaetani al patricio veneciano Andrea Mocenigo lo siguiente:

Me complace sumamente, oh magnifico Andrea, la suerte
que tiene el actual siglo de que se halle recién publicado el
libro sobre La Divina Proporcién, escrito por el maestro
Luca Pacioli de Borgo Sansepolcro, esclarecidisimo repre-
sentante de la orden minoritaria, de quien dudo que poda-
mos en lo sucesivo encontrar algiin émulo en materia
matematica.

La fama que en los ambientes cientificos y artisticos de la
Italia renacentista de comienzos del siglo Xv1 expresa en este
texto Andrea Mocenigo, se debia no tanto a sus aportaciones
matemadticas originales cuanto a su capacidad para recopilar,
difundir y ensenar los diversos contenidos de la materia cono-
cidos en aquella época. Y es que, si hay talentos que destacan
por su capacidad creativa, por su originalidad, hay también
talentos que sobresalen por su capacidad de recoger y dar
unidad a multitud de saberes dispersos de una determinada
época. Los primeros contribuyen al avance del conocimiento,
mientras que los segundos preparan las condiciones para que
otros realicen los avances. Entre estos altimos, se encontraba
preponderantemente Luca Pacioli.

Luca Pacioli habia nacido en 1445 en el pueblecito de Borgo
Sansepolcro, situado en los confines de la Toscana, pertene-
ciente a finales del siglo xv a la reptblica de Florencia. Aqui
transcurre su juventud, y el ambiente y la tradicién francisca-
na del pueblo debieron de influir no poco en su decisién pos-
terior de ingresar en la Orden Menor de San Francisco. Sus
primeros conocimientos laicos se los debe a la familia Folco

Luca Pacioli y la Divina Proporcion

de Belfolci, en cuya casa trabajé como “apprenti’ Por otra
parte, tiene ocasién de trabar amistad con Piero Della
Francesca, y de asistir a las clases que este impartia, en las fre-
cuentes visitas que realizaba a su pueblo natal de Borgo
Sansepolcro. El propio Piero debié de introducirle en la corte
de Urbino, cuyo duque poseia una espléndida biblioteca,
donde encontré sin duda abundante material de textos anti-
guos que estimularon su aficion por el estudio de las ciencias.

Santiago Gutiérrez

Sociedad Madrilefia de Profesores de Matemadticas Emma
Castelnuovo

hace@revistasuma.es
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A los veinte afios se dirige a Venecia, para trabajar en casa del
mercader Antonio Rompiasi, como preceptor de sus hijos
Francesco y Paolo. Con este motivo escribe un primer libro de
Algebra, que dedica a sus jévenes alumnos. En Venecia asiste
a las lecciones publicas de Doménico Bragadino, mejorando
asi notablemente su formaciéon matematica. Como quiera que
acompaifia a Rompiasi en sus frecuentes viajes de negocios, lo
aprovecha para aumentar sus conocimientos comerciales.

En 1470, al morir Rompiasi, se traslada a Roma, a casa de
Leone Alberti, a la sazén secretario en la cancilleria papal.
Comienza sus estudios de Teologia, y en 1472 ingresa en la
Orden de los Franciscanos Menores. Aqui sirve de modelo a
Piero Della Francesca para pintar la figura de San Pedro
Martir en el cuadro Pala di Brera, pintado entre 1472 y 1474.

En 1475, es nombrado, a propuesta de los estudiantes, lector
de Matemadticas en Perugia, y es contratado en 1477, para
ensefar Matemadticas, con un sueldo anual de 30 fiorines. En
1480, comienza una serie de viajes por varias universidades,
ensefando Matemadticas, y regresa de nuevo a Perugia, en
cuya universidad obtiene una cdtedra para ensefiar el Abaco,
de 1486 a 1487. A continuacién se toma un tiempo de des-
canso, dado el agotamiento que le ha producido su intensa
actividad docente, y reaparece en 1490 en Ndpoles para ense-
nar Teologia y Matemdticas. De 1490 a 1493 se retira a su
pueblo natal, donde se dedica a preparar la edicién de su obra
Summa de Arithmetica, Geometria, Proportione et Proportio-
nalita, que se publica en 1494, para lo cual se traslada a
Venecia, donde se va a imprimir.

La Summa...

Conviene detenerse un momento en la Summa de Aritmética,
Geometria, Proportioni et Proporcionalita por la importancia
que tuvo en su época. Efectivamente, escrita en lengua vulgar,
puede ser considerada como el primer libro de algebra del
Renacimiento, dada la difusién que adquiri6 entre sus con-
temporaneos, a pesar de que ya diez anos antes se habia
publicado la obra Triparty del francés Chuquet. La difusién
llegé a tal extremo que, como senala C. Boyer, los antiguos
historiadores del Algebra pasaban directamente del Liber
abaci de Fibonacci de 1202 a la Summa de 1494. En realidad,
para su elaboracién, Pacioli se apoyé fundamentalmente en
los Elementos de Euclides, del que habia hecho una traduc-
ciéon al Latin, y en los trabajos de Leonardo de Pisa o
Fibonacci, el mas grande matematico de la Edad Media.

El libro, en el que recopila todo el saber de su época, se com-
pone de cinco capitulos. El primero de ellos, dedicado exten-
samente a la Aritmética y al Algebra, es el mas importante de
todos. En él trata, por lo que se refiere a la Aritmética, de los

numeros perfectos e imperfectos, el sistema de numeraciéon
decimal, las progresiones aritméticas y geométricas, las frac-
ciones y sus operaciones, y la teoria de las proporciones que
sostiene “rige todas las cosas” (en este sentido, senala su
importancia en Medicina, Mecdnica, Pintura con la mezcla de
colores, Arquitectura, y arte militar).

En cuanto al Algebra, estudia las diferentes operaciones con
polinomios y potencias, y resuelve las ecuaciones de grado no
superior al cuarto. Ademads de las letras p y m para represen-
tar la suma y la resta, como era costumbre en la época, utili-
za los términos: co para cosa (como llamaban a la incégnita),
ce para censo (el cuadrado de la cosa), cece para la cuarta
potencia de la cosa (cuadrado del cuadrado), y ae, inicial de
aequalis, para el signo igual. En cuanto a las ecuaciones,
resuelve las de primer y segundo grado, y al llegar a las de ter-
cer grado sostiene que son imposibles de resolver, de modo
que su algebra no suponia ningun tipo de avance sobre la del
propio al-Khwarizmi.

la Summa de Aritmética,
Geometria, Proportioni et
Proporcionalita, suponia la gran
ventaja de reunir en un solo libro
prdcticamente todo el saber de la
época

Por cierto, que la lectura de los escritos de Pacioli le supuso a
Cardano una pequeiia desmoralizacion al ver que, segin
decia, no se podia resolver la ecuacion de tercer grado. No
obstante, Cardano superd facilmente el contratiempo y conti-
nué trabajando la cuestion.

Los capitulos segundo, tercero y cuarto, los mds originales,
los dedica Pacioli a las aplicaciones comerciales de la
Aritmética, con una detallada exposicién de la doble contabi-
lidad. En este sentido, se le considera como el padre de la
moderna contabilidad. Hay que tener en cuenta que en aque-
lla época, en Italia, habia una gran actividad comercial, de
modo que esta actividad demandaba una mayor aplicacién de
los conocimientos matematicos.

El quinto capitulo, lo dedica a la Geometria. Trata de los
triangulos, los cuadrilateros, el circulo, las areas de diversos
poligonos, y los volimenes de sélidos. Pero, en esta parte no
va més alld de Euclides.



Con todo, la Summa de Aritmética, Geometria, Proportioni et
Proporcionalita, suponia la gran ventaja de reunir en un solo
libro practicamente todo el saber de la época. Sin él no se
hubieran producido los avances que los matematicos inme-
diatamente posteriores nos legaron, sobre todo en Algebra,
materia que, como se sabe, caracterizé la matemdtica del
Renacimiento. Asi lo reconoce Cardano, cuando después de
senalar los errores que la Summa... contiene, sobre todo en
los aspectos tedricos, afirma que si no llega a ser por ella, no
habria podido él escribir su Ars Magna.

Publicada la Summa, Pacioli regresa a Urbino. Alli es acogido
por numerosos cortesanos, pues su fama es ya notoria. Y de
esta época data la famosa pintura que lo representa explican-
do uno de los teoremas de Euclides, de pintor desconocido, si
bien se han formulado varias hipétesis acerca de la autoria del
cuadro, pero ninguna demostrada. El cuadro es histéricamen-
te importante, ya que se trata del primer matemadtico retrata-
do en vida.

En 1496, se traslada a Mildn para ensefiar Matematicas, invi-
tado por el duque Ludovico Sforza. Aqui se encuentra con
Leonardo da Vinci, que se hallaba entonces al servicio del
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duque, para quien realizaba su famosa estatua ecuestre.
Pacioli, establece una gran amistad con Leonardo, que crista-
liza incluso en una colaboracion, de la cual se verdn mas ade-
lante los brillantes frutos.

Pero, cae el duque en 1499, y ambos personajes se ven obliga-
dos a abandonar Mildn, asentindose por algin tiempo en
Florencia, no sin antes haber visitado algunas otras ciudades.
De 1500 a 1505 desempeiia varios puestos como docente en
centros y universidades de Pisa, Perugia, Bolonia y Florencia.
Precisamente, Alberto Durero realizé un viaje a Bolonia, en
1506, seguramente con la esperanza de encontrarse en ella
con Pacioli, a quien le unia una gran amistad.

En 1505, se encuentra en Roma, donde permanecerd hasta
1508, afio en que su protector, Pietro Soderini le concede el
privilegio de la publicaciéon de los Elementos de Euclides, por
un periodo de 15 anos. Con este motivo, realiza un tltimo
viaje a Venecia al objeto de preparar su impresion.

Permanece en Venecia hasta 1509 para cuidar de la edicién de
su otro gran libro, De Divina Proportione, que veria la luz ese
mismo afo.
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De Divina Proportione

De todos los escritos de Luca Pacioli, solo dos han sido rele-
vantes, la Summa de Aritmética, Geometria, Proportioni et
Proporcionalita, y este De Divina Proportione, cuya publica-
cién hoy conmemoramos.

Ellibro, De Divina Proportione, como indica su titulo, se dedi-
ca a exponer la teoria de una determinada proporcion, la que
hoy llamamos seccién durea o, como dirian los clasicos, “divi-
sién de un segmento en media y extrema razén”. Trata de res-
ponder a la preocupacion de los pintores del momento, inte-
resados como estaban por sacar conclusiones practicas de las
matematicas acerca de la teoria de la vision, esto es, la pers-
pectiva. Asi lo confirman los tratados y las ideas difundidas
por pintores como Leonardo, Alberti, Piero Della Francesca,
Bellini, Mantenga, Botticelli, Lippi,...y tantos otros ilustres
renacentistas.

El libro, De Divina Proportione,
como indica su titulo, se dedica a
exponer la teoria de una
determinada proporcion, la que
hoy llamamos seccion durea

Igual que ocurrié con la Summa, el tratado de la proporcion
durea fue comenzado varios aios antes, durante la estancia de
Pacioli en la corte del duque Ludovico M. Sforza (il Moro), en
Milén, fruto tanto de sus conversaciones de entonces con
Leonardo da Vinci, como del ambiente que en los aiios finales
del Quattrocento rode¢ la corte del duque.

Para su elaboracidn, se sirve Pacioli de fuentes tan importan-
tes como el Timeo de Platén, donde se habla del origen de la
ciencia matematica, los Elementos de Euclides, los escritos de
Vitruvio, y otras muchas obras procedentes tanto del mundo
clasico como de la Edad Media y de la corriente humanista de
su época.

Pacioli tiene en cuenta un principio fundamental, y es el de la
primacia de las Matemadticas sobre cualquier otra disciplina.
Para él, las Matemdticas estdn unidas a la observacion, de
modo que el acto de ver es el elemento bédsico que hace posi-
ble el conocimiento. Puede apreciarse aqui hasta qué punto
llega en Pacioli la influencia de Platén. Efectivamente, segin
leemos en el Timeo, dice Platon:

Lo que ahora hemos de tratar es la utilidad esencial de los
ojos, en orden a la cual nos lo ha dado el dios. De hecho, la
vista seguin yo lo razono, ha sido creada para ser, en bene-
ficio nuestro, el principio de la mayor utilidad. En efecto,
de todas las disertaciones que actualmente cabe hacer
acerca del Mundo, ninguna podria haberse hecho nunca, si
los hombres jamds hubieran visto ni los astros, ni el sol, ni
el cielo. En cambio, en la situacién actual, existen el dia y la
noche, los meses, los periodos regulares de las estaciones,
los equinoccios, los solsticios, todas las cosas que vemos,
que nos han procurado el conocimiento del nimero, que
nos han dado el conocimiento del tiempo y nos han permi-
tido especular sobre la naturaleza del universo. Gracias a
ello nos ha sido dada esta especie de ciencia, de tal calidad
que ningtn bien mayor fue dado ni serd dado a los morta-
les por los dioses. Este es, digo, el beneficio més considera-
ble que nos dan los ojos.

La importancia de la visién se halla tan extendida en esta
época que no es de extranar que haya sido precisamente
entonces cuando se ha inventado la Perspectiva, materia que
considera Pacioli como formando parte de las disciplinas
matemadticas. Y siendo como era la perspectiva una preocupa-
cién de los pintores, no es de extrafiar asi mismo la relacién y
hasta la colaboracién entre matemdticos y pintores de la
época.

Pues bien, nos encontramos con que el sustrato matemético
de la perspectiva es la teoria de las proporciones. Y es una de
esas proporciones lo que estudia Pacioli en la primera parte
de su libro. En total, son 71 los capitulos de que consta, redac-
tados a modo de cartas dirigidas al duque de Milan, Ludovico
M. Sforza. Comienza, por definir los vocablos matemdtico y
disciplinas matemdticas. Como buen renacentista, profesa un
concepto muy amplio de la palabra matemadticas. Asinos dice,
en el capitulo

...y, para nuestro propdsito, por ciencias y disciplinas
matemadticas se entienden la aritmética, la geometria, la
astronomia, la musica, la perspectiva, la arquitectura y la
cosmografia, asi como cualquier otra dependiente de estas.

En el capitulo v, trata de la seccién durea, que Pacioli llama
divina proporcién, y que da lugar al titulo de la obra. La justi-
ficacion de tal nombre hay que buscarla en el doble razona-
miento que solia hacer nuestro fraile, mistico y cientifico. De
las cinco razones que aporta para conceder el apelativo de
divina a esta proporcién, veamos, a modo de ejemplo, la ter-
cera:

... asi como Dios no se puede propiamente definir ni puede
darse a entender a otros mediante palabras, nuestra pro-
porcién no puede nunca determinarse con un ndmero
inteligible ni expresarse mediante cantidad racional algu-
na, sino que es oculta y secreta y es llamada irracional por
los matematicos.

Aplica la divina proporcién a la divisiéon de un segmento en
dos partes tales que el todo sea a la mayor como la mayor es a
la menor. En nuestro lenguaje simbdlico, si tomamos como



unidad la longitud de un segmento, y este lo dividimos en dos
partes, a y I — a, podemos expresar la divina proporcién asi:

1 a

Larazoén 1/a es la razén durea o, como la designé Leonardo da
Vinci, el Numero de Oro. De la ecuacidn se obtiene:

_1++5
2

1 =1,618034...

a

El niimero de oro es pues irracional y suele simbolizarse por
la letra griega ¢. Estd considerado como el canon de la belle-
za. Se halla presente en la arquitectura, desde la antigua
Grecia, en el Partendn, por ejemplo, hasta el disefio de docu-
mentos actuales, como el DNI, las hojas de papel DIN, ...,
incluso se encuentra ampliamente difundido en la naturaleza.

Asombr¢ tanto a los matematicos que hizo decir a Kepler:

La geometria tiene dos grandes tesoros: uno de ellos es el
Teorema de Pitdgoras; el otro, la divisién de un segmento
en media y extrema razén. El primero lo podemos compa-
rar a una medida de oro, el segundo lo podriamos conside-
rar como una preciosa joya.

Pacioli tiene en cuenta un
principio fundamental, y es el de
la primacia de las Matemdticas
sobre cualquier otra disciplina

En los siguientes capitulos, estudia Pacioli las 13 propiedades
y consecuencias mdas importantes de la divina proporcién. En
el capitulo x11, por ejemplo:
Si una cantidad se divide segin nuestra proporcién y a su
parte menor se le aflade la mitad de la mayor, el cuadrado

de la suma serd siempre el quintuplo del cuadrado de la
mitad de dicha parte mayor.

Da ejemplos numéricos de las propiedades y remite, en cuan-
to a las demostraciones a las correspondientes de los
Elementos de Euclides.

En el capitulo xv11, estudia la que considera como mas “excel-
sa” de las propiedades, y que va a servir para enlazar con las
otras partes del libro, que se refieren a los poliedros, a saber:
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Si en el circulo se forma el pentdgono equildtero y en sus
dos dngulos més préoximos se trazan dos lineas rectas desde
los extremos de sus lados, estas, necesariamente, se dividi-
ran entre si segin nuestra proporcién, y cada una de sus
partes mayores serd siempre el lado de dicho pentdgono.

a

c\_’/d

La segunda parte del libro estudia los poliedros regulares y otros
dependientes de ellos, cémo se forman y qué relacién existe
entre sus lados y el didmetro de la esfera circunscrita a ellos. De
este modo, en los capitulos xx1v a XxX, demuestra por qué hay
solo cinco poliedros regulares, e indica cémo se construyen los
cinco poliedros regulares inscritos en una esfera.

En el capitulo xxxi1, describe cémo se pueden encontrar los
lados de los cinco poliedros regulares a partir del didmetro de
una misma esfera, en la cual quedan inscritos.

En los capitulos siguientes, estudia la proporcién de todos los
poliedros regulares entre si en cuanto a capacidad y superficie
se refiere; las posibles inclusiones de unos en otros, deducien-
do que son doce y no veinte, dado que no todos admiten ser
incluidos en los demds; trata asimismo de los poliedros
dependientes de los regulares, obtenidos a partir de ellos, por
adicion de otros cuerpos, produciendo los poliedros estrella-
dos, o por truncamiento, produciendo los que denomina
poliedros abscisus, (abscision, en castellano: separacion de
una parte de un cuerpo con un instrumento cortante); estudia
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los cuerpos oblongos, cilindros, prismas, conos, pirdmides y
figuras truncadas; finaliza con la definicién de varios térmi-
nos matematicos (centro, didmetro, diagonal, cateto, perpen-
dicular, hipétesis, etc.).

El libro, ademas, ofrece unas maravillosas ilustraciones de los
distintos cuerpos geométricos estudiados, realizadas nada
menos que por Leonardo da Vinci, con quien, segin se ha
dicho, habia trabado Pacioli una especial amistad.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Acabada la edicién de su Divina Proporcion, se traslada a la
universidad de Perugia, donde ejerce de nuevo la docencia,
cosa que realiza no sin dificultades, dado lo avanzado de su
edad y lo mermado de su salud. En 1510, le nombran comisa-
rio del monasterio de Borgo Sansepolcro. A instancias del
papa Ledn X, en 1514, se traslada a Roma para hacerse cargo
de la citedra de Matematicas en la Sapiencia. Parece ser que
su muerte se produjo en su pueblo de Borgo el afo 1517.

HACE nm

PACIOLI, L. (1991): La Divina proporcién, Ediciones Akal, Madrid.
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Lo que Newton fue como cientifico, Bach
lo fue como muisico

C. E. Daniel Schubart, (1784/1785)

ientras unos celebrdbamos el Ano Mundial de las
Matematicas, otros conmemoraban el doscientos cincuenta
aniversario de la muerte de Johann Sebastian Bach (Eisenach,
1685 — Leipzig, 1750). Aunque no se aproveché mucho esta
coincidencia, lo cierto es que aparecieron algunos trabajos
que mostraban el aspecto cientifico de sus composiciones.
Actualmente, muchos festivales de musica cldsica, como el
Musika-Miisica de Bilbao o La Folle Journée en Tokyo, por
ejemplo, estdn dedicando la edicién de 2009 a homenajear la
figura de Bach. Por esta razén, no queremos dejar pasar de
nuevo la oportunidad para reflexionar acerca de la vertiente
matemadtica del compositor de Eisenach.

Bach perteneci6 a una de las familias de musicos mds extraor-
dinarias de la Historia, con mds de treinta y cinco composito-
res famosos y muchos intérpretes destacados. Su reputacion
como organista y clavecinista se extendié por toda Europa.
Ademas, tocaba el violin y la viola de gamba y fue, sin duda, el
primer gran improvisador de renombre de la Historia de la
Musica. A pesar de esto, hubo que esperar a la generacion de
Mozart (1756 — 1791) y Beethoven (1770 — 1827) para que se
le reconociera como uno de los mds grandes compositores de
todos los tiempos. Precisamente, atendiendo a la cantidad y
calidad de su produccidn, fue Beethoven quien, haciendo un
juego de palabras con el significado de su apellido en alemédn,
dijo de él que “no debiera llamarse Bach (arroyo, en alemén),
sino mar”.

Las matematicas de Johann Sebastian Bach

Contemporaneo de algunos de los mas grandes matematicos
y cientificos de la Historia —Leibniz, Newton y Euler—, Bach
vivié en una época de auténtica revolucién intelectual a la
que, sin duda, contribuyé desde la Musica. A pesar de la carta
que su hijo Carl Philipp Emanuel escribié a J. N. Forkel advir-
tiendo que su padre “no era amante del seco material mate-

Vicente Liern Carrion
Universitat de Valéncia Estudi General
musymaticas@revistasuma.es

Musymdticas
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matico’, lo cierto es que la grandeza estructural de sus obras,
asi como la manera de zanjar un problema secular a través de
El clave bien temperado (1722, 1744) son formas brillantes de
hacer Matematicas de las que Bach sélo fue consciente al final
de su vida.

1722 Clave bien 1769 Del verdadero
1744 temperado caricter de la misica
misderg
BACH |}
T T ]
(050 1700 0 1800
1760 Cartas a una
1712 Cartna Bl :
Goldbach ﬁ::.'l.:u.u de Alema

J. S. Bach fue contemporédneo de grandes mateméticos

De la simbologia numérica a la Sociedad de
Ciencias Musicales

Como bien afirma S. Russomanno (2000), la obra de Bach esta
plagada de claves numéricas. Por ejemplo, al sumar las cifras
que corresponden a la posicién en el alfabeto de las letras B-
a-c-h, se obtiene el numero 14 (2+1+3+8) y las cifras corres-
pondientes a las letras J-S-B-a-c-h suman 41, o sea el revés de
14. Esta observacidén, que podria haber sido una simple anéc-
dota, manifestaba una técita predisposicién hacia las leyes de
la simetria y de la armonia universales que proporcioné
muchas sorpresas en su obra. El manuscrito del coral para
organo Von deinen Thron tret ich hermit contiene en la pri-
mera linea 14 notas, mientras que el coral en su integridad
suma 41 notas. Sin duda, la frecuencia con la que estos dos
numeros aparecen en las obras de Bach no puede atribuirse a
una casualidad. Por otra parte, en la primera seccién del
Credo de la Misa en Si menor, la palabra credo se repite 43
veces. Si se suman las posiciones en el alfabeto de las letras c-
r-e-d-o, se obtiene precisamente el nimero 43. Las dos pri-
meras secciones del mismo Credo suman 129 compases, o
sea, 43 multiplicado por 3, nimero que simboliza la Trinidad.
En la Chacona para violin aparecen continuas referencias a su
primera mujer, Maria Barbara: en la pieza aparece insistente-
mente el ndmero 211 correspondiente a las palabras In
Christo Morimur, y también los niimeros 81 y 158 que se
corresponden con la suma de las letras de Maria (40) Barbara
(41) y Johann (58) Sebastian (86) Bach (14), respectivamente.
Pero, mds alld de esta simbologia numérica, que poco aporta
a las Matematicas, ;habia razonamientos matematicos en sus
composiciones?

Durante muchos afos, Bach no fue consciente del rigor cien-
tifico de sus obras porque, en palabras de su hijo Carl Philipp
Emanuel, “no se dejaba arrastrar por profundas consideracio-
nes tedricas y dedicaba, en su lugar, sus energias a la prictica”
Pero, tras nueve afnos de negativa, en el verano de 1747,
Johann Sebastian accedié a ingresar en la Sozietit der
Musicalischen Wissenschaften (Sociedad de las Ciencias
Musicales). Era una sociedad elitista, que sdlo llegé a contar
con veinte miembros, creada por L. C. Mizler (1711 - 1778),
un alumno de Bach, que ademds de musico fue matemadtico,
fisico, filésofo y médico. El propésito era investigar la relacion
entre musica y matematicas y, de hecho, el propio Mizler con-
tribuyé al objetivo de la Sociedad publicando un tratado de
composicién basado en el ars combinatoria de Leibniz.
Cuando Johann Sebastian ingresé en la Sociedad, ya sabia que
en su manera de abordar los canones o las fugas se ocultaban
razonamientos matemadticos. De hecho, para formar parte de
la Soziétat present6 como trabajo cientifico una pieza candni-
ca basada en su Vom Himmel hoch (BWV 769), junto con un
canon a seis voces de las Variaciones Goldberg. Ademas de
estas dos obras aportd un retrato, otra de las exigencias de la
selecta sociedad, que se ha convertido en la imagen mas cono-
cida de Bach.

Retrato de Bach encargado para su entrada en la Sozietdt der
Wissenschaften Musicalischen




La estructura de sus obras es pura geometria

La genialidad de Bach alcanza su cénit con el contrapunto y la
fuga, composiciones en las que la estructura geométrica es
incuestionable. Se parte de uno o varios temas y se les some-
te a transformaciones geométricas que mantienen la forma
del tema: traslaciones, giros y simetrias que confieren a la obra
una estructura muy rigida, pero en la que el compositor
encontré una fuente de inspiraciénl. Se planteaba las fugas
con el mismo rigor estructural que un gedmetra, pero les afia-
dia una velocidad y brillantez en la improvisacion, que resul-
taron admirables. Sirvan como muestra las palabras de J. N.
Forkel (1749 — 1818) refiriéndose a una visita Bach al rey
Federico II de Prusia (1712 — 1786):

Una noche, en los momentos en que [Federico el Grande de
Prusia] preparaba ya su flauta y sus musicos estaban pre-
parados para comenzar, un funcionario [..] dijo [...]
‘Sefiores el viejo Bach estd aquf’ [...] El rey renuncié a su
concierto de esa noche e [...] invité a Bach a probar cada
uno de los fortepianos y tocar en ellos alguna improvisa-
cién. [...] Bach le pidié al rey un tema para una fuga, ofre-
ciéndose a ejecutarla de inmediato, sin preparacién alguna.
El rey quedd admirado? [..] y expresé el deseo de oir una
fuga a seis voces obligadas. Pero como no cualquier tema
se presta para una armonia tan rica, Bach mismo eligi6
uno, y al punto, con asombro para todos los presentes lo
desarrollé de la misma sabia y magnifica manera como
habia desarrollado antes el tema del rey.

La dificultad que entrafia componer una fuga a seis voces es
altisima, y la de improvisarla sélo ha estado al alcance de unos
pocos. En palabras de Hofstadter (1987), la tarea de improvi-
sar este tipo de fugas podria compararse, por decir algo, a la
de jugar con los ojos vendados sesenta partidas simultdneas
de ajedrez y ganarlas todas.

Aunque hacer el andlisis preciso de una fuga exige conoci-
mientos musicales que exceden en mucho de nuestro objeti-
vo, a continuacién veremos un andlisis grafico de ocho com-
pases de la Invencién I a dos voces en el que se da una mues-
tra de la técnica (figura 1).

Sélo a modo de ejemplo, veamos algunas de las operaciones
matematicas a las que somete Bach el tema principal (sujeto)
de la fuga. Para facilitar los calculos hemos supuesto que la
obra esta afinada en el temperamento igual de 12 notas en el
que las notas vienen dadas por

Do | Do*| Re |[MiPb| Mi | Fa | Fa#  Sol Sol# La | Sib | Si

1 21122212 23/12| Q4/12 | 95/12 | 26/12 | 27/12 | 98/12 | 29/12 |210/12Q11/12
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El sujeto de la fuga aparece en el primer compds con las notas
que se han marcado con una elipse roja:
do, re, mi, fa, re, mi, do, sol.

En el compds siguiente, de nuevo marcado con una elipse roja,
el tema se repite pero subiéndolo una quinta (do — sol), es
decir

sol, la, si, do, la, si, sol, re = 2712 x [do, re, mi, fa, re, mi, do, sol]

Este tipo de operacion se repite muchas veces a lo largo de la
fuga. Cada vez que en el pentagrama aparece una elipse de
color rojo, se ha hecho una traslacién (¢fransposicion) del tema
principal subiendo o bajando un intervalo.

Otra operacién muy utilizada por Bach es la simetria: toma

las notas del sujeto y les aplica una simetria (en el pentagrama
éstas aparecen en una elipse azul):

C1 D

= : = <

Muestra del tipo de simetria utilizada por Bach
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Por ejemplo, hace una simetria de las notas la primera elipse
roja,

dox[l, 22/12, 24/12’ 25/12, 22/12, 24/12, 1, 27/12]

para obtener las notas de la primera elipse azul (la, sol, fa, mi,
sol, fa, la sol):

lax[l, 272/12, 274/12’ 275/12, 272/12’ 24/12’ 1, 24/12]

Salvo la dltima nota de la secuencia, los exponentes del 2 en
ambas series son los mismos pero con el signo contrario.

Pero, serfa injusto dar una idea demasiado simplista de una
fuga. Ademds de estas operaciones, que se repiten con el resto
de motivos de la composicién, no podemos olvidar que el
resultado de la obra debe ser armoénico y agradable al oido.

Una demostracion constructiva: El clave bien
temperado

La mayoria de la musica que escuchamos actualmente en
occidente se basa en doce notas en cada octava: siete de ellas,
do, re, mi fa, sol, la, si, llamadas naturales, y cinco mds do#,
mib, fa#, sol#, sib, a mitad de camino entre cada dos de las
naturales (excepto entre el mi — fa y si — do), llamadas altera-
das. Para llegar a este consenso ha habido muchas batallas,
pero la guerra la gané6 Bach.

En el siglo VI a. C. los pitagoéricos establecen un método para
obtener las notas basado en el intervalo de quinta. Si al pulsar
una cuerda tensa suena una nota, la nota que produce una
cuerda que mide dos tercios de la longitud de la primera esta
una quinta mds alta que la primera. Si volvemos a coger dos
tercios de la nueva cuerda, tenemos otra nota y asi sucesiva-
mente.

Entre dos notas de frecuencias f; y f,, de manera
que f; <f, hay un intervalo de quinta si f, = 3/2 f;.

Si tomamos como referencia la nota Fa, el orden en el que
aparecen las quintas es

Fa-do-sol-re-la-mi-si.
Para obtener mas notas podemos subir mds quintas, con lo
cual surgen notas alteradas por sostenidos

Fa#—do#—sol#—re#—la#—mi#—si#,
o bajar quintas para obtener los bemoles

Sib-mib-lab-reb-solb-dob-fab.

Si nos quedamos con 12 notas, el esquema que se obtiene es
el siguiente:

Multiplicamos por el
valor de la quinta

mi - siP- fa-@- sol - re - la - mi- si - fa'- do"- sol”
4h_—

Dividimos por el

valor de la quinta

Desde cualquier nota, por ejemplo el Do, para ir hacia la dere-
cha se multiplica por el valor de la quinta y para ir hacia la
izquierda se divide por este valor, asi

Sol = EDo
2

Si el esquema anterior lo planteamos sobre un circulo (circu-
lo de quintas), comprobamos que la duodécima quinta no lo
cierra, sino que lo sobrepasa ligeramente, porque con 12
quintas no tenemos 7 octavas exactamente,

3 12
(5) =129,7463

La diferencia entre estos dos valores se llama comma pitagé-
rica, y se calcula utilizando las reglas para restar intervalos3:

27 =128

3
12 . 12

3

(E) (V2 = 227 =2_-1,0136

Por pequena que parezca, esta imprecision ha sido uno de los
principales temas de investigacion de los musicélogos a lo
largo de mas de veinte siglos, porque dependiendo de la nota
por la que se empiece, el desajuste se produce en una nota u
otra.

13 kl
Comma 2k

pitagérica 3™
AN




Al haber una quinta mds corta, denominada quinta del lobo,
el sonido de ésta era desagradable, y esto hacia que no se
pudiese utilizar, lo que imposibilitaba el uso de algunas tona-
lidades, la transposicion o la convivencia de algunos instru-
mentos dentro de la misma agrupacién. Mientras las compo-
siciones se hacian para pocos instrumentos, esta dificultad no
resultaba grave, pero en el Barroco, al aumentar el nimero de
voces, el problema se hace insostenible, y mas si pensamos en
compositores como Bach, para los que las transposiciones
eran una herramienta fundamental de su obra, como hemos
visto en el apartado anterior.

A pesar de que desde el siglo XV los intérpretes cerraban el
circulo “ajustando” (temperando) sus instrumentos, lo cierto
es que los tedricos no llegan a un acuerdo. Grandes matema-
ticos, como Leibniz o Euler, propusieron modos diferentes de
acabar con el problema. Para Bach, que ademds de extraordi-
nario intérprete era constructor y reparador de 6rganos, con-
tar con soluciones tedricas plausibles no era suficiente, nece-
sitaba soluciones que conjugasen teoria y practica. Por eso se
plantea El clave bien temperado* como el matemdtico que
hace una demostracién constructiva. Necesitaba dar una
solucion prictica que acabase con las dificultades de poder
interpretar en todas las tonalidades y a la vez zanjase las dis-
cusiones sobre qué temperamentos y sistemas de afinacion
eran los mas adecuados.

Se ha discutido mucho acerca de si la propuesta de Bach era
el temperamento igual de doce notas o alguno de los tempe-
ramentos que circulaban en Alemania, en especial a alguno de
A. Werckmeister (1645 — 1706). En la actualidad, parece pro-
bado que Bach no se referia al temperamento igual (véase Di
Benedetto, 2000), sino probablemente al temperamento de
1/4 de comma al que luego haremos referencia.

La solucién al problema

Esta claro que la mejor solucion para cerrar el circulo de quin-
tas no era quitar toda la comma de la ultima quinta, sino que
podria distribuirse entre varias de ellas. Si se resta 1/12 de
coma pitagdrica, a cada quinta, la nueva quinta mide

3

2 =3-21\2/277=12
IZﬁ 23
219

y con esto se obtiene el temperamento igual de 12 notas, que
es el sistema de afinacion que se utiliza normalmente. Este sis-
tema de afinacién, que ahora nos parece incuestionable,
deforma todas las quintas en la misma cantidad y a muchos
musicos del Barroco les parecia inaceptable. De hecho, los
principales tedricos de la época de Bach proponen muchas

3 (-) L de comma = 27 =1,49831
2 V12
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variedades de temperamentos que consistian en reducir parte
de la comma s6lo en algunas quintas. A continuacién mostra-
mos algunos ejemplos:

Werckmeister | Werckmeister Neidhart Lambert
Quinta (1645-1706) (1645-1706) (1685-1739) (1728-1777)
1/4 comma 1/3 comma | 1/12,1/6 comma| 1/7 comma
Sol#=MiP 3/2 3/2 ;/ L 3/2
e comma
Mib=>Sib 3/2 3/2 3/2-1/12 3/2
de comma
Sib=Fa 3/2 3/2 3/2 3/2
Fassdo 3/2 3/2 372 3/2-1/7
de comma
3/2-1/4 3/2-1/3 3/2-1/6 3/2-1/7
Do=sol
de comma de comma de comma de comma
3/2-1/4 3/2-1/3 3/2-1/6 3/2-1/7
Sol=re
de comma de comma de comma de comma
Re—la 3/2-1/4 32 3/2-1/6 3/2-1/7
de comma de comma de comma
La=mi 3/2 32 3/2-1/6 3/2-1/7
de comma de comma
Mi=ssi 3/2 3/2 3/2-1/12 3/2-1/7
de comma de comma
. 3/2-1/4 de 3/2-1/3 de 3/2-1/12 3/2-1/7
Si—>fa#
comma comma de comma de comma
Fa#=do# 3/2 3/2 3/2 3/2

Parece ser que el sistema de afinacién al que se referia Bach
con El clave bien temperado era el de Werckmeister de 1/4 de
comma, que cierra el circulo de quintas acortando 1/4 de
comma en las quintas siguientes:

Do-Sol, Sol-Re, Re-La, Si-Fa”.

Por lo tanto, el valor de estas quintas seria

3
5 324 sy
312 2-3° 9
4?

Como es de suponer, cada uno de los temperamentos que cir-
culaban a principios del siglo XVIII, con sus ventajas e incon-
venientes, tenian sus seguidores y esto hacia que la situacién
fuese realmente complicada. Probablemente si Bach se hubie-
se dedicado a defender un temperamento, desde un punto de
vista tedrico, su propuesta no habria sido efectiva, por esto,
para zanjar el problema era necesaria la “demostracién cons-
tructiva”: crear el clave bien temperado. Esta obra, que no se
imprimi6 en vida del autor, consta de dos voliumenes con pre-
ludios y fugas compuestos en todas las tonalidades mayores y
menores de la gama cromdtica y su principal objetivo era
mostrar que su propuesta era viable y sonaba bien.

% {-) i de comma = =~1,49493
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Esta composicion, como gran parte de la obra de Bach, fueron
ignoradas por la mayoria de sus contemporineos, pero la
revolucion se habia iniciado, y el hecho de que por primera
vez el temperamento se desligase explicitamente de la idea de
“truco practico” de los intérpretes ya no tenia vuelta atras: el
temperamento formaba parte de la esencia misma de la com-
posicion.

MUSYMATICAS W

«El que usted quiera editar las obras de Johann Sebastian
Bach es algo que regocija mi corazén, que late todo para el
arte sublime y grandioso de este verdadero padre de la armo-
nia. Deseo ver pronto esa empresa en plena actividad. En
cuanto abra usted mismo la suscripcion, espero aportar yo
mismo desde aqui»

Carta a FA. Hofmeister, editor vienés. Ludwig van
Beethoven S. XIX

NOTAS
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Caratula original de la copia manuscrita del
“Clave bien temperado”

1 Por ejemplo, El arte de la fuga (1751), una de las obras maestras
de la Historia de la Misica, se puede ver como una coleccién de
ejemplos brillantes de estas transformaciones.

2 Tan exigente era Bach consigo mismo que quedé defraudado con
la fuga hecha sobre el tema del rey, y a las dos semanas le hizo lle-
gar conjunto de piezas basadas en este tema que se conocen
como La ofrenda musical.
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ineMATEca es una “seccién Guadiana’, con apariciones
discontinuas. Surgié como una serie de tres articulos (Suma
47,48y 49) en los que, desde la experiencia personal, se expo-
nfa una propuesta de uso didictico del Cine en clase de
Matematicas y se conclufa con el propésito de localizar nue-
vas escenas de interés. Después ha tenido continuacién con
frecuencia irregular (Suma 50, 52, 55 y 59), al hilo de las nove-
dades que ofrece la pantalla, siempre fijindonos especialmen-
te en lo aprovechable para la clase.

A la espera de Agora, la nueva pelicula de Alejandro
Amendbar sobre Hypatia de Alejandria, en el tltimo afio no
ha habido grandes novedades. En ese tiempo, la inica pelicu-
la cuyos protagonistas son matematicos es 21 Blackjack
(Robert Luketic 2008); aunque algo heterodoxos, pues no es la
docencia, ni la utilidad social, ni la investigacién lo que les
mueve, sino alcanzar fortuna en los casinos. Hablaremos de
ella mas adelante.

Registramos otras dos apariciones de matematicos, ambas en
peliculas espléndidas, pero esporadicas y desesperanzadoras.
En La clase (Laurent Cantet 2008), Palma de Oro del Festival
de Cannes 2008, los profesores del claustro se presentan al
comienzo de un nuevo curso. Uno de ellos dice: “Me llamo...
Soy profesor de tablas de multiplicar y a veces también de
Matemdticas”; comentario dcido y lacénico que nos anuncia
la dificultad de la tarea docente en un centro de Secundaria
en la periferia parisina, tan parecido a los nuestros.

En Revolutionary Road (Sam Mendes 2008), version cinema-
tografica de la magistral novela de Richard Yates, aparece el
personaje de John Givings, un matematico mas que anadir a
la lista de colegas con desérdenes mentales que nos ofrece el
Séptimo Arte. Givings estd internado en un manicomio,
donde los tratamientos de electroshock han anulado su capa-
cidad de razonamiento matematico. Pero sin embargo, es el
personaje mds lacido en el asfixiante y acomodaticio ambien-
te del American way of life que rodea a los Wheeler, la pareja
protagonista. Expone con crudeza su certero andlisis de la
realidad, lo cual le convierte en una visita incémoda. No se
dice que las Matematicas fueran la causa de su trastorno, pero
ahi queda una vez mds esa odiosa asociacion.

Retomando el sentido inicial de la seccién, comentaremos
cuatro escenas, interesantes para los docentes de
Matematicas desde diversos criterios: las dos primeras, utili-
zables en el aula, las dos ultimas para hacernos reflexionar.
Como novedad, para cada escena se indica el enlace que per-
mite verla en Youtube (activo a dia de hoy, algo que puede
cambiar).

José Maria Sorando Muzas
IES Elaios, Zaragoza

decine@revistasuma.es
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Fuera de las normas... también de las aritméticas

factétum
Y

Argumento.- El protagonista, Hank Chinaski (interpretado
por Matt Dillon), encarna en la ficcién al novelista Charles
Bukowski, pudiendo decir que la novela de referencia es auto-
biografica. La suya es una opcion vital limite, buscando siem-
pre la intensidad, pese al riesgo. Saltando de trabajo en traba-
jo (a veces no dura ni un dia), repudiado por su familia, bebe-
dor, jugador y despegado en el amor, no conoce otra lealtad
que a la Literatura. Su propuesta se resume en estos versos: Si
vas a intentarlo, ve hasta el final. No existe una sensacion
igual. Estards sélo con los dioses y las noches arderdn en lla-
mas. Llevards las riendas de la vida, hasta la risa perfecta. Es
por lo vnico que vale la pena luchar.

Escena.- Dura 1 min. 26 seg. Este es el didlogo (en realidad,
casi todo él mondlogo), donde hay nada menos que cuatro
errores, que aparecen destacados en negrilla:

Jan - ;Eh, quiero saber qué hora es! Dijiste que arreglarias el
reloj.

Hank (para si) - Vale, vamos a ver... Pusimos el reloj en hora,
con la tele, anoche a las 12. Sabemos que adelanta 35
minutos cada hora. Marca las 7 y media de la tarde. pero
sabemos que no puede ser, porque apenas ha oscurecido.
Vale. Son 7 horas y media. 7 veces 35 minutos son 245
minutos. La mitad de 35 son 17 y medio. Eso hace, 252
minutos y medio. Bien, entonces, restamos 4 horas y 42

FACTOTUM

Director: Bent Hamer

Actores: Matt Dillon, Lili Taylor, Marisa Tomei, Didier Flamand,
Fisher Stevens y Karen Young

Guién y produccion: Ben Hamer y Jim Stark, segin la novela
Factétum de Charles Bukowski. EE.UU. y Noruega 2005
Distribuciéon: Cameo

minutos y medio. O sea, que hay que atrasar el reloj a las
5y 47 ;Esoes.!

Hank (en voz alta) - ;Son las 5 y 47! La hora de cenar y no tene-
mos nada que comer.

Enlace en Youtube:
http://www.youtube.com/watch?v=dO-GseNQOrE

Comentario.- Sorprende en una pelicula sobre un modo de
vivir extremo y arriesgado, que se dedique minuto y medio a
realizar célculos. Y atn sorprende mds que, habiéndoles dedi-
cado tanto tiempo (que en cine es lo mismo que decir dinero),
se cometan 4 errores matematicos de bulto. He comprobado
en la banda sonora en inglés que también se incurre en ellos,
asi que no se trata de un problema de doblaje. Intrigado, he
acudido a la novela de Bukowski y descubro que se siguen
cometiendo cuatro errores, nuevamente en negrilla, aunque
el ultimo mucho mads leve. Dice asi la novela:

—Bueno, vamos a ver, pusimos en hora el reloj con la radio
ayer a medianoche. Sabemos que se adelanta 35 minutos
cada hora. Sefiala ahora las 7 y media de la tarde, pero
sabemos que no es verdad porque todavia no estd lo bas-
tante oscuro. Muy bien. Esto son 7 horas y media. 7 veces
35 minutos son 245 minutos. La mitad de 35 son 17 y
medio. Eso nos da 252 minutos y medio. De acuerdo, eso
son 4 horas y 43 minutos y medio que le restamos y que
nos lleva a las 3 menos 12 minutos y medio.

Asi que en este caso la fidelidad al texto es fidelidad al gaza-
po... Esta escena no incluye pasajes escabrosos, como otras de
la pelicula, asi que se puede usar sin reparos en los primeros
cursos de E.S.O, ofreciendo a los alumnos el aliciente de loca-
lizar los errores. Para completar esa posible sesién de critica
matematica, he aqui otro video con gazapos aritméticos, éstos
de television:

http://www.youtube.com/watch?v=jnLX60tUqyo |



21 BLACKJACK.
Director: Robert Luketic.

Actores: Jim Sturgess, Kevin Spacey, Kate Bosworth, Laurence Fishburne,

Aaron Yoo, Liza Lapira, Jacob Pitts y Osh.

Guidn: Peter Seinfeld y Allan Loeb, segiin el libro Bringing down the house

de Ben Mezrich.

Produccién: Dan Brunetti, Kevin Spacey y Michael De Luca. EE.UU. 2008.

Distribucion: Sony Pictures

Argumento.- Se basa en una historia real. Ben Campbell (Jim
Sturgess), estudiante superdotado del M.LT., desea estudiar
Medicina en Harvard pero para ello necesita 300.000 délares
que no tiene. Su profesor de Ecuaciones no lineales (Kevin
Spacey) le propone unirse a un grupo de estudiantes aventaja-
dos. Estos dedican los fines de semana a ganar mucho dinero
en los casinos de Las Vegas jugando al Blackjack. El método se
basa en contar las cartas que van saliendo y calcular en cada
momento probabilidades sobre las que quedan por salir, pero
no estd al alcance de cualquiera. Se precisa primero la obser-
vacién sistemadtica por parte de un companero del grupo y el
paso de informacién al “gran jugador” mediante un sistema de
gestos y claves. Este debe ser capaz de razonar friamente bajo
presidn, aplicando rapidamente el célculo mental de probabi-
lidades mientras apuesta grandes cantidades de dinero. Ben
acepta y empieza su carrera de éxitos. Pero en un momento
dado las emociones le dominan y los matones del casino le
descubren. Empiezan los problemas; y el mayor de ellos sera
el conflicto con el profesor.

Escena.- Dura 3 min. 2 seg. En clase de Ecuaciones no linea-
les, el profesor descubre el gran talento de Ben. Ante seis piza-
rras llenas de desarrollos mateméticos, pide a los alumnos un
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El coche o las cabras...

comentario al Método de Newton para ecuaciones no lineales,
ocasién que aprovecha Ben para hacerse notar con una criti-
ca histoérica al propio Newton. A raiz de esta intervencion, el
profesor le pone a prueba:

Profesor — A esto lo l[lamaremos el Problema del presentador
de concursos, sde acuerdo? Ben, imagina que vas a concur-
sar y se te ofrece elegir entre 3 puertas distintas, ;de acuer-
do? Tras una de estas puertas hay un coche nuevo; tras las
otras dos, cabras. ;Qué puerta elegirias Ben?

Ben — La numero 1.

Profesor - ;La niimero 1! [Ben elige la puerta niimero 1! Ahora
el presentador, que por cierto sabe lo que hay detrds de
todas las puertas, decide abrir otra puerta. Digamos que
elige la nimero 3, tras la cual aparece una cabra. Y ahora
Ben, el presentador va y te dice: ;Sigues con la puerta
numero 1 o la cambias por la 2?. Ben, ;te interesa cambiar
de puerta?

Ben — Si.

Profesor — Espera. Recuerda que el presentador sabe dénde
estd el coche, asi que ;como sabes que no intenta enganar-
te? ;Y si utiliza la Psicologia al revés para que elijas la
cabra?
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Ben — Bueno, en realidad no me importaria, porque mi respues-
ta estd basada en la Estadistica, en el cambio de variable.
Profesor - ;Cambio de variable? Te he hecho una simple pregunta.

Ben — Es que eso lo ha cambiado todo.

Profesor — Iluminanos...

Ben — Cuando dijo por primera vez que eligiera una puerta,
tenia un 33,3% de hacer la eleccion certera. Pero cuando se
ha abierto una de las puertas y puedo volver a elegir, ya
tengo un 66,7% si elijo cambiar. Asi que escojo la puerta
numero 2 y... gracias por ese 33,3% mads de ventaja.

Profesor (sonriendo) - ;Exacto! Chicos, recordad: si no sabéis
qué puerta debéis abrir, siempre tened en cuenta el cambio
de variable. La mayoria no cambiard de puerta, por para-
noia, miedo o emociones. Pero el Sr. Campbell ha dejado las
emociones de lado y sencillamente ha permitido que la
Matemdtica jmeta su culo en un coche nuevol; lo cual estd
mejor que esa cabra que conduce.

Enlace en Youtube:
http://www.youtube.com/watch?v=SUMWnh6-XEg

Comentario.- Se trata del famoso Problema de Monty Hall,
que toma su nombre del presentador de T.V. de EE.UU. que en

Logica formal contra logica natural
ﬁ

EL ENIGMA DE KASPAR HAUSER

(Eder fiir sich und gott gegen alle: Cada uno para si y Dios contra
todos) version original en alemdn, subtitulada.

Director: Werner Herzog

Actores: Bruno S., Walter Ladengast, Brigitte Mira, Welly Semmelroge,
Michael Kroecher.

Guion: Werner Herzog

Produccién: Werner Herzog Alemania 1974

Distribucién: Manga Films.

Argumento.- En 1828 aparecié en Nuremberg con una carta
un hombre criado en cautividad, lejos de cualquier contacto
humano, un hombre salvaje que no sabia caminar ni hablar.
Fue llamado el huérfano de Europa y se especul6 sobre su ori-
gen noble y los posibles motivos politicos de su reclusion. Se
le llamé Kaspar Hauser. Tras ser explotado como fenémeno

el concurso Let’s Make a Deal planteaba a los concursantes
esa situacion. La solucion de Ben es correcta, pero su alusion
al “cambio de variable’, corroborada por el profesor, despista
un poco. La apertura de una puerta cambia la asignacién de
probabilidades o, segtin se mire, el espacio muestral; pero no
hace falta definir variables aleatorias. Los diagramas en drbol
de la situacidn, segtn se siga la estrategia del cambio de puer-
ta o la estrategia de no cambiar, suelen despejar las dudas.

Otra escena, ésta de la serie Numb3rs, donde Charlie Eppes
trata el mismo problema, la encontraréis en:

http://www.youtube.com/watch?v=_mbO-ndr740

Este es un problema muy interesante para Bachillerato: con-
tradice la primera intuicién de casi todo el mundo (asignar
igual probabilidad a cada una de las dos puertas que quedan) y
por ello genera polémica en clase. Puede parecer recurrente y
con poco sentido proyectar en el aula una escena donde se
resuelve un problema en otro aula. Pero si son dos, con varia-
ciones de enfoque, queda claro que es un problema “con histo-
ria’, que asi cobra relevancia y resulta todavia mds interesante.

|

KASPAR
HAUSER




de feria, un protector se ocupé de su educacién. Aprendié a
andar, a leer y escribir, a tocar el piano y a relacionarse en
sociedad. Pero la sencillez y bondad de un adulto que veia y
expresaba aquel mundo decadente con ojos y sinceridad de
nifio no fueron bien aceptadas por todos.

Escena.- Dura 4 min. 8 seg. En esta escena se enfrentan la
légica académica y formalista de un profesor y la légica natu-
ral y directa de Kaspar, en el siguiente didlogo:

- Ama: Este profesor ha venido de lejos para hacerte una pre-
gunta. Quiere ver como piensas, qué has aprendido en estos
dos arios y si puedes pensar con légica. ;Le responderds?

- Kaspar: Si.

El profesor distribuye varias piezas de la vajilla sobre la mesa.

- Profesor: Kaspar, pongamos que esto es un pueblo. En el pue-
blo vive gente que sélo dice la verdad. Aqui hay otro pueblo.
Su gente sélo dice mentiras. Hay dos caminos que van de
estos pueblos al sitio en que te encuentras y tii estds en el
cruce. Se acerca un hombre y quieres saber de qué pueblo
procede; del pueblo de los honestos o del pueblo de los men-
tirosos. Ahora, para poder resolver este problema sélo pue-
des hacer una pregunta y sélo una. ;Cudl es esa pregunta?

- Ama: Eso es demasiado dificil para él, ;como podria saber-
lo?

- Profesor: Admito que la pregunta es complicada. Si le pre-
guntas al hombre si viene del pueblo de los honestos y es
verdad, dird que si, honestamente si. Pero si viene del pue-
blo de los mentirosos mentird y también dird si. Aiin asi,
hay una pregunta que resuelve el problema.

- Ama: Eso es muy dificil, demasiado complicado.

- Profesor: Tienes una pregunta,
Kaspar, y sélo una, para resolver
este problema légico.

Se produce un largo silencio.

- Profesor: Kaspar, si no puedes pensar
en la pregunta yo te la diré. Es ésta:
Si tu vinieras del otro pueblo, ;res-
ponderias “no” si yo te preguntara si
vienes del pueblo de los mentirosos?
Aplicando una doble negacion, el
mentiroso se ve forzado a decir la
verdad. Esta construccion le obliga
a revelar su identidad, ya ves. Esto
es lo que yo llamo argumento logico
para descubrir la verdad.

- Kaspar: Bueno, sé otra pregunta.

- Profesor: ;Si? No hay ninguna otra
pregunta segiun las leyes de la
Légica.
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- Kaspar: Pero yo sé otra pregunta.

- Profesor: Escuchémosla entonces.

- Kaspar: Le preguntaria a ese hombre si era una rana. El
hombre del pueblo de los honestos diria: “No, no soy una
rana’, porque dice la verdad. El hombre del pueblo de los
mentirosos diria: “Si, soy una rana’; porque me estd min-
tiendo. Asi sabria de donde procede.

- Profesor: Esa no es una pregunta correcta.

Se ve a Kaspar muy contrariado.

- Profesor: No sirve, no puedo aceptarla como pregunta. No es
légica. La Légica es deduccion, no descripcion. Lo que has
hecho es describir algo, no deducirlo.

- Ama: Pero entendio su pregunta.

- Profesor: Entender es secundario. El razonamiento es lo
importante.

Enlace en Youtube:
http://www.youtube.com/watch?v=CuCiWjgpqSQ

Comentario.- En la anterior secuencia se escenifica bastante
bien el paradigma de la educacién formal que sofoca la intui-
cién. jCudntas veces como profesores pusimos una pregunta
buscando cierto tipo de respuesta y luego quedamos descon-
certados al descubrir que algun alumno daba nuevas solucio-
nes, validas pero diferentes a la esperada! En tales casos, sea-
mos capaces de valorarlas y no despreciar - hundir la creativi-
dad. Y para terminar, una declaracién personal: el logicismo
como guia autosuficiente de la ensefianza es un desastre;
razonar es importante, pero entender lo es mas. |
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Matemdticas nazis
E

LA VIDA ES BELLA - LA VITA E BELLA

Director: Roberto Benigni

Actores: Roberto Benigni, Nicoletta Braschi, Giorgio Cantarine,
Giustino Dorano, Giuliana Lojodice y Marisa Paredes.

Guion: Vincenzo Cerami y Roberto Benigni

Produccién: Gianluigi Braschi, Mario Cotone y Elda Ferri. Italia
1997.

Distribucién: Miramax. Premiada con 3 Oscars: Mejor Pelicula
Extranjera, Mejor Actor y Mejor Banda Sonora.

DELLA

S Y

Argumento.- Italia, afios 40: tras un divertido romance,
Guido y Dora se casan y son padres de Josué, un nifio encan-
tado con los permanentes juegos e historias de su padre. El
origen judio de Guido le lleva junto a su hijo a un campo de
concentracién. Pese a no estar en la lista de deportados, Dora
seguira a los suyos por amor, como una presa mds del campo.
Una vez alli, Guido desarrolla un titnico esfuerzo de imagi-
nacién por simular ante Josué que todo es un juego y evitarle
la consciencia de la miseria y el dolor que les envuelve. Como
en una fdbula, al final Josué puede alzar los brazos victorioso.
El sacrificio de Guido ha conseguido que el amor y la risa pre-
valezcan sobre la muerte.

Escena.- Dura 1 min. 8 seg. En la cena donde se va a anunciar
el compromiso de Dora con un mandatario fascista local, la
directora de la escuela expone asi su fascinacién por la
Alemania hitleriana:

Directora - Ya no digo en Berlin, sino en provincias, en

Graverick. En el tercer grado, [fijaos qué problema les pusie-
ron! Me acuerdo porque me impresiond.
Problema: un demente cuesta al Estado 4 marcos diarios,
un mutilado 4 marcos y medio, un epiléptico 3 marcos y
medio. Visto que la cuota media es de 4 marcos diarios y
que los pacientes son 300.000, ;cudnto se ahorraria el
Estado si estos individuos fueran eliminados, suprimidos?

Dora - ;Dios mio, no es posible!

Directora - Esa es la reaccién que tuve yo, Dora: jDios mio, no
es posible! No es posible que un pequerio de 7 aios resuelva

un problema de este género. Es un cdlculo complejo, con
proporciones, con porcentajes. Se requieren unas nociones
minimas de Algebra. Es un problema de Escuela Superior
para nosotros.
Novio de Dora - ;Qué va! Basta con una multiplicacion.
¢Cudntos lisiados ha dicho que habia? ;300.000?
Directora - Si.

Novio de Dora - Pues 300.000 por 4. Si los matamos a todos
nos ahorramos 1.200.000 marcos diarios. Es fdcil, ;no?
Directora - ;jBravo! Pero tu eres un adulto. En Alemania lo
resuelven los alumnos de 7 arios. [Verdaderamente es otra

razal!

Enlace en Youtube:
http://www.youtube.com/watch?v=49pjtXcFDIlk

Comentario.- Esta es una pelicula con corazén, a la vez diver-
tida y emotiva. En esta secuencia se escenifica cémo la ideo-
logia se puede colar en cualquier resquicio de la ensefianza y
cémo puede nublar el entendimiento de las personas. Cuando
Dora expresa su espanto ante semejante enunciado, la direc-
tora lo toma como asombro en apoyo de su tesis. Cuando el
novio de Dora hace ver a la directora que la cosa puede ser
mucho mds facil que lo que ella supone, nuevamente da la
vuelta a la situaciéon diciendo que le es facil por ser adulto y
tener la madurez que esos chavales de la “raza superior”
ostentan con 7 afnos.

Es una anécdota inventada y por lo tanto no tiene valor histdri-
co. Pero, como ocurre a menudo en el Cine, al igual que en otras
artes, en casos como éste la ficcién nos permite penetrar de
forma certera en la realidad interna de las cosas y de las ideas.

CineMATeca |
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Eesde el Consejo Europeo de Lisboa en el 2000, pasé a
ocupar un lugar central la determinacién de las capacidades
bésicas que deberian ser adquiridas por los ciudadanos a tra-
vés del aprendizaje a lo largo de la vida. En marzo de 2005 se
reactivo la llamada Estrategia de Lisboa de cara a la consoli-
dacién de la dimensién europea en la ensefianza. En este con-
texto y formando parte del programa «Educacién y Forma-
cién 2010» se constituyé un grupo de trabajo encargado del
desarrollo de un marco de competencias clave. Este grupo
opt6 por el uso de los términos «competencia», para referirse
a una combinacién de conocimientos, capacidades y actitu-
des, y «competencia clave», para definir las competencias
necesarias para todo ello.

La Ley Orgénica de Educacién, LOE 2/2006 de 3 de mayo,
determiné que en la etapa de la Educacién Secundaria Obli-
gatoria se prestase una atencién especial a la adquisicién y el
desarrollo de las competencias bésicas. Por ultimo, el Real
Decreto 1631/2006, de 29 de diciembre, por el que se estable-
cen las ensenanzas minimas correspondientes a la Educacién
Secundaria Obligatoria, determina las competencias bésicas

Andlisis y desarrollo de la competencia

matematica. Seminario federal.
Coérdoba, octubre, 2008

Universidad de Cérdoba

que los alumnos y las alumnas deberan haber adquirido al
final de esta etapa y que son:

— Competencia en comunicacion lingiiistica.

— Competencia matematica.

— Competencia en el conocimiento y la interaccién con el
mundo fisico.

— Tratamiento de la informacién y competencia digital.

— Competencia social y ciudadana.

— Competencia cultural y artistica.

— Competencia para aprender a aprender.

— Autonomia e iniciativa personal.

Actividades
de la FESPM
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El analisis y el desarrollo de la segunda de estas competencias
—la competencia matematica— es el objeto de este Seminario.

La incorporacion del término de “competencia” como ele-
mento organizador del sistema educativo en la etapa de la
ESO es un cambio que parece trascender el meramente ter-
minoldgico. Por otra, son muchos los profesores que han
mostrado un cierto escepticismo ante esta enésima reforma,
que supone en algin sentido una nueva revisiéon de su trabajo
cotidiano desde una nueva perspectiva.

La Federacién Espanola de Sociedades de Profesores de
Matematicas, encargé a la Sociedad Andaluza de Educacién
Matematica Thales la organizacién de un Seminario de traba-
jo para abordar el Andlisis y desarrollo de la competencia
matemdtica en relacién con las otras competencias bésicas,
de manera que al finalizar este seminario se pudiera redactar
un documento que refleje las opiniones que los miembros de
la FESPM sostienen a este respecto asi como las recomenda-
ciones tanto para las Administraciones Educativas como para
el profesorado y para otros estamentos sociales involucrados
en la educacion.

El seminario se desarrollé en Cérdoba durante los dias 27 al 30
de noviembre de 2008 con participacién de representantes de
la mayoria de las sociedades federadas. Intervinieron ademas
los profesores Luis Rico, de la Universidad de Granada y Jests
Maria Goni de la Universidad del Pais Vasco. Coordinaron la
actividad Agustin Carrillo de Albornoz, por la sociedad orga-
nizadora y Francisco Martin Casalderrey, por la FESPM.

El seminario se estructur6 en cuatro grupos cuyos temas de
trabajo han sido los siguientes:

1. Qué es y qué no es la competencia matemdtica
2. Como medir si los alumnos son o no competentes

isftic

inatitute Supenes de Formacibn g
Recurtos on Red para o Profesceadc

3. Desarrollo de la Competencia Matemdtica: Tareas nue-
vas. Reciclaje de viejas actividades

4. Competencia matemdtica y las otras competencias.
Conexiones.

El trabajo en cada uno de los grupos aparece reflejado en los
documentos que exponemos a continuacion.

1. Qué es y qué no es la competencia matematica

Situado el concepto en el contexto, el grupo de trabajo realizé
un andlisis comparativo de las definiciones de competencia
que aparecen en distintos documentos: el elaborado por el
grupo de trabajo de la Comisién Europea sobre competencias
clave, la recomendacién sobre este tema del parlamento euro-
peo y algunas definiciones que aparecen en la legislacion edu-
cativa y marcos teéricos para la evaluacién de diagnéstico de
algunas CCAA. Entre las estudiadas destacamos las siguien-
tes:

« La competencia matemdtica es la aptitud de un individuo
para identificar y comprender el papel que desempefian las
matemdticas en el mundo, alcanzar razonamientos bien
fundados y utilizar y participar en las matematicas en fun-
cién de las necesidades de su vida como ciudadano cons-
tructivo, comprometido y reflexivo (Informe PISA).

« La competencia matemadtica consiste en la habilidad para
utilizar y relacionar los nimeros, sus operaciones basicas,
los simbolos y las formas de expresién y razonamiento
matemadtico, tanto para producir e interpretar distintos
tipos de informacién, como para ampliar el conocimiento
sobre aspectos cuantitativos y espaciales de la realidad, y
para resolver problemas relacionados con la vida cotidiana
y con el mundo laboral (Real Decreto de Ensefianzas
Minimas 1631/2006).

Se concluyd lo siguiente:

— En la definicién del Real Decreto se menciona expresamen-
te dos contextos en la resoluciéon de problemas: vida cotidia-
na y mundo laboral. Esta seleccion, por amplia que pueda
considerarse la idea de vida cotidiana, limita el trabajo en
otros contextos para los que se necesita ser competente,
como el propio contexto matematico. Ademas corresponde
al profesor, en su independencia pedagogica, decidir en qué
contextos se hace hincapié a lo largo del proceso de aprendi-
zaje de los alumnos.

— En la definicién del R.D. se indica “utilizar y relacionar los
ntmeros, sus operaciones bésicas, los simbolos y las formas
de expresién y razonamiento matematico” Consideramos
que pone el énfasis en el sentido numérico y en la idea de
alfabetizacién numérica.




— La definicién de PISA es mds sencilla y clara, redactada en
términos de objetivos: indica acciones con verbos en infini-
tivo como identificar, comprender, alcanzar, utilizar, partici-
par,... Esto permite identificar las subcompetencias que faci-
liten el diseno de actividades y la evaluacion del desarrollo
de las competencias. Como no alude a contenidos permite la
mejor seleccién del curriculo y tampoco alude a contextos
concretos, dejando a los docentes la decision del peso que a
los distintos contextos se le de en funcidn de las caracteris-
ticas de los alumnos.

— En definitiva, el grupo de trabajo ha considerado mas ope-
rativa para trabajar la definicién de PISA de competencia
matematica que la definicién del Real Decreto.

La competencia debe ser considerada una capacidad que se
pone de manifiesto en la practica y por ello puede ser defini-
da por los procesos que se ponen en juego. En este sentido
creemos que la Administracién educativa tiene que definir la
competencia matemadtica en términos de subcompetencias
con sus indicadores correspondientes para facilitar la com-
prension del concepto a los docentes. Este grupo de trabajo
considera que las tres dimensiones determinadas en el marco
tedrico de la prueba de evaluacién de diagndstico de
Andalucia son insuficientes y parecen mas adecuadas las sub-
competencias propuestas por PISA.

Conviene hacer hincapié en los centros educativos en la dis-
tincidn entre drea de matemdticas y competencia matemdtica
y que esta Gltima es una competencia basica. Esto significa
que para su desarrollo se necesita la implicacién y contribu-
cién de todas las dreas de conocimiento.

La introduccién del concepto de competencia matemdtica en
el curriculo ha supuesto una serie de cambios:

— Se pone el énfasis en los contextos de utilizacion de lo apren-
dido.

— Cambio en el modo de evaluacién y su trascendencia en tér-
minos de titulacién y promocion, de tal manera que rendi-
mientos académicos buenos en la evaluacién por objetivos
no significa necesariamente desarrollo de la competencia
matematica.

— Para que el alumno sea capaz de transferir lo aprendido a
otras situaciones es necesario un cambio metodolégico.

Por ello sugerimos las siguientes orientaciones metodoldgicas:

— El desarrollo de la capacidad de comunicacién de resultados
matematicos necesita el establecimiento de dialogos entre el
profesor y los alumnos y entre los alumnos.

— Las inquietudes de los alumnos deberan ser escuchadas para
definir actividades y contextos de aplicacion de tareas.

— Potenciar la realizacion de tareas abiertas y con estrategias
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de solucién no predefinidas.

— Reivindicar el papel del profesor como guia del aprendizaje
frente al profesor depositario del conocimiento.

— Evitar la presentacién de las matemdticas como un conoci-
miento terminado y promover la construccién de conceptos
asi como convertir las matematicas en objeto de discusion.

— Trabajar contextos variados, evitando tareas en las que el
contexto aparezca de modo anecddtico.

— Emplear diversos recursos y materiales.

— Las tareas o actividades propuestas deben involucrar varias
subcompetencias.

Recomendaciones
A la Administracion educativa

Para facilitar al profesorado la programacién por competen-
cias, el lenguaje (subcompetencia, descriptores, unidades de
competencia,...) tendria que unificarse y establecer indicado-
res de las subcompetencias para unificar la evaluacién.

Promover un cambio de cultura de trabajo sobre planificacio-
nes diddcticas, no basadas en la inspeccién sino en el asesora-
miento y la formacion.

Solicitar un plan de formacién en desarrollo de competencias
bésicas realista, basado en tiempos y formas adecuadas.

Es necesaria la voluntad de la administracién para coordinar
el desarrollo de los indicadores de las subcompetencias y el
establecimiento de niveles de desarrollo en primaria y secun-
daria.

A la Federacién

Animar al profesorado de primaria a participar en cuantos
encuentros se promuevan para el trabajo sobre competencias.

Conferencia del Dr. D. Jesis M?* Goiii
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Fomentar e incentivar iniciativas encaminadas a desarrollar
propuestas curriculares.

Liderar la elaboracién de una propuesta de curriculo por
competencias que sirva de referencia no vinculante.

A las editoriales

Echamos en falta materiales que desarrollen la competencia
matematica.

Al profesorado

La planificacién por competencias tiene que realizarse en los
departamentos y centros educativos. No puede venir de la
administracion, para no perder independencia pedagogica y
para que las propuestas no se tomen por irrelevantes.
Tampoco puede provenir exclusivamente de los libros de
texto porque podria aplicarse la planificacion de forma irre-
flexiva.

2. Cémo medir si los alumnos son o0 no competen-
tes

El enfoque curricular

El enfoque curricular por competencias constituye un marco
que afecta a los objetivos, contenidos, metodologia y evalua-
cién.

Si se pretende la evaluacion del desarrollo de las competen-
cias se necesitan instrumentos a medio y largo plazo. En el
trabajo cotidiano, no se trata tanto de medir el desarrollo de
cada una de ellas como de tenerlas en cuenta en todo el pro-

ceso de planificacién, aprendizaje y evaluacién. La elabora-
cion de diferentes indicadores del desarrollo de competencias
facilitaria la tarea de la evaluacion.

Las pruebas diagndstico

Los resultados de las pruebas diagndstico (autondmicas,
nacionales, PISA...) han de ser un punto de partida para refle-
xionar sobre el trabajo en el aula. Los items de estas pruebas
no son el referente fundamental para utilizarlas como tareas
de aprendizaje y evaluacién en el aula. Aspectos muy impor-
tantes como trabajo en equipo, utilizacion de las TIC, comu-
nicacion oral... no se evaliian en estas pruebas.

Cambios del curriculo

El andlisis de las medidas de evaluacién estd muy condiciona-
do por un conjunto de cambios en todos los elementos del
curriculo:

« En el drea del contenido, seleccionar desde la perspectiva de
una funcionalidad social.

+ En el drea de la metodologia, propiciar la diversificaciéon de
tareas:
— Resolucién de problemas
— Trabajos por proyectos
— Trabajos en grupo
— Busqueda y seleccién de informacion
— Informes escritos
— Exposiciones orales

+ En el drea de las expectativas, disminuir el énfasis en el

aprendizaje de contenidos y dirigirlo hacia los procesos y la
transferibilidad.

Conferencia del Dr. D. Luis Rico




+ En el drea del diseno de las tareas de aprendizaje y evaluacion:
— Utilizar contextos variados y problemas auténticos.
— Priorizar las conexiones frente a la atomizacién.
— Trabajar diferentes contenidos simultaneamente.
— Interdisciplinariedad con otras areas.
— Ser resolubles a partir de diferentes estrategias.
— Incorporar recursos tecnoldgicos.

+ En el drea de la evaluacién en el aula,

— las pruebas escritas y puntuales s6lo permiten llegar a
algunas de las competencias. Serd necesario utilizar
diferentes instrumentos de evaluacién adecuados a la
diversidad de tareas realizadas y que nos permitirdn
una observacién mas amplia de las competencias.

— El sentido de la evaluacién no tiene que ser siempre
profesor—alumno. La autoevaluacion y la coevaluacién
también contribuyen a la formacién del alumno por
competencias.

— Cualquier evaluacion tiene que retroalimentar el pro-
ceso de ensefianza-aprendizaje.

— En el marco de las competencias, es de vital importan-
cia tener en cuenta la evaluacion relativa y no sélo la
evaluacion absoluta.

— Se debe dar mds importancia a la evaluacion cualitati-
va frente a la cuantitativa.

Propuestas

Crear una base de datos de referencia sobre tareas, indicado-
res de desarrollo de las competencias e instrumentos de eva-
luacién:

« Seleccionar y clasificar tareas ya elaboradas.
« Crear baterias de tareas en contexto. Estas tareas deben ir
acompaifiadas de orientaciones y criterios de evaluacion.

Se debe informar y formar al profesorado, siempre teniendo
en cuenta su punto de partida y sus expectativas.

3. Desarrollo de la competencia matematica:
Tareas

La aparicion del nuevo marco normativo de la LOE resalta la
importancia en los aprendizajes del alumnado como grado de
adquisicién de las competencias bédsicas. Anade la compleji-
dad de entender que los aprendizajes se consiguen no desde
las dreas de conocimiento tradicionales, sino desde el trabajo
que se debe realizar en los centros escolares para que el alum-
nado sea competente. En este sentido, se presenta un panora-
ma en el que es necesario reflexionar libremente y atreverse,
incluso, a cuestionar modelos vigentes presentes en la propia
organizacidn del centro, en tiempos, espacios y recursos, de
los equipos docentes y/o departamentos diddcticos, las pro-
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gramaciones docentes y la definicion, temporalizacion y
secuenciacién de las tareas con las que se interviene.

Dado que la palabra tarea es una palabra de uso comun en la
vida docente, en este documento se tratard como una pro-
puesta de trabajo cuyo andlisis y disefio se intenta definir.

Las tareas deben ser planeadas en un marco general de refe-
rencia que necesariamente se debe tener en cuenta. No debe
entenderse que ante cualquier tarea el docente se enfrente a
una relacion exhaustiva de estos factores, pero se deben tener
presentes para conseguir una dindmica de propuestas de tare-
as coherente y organizada. Este marco de referencia debe con-
templar:
» Objetivos de la etapa, que provoquen la coordinacién de
la evolucién de los aprendizajes.
«» Objetivos especificos que persigue.
+ Competencias a cuyo desarrollo contribuye.
» Contexto en el que se propone.
+ Metodologia y organizacién del aula.
» Recursos que se utilizan y que adquieren gran relevancia.
« Criterios de evaluacién de la tarea, necesarios para obser-
var el grado de consecucidn de los objetivos propuestos.
« Contenidos previos necesarios para el desarrollo de la
tarea.
« Contenidos que va a tratar.
» Temporalizacion y secuenciacion.
« Entorno escolar, que implique la colaboracién con otros
departamentos para buscar contextos, encontrar cone-
xiones, reconocer contenidos comunes...

De todas formas, en una dindmica de trabajo habitual, si que-
remos que la tarea educativa que se propone contribuya a la
adquisicién de las competencias bdsicas por parte del alum-
nado, los siguientes aspectos son fundamentales:

« Contexto.

« Contenidos.

« Recursos.

» Competencias.

Subcompetencias Procesos cognitivos

Pensar Y razonar

Argumentar

Comunicar

Modelizar Reproduccién
Plantear y resolver problemas <:> Reflexién
Representar Conexién

Utilizar operaciones y lenguaje
técnico, formal y simbdlico
Emplear material y herramientas
de apoyo
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Debemos considerar, ademds, como pautas a tener en cuenta
el grado de contribucién a la adquisicion de lo que podemos
entender como subcompetencias matemadticas (podemos
tener en cuenta diferentes definiciones, pero hemos conside-
rado como referencia comun las detalladas en PISA 2006) y el
tipo de procesos cognitivos que el alumnado pone en juego
cuando realiza la tarea (o grupos de competencias, tal y como
se denomina en PISA 2006).

Entendemos que el andlisis de los diferentes aspectos plante-
ados puede ser un buen marco de referencia, en general, para
realizar propuestas que contribuyan a la adquisicion de la
competencia matemdtica. No es el momento de indicar si
actividades habituales en nuestros centros son desechables en
beneficio de otras, o si determinadas actividades son inade-
cuadas, aunque una buena reflexién podra indicar qué pro-
puestas son las mds adecuadas. Cada cual, segin su funcién,
estimard si este patrén puede tenerlo en cuenta tanto para
planificar la programacién de un curso o etapa, para elaborar
material de aula, como para analizar en su conjunto el grado
en que se han tratado cada uno de los contenidos, por ejem-
plo; pero si tenemos claro que tareas que contribuyan a la
adquisicién de la competencia matemdtica deben ser plantea-
das en estos términos y que la observancia de estas indicacio-
nes servirdn para potenciar el grado de adquisicion de las
competencias o subcompetencias, es decir, los aprendizajes.

4. Competencia matematica y las otras competen-
cias. Conexiones

Independientemente del enfoque o definicién que tomemos
de competencia, el drea de matemdticas, creemos, que tiene
un importante papel en el desarrollo y consecuciéon de todas
las competencias bésicas, no sélo de la competencia matema-
tica. En esta parte del documento trataremos sobre las mate-
mdticas y las competencias bdsicas, excluida la competencia

matemadtica por considerar que ésta es merecedora de aten-
cién especifica en estudios diferenciados e independientes.

Las competencias basicas deben ser trabajadas desde todas las
areas de educacion primaria y secundaria obligatoria, inclui-
da la competencia matemética. Consideramos que el estudio
de lo que otras materias diferentes a las matemdticas pueden
aportar a la competencia matematica debe ser tratado por los
especialistas correspondientes a cada materia, por tanto el
enfoque que le vamos a dar al documento es en la direccién
del drea de matematicas hacia las competencias bdsicas.

La educacion matematica contribuye al desarrollo del resto de
las competencias bésicas a lo largo de la educacién obligato-
ria. En especial, consideramos que la contribucién al desarro-
llo de la competencia digital debe comenzar ya en la
Educacioén Infantil.

El documento ird estructurado de manera que cada compe-
tencia basica seguird el mismo esquema: primero se dardn
indicaciones metodoldgicas que desde el area de matematicas
contribuyen al desarrollo de la competencia, en segundo lugar
se presentaran los aprendizajes especificos que consideramos
mds relevantes desde el drea de matemadticas, entendiendo
que en este apartado consideramos no sé6lo aprendizajes, sino
también capacidades, procesos, objetivos, contenidos, actitu-
des, sentimientos, etc.; en tercer lugar sugeriremos qué recur-
sos pueden ser apropiados para cada competencia.

Entendemos que ideas tales como “tareas’, “evaluacion de
competencias’, etc., asociadas a las competencias bésicas pue-
den aparecer de alguna manera en el presente documento. M

Notas.- Las fotografias del presente articulo han sido realizadas por Iolanda
Guevara. Hemos extraido las ideas fundamentales del informe cuyo texto completo
se puede bajar de la pagina web de SUMA: www.revistasuma.es




Seminario sobre el Practicum del Master de
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mrganizaci()n

Organizado por la Comisiéon de Educaciéon del Comité
Espaiiol de Matematicas (CEMAT) tuvo lugar los dias 26 y 27
de febrero de 2009, en la Facultad de Matemdticas de la
Universidad Complutense de Madrid (UCM), un Seminario
sobre el Practicum del Master de Profesor de Educacion
Secundaria en la especialidad de Matematicas. El Seminario
contd con la cooperaciéon de la Catedra UCM Miguel de
Guzman.

Los documentos presentados en el Seminario pueden verse
en la direccién:
http://www.ce-mat.org/educ/icmies/documentos.html

Objetivos
El Seminario se planted con los siguientes objetivos:

1. Delimitar las funciones del Prdcticum en la titulacion
Mdster de Profesor de Secundaria en la especialidad de
matematicas.

2. Delimitar los agentes que intervienen en la puesta en fun-
cionamiento del Practicum, sus condiciones administrati-

Profesor de Secundaria en la especialidad de
Matematicas

Informe final

Comité Espanol de Matematicas

vas y de coordinacién, con especial consideracion al caso
de los profesores de matematicas de secundaria.

3. Presentar experiencias de buenas practicas relativas a la
formacién inicial de profesores de matemdticas de secun-
daria en el aula.

4. Ofrecer una reflexiéon conjunta y colegiada sobre el
Practicum, atil para las universidades y para las comuni-
dades auténomas responsables de su puesta en marcha.

Asistentes

Al Seminario asistieron, por invitacién, 50 profesores de las
sociedades e instituciones que constituyen la Comisién de
Educaciéon. También participaron profesores y estudiantes de
postgrado de Universidades asi como de centros de distintos
niveles educativos de la Comunidad Auténoma de Madrid .

Luis Rico

Raquel Mallavibarrena
Jordi Deulofeu

Comision Educacion CEMAT
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Programa

El Programa se estructuré en una sesién inaugural, una con-
ferencia y tres mesas redondas.

Sesion inaugural

La sesién inaugural estuvo presidida por D. Felipe Pétriz,
Director General de Universidades del Ministerio de Ciencia
e Innovacién (MICINN), D. Antonio Pérez, Director del
Instituto Superior de Formacién y Recursos en Red (ISFTIC)
para el Profesorado del Ministerio de Educacién, Politica
Social yDeportes (MEPSyD), D. Carlos Andradas, Vicerrector
de Ordenacién Académica de la Universidad Complutense de
Madrid (UCM), D. Juan Tejada, Decano de la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid, D*
Olga Gil, presidenta del Comité Espafiol de Matemadticas
(CEMAT) y D. Luis Rico, presidente de la Comisién de
Educacion del CEMAT. En esta sesion se destacé la impor-
tancia del nuevo Madster para Profesor de Educacién
Secundaria (MAES), se subray? la necesidad de una especia-
lidad de Matematicas y resalté el cardcter esencial del
Practicum para la titulacién. La organizacién del Seminario
expresé el compromiso de CEMAT con la formacién inicial
del profesorado de matemdticas de secundaria, mostré el
interés critico de la Comision de Educacién por la nueva titu-
lacién y transmitié su apoyo a la necesaria puesta en marcha
de este plan de formacién.

El Seminario es un espacio para la reflexion estratégica sobre
el nuevo plan, al que contribuyen expertos de distintas proce-
dencias que quieren aportar ideas y contribuir a la toma de
decisiones en el momento de su inicio, con atencién rigurosa
a criterios de calidad y mediante optimizacion de los conoci-
miento y recursos disponibles.

Conferencia

La conferencia inicial, El Prdcticum y las competencias profe-
sionales del profesor de matemadticas de secundaria, fue
impartida por D. Antonio Pérez Sanz, Director del Instituto
Superior de Formacién y Recursos en Red para el Profesorado
(ISFTIC). En esta conferencia se destacaron las aportaciones
que desde el Pricticum se hacen al desarrollo de las compe-
tencias profesionales establecidas para esta titulacion.

Mesas redondas

En cada una de las mesas redondas intervinieron los distintos
ponentes durante un tiempo de hora y media. Cada mesa fue
seguida de un amplio debate con participaciéon de ponentes y

asistentes. Un resumen de las cuestiones planteadas, las inter-
venciones de los ponentes y las ideas principales resultado del
debate en cada una de las mesas, se sintetizan a continuacion.

Primera mesa redonda

La primera mesa redonda versé sobre La prdctica en la for-
macidn inicial del profesor de matemdticas. El debate se cen-
tré en las cuestiones:

1. ;Cudles son las funciones generales a las que atiende el
Practicum? ;cudles no deben ser?.

2. ;C6émo contribuye el Practicum al logro de las competencia
profesionales establecidas por ORDEN ECI/3858/2007?

3. ;Qué tipo de conocimiento profesional se promueve para el
profesor de matemdticas durante el periodo de précticas?
¢qué tensiones surgen entre el conocimiento teérico y el
practico?

4. ;Cudles actitudes y creencias del profesor de matematicas
se detectan durante las pricticas? ;cémo evolucionan?
;qué oportunidades ofrece el Practicum para las actitudes,
valores y creencias?

Esta primera mesa fue coordinada por L. Rico y tuvo como
ponentes a:

« Pilar Azcarate, de la Universidad de Cadiz, quien trat6 sobre
el Sentido de las practicas de enseiianza en la formacion
inicial del profesorado de Secundaria.

+ Pablo Flores, de la SEIEM, quien versé sobre el Prdcticum
en formacion de profesores: oportunidad para reflexionar y
desarrollarse a partir de problemas profesionales.

+ Serapio Garcia Cuesta, de la FESPM, quien trat6 sobre E/
master de Formacion Inicial del Profesorado visto desde la
Ensefianza Secundaria.

+ Tomads Recio de la RSME, quien traté sobre La prdctica en
la formacién inicial del profesor de matemadticas.

Balance de la primera mesa

1. Por lo que se refiere a las funciones generales a las que debe
atender el Practicum, destacaron las siguientes:

« Establecer un primer contacto con la profesién docen-
te para integrar al futuro profesor en esta comunidad
profesional,

« Avanzar en el desarrollo de competencias y contribuir
al ejercicio de destrezas profesionales,

+ Conectar la docencia practica con la teoria y la trans-
ferencia de resultados de investigacion.

2. En relacion a la contribucién del Practicum a las compe-
tencias establecidas por la Orden que regula el master, se des-
tacé que se producird mediante:



« Ejercitacion en diversas destrezas profesionales, tales
como la capacidad de comunicacion, la aproximacién
a los problemas de los estudiantes, la tutorizacidn, el
desarrollo de técnicas de gestion del aula, de ensenan-
za y andlisis de la practica, entre otras,

+ Motivacién para interpretar y comprender los conte-
nidos didacticos, favorecida por la relacién que los
estudiantes para profesor establecen con la préctica
profesional.

3. Sobre el tipo de conocimiento profesional que se promueve
y desarrolla en este periodo, se destac6 que el Practicum con-
tribuye a:

«» Concretar la formacidn tedrica,

+ Conocer la organizacién y comprender el funciona-
miento de los centros,

» Mejorar los conocimientos docentes especificos relati-
vos a observacion, diagnéstico, comunicacién, planifi-
cacion, gestion y evaluacién del trabajo escolar.

Se apunta como posible foco de tensién las diferencias entre
la concepcidn del conocimiento profesional que puedan tener
el tutor y el supervisor de practicas.

4. Respecto de la aportaciéon que el periodo de practicas hace
alas actitudes y creencias del profesor de matematicas, se des-
tacé su contribucién para :

» Promover una actitud reflexiva,

« Fomentar la autoestima profesional,

« Iniciar un desarrollo profesional como profesor de
matemadticas,

« Superar una vision convencional y formal de la ciencia;
complementar la necesidad de formacién tecnoldgica.

Segunda mesa redonda

La segunda mesa se centrd en La organizacion y gestion del
Prdcticum. El debate en esta segunda mesa se centrd en las
siguientes cuestiones:

1. La prioridad para organizar el Practicum, ;debe estar en la
seleccién de centros o de tutores?

2. 4Qué actividades debe realizar el estudiante para profesor
durante el periodo de practicas?

3. ;Qué modelos de practicas son los que favorecen la relacién
con la teoria?

4. ;Cudles caracteristicas requiere un profesor tutor de prac-
ticas?

5. §Coémo organizar la coordinacion entre los participantes en
el Practicum?

La mesa fue coordinada por J. Deulofeu de la Comisién de
Educacion del CEMAT y tuvo como ponentes a:

+ José Luis Alvarez, de la FESPM, quien traté sobre
Organizacion y gestion del Prdcticum, el oficio de profesor.
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+ Juan Miguel Belmonte, de la UCM, quien present6 la
Organizacion y gestion del Prdcticum en la Universidad
Complutense de Madrid.

« Iolanda Guerrero, de la SCM, quien trat6 El Prdcticum desde
la perspectiva de la coordinacion del CAP de matemdticas
del ICE de la Universidad de Barcelona.

» Constantino de la Fuente, de la RSME, quien vers6 sobre
Organizacion y gestion del Prdcticum.

+ Mar Moreno, de la SEIEM, quien presenté la Organizacién
y gestion del Prdcticum en la Universidad de Lleida.

Balance de la segunda mesa

Dos de las presentaciones mostraron ejemplos concretos de
organizacidn del master. Las otras tres consistieron en refle-
xiones y propuestas sobre el Practicum desde la éptica de los
profesores de secundaria.

1. Hay acuerdo que el Practicum debe ser uno de los ejes prin-
cipales del master y que debe desarrollarse en periodos
amplios a lo largo del curso. Se propone hacerlo en dos o
tres fases (la Gltima mas larga) de acuerdo con las princi-
pales actividades que debe realizar el estudiante en su
estancia en los centros de secundaria: Observacion, actua-
cién y reflexion.

2. Con respecto a la intervencion de los estudiantes en el aula
se han planteado dos visiones: aquella que considera que el
estudiante debe responsabilizarse de un tema completo
(unidad didactica o unidad de programacién), aunque sea
de caracteristicas reducidas y limitada a un periodo corto,
pero que comprenda el disefo, la realizacion y la evalua-
cidn; y aquella que considera que esto no es posible (por la
insuficiente preparacién de los estudiantes y los perjuicios
que puede causar en los alumnos), de modo que su actua-
cion deben limitarse a acciones puntuales diversas siempre
guiadas por el tutor.

3. En relacién con el modelo organizativo del Practicum, la
normativa deja claro que deberan seleccionarse centros
(que deberan ser reconocidos como tales). El problema es
cémo garantizar, con este modelo, una adecuada seleccion
de tutores. Los centros que se presenten deberian propo-
ner, de acuerdo con la universidad, en que dreas aceptaran
estudiantes, que deberian ser aquellas en las que haya tuto-
res preparados para ejercer como tales, es decir, profesores
con experiencia, innovadores, conocedores de los recursos
actuales para ensefiar la materia, implicados en el proyec-
to del centro y que reconozcan que su actividad como tuto-
res también puede ayudarles a mejorar su propia practica,
a través de la reflexién sobre la misma que realizan con sus
estudiantes de practicas.

4. La coordinacion entre los tutores de centro, los de la uni-
versidad y los profesores del mddulo especifico es funda-
mental para garantizar, tanto el papel nuclear del Prac-
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ticum en el master, como la necesaria relacién entre teoria
y préactica. El Practicum debe servir para conocer los pro-
blemas reales del centro y del aula, con especial atencion a
los procesos de ensenanza aprendizaje, pero la teoria es
imprescindible para identificar y analizar dichos proble-
mas. Aunque hay distintos modelos para establecer la
coordinacion es importante que los tutores de universidad
visiten los centros y las aulas donde trabajan sus estudian-
tes, y también que los tutores de los centros puedan parti-
cipar en sesiones tedricas del mddulo especifico; en todo
caso, es imprescindible la realizacion de sesiones conjuntas
entre todos los participantes en el proceso formativo,
incluidos los estudiantes.

5. En relacién con la evaluacion se constata la necesidad de
establecer criterios (y generar instrumentos) y hacerlos
explicitos a los estudiantes. Esta evaluacion deben realizar-
la conjuntamente los tutores de centro y de la universidad.
Por otra parte, se considera necesaria una relacion entre el
Practicum y el trabajo de fin de master. No parece lo mas
adecuado pedir una memoria del Practicum y un trabajo
de fin de master (que es obligatorio y con presentacion
publica). Una posible alternativa es que el estudiante ela-
bore un portfolio sobre las practicas y luego elabore un tra-
bajo final donde integre tanto el Practicum como lo reali-
zado en los otros dos mddulos, con la finalidad de mostrar
el nivel de adquisicion del conjunto de competencias del
master.

Tercera mesa redonda

La tercera mesa se dedic6 al tema Experiencias de buenas
prdcticas en la organizacion del Prdcticum. El contenido de
las intervenciones versé sobre experiencias relativas al
Practicum en cursos tipo CAP, asignaturas de licenciaturas,
tutorias y otros, destacando en todas ellas puntos e ideas que
sirvan como referentes para poner en marcha el Practicum del
futuro master de profesor de secundaria.

Coordiné la mesa R. Mallavibarrena de la Comisiéon de
Educacion del CEMAT y tuvo como ponentes a:

+ Josep Gascoén, de la SEIEM, quien diserté sobre Integrar las
prdcticas en laformacion matemdtico. Diddctica: andlisis
de una experiencia (1987-2009).

o Inés Gdémez-Chacén, de la UCM, quien traté sobre
Prdcticas de enseiianza en la Facultad de Matemdticas de
la Universidad Complutense de Madrid.

« Salvador Guerrero, de la RSME, quien traté sobre Dos ejem-
plos de prdcticas desarrollados como tutor y responsable
del CAP en la Universidad de Mdlaga.

« Francisco Martin Casalderrey, de la FESP, quien traté sobre
Organizacion del Prdcticum.

Balance de la tercera mesa

Las ideas principales transmitidas por las experiencias pre-
sentadas de buenas practicas en la organizacién del Practicum
fueron:

1. La Formacion inicial de los profesores de Matematicas de
Ensenanza Secundaria se estd llevando a cabo desde hace
muchos afos, desde dmbitos variados y con formatos dis-
tintos. El Practicum forma parte de todos ellos y el conoci-
miento de estas experiencias puede ser muy util a la hora
de disefiar el Practicum del futuro master de formacion
inicial de profesor.

2. Las practicas suponen para el futuro profesor una etapa
nuclear en su preparacion, y tienen una doble dimensién:
ver en la practica los aspectos formativos que ha recibido y
a la vez matizar una observacion de la realidad de la tarea
educativa que lleva a formular preguntas que, a su vez, lle-
van de nuevo a sesiones de contraste de opiniones, de for-
macién matematico — didactica, de reflexion critica sobre
lo que ha podido observar etc.

3. En las practicas el estudiante conoce el sistema educativo
espanol a través del funcionamiento de un centro educati-
vo, ademds aprende a elaborar e implementar una unidad
didactica (disefno, aplicacion y evaluacion) y se plantea los
rasgos de identidad profesional — vocacional del profesor
de Matematicas.

4. Las précticas constituyen una oportunidad para analizar
hasta qué punto los futuros profesores tienen instrumen-
tos para dar respuesta a las cuestiones cruciales de su pro-
blemadtica profesional.

5. Es conveniente que las pricticas se desarrollen simultdnea-
mente con actividades formativas del futuro master o, al
menos, con unas sesiones de trabajo programadas y
estructuradas con el tutor asignado, tanto en el centro de
secundaria como en la Universidad.

6. La interaccién entre los estudiantes para profesor es tam-
bién positiva cuando un grupo de estudiantes trabaja con
el mismo tutor.

7. El papel activo del profesor tutor de secundaria en la plani-
ficacion de las practicas siempre serd muy beneficioso para
que se cumplan los objetivos. Por ello la coordinacién y
cooperacion entre los distintos tutores, de secundaria y
universitarios, es muy importante.

8. Hay experiencias positivas en la linea de que el alumno de
practicas tenga asignada una docencia en el centro, siem-
pre con la supervisién del tutor. El estudiante podra acer-
tar o equivocarse pero sabrd que se le toma en serio y que
se valora su trabajo.

Balance global

El debate realizado durante el Seminario ha puesto de relieve
la presencia en el contexto educativo de una serie de amena-



zas y oportunidades, asi como ciertas debilidades y fortalezas
del Practicum derivadas de su regulacién actual y de los ante-
cedentes y experiencias previas. Entre las amenazas detecta-
das, que hay que superar, destacan:

« Un reconocimiento Insuficiente de la identidad profesional
del profesor de matematicas de secundaria,

+ La eventual desconexiéon entre los médulos tedricos y el
Précticum,

« La limitacion de las practicas a actuaciones puntuales,

+ Una eleccién inadecuada de tutores en los centros de secun-
daria,

+ La imprecisién en la coordinacién entre tutores y orienta-
dores,

+ El desconocimiento y no reconocimiento del trabajo de los
tutores,

+ Los eventuales perjuicios a los escolares de secundaria por
la intervencion de los profesores en formacién

La regulaciéon de estos estudios adolece asi mismo de una
serie de debilidades, entre las cuales se han subrayado:

+ Ausencia de un convenio marco regulador del Practicum
entre las Consejerias de Educacién y las Universidades,
+Escasa experiencia en la organizacién del Practicum para la

formacién inicial de profesores de mateméticas de secun-
daria,
« Limitaciones de los modelos para evaluacion del Pricticum,
+ Escasez de instrumentos para abordar la orientacién y la
solucion de los problemas profesionales de los profesores
en formacidn.

Por el contrario, las oportunidades que se presentan dentro
del nuevo marco de formacién son significativas e importan-
tes, ya que el Practicum:

+ Contribuye a la necesaria conexion entre el conocimiento
tedrico y el practico,

« Refuerza el aprendizaje de técnicas, destrezas y capacidades
para el disefio, desarrollo y evaluacion de tareas matemdti-
cas,

+ Mejora el conocimiento sobre ensefianza y aprendizaje de las
matematicas y las competencias profesionales asociadas,

+ Contribuye a conocer el funcionamiento de los centros,

+ Refuerza la actitud reflexiva y la autoestima profesional de
los profesores en formacién,

+ Promueve el aprendizaje en grupo y el trabajo en equipo.

Finalmente, los asistentes al Seminario constataron una serie
de fortalezas, que proporcionan garantia suficiente para ava-
lar la viabilidad de este plan:

« Existencia de una comunidad de profesores de matemadtica
activos y competitivos, comprometida con la formacién de

SUMA 61
Junio 2009

sus profesionales,

« Existencia de un nimero aceptable de experiencias presti-
giosas de buenas practicas,

« Valoracién de las oportunidades para el aprendizaje de la
profesién de profesor,

« Valoracion de las capacidades y destrezas profesionales y de
la motivacién para entender los contenidos didacticos.

Recomendaciones

La Comision de Educaciéon del Comité Espanol de
Matematicas, como expresiéon de su compromiso con la for-
macion inicial del profesorado de matematicas, manifiesta su
apoyo al Méster para Profesor de Educacién Secundaria
(MAES), y subraya la necesidad de una especialidad de mate-
mdticas en esta titulacién. El Master es un proyecto valioso
para el aprendizaje de la profesion de profesor, del cual el
Practicum es parte esencial. El aprendizaje e iniciacion a la
profesién de profesor de matemadticas se debe sostener en las
competencias profesionales establecidas para la titulacion.
Las practicas deben contribuir al desarrollo de esas compe-
tencias y al conocimiento de los centros. La regulacién y orga-
nizacién del Practicum debe ser objeto de convenio entre las
Administraciones Publicas y las Universidades, con reconoci-
miento del trabajo de los profesores tutores y coordinacion
con el trabajo de los otros mddulos. La organizacién del
Practicum para la formacién de profesionales cualificados
deberd contar con los especialistas en el campo de la ense-
nanza y aprendizaje de las matemdticas y apoyarse en las
experiencias realizadas previamente por las instituciones.

Conclusiones

La Comisién de Educaciéon de CEMAT, como resultado del
trabajo realizado en el Seminario, formula las siguientes con-
clusiones.

1. El Practicum es una parte esencial en el Mdaster que se va a
poner enmarcha a partir del préximo curso académico.
Supone la necesaria conexion entre el conocimiento teori-
coy la préctica. Esta suscita, a su vez interrogantes que lle-
vardn de nuevo a la reflexion tedrica.

2. Los distintos mddulos tedricos, el trabajo de fin de Master
y el Practicum deben planificarse con una visién de con-
junto que permita la interrelacién entre ellos y la secuencia
temporal mds adecuada para el Practicum.

3. Los profesores al cargo del Practicum y los tutores de los
centros de Secundaria en que se realicen las précticas
deben colaborar estrechamente tanto en el diseiio de las
actividades que se van a desarrollar como en el seguimien-
to y acompanamiento de los estudiantes del Méster.

4. La regulacién y organizacion del Practicum debe ser objeto
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de convenio entre Administraciones Publicas y Univer-
sidades, con reconocimiento del trabajo de los profesores
tutores y coordinacion con el trabajo de los otros médulos.
Este necesario reconocimiento del trabajo de los tutores
por parte de las universidades y, por parte de las autorida-
des educativas debe ser efectivo a la hora de valorar la tarea
que se les va a encomendar.

5. El decreto que regula el Mdster hace referencia a la forma-
cién y seleccion de tutores y centros de practicas. Las
administraciones educativas y las universidades deben
colaborar también en este aspecto para facilitar que los
tutores y los centros elegidos tengan las caracteristicas
adecuadas paraque haya coherencia entre lo que se impar-
ta en los médulos tedricos y las practicas que realicen los
estudiantes.

6. Las tasas del Master se ajustaran a precios publicos, dado
que se trata de un titulo oficial y obligatorio para ejercer la
docencia en la Ensefianza Secundaria privada, concertada
y publica.

7. Se apoya la existencia de la especialidad de Matemadticas en
el Mister y se entiende que esta especialidad debe ser
requisito para la oposicién de Profesor de Matemadticas,
porque no es coherente que se requiera un Master de
Formacién de Profesores para acceder a la oposicién de
Profesor de Matemadticas y que se establezca en dicho
Master la especialidad de Matematicas, pero no se requie-
ra la misma, especificamente, para la oposicién en
Matematicas.

8. Las fechas de convocatoria de oposiciones los plazos esta-
blecidos para su inscripcion y el calendario del Master
deberan coordinarse de manera que hagan posible que los
alumnos que lo cursen puedan, al finalizar éste, presentar-
se a la oposicién convocada ese mismo ano.

9. El criterio de seleccién para acceder a la especialidad de
Matematicas del Méster dependerd de las universidades
que lo impartan con el visto bueno de ANECA vy las
Comunidades Auténomas. En el debate surgido durante el
seminario se informé del escaso nimero de créditos de

formacidn especifica en Matematicas que algunas univer-
sidades estaban proponiendo para poder acceder a la espe-
cialidad de Matemdticas del Médster. Las universidades
deberan en todo caso requerir un nivel de conocimientos y
de competencias matemaéticas adecuado para los estudian-
tes admitidos en el Master.

10. Las experiencias previas de cursos tipo CAP o equivalen-
tes tienen aspectos muy valiosos que habrd que tener en
cuenta a la hora de disenar el Practicum del nuevo Master,
pero también son indicadores de los riesgos que pueden
correr el Master y el Practicum y que lleven a la devalua-
cion de éstos por un numero excesivo de estudiantes, poca
exigencia para obtener el titulo o un escaso reconocimien-
to de la tarea de los tutores que lleve a que éstos puedan
limitarse a un cumplimiento de minimos que no garantice-
la necesaria formacién practica de los estudiantes.

11.Las sesiones y debates del seminario dejaron claro que el
disefno propuesto para la formacidn inicial de los profeso-
res en forma de Master es una opcién vdlida y aceptable,
dentro de los modelos de formacion existentes.

12.Uno de los aspectos valorados positivamente se centra en
que la iniciacién a la profesion de profesor de matematicas
se sostiene en competencias profesionales establecidas
para la titulacién. Las practicas deben contribuir al des-
arrollo de esas competencias y al conocimiento de los cen-
tros.

13. En este sentido, estas conclusiones quieren poner de
manifiesto que la formacion inicial de los profesores de
secundaria requiere necesariamente la existencia de un
buen Pricticum que debe de estar bien gestionado y apo-
yado con recursos suficientes.

14.El trabajo conjunto de especialistas en el campo de la ense-
nanza y aprendizaje de las Matemadticas con profesores de
Matematicas, tanto universitarios como de Secundaria, en
el disefo y organizacion del futuro Méster y en concreto el
Practicum serd un elemento clave para que secumplan de
modo efectivo los objetivos que se pretenden. M
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La luna y el tejo

Tiene forma gética,

Los ojos, siguiéndolo se alzan y encuentran la luna
La luna es mi madre

Calva y salvaje.

Y el mensaje del tejo es negrura: negrura y silencio.

Silvia Plath

Y en la negrura evoluciona el camino de la luna...
y en la negrura el camino del engario,

del engario que atenaza al miedo,

del miedo que atenaza la vida

de la vida no vivida,

secuestrada.

l zodiaco, la precesion y sus leyendas

El camino de las lunas, llena, menguante, nueva y creciente,
es el zodiaco, una corona de estrellas, extendida 9° por encima
y por debajo de la ecliptica, ese lugar imaginario de cuyos pun-
tos “parte” el sol cada dia, acompanado, casi siempre, de una
constelacién distinta a lo largo de aproximadamente 30 dias,
en los que la atraviesa hasta alcanzar la siguiente.

Esta corona de estrellas estd formada por doce zonas, de 30°
de amplitud cada una, caracterizadas por la presencia de una
constelacion particularmente prominente (o dos en el caso de
Escorpio y Ofiuco).

La corona de las lunas

El camino de las lunas lo es también del Sol y de los planetas,
solemos decir “Saturno estd en Leo’, por ejemplo.

Alrededor del 128 a.C., Hiparco de Rodas descubri6é que la
posicién de los puntos equinocciales no era fija y dedujo que
el equinoccio de primavera habia estado alguna vez en la
constelacion de Tauro, 4.000 afios antes de nuestra era, en el
neolitico superior.

Xaro Nomdedeu Moreno

Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat
Valenciana “Al-Khwarizmi”
ariadna@revistasuma.es

El hilo de Ariadna
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NOQATH CELESTIAL POLE

CELESTIAL POLE
Figura 1

Pero, en su época, se habia movido hasta Aries. Descubrié
que este movimiento del punto vernal medio era debido al
movimiento de giro del eje terrestre en torno a un eje imagi-
nario, al estilo de una peonza. A este movimiento del eje
terrestre le llamé precesion. La precesién también cambia la
referencia estelar del polo norte celeste, que actualmente
apunta a la estrella Polar.

La conjuncidn de este descubrimiento y la opresién del impe-
rio romano sobre los sdibditos de las provincias orientales,
fueron, seguramente, el caldo de cultivo en el que se desarro-
116 un nuevo mito, que se habia originado unas decenas antes
de nuestra era, durante el reinado de Mitridates del Ponto, en
Frigia, en cuyo pantedn moraban Cibeles y también Mitra,
una deidad solar, de origen remoto, de la que se conocen refe-
rencias en la India arcaica y en la primitiva religién irania.

En Persépolis abundan las representaciones de la lucha entre
un toro y un leén. Simbolizan el cambio de las estaciones en el
equinoccio de primavera: el ledn, simbolo del sol estival, vence
al toro que representa al invierno: cuando Leo estd en el zénit,
Tauro entra en su ocaso (ver flechas amarillas en la figura 1).
También este simbolo forma parte esencial del nuevo mito.

Cuando naci6 la religién mistérica mitraica, habian transcu-
rrido mds de 4.000 aiios desde que Tauro, mds bien la vaca,
habia dejado paso al carnero, Aries. El paso de Tauro a Aries
significaba, para esta religion secretista, que moria el toro, y
reinaba el carnero y que, por ello, durante su reinado, se ofre-
cerian a los dioses sacrificios de toros, a imagen de aquel del
hermano de Ariadna en el dédalo minoico. La nueva religion
también ofreceria sacrificios de toros a los dioses: los tauro-
bolios en honor a la diosa madre Cibeles. Ademads, ese movi-
miento de la esfera celeste tenia que deberse a un poder sobre-
natural, y el mito asigné este poder a Mitra, representado en
el cielo por la constelacién de Perseo, situado sobre Tauro y
amenazante con la espada y la cabeza de la Medusa.

Seguin la leyenda mitraica, uno de los hijos de Perseo y
Andrémeda se llamé también Perseo y fue fundador de
Persia. De este modo la leyenda otorgd a Persia parentesco
con los reyes etiopes Cefeo y Casiopea, padres de Andrémeda
y con los dioses del Olimpo griego a través de Zeus y Dénae,
padres de Perseo.

En los taurobolios, suele representarse a Mitra matando a un
toro y tocado con un gorro frigio (una mitra o tiara). Es una
imagen que sintetiza los elementos iranios rescatados por la
nueva religion, para autoasignarse una genealogia prestigiosa.

Actualmente se siguen haciendo interpretaciones magicas de
estos eventos celestes. No falta quien opine que el periodo
regido por el carnero termina con el sacrificio del cordero
pascual y que con su fin se inicia la era de los peces, simbolo
del cristianismo, religion en la que los sacrificios al dios tnico
seran siempre el sacrificio del cordero, oficiado en las misas.
Siguiendo el hilo mégico de estas explicaciones astroldgicas,
que no astronémicas, estarfamos a punto de entrar en la era
de acuario y el final de los peces. jAuguran los gurus de la
nueva era un cataclismo global? ; Aluden al cambio climdtico?
¢Es Acuario el simbolo de la descongelacion de los casquetes
polares y de la contaminacidn de las aguas?

Siguiendo estas conjeturas mistéricas retroactivamente, pode-
mos llegar a épocas tan remotas como la que vivieron los hom-
bres y mujeres de Lascaux, que produjeron pinturas a las que
se asignan interpretaciones fantasticas, mds o menos forzadas.




Segin una de esas interpretaciones, la pintura del Pozo de la
Cueva de Lascaux seria una representacion propiciatoria de
las lluvias necesarias para que la semilla germine y las plantas
maduren hasta la produccion de sus frutos. En ella se encuen-
tran representados los protagonistas de la historia de la agri-
cultura: flecha clavada en bisonte hembra, soltando bolsa de
agua de sus entraias, junto a un hombre ;muerto?, seis pun-
tos y un ave que parece elevarse.

Las réplicas respectivas son las constelaciones Flecha, Tauro,
las Hiades o Lluviosas, Oridn, las Pléyades y el Cisne, visibles
todas a la vez en el cielo en el atardecer estival de hace 18
milenios.

Estas figuras y sus réplicas celestes simbolizarian el sacrificio
litargico de la vaca a la Diosa Madre, el agua de la lluvia, la
semilla que se entierra, las danzarinas en este rito primaveral
y la resurreccién o inicio de un nuevo ciclo agricola, ligado a
un nuevo ciclo celeste anual.

En la época en que se pintaron las figuras de Lascaux, el punto
vernal estaba en Escorpio, es decir, la primavera empezaba
con el sol en Escorpio. Por lo tanto, al anochecer, jjjla conste-
lacién que brillaba en el cielo era Tauro!!! (Ver flechas rojas en
figura 1)

Las interpretaciones pre-
histéricas de las constela-
ciones dejaron su reflejo
en los mitos de civilizacio-
nes como la egipcia.

Para los egipcios la conste-
laciéon de Orién, simbolo
actual del invierno, repre-
sentaba al dios Osiris, a
veces Horus, sosteniendo
en sus manos a la estrella
Aldebaran o alfa de Tauro.

Isis, hermana de Osiris,
estd representada como la
estrella Sirio, la mds bri-
llante del firmamento. La
constelacion a la que per-
tenece y que desde la
Grecia Clasica reconocemos como el Can Mayor, era una
vaca, en tiempos egipcios.

Su calendario empezaba cuando observaban a Sirio en su
orto, poco antes del amanecer, fenémeno que anunciaba la
crecida del Nilo, suceso crucial para la economia egipcia que
ocurria en junio. Hoy, por la precesion de los equinoccios, se
produce a finales de Agosto.
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De este extraiio mundo astronémico egipcio quedan hoy
pocos rastros en el firmamento, ya que las constelaciones
actuales tienen un origen fundamentalmente babilénico y
griego. La Unica excepcién de una constelacién genuinamen-
te egipcia, que hoy podemos ver en el cielo, es Ophiuco, la tre-
ceava zodiacal, que se ha mantenido fija en el firmamento,
como una ruina arqueolégica o un dinosaurio celeste.

También la constelacién de Bootes, Epet para los egipcios,
mantenia unos limites mas o menos parecidos a los actuales,
lo cual unido a su posicién préxima a la osa o pata de la vaca
celeste egipcia, justificaria su nombre, pastor de bueyes. El
paso de vaca a buey y mds tarde a toro, se explica por la
patriarcalizacion de los mitos.

Sin embargo, es obvio que el interés de los antiguos pueblos
por la disposicién de las estrellas tuvo un motivo fundamen-
talmente préctico: servir de orientacion a navegantes y viaje-
ros, pues, por entonces, cuando un barco perdia de vista la
costa corria grave riesgo de perderse. Asi, relacionando cada
una de las 88 constelaciones con algo conocido, era mas facil
de recordar su contorno y su posicion relativa, especialmente
si se le asociaba una leyenda existente o incluso se inventaba
una nueva, como una regla nemotécnica.

Imagenes fantasticas que ayudan a reconocer los cielos.
Fantasias que impiden reconocer las tierras.
Tierras que hablan el lenguaje de las ciencias:

Las matematicas.

Problemas propuestos

Los problemas que proponemos en los nimeros del aiio 2009,
en esta seccién, tienen como objetivo contribuir a deslindar
las luces de las sombras, la literatura astronémica de la litera-
tura astroldgica, los mitos y las misticas de ayer y de hoy, de
las aportaciones cientificas, las creencias racionales de las cre-
encias irracionales, las asociaciones infundadas de las obser-
vaciones contrastadas .

Los problemas de este nimero muestran que las posiciones,
los tamaiios, las distancias y los movimientos aparentes de los
astros no coinciden con los que nos da el método cientifico, la
razén, que, como dice Sabater, busca opiniones mds reales,
mds proximas a lo real, con mds carga de realidad. No esta
igualmente préxima a la realidad cualquier tipo de forma de
ver, operar, entender... Y, ademas, las apariencias engaiian:

F
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Posiciones, distancias y tamafios aparentes

1. De qué tamariio os parece la Luna llena? ;Es mayor o menor
que el sol? ;Es de igual tamario a lo largo del dia?

2. ;Son las estrellas de una constelacion puntos luminosos de
una figura plana?

3. ;Cémo podriamos medir las distancias y tamarios de la
Tierra, la Luna y el Sol?

4. ;Y la altura de las montarias de la Luna?

S. La luna se mueve sobre si misma y alrededor de la Tierra,
ésta también gira sobre su eje y en torno al sol ;Y el sol, estd
quieto?

Soluciones a los problemas del nimero anterior!

Por Daniel Gozalbo Bellés
El calendario

El calendario empieza cada aio el dia uno de enero, pero
no siempre empieza en el mismo dia de la semana ;Cudntos
modelos de calendario distintos pueden cubrir todas las
posibilidades?

¢Podrias calcular, con agilidad, el dia de la semana de un
dia cualquiera, si es una fecha posterior al viernes 15 de
octubre de 1582?

a. El Ciclo Solar

Es conocido el hecho que la feliz coincidencia en domingo, del
dia 25 de Julio fiesta religiosa del Apdstol Santiago, es el ori-
gen de los anos llamados Jubilares o afio Jacobeo. Esto sucede
en una sucesion regular de 6, 5, 6 y 11 anos, por tanto se repi-
te en un ciclo global de 28 afios. ;Cual es la razén de dicha
repeticion?. Es el llamado ciclo solar, en que los dias del aio,
vuelven a coincidir con los dias de la semana.

Si no existieran bisiestos, empezaria el ano en domingo cada
7 anos, al ser 7 los dias distintos de la semana. Si dicho ciclo
se entremezcla con el ciclo de bisiestos, aparece un ciclo
comun de 28 afios que hace repetir la secuencia de los dias del
ano con la de dias de la semana. Existe por tanto una secuen-
cia de 28 términos en la fecha de la semana en que empieza el
ano, que se repite ciclicamente.

La existencia de la reforma gregoriana, con la supresién de 3
bisiestos cada 400 afos, hace que el ciclo de 28 dias deba frac-
cionarse, a partir de la reforma, en cada una de las centurias

en que no se considera bisiesto el aiio secular, o bien tomar en
cuenta un ciclo gigantino de 2800 afios que no tiene ningin
valor practico.

b. Fecha Juliana.

Un aio después de aprobada la reforma Gregoriana, Joseph
Justus Scaliger, propuso un nuevo calendario de uso para
astrébnomos, que usaba dnicamente el dia como unidad de
medida, con objeto de tener definido de manera univoca cada
dia con un nimero real. Necesitaba para el nuevo sistema de
referencia un origen. Con objeto que coincidieran los tres
ciclos que latian en el calendario, desde la antigiiedad, se pro-
puso conseguir un nuevo ciclo que respetara el ciclo solar, el
ciclo lunar y el ciclo de la indiccién romana.

El primero servia para computar el tiempo en que vuelven a
coincidir las fechas del calendario anual, con el orden de los
dias de la semana. Ese ciclo solar constaba de 28 afos.
Ademas sabia que el dltimo ciclo solar empezé en 1560.

El segundo ciclo, de 19 afos, garantizaba que las fases lunares,
coincidieran con la fecha del calendario. El orden de un deter-
minado ano, dentro del ciclo era el nimero dureo del ano, lla-
mado asi al ser escrito con letra de oro en los calendarios
medievales. Conocia que el afio 532, fue el primero de un ciclo
Lunar.

La indiccién romana indicaba el coémputo de los afios en que
se pagaba el tributo fiscal por los bienes, que habia instaurado
en su dia por Constantino en el afio 313 y se mantenia en vigor
desde entonces. Sabia por tanto que el afio 313 era el primero
de un ciclo de indiccién.

Es evidente que el nuevo ciclo debia ser el MCM (28,19,15) o
sea 7.980 anos. Pero cual debia ser el posible origen para que
se cumplieran las tres condiciones que queria cumplir: que el
ano 1.560 fuera el primero de un ciclo de 28, el 532 primero
del ciclo de 19y que 313 fuera el primero del ciclo de la indic-
cion romana. Si x es el nimero buscado

x= 1560 mod 28
x =532 mod 19 =
x=313 mod15

x=20 mod 28
x=0 mod 19
x=13 mod 15

Sistema de congruencias que tiene solucion de acuerdo con un
clasico teorema al ser los mddulos, dos a dos, primos entre si.

De la primera ecuacién:  x = 20 + 28k; sustituyendo en la
segunda, 20 + 28k=0mod. 19 = 1+ 9%=0mod.19 =
9%k=18mod.19 = k=2 mod. 19= k=2+19¢

Sustituyendo los resultados en la tercera ecuacion obtenemos
20 + 28 (2 + 19t) = 13 mod. 15 = 76 + 532t=13 mod. 15



=1+7t=13mod. 15 = 7t=12 mod. 15 = t=6 mod. 15
o también £ = 6 + 15r.

Por tanto x =76 + 532 (6 + 15r) = «x = 3.268 + 7.980r

Sir =0 el afo origen seria el 3.268, afio no utilizable si se que-
ria que la mayoria de fendmenos astronémicos conocidos
estuviera incluida con signo positivo. Tomé por tanto la deci-
siéon quer = -1y, en dicho caso, x = -4.712. Para evitar el error
de cémputo por la inexistencia de ano cero, lo corrigié y
adoptd como origen el 1 de Enero del afio - 4.713 a las 12 del
mediodia, que seria por tanto el origen 0 del nuevo calenda-
rio.

c. Cdlculo del dia de la semana de un dia cualquiera, si es una
fecha posterior al viernes 15 de octubre de 1582

El enunciado nos proporciona un dato necesario, el 15 de
Octubre de 1582 era viernes. Partiremos por tanto de esa
fecha, primer dia del calendario renovado por el Papa
Gregorio XIIL

Sea d/m/a la fecha indicada para conocer su dia de la semana.
Si a = 1.582 contamos los dias transcurridos entre el 15 de
Octubre y el célculo es elemental. El nimero de dias transcu-
rridos, médulo 7, nos indica los dias adicionales a semanas
completas, por tanto basta con calcular el resto y si es 1 sera
sdbado, 2, domingo, etc. Supondremos pues que el afio es pos-
terior al 1.582.
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a. Dias transcurridos entre esa fecha y la finalizacién del afio
1.582: 16 dias de octubre + 30 dias de noviembre + 31 dias
de diciembre. Un total de 77 dias que médulo 7 es con-
gruente con 0. Por tanto el ano 1.582 finalizé en Viernes2.

b. Afios completos transcurridos entre la fecha dada y 1.583
(éste incluido). La cifra serd la diferencia a — 1.583. Sea:

m = (a — 1.583) médulo 7.
c. Bisiestos incluidos entre ambas fechas3. Sea 4
n=[a-1583] +1
d. Introducir la Reforma gregoriana, minorando el computo
de bisiestos seguin los afios centenarios no bisiestos, 1.700,
1.800, 1.900, 2.100, ... incluidos entre las fechas indicadas.

Sea p = ndmero de aios centenarios no bisiestos entre las
dos fechas.

e. Célculo de los meses completos trascurridos del afo indi-
cado®: Sea g el resto congruente mddulo 7 con la suma de
los dias de los meses completos transcurridos.

f. Dias transcurridos en el mes indicado. Sea r = d médulo 7

g.Sea s (m+n—p+q+r)médulo 7

h. Trasladar s al cémputo del dia de la semana: Si s =1 enton-
ces es Sdbado, s = 2 domingo, s =3 lunes, s = 4 martes, s =
5 Miércoles, s = 6 jueves, s = 7 viernes.



SUMA 61
Junio 2009

Eclipses

¢Cudnto tardan los eclipses en volver a ocurrir en el mismo
orden?

¢Cudl es la condicion para que se produzca un eclipse de sol
anular, visible desde un lugar de la Tierra?

;Y total?

JPodriamos estimar su probabilidad?

Un eclipse, sea de Sol o de Luna, solamente puede ocurrir si
la Tierra, el Sol y la Luna estdn alineadas. Si el objeto que esta
en el centro es la Tierra, la Luna en el extremo opuesto serd
Luna Llena y si el objeto central es la Luna, estara en Luna
nueva. El plano de la 6rbita de la Luna con el plano que des-
cribe la tierra alrededor del Sol, se cortan en una recta que se
llama eje o recta de los Nodos. Por tanto para producirse un
eclipse necesita como segunda condicién que esten en el
mismo plano o sea que la Luna esté en un Nodo. El tiempo
entre pasajes sucesivos de la Luna a través de sus nodos se
llama mes Dracénico, y tiene una duracién de 27,212220 dias.
El tiempo entre dos sucesivas Lunas Nuevas o Llenas, es lla-
mado el mes Sinédico, y es igual a 29,530589 dias.

El ciclo comun® que los engloba es de 223 meses sinddicos
(6.585,321 d), que coincide practicamente con 242 meses dra-
cénicos (6.585,357 d). Este periodo es el Saros, conocido ya en
la antigiiedad y equivale a 18 afios, 10 dias y 8 horas”.

Eclipses de Sol8

Representemos el cono de sombra de la Luna generado por la
luz del Sol. Sea R el radio del Sol, r el radio de la Luna, 4 la dis-
tancia Sol-Luna, S el centro del Sol y L centro de la Luna, A
punto de tangencia del Sol con la visual del espectador y B
punto de tangencia de la visual de la Luna.
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De la proporcionalidad de los triangulos OLB y OSA se deduce:

x _x+d rd d
_——= X = X =
r R R-r R 1
r
Luego conocemos la longitud de la sombra en funcién de la
distancia entre la Tierra y la Luna, y de sus radios respectivos.

Veamos entre qué extremos puede variar dicha distancia .

Sabemos que:
147,08 M Km < Distancia Tierra-Sol < 152,11 M Km
356.375 Km < Distancia Tierra-Luna < 406.712 Km

La distancia menor buscada sera si la Luna ocupa el lugar mas
alejado posible de la Tierra y en cambio el Sol esta lo mas cer-
cano posible a la Tierra. En ese caso, la longitud del cono de
sombra es de 374.688 km.

La distancia mayor buscada serd en el caso que la Luna esté lo
mds cercana posible y en cambio el Sol lo mas alejado posible;
en dicho caso la longitud del cono de sombra es 380.950 Km.
Silés calculos se realizan en funcion del radio terrestre, la lon-
gitud del cono de sombra de la Luna varia entre 57 y 59 radios
terrestres, mientras que la distancia Tierra Luna varia de 56 a
64 radios terrestres.

Si el cono de sombra de la Luna alcanza la superficie de la
Tierra, habrd un eclipse de Sol total.

P o r s
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Por tanto, solamente si la distancia Tierra-Luna se encuentra
entre P y Q habra eclipse total, entre Q y R, es una zona mixta
de totales y anulares, y si la distancia estd entre Ry S el eclip-
se serd anular.

Oposiciones

¢ Cudnto tiempo es necesario para que Marte o Jupiter vuel-
van a estar en oposicion a la Tierra?

Marte y La Tierra

Los periodos de traslaciéon de Marte y La Tierra son conoci-
dos, 687 y 365,25 dias respectivamente. Basta plantear:

36526x =687y = x=188y = *_188 o y_ 325

y 100  x 47
y_ by 1 oy 1y 1 =
x g x 1+% * 1+2—15 o1+ 13
— 1+7
22 22
Y _ 1 _ 1
L p— 141
141 1+
22 1
— 7+,
3 3

Despreciando el 1/3, con esta aproximaciéon ya resulta:

Y _ 8. cada 15 afios terrestres se repite la oposicién de Marte.
x 15



Jupiter y la Tierra

Sabiendo que un “ano” de Japiter son 11,86 afos terrestres,
podemos encontrar una aproximacién usando el siguiente
desarrollo:

11,86 1 1
f=—=11+&=11+m=11+ el —
y 1 100 = 1+— 1+ —

86 86 6s b

Cortando el desarrollo obtenemos la aproximacion:

x=83, y=7
Cada 83 anos terrestres Japiter repetird la oposicion con la
Tierra.

Los dias de la semana

¢Conoces el origen de los nombres y el orden de los dias de
la semana?

Es conocido que desde la remota antigiiedad se conocen 7
astros en el cielo, les asignaban unas virtudes especiales y los
consideraban protectores de sus trabajos y sus tiempos. En
concreto cada uno protegia una hora diaria. Desde muy anti-

NOTAS
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guo se consider6 que el protector de la primera hora del dia,
era el protector primordial de ese dia, e incluso, el dia pasé a
denominarse igual que al Dios protector de la primera hora.

La ordenacion de esos astros la indicaba la mayor o menor
distancia de dicho astro a la Tierra. Durante siglos se conside-
ro: Luna, Mercurio, Venus, Sol, Marte, Japiter y Saturno.
Téngase en cuenta que hasta el renacimiento no se acepto que
Mercurio estaba mds cercano al Sol que Venus. Como las 24
horas no son multiplo de 7 y 24 = 3 mddulo 7, el planeta pro-
tector del dia siguiente era el que ocupaba tres posiciones
posteriores al que empezd ese dia y asi sucesivamente.

Si el Planeta protector del primer dia era p.e. la Luna, la pri-
mera hora del dia siguiente era protegida por Marte, la pri-
mera del posterior dia por Mercurio,... de forma que se indu-
cfa como orden de los dias de la semana el actualmente cono-
cido. Para que su visualizacion fuera publica, se representaba
sobre un circulo en cuya circunferencia estaban marcados los
planetas y en su interior un esquema indicaba la sucesién de
los planetas para los dias sucesivos.

EL HILO DE ARIADNA N

1 En la solucién de los problemas, debe tenerse en cuenta que tanto
su planteamiento como los métodos utilizados, se adaptan nece-
sariamente para el alumnado de 12 y 13 Afios, —Primero o segun-
do curso de ESO—, para el que fueron concebidos. Se obvia por
tanto cualquier férmula mds compleja, o procedimiento informa-
tico, que por otra parte se pueden encontrar con facilidad.

2 Esta simplificacién nos sirve para reducir el célculo en cualquier
fecha posterior y considerar tinicamente como fecha inicial el 31
de diciembre de 1583.

3 Es importante hacer notar si la fecha propuesta fuera de un afo
Bisiesto, que para el célculo de los bisiestos transcurridos, debe
tenerse en cuenta el cardcter de bisiesto lo marca la existencia de
un 29 de Febrero, por tanto, si la fecha dada es anterior al 29 de
febrero, el calculo de n debe disminuirse en una unidad. En caso
de ser posterior, ese afo si entra en el cémputo de bisiestos.

4 Usamos [ ] para indicar el célculo de la parte entera.
5 Recordar que 31 =3;30=2; 28=0 todos ellos médulo 7.

6 Un método sencillo para el célculo de esa aproximacién se reali-
za desarrollando en fraccién continua el cociente:
272.120/295.306
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