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Resumen:

Planteamos este articulo con animo didactico:
Analizamos una serie de ejemplos en los cuales un
error matematico ha sido deliberadamente inclui-
do. El alumno que intente detectar dénde esta el
error se ve forzado a revisar aquéllos conceptos ya
aprendidos, pero quiza no consolidados. Creemos
que esta técnica de descubrimiento de errores
servira para elevar el nivel de rigor matematico del
alumno.

1. Introduccion

Un conocido aforismo del juego del ajedrez,
debido al gran maestro Tartakower, dice que «en
ajedrez s6lo se aprende de los errores» (véase [V-P]).
De hecho, hay libros de "didactica del ajedrez" que
consisten en la contemplacién de partidas en las
cuales se han cometido errores, que, al ser puestos
en evidencia al lector de un tal libro, ayudan al
mejor conocimiento del juego por parte de éste,
adquiriendo un mayor nivel.

Pues bien, creemos que esta misma idea
didactica es aplicable a la ensefianza universitaria
de las matematicas (a todos los niveles) , en base a
la inclusién (por ejemplo, en problemas de exame-
nes) de razonamientos matematicos en los que un
error ha sido cometido deliberadamente , y que el
alumno debe localizar. La conclusién de un tal

razonamiento puede ser absurda (por ejemplo, en
las tipicas «convincentes» demostraciones del he-
cho "2 = 1" a.través de algan razonamiento mate-
matico cuya falsedad no sea obvia). Quiza, la
presentacion de estas situaciones absurdas o pa-
radgjicas hacen que el alumno se vea mas motiva-
do arepasar los conceptos matematicos que haido
aprendiendo, ayudando a consolidarlos a un nivel
mayor de precision, rigor, y detalle. Nuestro obje-
tivo es , por tanto, precisamente ése: la consolida-
cion de conceptos clave, en todo su detalle, por
parte del alumno.

2. Sobre errores tipicos

Entre los errores tipicos que suelen cometerse
en los razonamientos matematicos cabe distinguir
entre los errores "de operacion”y los errores "de
concepto”. A los del primer tipo no se les suele dar,
en principio, excesiva importancia, pensando que,
"todo matematico se equivoca alguna vez en las
operaciones més sencillas". Los errores del segun-
do tipo son los que intervienen directamente en la
adquisicién de los conceptos matematicos. Un
error de concepto significa que algo no se ha
captado del todo, o se ha captado mal.

Cabe senalar, no obstante, que errores que a
primera vista se considerarian "de operaciones"
acaban siendo errores de concepto en muchos

*Parte del contenido de este articulo fue expuesto en el Congreso "XIV Jornadas Hispano-Lusas de Matematicas", (Puertode la Cruz,
Tenerife, Junio 1989), en la seccién correspondiente a "Didactica e Historia de las matematicas”.
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casos. Asi se apunta en [CIP] , donde vemos el
siguiente ejemplo .

EJEMPLO 1. Supongamos que un alumno
tiene que derivar el cociente de dos funciones. En
ese momento duda si"laférmula” es "denominador
por derivada de numerador , menos numerador
por derivada de denominador, dividido todo por
cuadrado de denominador", o bien es "numerador
por derivada de dedominador , menos denomina-
dor por derivada de numerador , ... ". El alumno
piensa: "i{No importa, todo lo mas me equivoco en
un signo, no creo que me bajen mucho la nota por
eso !". Al razonar asi, nuestro alumno olvida la
interpretacion del signo de la derivada (derivada
positiva se corresponde con funcién creciente). Si
aplica mal la regla de derivacién a una funcién
como 1/x , obteniendo, por ese error, que su
derivada es +(1/x? , no sélo ha cometido un error
de operaciones, sino también de concepto, ya que
la funcién 1/x es siempre decreciente, luego no
puede tener derivada positiva.

Otro ejemplo tipico en esta linea puede ser el
"despiste" (que el alumno casi nunca considera
"grave”) consistente en dejarse de sumar la
"constante de integracién" en el calculo de la
primitiva de una funcién. Veamos cémo un tal
error puede conducir a situaciones totalmente
absurdas :

EJEMPLO 2 : (Véase [NOR]) Se desea calcular
unaintegral tan inocente como [(dx/x) . razonamos
asi . Por un lado, si pensamos que el numerador
"dx" es la diferencial del denominador "x", la inte-
gral sera ellogaritmo del denominador "logx". Pero,
si en la integral multiplicamos por 2 a numerador
y denominador, tendremos [(2dx/2x) , y 2dx =
d(2x) sigue siendo la diferencial del denominador
(en este caso "2x") con lo que nuestra integral sera,
también, log(2x).

Asi, de laigualdad log x = log(2x) se sigue x = 2x,
y de aqui se sigue "1 = 2",

Otro tipo frecuente de error se produce cuando
se razona "por analogia", pero dejandose llevar en
exceso por la intuicién, sin basar el razonamiento
en algan hecho matematico bien conocidoy conso-
lidado. Veamos algun ejemplo :

EJEMPLO 3 : Nos disponemos a calcular
o cOsx dx . Razonamos asi :

No importa qué valor tenga x : Por ejemplo, si x
valel,2,,3,...alsercos 1, cos2, cos 3, ... sendas
constantes, salen fuera de la integral. Asi, la
integralen [0,1] de cos 1 vale cos 1, la de cos2 vale
cos2, la de cos3 vale cos3, ... Luego, por analogia,
la integral pedida debe valer cos x.

EJEMPLO 4 : Observemos que 22 = 2 + 2 (se

suma dos veces). también 32 = 3 + 3 + 3 (se suma
tres veces) , y 42 =4 + 4 + 4 + 4 (se suma cuatro
veces).
Engeneralx’=x+x+... +x (se sumaxveces) , luego
derivando miembro a miembro en la anterior ex-
presion tenemos que 2x =1+ 1 +... + 1 (y aparecen
"X" unos) . Asi que 2x =x,y, por tanto, 2 = 1,

EJEMPLO 5 : (Este ejemplo lo tuvieron que
"sufrir" alumnos de la Universidad de Zaragoza en
un examen (23-enero-82) de la asignatura "Analisis
Matematico V (Analisis Complejo)", entonces a
cargo del Dr. D. José Garay de Pablo).

"Vamos a ver que los tnicos numeros que
existen son el cero y el uno, razonando con lo
mucho que sabemos sobre niimeros complejos :
Sea z un namero complejo no nulo, y sea w = Log
z. Entonces se verifica z = e = ¢2Adw/2m) = (g2m)w/2nt =
lw/zm =1,

En consecuencia de lo que antecede afirmamos
que todo numero complejo no nulo es igual a la
unidad. Luego dado un numero complejo, o es

Cabe decir, en defensa del hecho de +olvidarse de alguna condicién» , que, cuando se hace deliberadamente , a conciencia, puede
dar fruto en la investigacién matematica. Pensemos que un método muy usual consiste , en esencia, en relajar (xolvidars) una
condicién de un teorema, para intentar obtener la misma conclusién (pero en condiciones mas generales). Si este resultado méas

general no es ya clerto, se obtendra un contraejemplo.
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cero, o0 es uno, y asi, no hay ningun numero
complejo (y por tanto, tampoco real) distinto de
cero o de uno".

Otro tipo de error mucho mas sutil, es todo
aquél que aparezca en un razonamiento que parte
de hipétesis validas y llega a conclusiones vilidas
(pero por un camino falso) . Evidentemente, como
todo parece correcto, el error es mucho mas dificil
de descubrir. Veamos un ejemplo, que también
hubieron de «sufrir» alumnos de la Universidad de
Zaragoza en un examen (5-feb-77) de la asignatura
"Geometria I", entonces a cargo de D. Javier Otal
Cinca :

EJEMPLO 6 : La desigualdad de Schwarz dice ;

"Si vy w son vectores libres, se tiene que
lvwl < Ivl Iwl" . A continuacién damos una de-
mostracién de este hecho: "Basta ver que (vw)? <v?
w? . Si v 6 w son nulos, el resultado es evidente .
Supongamos, pues, que ni v ni w son nulos.
entonces v? , y w? son nimeros reales positivos y
existen sus raices cuadradas V(v?) y V(w?) . Para todo
par s,t de niimeros reales se tiene :
0 < (tv-sw)? = t2v2 + s?w? -2tsvw, luego 2tsvw < t2v2
+s?w2 Tomando t = V(v3) , s = V(w?) obtenemos que
2V(v?) V(w)vw < 2v2w2, Por tanto, simplificando, vw
<VW)V(w3), y asi (vw)? < v2w? La demostracién es
falsa. Localicese algun error.

(Digamos que hay un error, claro, en el tltimo
paso: No es cierto, en general, que al elevar dos
cantidades al cuadrado se mantenga una des-
igualdad: por e¢jemplo, -7 < 5, pero 49 > 25).

Otro tipo de error frecuente se produce al no ser
cuidadoso con una notacién que, segun los casos,
puede significar cosas distintas. Un ejemplo apa-
~ rece en [M-T] , problema 41, pag. 186.

EJEMPLO 7. ¢Cual es el fallo del siguiente
razonamiento ?

"Supongamos que w=1flx,y) ,y que y =x2 Por laregla
de la cadena ow/dx = ow/0x . dx/0x + ow/dy . dy/ox =
ow/dx + 2x 0w /dy . Asi 0=2x{ow/dy), luego aw/dy = 0.
Pero, si por ejemplo es w = f(x,y) = x + y , resulta
dw/dy =1, asique 0 = 1",

(Nétense los dos significados de ow/dx , antes y
después de la sustituciény = x2) ,

Aplicaciones diddcticas de la localizacién de errores matemdticos

Otro tipo de error frecuente aparece cuando el
alumno razona mecanicamente, empleando "rece-
tas" o "férmulas" que son la panacea a la hora de
resolver un problema o tipo de problemas concre-
to.

En una tal circunstancia, el alumno no quiere
tener en cuenta que una férmula por si sola no
sirve para nada, no dice nada, no es mas que una
sucesion de simbolos, igual que pudiera ser un
galimatias como:

"rguhFFSOB, IOEWioOg\{O¥A0°dkgflk". Las for-
mulas sélo sirven cuando actiian sobre conceptos
para obtener y producir resultados.

Ademas, "cada férmula tiene suradio de accibén”,
esto es : ha de darse respuesta a cuandoy cémo la
tal férmula puede ser utilizada, dependiendo esto
del contexto en el que estemos trabajando. No
podemos "sacarnos una formula de la manga",
cuando nos venga en gana, porque eso puede
incluso no tener sentido. Veamos dos ejemplos a
este respecto (el primero de los cudles dedicamos
a nuestros alumnos de Ciencias Econémicas y
Empresariales) y que consisten en "mezclar" dos
"ingredientes" (o "férmulas") cuyos radios de ac-
cion son "conjuntos disjuntos” (por ejemplo : capi-
talizacion a interés simple versus a interés com-
puesto ; movimiento uniforme versus uniforme-
mente acelerado ) .

EJEMPLO 8: "Teorema : Ninguna entidad ban-
caria nos paga jarnas ningun interés".

"Demostracion’: El banco trabajara con interés
simple y/o interés compuesto.

Sea C,, el capital inicial que nosotros colocamos
en el banco. Sea 1 el tanto unitario de interés. Sea
Cn el capital que tendremos al cabo de n afios.
Veamos que, o bien i es cero (con lo que no nos
pagan intereses) o bien C, = C_ (con lo que, si al
cabo de n afios tenemos lo mismo que al empezar,
tampoco nos han pagado intereses). En efecto :
Apliquemos que C_, = C_+1C, ("férmula" del in-
terés simple) y que C_, = C_ +1 C_ (“férmula" del
interés compuesto). Igualando resultaiC =1C,. Por
tanto i es cero, o bienC, = C_.

Por si el alumno no esta atin convencido, todavia
cabe proponerle otra "demostracién" alternativa ;
Aplicamos ahora que C, = C, (1 + ni) (interés
simple), y también que C_ = C (1+i)" (interés com-
puesto). Igualandoresulta que C, (1 +ni) = C (1+)".
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Asi, 0 bien C, = O (con lo que, seguro, no nos
pagaran interés , pues significa que no pusimos
dinero alguno en el banco), o bien 1 + ni = (1+i)" .
Particularizando esto ultimo para n=2 resulta que
(1+1)2= 1 + 2i, Desarrollando el cuadrado obtendre-
mos que 1 + 2i + 2 = 1 + 2i. Asi, simplificando
términos, esi* =0, luegoi=0.

EJEMPLO 9: Un mévil cae libremente desde
una altura h. Sea t el tiempo que tarda en caer.
Como espacio es velocidad por tiempo, llamando v
a la velocidad sera h = vt . Ademas velocidad es
aceleracién por tiempo, luego v = at (siendo "a" la
aceleracion gravitatoria), y asi h = a t2.

Por otra parte espacio es velocidad inicial (en
nuestro caso cero) por tiempo, mas la mitad de la
aceleracion por el cuadrado del tiempo. Asi, re-
sultard h = (a/2)t> . Ahora, resulta un juego de
ninos concluir, igualando las dos expresiones de
"h", que "2 = 1",

3. Comentarios sobre la literatura

existente

No hemos encontrado suficiente literatura al
respecto del aprovechamiento de errores para la
ensenanza de las matematicas. Un estudio peda-
gogico aparece en [CIP] , donde aparecen ideas
interesantes, que rozan aspectos psicoldgicos del
razonamiento de un alumno ante un problema.
Los ejemplos de este texto son, tal vez, demasiado
elementales.
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en otras areas, no s6lo en series. En este sentido,
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