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5 u m ﬂ Libros de matematicas y las
XIII JAEM
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a aparicion de libros relacionados con las matemdticas en los ultimos
arios se ha ido incrementando paulatinamente.

El buen momento editorial empezd con este siglo y con la celebracion, el
ano 2000, del ano internacional de las matemdticas. Pero lo que podria
haber sido un momento efimero parece consolidarse con el paso del tiem-
po. Cada avio el sector editorial pone en el mercado mds de doscientos titu-
los relacionados con las matemadticas, aun excluyendo de entre ellos los
libros de texto y los manuales para su estudio.

La divulgacion cientifica —en nuestro caso la matemadtica— a la que esta-
mos aun poco habituados, comienza a ser objeto de muchos de estos libros
y, en general, con unos niveles de calidad suficientes. Lo mds novedoso es
que no se trata de traducciones, sino de obras de autores esparioles, obras
nuevas en el mercado.

Las matemdticas estdn incluso entrando en el dmbito de la produccion
literaria. En los tiltimos anos son frecuentes los libros con trama o argu-
mento mds o menos matemdtico o en relacion con las matemdticas.

Desde SUMA nos congratulamos de este buen momento editorial y ani-
mamos a nuestros lectores a que contribuyan a su continuidad. Instamos
a todos a seguir escribiendo sobre matemdticas y también, sobre todo, a
leer sobre matemadticas.



En Julio de 2007 se celebrardn en Granada las XIII Jornadas sobre el
Aprendizaje y la Ensefianza de las Matemadticas. Pasados mds de veinti-
cinco anos desde la celebracion de las primeras en Barcelona, las JAEM se
han convertido en una referencia consolidada sobre la Enseiianza y el
Aprendizaje de las Matemdticas en nuestro pais.

A cinco meses vista os animamos a todos los lectores a inscribiros y parti-
cipar activamente en las JAEM y sobre todo animamos a los que atin no
habéis ido nunca a este tipo de acontecimientos.

El movimiento para la renovacion diddctica de las matemdticas es proba-
blemente uno de los mds fuertes y activos de nuestro pais, pero, pasados
ya 25 arios seria bueno que nuevas personas, con nuevas ideas, se incorpo-
raran a él y que, a medio plazo, se produjera una profunda renovacion de
nuestras propias ideas y estructuras. Implicar a los comparieros mds jove-
nes de nuestra profesion en las ilusiones que, desde hace arios, nos han lle-
vado a unirnos y a tratar de renovar lo que hacemos todos los dias, es una
tarea esencial e ineludible. Darles protagonismo y responsabilidad en
nuestras estructuras organizativas es la inica via para mantenernos al dia
y saber afrontar los nuevos desafios de la ensefianza de las matemdticas.
Esta es también una tarea de todos, pongdmonos a ella cuanto antes. m
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La marcha Dufo,u.r Un recursﬁ
para hacer matemiticas en la calle!

s ek
it |

robablemente en la primera década del siglo XIX, el mds
tarde general Guillaume -Henri Dufour (Constanza, 1787-
Ginebra, 1875), ide6 para el uso-de sus exploradores? un siste=
ma de representacion del terreno, facil de aprender e interpre-
. tary fiable para orientar los desplazamientos de la tropa. Como

se vera mds adelante, este 51stema de representacion contlene_ %

virtudes dlgLa.c.twas-mu-y mteresantés para las matematlcas

; AR, H |
i Pt ;T o

\ Guillaume Henri Dufour; .1850

En su carrera militar Dufour se caracterizé.por su talante
humanitario, ideando el emblema de la Cruz Roja para el
socorro de lqs_ herldos en los campos de batalla. En 1864,
junto con Dun_ant Moynier, Appia y Maunoir;, presidié la
asamblea que dio lugar a la Convencion de Ginebra, origen, del
Derecho Ir_ltqrnacional Humanitario (Bory, 1982). :

Fue el encargado de dirigir los trab@zog_para levantar el mapa
de Sulza.(1832'-'-1'864.). y en ,su@em@rla se bautizé el Dufour-

g by -spltze (4638metrosi pm;@aﬂmman’t'e del macizo del monte

Rosa de los Alpes, en lz{l frontera 1talosulza

Mariano Segura Ma.rm])l ('
Colegio Sagrada Famﬂm- [Tt ]
Elda. Alicante .!-- 1 e
Ricardo Martinez Rico { ey, f plir
Universidad de Alicante f II. __ i (81
Alicante ¥ l]-l.' 3
Francisco Jesus Garcia Garc1a~'| "y "'-,ﬁ R
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Dufourspitze, 3638 m. Los Alpes

De su uso militar, el sistema Dufour pasé a tener utilidad
topografica y fue adoptado como método de orientacién en
alta montana y en actividades de marcha y senderismo, que
empiezan a ser populares hacia finales del siglo XIX, sobre
todo en Valenciaii. Estd documentado el uso del sistema
Dufour en 1928 por la Colla Excursionista el Sol de Valencia y
por la Institucién de Exploradores de Espaia (Riscos, 1963).
Se emple6 también por el Comité Regional de Senderos de
Gran Recorrido para el trazado del Sendero Europeo de Gran
Recorrido por Montaiia (niimero 7), que discurre desde la
extinta Chevcoslovaquia a Portugal pasando por la Comuni-
dad Valenciana y en el Itinerario Ibérico del Mediterrdneo al
Atldntico que nace en Monte Picayo (Valencia).

En Elda estd documentado su empleo al menos desde el afio
1963, en el V Campamento Regional de Montana (Esteve,
1999). En la actualidad es también utilizado en competicion,
al menos en la denominada Copa Catalana De Marxes Técni-
ques Regulades.

Precisamente a través del Club Alpino Eldense llegamos a
saber de la existencia del sistema de representacion Dufour.
En la fase provincial de la Olimpiada Matemdtica Cap-i-Clia
de segundo de ESO celebrada en Monforte del Cid (Alicante)
en el 2000, A7io Mundial de las Matemdticas, decidimos dise-
far una prueba matemdtica de calle basada en él.

En dicha prueba de calle participaron diez equipos de tres
concursantes cada uno, con el objetivo de realizar un recorri-
do urbano decodificando un mapa Dufour y resolviendo en
tres puestos de control una serie de breves pruebas de célcu-
lo, medicién y estimacion. De los diez equipos participantes,
ocho completaron el recorrido sin extraviarse, habiendo teni-
do previamente una corta instrucciéon de unicamente 20
minutos.

Fundamentos de la representacion Dufour

Segun muestra la figura 1, todo mapa urbano puede ser con-
cebido de forma abstracta como una representacién grafica
en el plano de un determinado grafo” o red en el que las aris-
tas son las calles y los vértices son las intersecciones de calles.
Una interpretacion similar (aunque algo mas compleja) puede
formularse para los mapas rurales.

'

Figura 1. A la izquierda el plano usual y
a la derecha un grafo del mismo

En este sentido se define un camino en una representaciéon
grafica de un grafo como una sucesiéon ordenada de vértice,
arista, vértice, arista, ..., vértice, de modo que el vértice final
de una arista sea el inicial de la arista siguiente”. Al primer
vértice de la sucesion se le denomina vértice inicial y al ulti-
mo, vértice final.

Definiremos una aplicacion Dufour como aquella que, dado
cualquier camino de la representacion grafica del grafo origi-
nal, devuelve una nueva representacion grafica de un grafo
cuyos elementos son:

a. Veértices: Todos los vértices del camino original y todos
los vértices adyacentes a cada uno de los vértices del
citado camino.

b. Aristas: Todas las aristas del camino original y todas
las aristas que sean incidentes con cada uno de los vér-
tices del citado camino.

Esta aplicacion contiene toda la informacién relevante sobre
el camino entre el vértice inicial y el vértice final y equivale a
una rectificacién del camino conteniendo un entorno alrede-
dor de cada punto del mismo.

Consecuentemente, la aplicacion Dufour permite una codifi-
cacion secuencial del camino del plano original con las
siguientes caracteristicas:



a. Representa biunivocamente el camino.

b. Estd en linea recta.

c. No conserva necesariamente la escala del grafo origi-
nario.

Sin pérdida ninguna de informacion el grafo imagen se puede
fragmentar, de modo que la linealidad no es un obstaculo para
el almacenamiento de la informacién, que no serd mas que una
secuenciav que consta de lineas, que a su vez se pueden alma-
cenar en varias paginas y éstas en tomos si fuese necesario.

La representaciéon no necesita, pero tampoco es incompatible,
de informacién complementaria que podria resultar util en
sus aplicaciones practicas: asi, por ejemplo, las aristas o/y los
vértices del grafo imagen podrian tener asignados pesos que
representasen distancias, tiempos, pendientes medias, cotas
de altitud o cualquier combinacién de esas medidas. Del
mismo modo los vértices podrian tener asignados signos o
cédigos convencionales para facilitar la localizacion que
representasen carreteras, pistas forestales, sendas, casas, rui-
nas, arboles, balsas, fuentes, puentes, cuevas, rios, barrancos,
vértices geodésicos, pozos, pedregales, simas,... No obstante,
desde el punto de vista matemdtico (no asi, por supuesto,
desde el punto de vista del senderismo o del alpinismo), la
representacion alcanza su mds alta cota de interés didactico
en su version mas simple y abstracta.

Levantamiento de un mapa Dufour

En la Olimpiada Matemadtica 2000, situamos a los participan-
tes en un punto de Monforte, les facilitamos un plano Dufour
previamente confeccionado por la organizacion y les pedimos
que, tras una corta instruccién de un cuarto de hora, fuesen
capaces de interpretarlo, orientarse y llevar a cabo un recorri-
do prefijado por el casco antiguo del citado municipio.

Aunque en este caso fue la organizacién quien construy6 (o
levantd, para ser estrictos con la denominacién alpinista) el
plano Dufour, éste no deja de ser una actividad igualmente
interesante para los alumnos. La metodologia mas atractiva es
levantar el plano directamente desde la realidad, esto es,
situarnos en la calle, darnos un paseo, confeccionar el Dufour
y disfrutar de los atractivos, matematicos o no, de nuestras
ciudades y pueblos.

Resulta evidente que en ocasiones, y este escrito es un ejem-
plo, no es posible situarnos directamente en la realidad, por
ello es necesario a veces levantar el recorrido Dufour a partir
de un plano o mapa convencional.

Partiendo de la figura 2, veamos paso a paso como se levanta
el mapa Dufour y los diferentes tipos de razonamiento que
para ello se utilizan.
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Figura 2

En primer lugar se observa que, de modo natural, un recorri-
do que lleva desde un origen a un destino, no discurre nece-
sariamente en linea recta sino que efectta obligados giros, sal-
vando los accidentes urbanisticos o geograficos del terreno.
Estos accidentes son los que dotan al plano de una topologia
no trivial.

En el plano del ejemplo de la figura 2 se han marcado las sin-
gularidadesvi del camino con letras del abecedario, para ana-
lizar detalladamente a continuacién la construccién del mapa
Dufour. Los puntos ordinarios del camino son topoldgica-
mente irrelevantes.

O es el punto de partida. Para que el mapa Dufour esté bien
definido es necesario que este punto no sea una singularidad,
esto es, no debe ser una confluencia de calles; en caso contra-
rio, no existiria una correspondencia biunivoca entre el cami-
no y su representacion Dufour. De igual modo, el punto I de
llegada tampoco puede ser una singularidad.

El mapa Dufour no estd hecho a escala, por lo tanto no hay
(mejor dicho, no es necesario que haya) correspondencia
entre la distancia de A a B en el croquis originario y en
Dufour, asi como tampoco ha de haberla entre O y A o entre
cualquier otro par de vértices.

La idea fundamental para levantar un mapa Dufour es trazar
un segmento, que serd la imagen del camino que deseamos
recorrer. En él iremos indicando cada una de las bocacalles de
las sucesivas singularidades. Es de crucial importancia mante-
ner el orden en el que van apareciendo las bocacalles segtin el
sentido de la marcha.

A es la primera singularidad con la que nos encontramos.
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Segun nos indica el trazo discontinuo, deseamos seguir hacia
arriba, por lo tanto dejamos una calle a la derecha y, simulta-
neamente, otra a la izquierda, lo que se representa en Dufour
como dos caminos que parten del trazo principal a la misma
altura y que, sin continuidad, se interrumpen inmediatamen-
te (la informacion mds alld de esos caminos no es relevante
para el recorrido que se desea representar).

En B se presenta el siguiente elemento de interés para el cami-
no que se recorre.

Aqui se observa que, siguiendo el sentido de la marcha, la
posicion relativa del caminante en B es dejar a su derecha un
camino que no va a recorrer, lo que en el mapa Dufour queda
representado por una derivacion interrumpida a la derecha.

En el punto C pasa algo parecido pero a la izquierda.

En el punto D la situacidn es mas compleja pero, en el sentido
de la marcha, se dejan a la derecha secuencialmente tres cami-
nos sin interés para el recorrido que son los que se represen-
tan en el correspondiente Dufour.

o

Obsérvese que lo tinico que interesa para levantar el plano es
el niimero de caminos que dejamos sin recorrer y si estos que-
dan a la derecha o la izquierda del sentido de la marcha; es
indiferente la distancia que los separa o el angulo que forman
entre ellos o con el trazo discontinuo.

En E de nuevo el sentido de la marcha deja a la derecha (posi-
cion relativa del mévil) dos caminos que se representan en
Dufour por dos entrantes.

sl

Las singularidades de F a I son las propias de una rotonda. La
primera dificultad aparece a la hora de determinar con preci-
sion cudles son esas singularidades, pero basta con aplicar
rigurosamente el principio basico de la secuencialidad.
Primero debemos decidir en F, puesto que debemos elegir en
qué sentido tomamos la rotonda; luego en G, para saber si nos
salimos de ella o no; y asi sucesivamente hasta I. Una vez esta-
blecidas las singularidades, vamos a ver cémo llevarlas al
plano Dufour.

Segtn el sentido en el que entramos a la rotonda en F, deja-
mos una calle a la derecha de la marcha, por lo que su repre-
sentacion en Dufour es:



De modo totalmente andlogo las representaciones de las sin-
gularidades G, H, I son:

GI H

Obsérvese que, a pesar de que la rotonda es circular en la rea-
lidad, en el sistema Dufour se sigue representando como una
linea recta. Esta es una de las situaciones en las que mds claro
se ve como la geometria del plano usual no se traslada al plano
Dufour, aunque si se preserva la topologia original.

Uniendo secuencialmente las representaciones de cada una de
las singularidades obtenemos definitivamente el plano Dufour
del camino que hemos escogido como ejemplo (figura 1).

Ty

Interpretacion en el plano de un
mapa Dufour

La reconstruccién, bien en un plano a
escala o en la realidad, de un recorrido
desde un mapa Dufour, consiste en esencia
en interpretar la inversa de la aplicaciéon
utilizada al construir el mapa. Localmente,
esta aplicacion inversa estd bien definida y
eso asegura la reconstruccién univoca del
camino.

No obstante, detallamos a continuacién el
proceso, en tanto que genera la necesidad
de realizar razonamientos en los que se
encuentra la principal virtud didactica de
la marcha Dufour.

Figura 1
Estos razonamientos se pueden agrupar en dos tipos: razona-

miento por induccién y razonamiento por deduccion.

El primero hace referencia a la transposiciéon mental directa
de la informacién contenida en el mapa Dufour al mapa ordi-
nario o a la realidad. Se trata de un proceso de lectura del
c6digo Dufour para traducir o descifrar su significado e inter-
pretarlo para tomar la decisién de escoger uno de entre los
trayectos posibles que se presentan en una singularidad.
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El segundo tipo de razonamiento traslada la informacién en
sentido inverso, esto es, analizando una por una todas las tra-
yectorias posibles, observando en cada caso cudl seria la posi-
cién relativa de la singularidad y su codificacién Dufour, y
comprobando su correspondencia exacta con el mapa dispo-
nible. Se trata de un razonamiento por reduccién al absurdo
en el que se van descartando todas las alternativas que se pre-
sentan hasta quedarse de manera légica con sélo una. Si se
tiene en cuenta que, sobre todo cuando se realiza el proceso
en la calle, uno de los errores que se pueden cometer consiste
en confundir en el mapa Dufour la singularidad que se esta
analizando, se comprende el porqué de la importancia y efi-
cacia de este tipo de razonamiento.

Estos dos modos de razonar no necesariamente se presentan
en estado puro o excluyente. Lo habitual en la practica es que
se razone a la vez de los dos modos, combinando coherente-
mente las informaciones que se obtienen de ambos.

Ilustramos ahora el proceso con la reconstruccién paso a paso
del recorrido del ejemplo anterior. Partimos ahora del mapa
Dufour (figura 2).

El punto de salida O debe estar indicado en la realidad, o en el
plano sobre el que se quiere reconstruir el
camino representado, con un vector o sen-
tido de marcha. Esto constituye la condi-
cion inicial del mapavii.

"ol m

En cuanto llegamos a un cruce de calles nos encontramos con
la primera singularidad, identificada como A en el mapa
Dufour. Obsérvese que estamos razonando ahora desde la
realidad. Debemos tomar una decision entre cuatro alternati-
vas: retroceder, girar a la derecha, continuar en linea recta o
girar a la izquierda. En el Duforur observamos que dejamos
un camino a la derecha y otro a la izquierda y eso mismo sera
lo que hagamos para continuar nuestro trayecto.

T

Q T

@™ QO

v} m m
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Figura 2
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El siguiente cruce viene identificado como B. Tenemos ahora
tres posibles decisiones: retroceder, girar a la derecha o seguir
de frente. El mismo tipo de razonamiento de antes nos indu-
ce a seguir el camino de frente.

Otro tanto pasa en C. Las posibilidades son: seguir adelante,
girar a la izquierda o retroceder, de modo que, dejando un
camino a la izquierda, como indica Dufour, seguimos de
frente.

Algo mas compleja deviene la situacién en D.

Aqui hay cinco decisiones posibles pero sélo una de ellas deja
exactamente tres caminos a la derecha tal y como viene repre-
sentada en Dufour la singularidad. En este caso estamos
haciendo un doble razonamiento. Situados en el cruce de
calles vemos que en D se produce una interseccién de cinco
aristas, lo que nos obliga a considerar como una tnica singu-
laridad todo el tramo de Dufour; este contiene tres ramales
aparte del entrante y del saliente, que forman ambos parte del
camino y son consecuentemente parte de la linea recta prin-
cipal de la representacién. A continuacién, razonando por
reduccion al absurdo (o descarte de posibilidades) deducimos
la conclusion.

El siguiente cruce de calles determina la singularidad E que
cubre el tramo de Dufour que contiene los siguientes dos
ramales entrantes, de modo que debemos dejar dos calles a la
derecha y por lo tanto girar a la izquierda para continuar el
recorrido.

En F desembocamos en una rotonda en la que podemos cir-
cular en el mismo sentido que las agujas del reloj o al contra-
rio. Optamos entre tres decisiones y el mapa Dufour indica
que el camino codificado se corresponde con el recorrido que
deja a la derecha un camino, de modo que entraremos en la
rotonda siguiendo el sentido de giro del reloj o negativo.

Si errdsemos en el andlisis y entrdsemos en la rotonda en el
sentido equivocado, pronto la comparacion entre la realidad
y el mapa Dufour devendria incoherente, de modo que debe-
riamos retrotraernos hasta la ltima singularidad analizada
con seguridad.

En G hay un cruce de dos caminos y el plano indica que debe-
mos dejar uno a la izquierda, de modo que continuaremos por
la rotonda. Exactamente lo mismo ocurre en H.

Por el contrario, en /, segtn el plano Dufour debemos dejar un
camino a la derecha, de modo que debemos abandonar la
rotonda.

El plano Dufour no incluye mas singularidades. Por lo tanto,
antes de llegar al préximo cruce, habremos alcanzado el final
del trayecto.

Fenomenologia didactica

La marcha Dufour puede inscribirse dentro del conjunto de
las denominadas actividades matemdticas de calle, aunque
conserva buena parte de su potencial formativo si se desarro-
lla dentro del aula.

Entre las matemadticas de calle cabe distinguir las que tienen
como intencionalidad la construccion de estructuras geométri-
cas, las que pretenden ver matematicas en el entornoi, o las que
proponen problemas que se utilizan en contextos al aire libre~.

La marcha Dufour no encaja en ninguno de los tipos anteriores,
pues utiliza un cédigo de representacién topoldgico mientras
que el denominador comuin de las actividades mencionadas es
la geometria. Paraddjicamente es mucho mas facil levantar un
mapa Dufour que un mapa a escala, pues Dufour no requiere
recopilar tanta informacién. Al mismo tiempo el levantamien-
to se hace con un nivel de abstraccién mucho mayor.



Ademas de la simplicidad de confeccién e interpretacion, el
sistema Dufour contribuye de modo natural al desarrollo de
los siguientes procesos y habilidades:

a. Lalateralidad con distintos grados de abstraccion.

b. El concepto de espacio y de representacion abstracta
del espacio.

c. El razonamiento por descarte de casos o reduccion al
absurdo.
La confeccidn e interpretaciéon de planos.

e. La comprensiéon de las ventajas de la codificacién
coherente.

Las anteriores habilidades y procesos pueden ser abordados
en la marcha Dufour con distintos grados de abstraccion, que
van desde la realizacién de recorridos cortos a partir de pla-
nos Dufour preconfeccionados, al levantamiento de planos
Dufour de largos caminos, pasando por la localizacién en un
mapa o plano a escala de una trayectoria codificada en
Dufour, o levantando a partir de un mapa a escala el corres-
pondiente plano Dufour. Consecuentemente, el espectro de
edades adecuado para esta propuesta es muy amplio, inclu-
yendo desde luego un rango mayor que el de toda la Educa-
cién Secundaria Obligatoria.

Entre los obstdculos para su realizacién cabe citar el trifico en

las zonas urbanas, aunque en casi todas las ciudades pueden
localizarse sitios adecuados que eliminan o reducen a niveles

NOTAS
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aceptables los riesgos. Merece la pena buscar tales sitios pues
la riqueza formativa es mucho mayor operando sobre la reali-
dad que sobre el intermedio de un mapa a escala.

Otra posibilidad es realizar los recorridos en zonas no urba-
nas. M

La bandera federal del general Dufour, pro-
puesta en 1817, desplegada por primera vez
en 1821, adoptada por Argovie en 1833 y en
el ejército entero de Suiza en 1840. La cruz
estd formada por 5 cuadrados iguales.

i Nuestro reconocimiento al Club Alpino Eldense que ha recogi-
do, conservado y practicado durante aiios la marcha Dufour, y
que nos ha brindado la posibilidad de conocer los detalles de esta
actividad sugiriéndonos su enorme potencial formativo.

ii Instrucciones sobre el dibujo de los reconocimientos militares.
Otras obras suyas fueron: Memoria sobre la artilleria de los anti-
guos y la Edad Media y Curso de tictica geométrica perspectiva.

iii En el afio 1880 se crea el Centre Excursionista de Lo Rat Penat.

iv Es decir, un conjunto V= {vg, v;, v2, ... } cuyos elementos se lla-
man vértices, y un subconjunto A de VxV cuyos elemento se lla-
man aristas.

v Técnicamente ... vy v; vis1 ... de modo que para todo k, el par (v,
Vk+1) es de A.
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un camino que te llevara de cabeza

ste articulo se ha escrito con el objetivo principal de
mostrar la superficie geométrica denominada banda de
Mobius como herramienta para conseguir un mayor grado de
motivacién e interés de los alumnos, tanto de bachillerato
como universitarios, en sus clases de Matematicas.

El punto de partida de este articulo son dos experiencias rela-
tivas a la utilizacion de esta superficie, realizadas respectiva-
mente en las clases de estos alumnos.

Tras una exposicion detallada de ambas experiencias, se indi-
can los objetivos que se pretende conseguir.

Estos objetivos estan relacionados sobre todo con la intro-
duccién de los cuerpos geométricos en Secundaria.

Se muestra el proceso de construccién de la banda de Mébius
y se comentan algunos aspectos curiosos relativos a esta
superficie, como pueden ser el tema de los cortes en la Banda
y algunas aplicaciones de la misma entre las que destacamos
una totalmente sorpresiva a priori: la casa Mobius.

Para finalizar, se dan unas breves notas sobre la biografia del
descubridor de la banda, August Ferdinand Mobius, que
pueden ser utiles para el profesor en clase y asi facilitar el
uso de la Historia de las Matemdticas en las clases, lo cual
también se ha considerado como uno de los objetivos a
alcanzar.

Dos experiencias con la banda de Mobius

Iniciamos este articulo con la narracién de dos experiencias
que ponen de manifiesto como la utilizacion de la banda de
Mobius en las clases de Matematicas de cualquier nivel supe-
rior al de Primaria permite conseguir un mayor grado de
motivacion e interés en los alumnos. La primera de ellas tiene
como actores principales a un profesor de Secundaria de esta
asignatura y a un grupo de sus alumnos, mientras que en la
segunda los protagonistas son los propios autores del articulo.

En los momentos de crisis, sélo

la imaginacion es mds

importante que el conocimiento.
Albert Einstein

Ana Belén Granados Pérez
Ana Grau de la Herrdan
Juan Nuiiez Valdés
Universidad de Sevilla.

Sevilla
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La primera experiencia fue realizada por un profesor de Ma-
tematicas de un Centro de Secundaria a instancia suya.

Aproveché parte de la clase, en la que iba a explicar a sus
alumnos (de 1° de ESO) las primeras nociones sobre cuerpos
geométricos, para sacar a tres alumnos a la pizarra, X, Yy Z,
entregandole a cada uno un rectdngulo de papel, de medidas
40 x 15 cm, con una recta pintada a lo largo y que lo dividia en
dos mitades, y con las letras A y B, respectivamente, escritas
en las esquinas de uno de los dos lados de menor longitud del
papel, y las letras A’y B’, en las mismas esquinas del lado para-
lelo. Al mismo tiempo, le comenté al resto de los alumnos que
les iba a explicar el tema de cuerpos geométricos pero que
antes deseaba hacer una pequefia experiencia, para lo cual
dividi6 la clase en tres grupos, también denominados X, Yy Z,
y les dijo que los alumnos de cada grupo deberian hacer lo
mismo que el alumno de la pizarra que tenia su misma letra.
Todos los alumnos tuvieron que sacar una hoja de cuaderno
grande, lo mds parecida posible al rectdngulo de papel, y pin-
tar la linea en medio y las letras de las esquinas en la hoja. El
profesor, mientras tanto, observaba muy fijamente la conduc-
ta de los alumnos en este proceso, para conocer, aunque fuese
intuitivamente, si los alumnos parecian estar mds motivados
o interesados de lo habitual.

Los alumnos observaron que,
una vez dada la vuelta
completa a un cilindro, el ldpiz
volvia al mismo punto

del que habia salido.

Cuando todos los alumnos tenian un rectangulo, el profesor
se dirigié individualmente a cada uno de los alumnos de la
pizarra, de forma que ninguno de ellos pudiera escuchar lo
que les decia a los otros dos, y les indicé que las intrucciones
que él iba a proporcionarles, deberian ellos transmitirselas a
los compaiieros que formaban su grupo y pedirles que las
siguieran.

El profesor le dijo al alumno X que escribiese en el papel lo
siguiente:

Un cilindro es un cuerpo geométrico redondo que tiene
dos bases circulares planas y una superficie lateral curva.

Al alumno Y, el profesor le dijo que doblase el papel de forma
que la esquina A coincidiese con la A’y la B con la B’, respecti-
vamente, y que el cuerpo que se habia formado era un cilindro.

Al tercero, Z, le dijo que en primer lugar hiciese exactamente
lo mismo que Y, pero que después deshiciese la operacion y la
repitiera, pero que ahora antes de doblar el papel lo girase

haciendo coincidir ahora A con B’y B con A’ Cuando Z reali-
z6 esta operacion, el profesor le dijo que el cuerpo que acaba-
ba de obtener no era un cilindro, como la primera vez, sino
otro cuerpo geométrico que se llama banda de Mobius. El
profesor le dijo también a Z que una de las diferencias funda-
mentales entre ambos cuerpos es que el cilindro es orientable
y la banda de Mébius no. Para aclarar algo mas este concepto,
el profesor les dijo que los de los grupos Yy Z colocasen el
capuchén de un boligrafo o un pequeno ldpiz con la punta
hacia arriba en uno de los puntos de la linea central previa-
mente dibujada en el papel y que lo desplazasen en esa forma
a lo largo de esa linea. Los alumnos del grupo Y observaron
que una vez dada la vuelta completa al cilindro el lapiz volvia
al mismo punto del que habia salido y ademds, en la misma
posicién de la que habia partido, mientras que los alumnos del
grupo Z vieron que, realizando la misma operacion, el lapiz
volvia al mismo punto del que sali6, pero ahora en posicion
invertida, es decir, boca abajo.

Servilletero Zara Home. Foto CTB

Las dos preguntas que el profesor les hizo finalmente a todos
los alumnos fueron: ;Cudl de los tres grupos de alumnos pen-
saban ellos que iba a estar mas motivado para recibir las expli-
caciones del profesor sobre los cuerpos geométricos? ;Habian
estado contentos con el grupo que les habia tocado, o hubie-
sen deseado estar en otro?

Evidentemente, es muy dificil cuantificar las respuestas, y de
hecho el profesor no lo hizo de manera explicita, pero si nos
observo que eran los alumnos del grupo Z, el de la banda de
Mobius, los que habian mostrado un mayor interés por seguir
con gran atencion las explicaciones posteriores, incluso atre-
viéndose a formular preguntas que se les habian ocurrido a
ellos mismos como resultado de la experiencia vivida.

Animado por esta experiencia, el profesor autor de este arti-
culo pasé a repetirla en sus clases universitarias de uno de los
grupos de la asignatura de Geometria Local de Curvas y
Superficies, que imparte en el tercer curso de la licenciatura,
en la Facultad de Matemadticas de la Universidad de Sevilla.

Por motivos obvios, esta nueva experiencia se realizé sin tanta
parafernalia como en el caso de Secundaria y, por supuesto,



respetdndose ahora completamente el rigor matematico al
hablar de superficies y cuerpos, si bien manteniendo en esen-
cia las preguntas a los tres alumnos y dedicandole a la discu-
siéon comdn con la totalidad del grupo un tiempo mucho
mayor que el que la obligacién de impartir el temario comple-
to en Secundaria permitia.

Resultado directo de la misma fue la peticién al profesor por
parte de dos alumnas de la clase de permitirles realizar un tra-
bajo sobre la citada banda, en el que pudieran profundizar
algo mds en sus propiedades y aplicaciones, lo que aproveché
a su vez el profesor para solicitarles que consideraran también
su utilizacién como recurso didéctico en la explicaciéon de
determinados temas de Matemdticas de Secundaria y Bachi-
llerato. En esto radica la génesis de este articulo.

Objetivos y motivacion

Como ya se ha comentado anteriormente, este articulo se ha
escrito con el objetivo principal de mostrar la banda de
Mobius como ayuda para facilitar la motivacion y el interés de
los alumnos, tanto de Bachillerato como universitarios, a la
hora de afrontar sus clases de Matematicas.

No obstante, nos parece conveniente desglosar este objetivo
principal en otros mas particulares, destinados cada uno de
ellos a tratar aspectos parciales relativos al estudio de esta
superficie y a su aplicacion a la metodologia a utilizar por el
profesor de Matemadticas en sus clases de esta asignatura.

Un aspecto consiste en aprovechar el conocimiento de la gene-
racion y utilizacién de esta superficie para usar la Historia de
las Matematicas en la introducciéon de determinados temas del
curriculo, lo que no debe limitarse a la mera indicacién de
unos cuantos datos biograficos, sino que debe ser aprovechada
para explicar a los alumnos cdmo surgié el resultado del que se
trate, sus antecedentes, las dificultades que en esa época exis-
tlan para obtenerlo y su relacién con otros resultados, tanto de
Matemadticas como de otras disciplinas.

Por otra parte, el estudio de los cuerpos geométricos, por sus
propias connotaciones con la vida real, resulta en general
interesante para los alumnos de secundaria. Entendemos que
la forma de abordar este tema que hemos presentado ante-
riormente puede resultar eficaz a la hora de presentar el estu-
diar los cuerpos geométricos.

Por todo ello, los objetivos que nos hemos planteado al escri-
bir este articulo pueden resumirse en los siguientes:

1.- Dar a conocer a los alumnos de Secundaria (y a los
universitarios, en su caso) la superficie geométrica
conocida como banda de Mébius y utilizarla como
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instrumento de motivaciéon en el aprendizaje de

determinados temas del curriculo.

Utilizar la Historia de las Matemadticas como herra-

mienta de apoyo para las clases de Matemadticas de

Secundaria (este objetivo es naturalmente extrapolable

a la ensefianza universitaria).

3.- Mostrar una introduccién al estudio de los cuerpos
geométricos amena, sencilla y agradable en la ense-
fanza secundaria.

4.- Estimular la capacidad de pensamiento y de razona-
miento de los alumnos de secundaria con la presenta-
cién de situaciones mds o menos ingeniosas, distintas
de las tradicionales.

\"]
N

Construccion de la banda de Mobius

En esta seccion se indica cdmo construir en la practica una
banda de Mobius. Nuestra intencion es que el alumno pueda
fabricarla de manera sencilla a partir de unas minimas ins-
trucciones. Como materiales a utilizar se necesitan tnica-
mente: tiras de papel, pegamento y tijeras.

Para fabricar la banda basta coger una tira rectangular de
papel y algo de pegamento. Girar uno de los extremos del
papel y después unir ambos extremos (eso deberia dejar a la
tira de papel con un medio giro dentro). La superficie obteni-
da es la denominada Banda de Mobius. Nétese que si se reali-
za esta misma operacion sin girar uno de los extremos del
papel, la figura que se obtendria es un cilindro (ver la figura
siguiente).

Pegar @
A B

Cilindro
A B
Torcer
Y pegar
@3> Banda de Mobius
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Cortes en la banda

Comenzamos esta seccion refiriendo una de las anécdotas
que le ocurrié a un grupo de alumnos universitarios de la ya
citada asignatura de Geometria Local, durante el curso aca-
démico 1999-2000. Eran los organizadores de la exposicién
de curvas y superficies, celebrada en la Facultad de
Matematicas de la Universidad de Sevilla, con motivo de la
conmemoracion del afio 2000 como el Afio Mundial de las
Matematicas (una descripcién completa de esta Exposiciéon
puede verse en —Aguilera y otros—).

Un visitante de la Exposicion, que creemos que era otro alum-
no de la Facultad, pregunté a los alumnos organizadores que
estaban en aquel momento en labores de guias de la Exposi-
cion si sabian qué se obtenia al cortar una banda de Mobius
longitudinalmente por su mitad. Estos le contestaron, quizas
sin meditarlo mucho, que se obtendrian dos bandas de
Mbobius. El visitante no sélo se limité a responderles negativa-
mente, sino que pasé6 directamente a la accién construyendo
una banda con una tira de papel que traia preparada y cortdn-
dola con unas tijeras que también traia, obteniendo asi otra
banda de Mobius con dos rizos. Ya no pregunt6é nada mads,
sino que volvié a cortar de igual forma esta nueva banda para
hacer ver a los organizadores que lo que se obtenia ahora eran
dos bandas de Mdbius con dos rizos cada una, enlazadas.

Esta primera curiosidad hizo que posteriormente los alumnos
organizadores pidiesen ayuda al profesor de la asignatura para
estudiar este tipo de hechos con mayor detenimiento, encon-
trando que esta propiedad no sdlo es caracteristica de la
banda de Mobius, sino que se verifica en general en todas
aquellas bandas generadas mediante vueltas o rizos. Asi, dada
una banda con # medios rizos, con # impar, al cortarla longi-
tudinalmente por su mitad quedaria una nueva banda con
2n+2 medios rizos, mientras que si la banda tiene 2k medios
rizos, al cortarla longitudinalmente por su mitad quedaran 2

A mathematician confined
that a Mobius band is one-side,
and you will get quite a laugh
if you cut one in half.
For it stays in one piece when divided.

A mathematician named Klein

thought the Mobius band was divine.

Said he: “if you glue
the edges of two,
you will get a weird bottle like mine”.

bandas con 2k medios rizos cada una, enlazadas k veces (véase
Gardner, 1984).

Al respecto presentamos aqui (parte inferior de la pagina) una
poesia (tanto en su version original en inglés como traducida),
que aparte de explicarnos clara y concisamente el hecho ante-
rior, nos relaciona de alguna forma la banda de Mébius con otra
superficie no menos conocida denominada botella de Klein:

Pasamos a continuacidn a analizar las particularidades de una
banda de Mobius al ser cortada transversalmente. Aconse-
jamos a los lectores que comprueben experimentalmente, a la
vez que leen, lo fascinante que puede llegar a ser la banda de
Mobius. Para ello necesitard varias tiras de papel, pegamento,
tijeras y un boligrafo, lapiz o rotulador.

Empecemos con algo sencillo: construyan con la primera tira
de papel una banda de Mébius (si desean pueden comprobar
con el boligrafo que tiene una sola cara y un solo borde) y pos-
teriormente corten la banda por el medio, tal como se mues-
tra en la imagen de la pagina siguiente. Un tratamiento mas
completo del tema puede verse en (enlace web tercero), de
donde ha sido extraida la citada imagen.

Un matemadtico susurrd
Que la banda de Mobius tiene una sola cara,
Y que td reirds mucho
Si la cortas por la mitad.
Pues se queda de una pieza al dividirla.

Un matematico llamado Klein
Pensé que la banda de Mobius era divina.

Dijo él: “Si tu pegas
Los bordes de dos,
Obtendrias una extrafna botella como la mia”.
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Al realizar esta operacion se pueden dar cuenta que siguen
teniendo una dnica banda, mas grande y mas delgada. Lo que
pasa es que esta banda ya no es una banda de Mobius (es una
banda de Mobius pero creada con dos giros) pues si lo com-
prueban esta banda tiene dos caras y dos bordes.

Si se repite la operacién obtenemos dos bandas entrelazadas
(ambas del mismo tipo que el anterior, es decir, dos caras y
dos bordes).

Invitamos al lector a que experimente con el resto de tiras las
diversas posibilidades, es decir, qué pasa con una banda con
mads giros, o haciendo mas cortes.

Algunas aplicaciones de la banda de mobius

Realizamos ahora un breve comentario sobre algunas de las
aplicaciones précticas, curiosas en su mayor parte, de la
banda de Mdbius.

En 1923, Lee De Forest obtuvo una patente norteamericana
referente a una pelicula cerrada en forma de banda de Mébius
sobre la cual podia grabarse el sonido por ambas caras, o
mejor dicho, por su tinica cara. Mds recientemente, la misma
idea ha sido aplicada a cintas magnetofénicas, con lo que la
cinta retorcida puede funcionar el doble de tiempo que lo que
duraria otra normal.

Se han otorgado también diversas patentes para cintas trans-
portadoras disenadas en forma de banda de Mobius, a fin de
que sufran igual desgaste por ambos lados. En ese sentido, la
B.E. Goodrich Company, de Estados Unidos, patenta en 1957
su idea de una cinta transportadora de caucho que se usa para
sustancias calientes o abrasivas. Ddndole media vuelta en la
forma de banda de Mobius, esta cinta se desgasta por igual
por su unico lado.
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En 1963, Richard L. Davis, fisico de Sandia Corporation de
Alburquerque, inventé una resistencia desprovista de reac-
tancia, fundada en la banda de Mobius. Adosando finas tiras
metdlicas a las dos caras de la cinta aislante y formando con
ellas una banda de Mobius de triple capa, Davis descubrié
que, al fluir impulsos eléctricos en ambos sentidos en torno a
la banda, ésta adquiria todo tipo de propiedades eléctricas
deseables (revista Time del 25 de septiembre de 1964, y
Electronic Illustrated, noviembre de 1969, pp. 76 y siguientes).

Los artistas graficos también se han valido de esta banda tanto
para fines publicitarios como artisticos. La banda de Mobius
ha tenido también un papel destacado en numerosos cuentos
de ciencia ficcién (vedse Rick Grant, 1949).

También se sabe de mecandgrafos muy rapidos que encon-
trando fastidioso tener que detenerse a meter en la maquina
hojas nuevas en blanco, han optado por utilizar papel en rollo.
Si hubieran usado un largo bucle de retorcido habrian podido
ademads escribir por ambos lados del papel.

Woldor R. Tobler sugirié en cierta ocasion realizar un mapa-
mundi sobre una banda de Mobius, de forma que el borde
coincidiera con los polos y los paralelos y meridianos queda-
ran uniformemente separados. De trazarse adecuadamente se
podria pinchar el mapa por un punto cualquiera y al asomar
la punta por el otro lado senalaria el antipoda esférico.

La banda de Mdbius es también utilizada en las correas de
transmision de los coches, como por ejemplo, en la correa del
ventilador. Con una correa ordinaria sélo se desgastaria la
parte en contacto con las ruedas (la interior), por lo que ésta
se estropearia antes que la parte exterior. Como la banda de
Mobius tiene una sola cara, su recubrimiento dura mas y los
desgarros en la correa son menos frecuentes haciendo que

dure mis. g

Sin embargo, una de las aplicaciones mas curiosas de esta
superficie es la denominada Casa Mobius, un proyecto de
vivienda que representa ciertos aspectos caracteristicos de la
arquitectura de finales del siglo XX. Las notas que siguen
estan sacadas principalmente de un ensayo sobre la arquitec-
tura contempordanea, titulado (Dis)continuidad, de los arqui-
tectos argentinos Gabriel Baril y Ludmila Crippa, publicado
en Julio de 2004 (véase Baril y Crippa).

La denominada casa Mobius es un proyecto de Ben Van
Berkel y Caroline Bos, arquitectos que empezaron a trabajar
juntos en 1988, fundando un estudio 10 afios después, llama-
do UN Studio de Arquitectura (véase Massad y Yeste, 1998).
La casa fue realizada entre los anos 1993 y 1995, y se encuen-
tra ubicada en Het Gooi, zona residencial privilegiada situada
a las afueras de Amsterdam (Holanda), lugar en el que predo-
minan extensas parcelas de terreno en medio de bosques,
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colinas y praderas. El nombre de la casa y su disefio corres-
ponden a la banda Mobius. Ya en el aiio 1963, Maurits
Cornelius Escher (genial autor holandés de dibujos y disefios
sobre temas matematicos, 1898-1972) representaba esta
superficie en uno de sus dibujos, titulado Cinta de Mébius II,
mediante una cadena de hormigas, marchando una tras otra,
sin principio ni fin (el dibujo de la figura, junto a otros simila-
res, pueden extraerse del enlace web primero).

Los clientes que realizaron a Van Berkel y Bos el encargo de
construir esa casa eran una pareja casada que deseaba vivir y
trabajar en la casa en forma separada. Ellos querian habitar el
mismo recinto, pero tener asignadas superficies diferentes e
incluso moverse por rutas distintas por el interior de la casa,
de forma que coincidiesen sélo en ciertos puntos. Su inten-
cién, ademads, no era sélo tener un alojamiento diferente, sino
que el propio edificio planteara una arquitectura innovadora.
Todos estos hechos generaron la necesidad de disefiar una
vivienda con dos espacios de trabajo bien diferenciados y que
ademds rompiese moldes previamente establecidos.

Para construir la casa, Van Berkel comienza por hacer abs-
traccion de estos datos y generar un diagrama transformando
a cada habitante en una linea que representa el recorrido de
cada uno de ellos dentro de la vivienda, en un ciclo de 24
horas de trabajo y de vida. Estas dos lineas se mueven de
forma fluida e independiente y por momentos se cruzan. Esta
fue la principal razén que llevé a los arquitectos a trabajar pri-
mero con dos materiales basicos: el hormigén vy el vidrio, y
después a adoptar el concepto de la banda de Mobius como
representacion del despliegue del tiempo y el movimiento
continuo.

No obstante, para ser fieles a la verdad hay que indicar que
esta idea de asignarle la forma y las propiedades de un cuerpo
geométrico a una construccion arquitecténica no es original
de los dos autores anteriormente mencionados. Ya mucho
tiempo antes esta idea se habia plasmado en realidad. Como
ejemplos de ello pueden ser citados, entre otros, el arquitecto
aleman Ludwig Mies van der Rohe (1886-1969), que constru-
y0 la casa Farnsworth en 1950, en Plano (Illinois, USA), junto
al rio Fox, que se ha convertido en una de las residencias mas
estudiadas (y también mds criticadas) de la arquitectura del
pasado siglo XX; el arquitecto Frank Lloyd Wright (1869—

1939), autor de la denominada casa de la Cascada, construida
entre 1936 y 1939 en Bear Pun (Pennsylvania) y el arquitecto
suizo Le Corbusier (1887-1965), autor de la muy conocida
Ville Savoye.

En la pagina siguiente mostramos diferentes fotos de la casa
de Mobius.

Como aplicaciones finales, y a modo de comentario, indicar
que también la banda de Mébius es utilizada en la moda. Pue-
den destacarse al respecto las prendas en forma de esta banda
que lucen orgullosas la mujeres de las imdgenes.

Biografia de August F. Mobius

Para atender finalmente uno de los objetivos parciales que nos
fijamos a la hora de escribir este articulo, damos a continua-
cién unas breves notas sobre la biografia de Mobius, extraidas
en su mayor parte del enlace web primero.

August Ferdinand Mobius (de ahora en adelante Mabius)
naci6 en Schulpforta (Sajonia, actual Alemania) casi al princi-
pio de la dltima década del siglo XVIII, exactamente el dia 17
de Noviembre de 1790. August fue el tnico hijo del matrimo-
nio, ya que su padre murié muy poco tiempo después, a los
tres afios de su nacimiento.

Mobius fue educado en su propia casa hasta la edad de 13
anos, no asistiendo a la escuela hasta 1803, afio en el que
ingres6 en un colegio de su ciudad, comenzando posterior-
mente sus estudios universitarios en la Universidad de Leipzig
en 1809.
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August Ferdinand Mobius

En 1813 Mobius viajé a Gottingen donde estudié astronomia
bajo la direccién de Karl Friedrich Gauss (1777-1855).
Posteriormente, se trasladé desde Gottingen a Halle, donde
fue dirigido por Johann Pfaff (1765-1825), antiguo profesor
de Gauss. Al respecto, permitasenos referir aqui una anécdo-
ta sobre Gauss y Pfaff, que ilustra convenientemente el presti-
gio que ambos matemdticos han llegado a alcanzar:

En cierta ocasién, al insigne matemadtico francés Pierre
Simén de Laplace (1749—1827) le fue preguntado quién era
en su opinién el mejor matemadtico alemén del cual él habia
tenido referencias. Cuando Laplace contest6 que era Pfaff,
el interlocutor le preguntd, extrafiado: —;Pfaff?, pero, ;y
Gauss? Y Laplace contestd sin vacilar: no, Gauss no. Gauss
es el mejor matematico del mundo.

En 1844 Mobius consiguié una plaza de Profesor de Astrono-
mia a tiempo completo en la Universidad de Leipzig, ciudad
en la que habia estado trabajando en la reconstruccién del
Observatorio, desde 1818 hasta 1821, supervisando todo el
proyecto. Previamente, en 1820, Mobius se habia casado con
Margret, con la que tuvo una hija y dos hijos, aunque ella
murié muy joven, cuando sélo tenfa 40 anos. En 1848 llegé a
ser el Director del Observatorio.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Con referencia a sus descubrimientos cientificos, Mobius
publicé trabajos muy importantes en Matemadticas y Astro-
nomia, casi todos ellos en el Crelle’s Journal, por aquel enton-
ces la primera revista dedicada exclusivamente a articulos
matemadticos. Antes de la aparicion en el universo matemati-
co del problema de los cuatro colores, propuesto por primera
vez por Francis Guthrie a su hermano Frederich en 1852, ya
Mobius habia propuesto en 1840 el siguiente, algo mds ele-
mental:

Habia un rey con 5 hijos. En su testamento establecia que
a su muerte su reino debia ser dividido por sus hijos en 5
regiones de forma que cada una debia tener frontera
comun con cada una de las otras cuatro. ;Podian satisfa-
cerse todos los términos de su testamento?

La respuesta es negativa y facil de demostrar. En una memo-
ria presentada a la Academia y s6lo descubierta después de su
muerte, Mobius discutia las propiedades de las superficies de
una sola cara, incluyendo entre ellas a la “Banda de Mobius’,
que él habia descubierto en 1858. No obstante, parece ser que
Mobius no fue el primero en describir esa figura u objeto
matemadtico que hoy en dia conocemos como la banda de
Mobius, dado que no existe ningun criterio, fecha de publica-
cion o de descubrimiento que preceda al obtenido previa-
mente por el matemdtico inglés Johann Benedict Listing
(1808-1882).

Mobius murié el 26 de Septiembre de 1868, a la edad de 78
afios, en Leipzig. El historiador aleman Moritz Cantor dice de
él que todos los dias, antes de salir a pasear, repetia el acréni-
mo que el propio Mébius llamaba (en alemén) 3S und Gut,
formado por las iniciales de todos aquellos objetos que él no
deseaba olvidar: Schliissel (llaves), Schirm (paraguas), Sack-
tuch (pafiuelo), Geld (dinero), Uhr (reloj) y Taschenbuch (cua-
derno de notas). W
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http://www.mathcurve.com/surfaces/mobius/mobius.shtml (sobre la
banda de M6bius en general).
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Optimizacion usando argumentos graficos

as matemdticas han sido desde siempre fundamental-
mente procedimentales. Por eso, su contribucién a los objeti-
vos generales de bachillerato se centra en su papel de instru-
mento para una comprension, adecuada a la edad del alumno,
del entorno. En consecuencia, es necesario que los alumnos
se convenzan de este papel de las matematicas que constatan
en la préctica la potencia de los modelos matematicos para
interpretar la informacién y tomar decisiones y, al mismo
tiempo, que conozcan las limitaciones de los procedimientos
y mantengan una actitud vigilante ante los posibles errores
que se puedan presentar.

Muchas veces los resultados teéricos obtenidos después de
una optimizacion llevada a cabo para dar respuesta a un pro-
blema matemdtico, pueden distar de las soluciones practicas
utilizadas en la vida real. Es por esto que presentamos la
siguiente préctica y sus sucesivas resoluciones hasta encon-
trar la 6ptima aplicada al entorno inmediato.

La practica consiste en calcular las dimensiones minimas que
ha de tener un ortoedro para que pueda albergar un litro de
volumen. Para encontrar la solucién utilizaremos el progra-
ma informédtico Derive, al mismo tiempo que introduciremos
el concepto de curva de nivel para resolver el problema de
una forma digamos un tanto alejada del método estandar. La
primera solucién nos ofrece un resultado 6ptimo pero dife-
rente de la realidad, por ello reformularemos el problema,
teniendo en cuenta la forma en que se construye y comercia-

liza un tipo determinado de envase en forma de brick. Nos
daremos cuenta que el resultado final no es el que esperdba-
mos y, otra vez, tendremos que replantearnos nuestra hipéte-
sis de partida para resolver el problema. Introduciendo la
relacién durea entre las caras del ortoedro llegaremos a la
solucién digamos comercial.

Esta practica puede ser desarrollada en 2.° de bachillerato y
puede ayudar a conseguir algunos de los objetivos generales
de las matemadticas de bachillerato, como pueden ser:

1.- Buscar diversos procedimientos para la resolucion de
problemas, tendiendo a la optimizacién de los proce-
S0s.

2.- Usar la calculadora y el ordenador de forma habitual y
con soltura, para hacer todas aquellas tareas que los
medios tecnolégicos realizan mejor o de forma mds
rapida y segura, y tener constancia y control de sus
limitaciones.

Jesus Rios Garcés

IES de La Sénia. Tarragona

Universidad Jaume I. Castellon
Francisco José Monserrat Delpalillo
Universidad Jaume I. Castellon
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Para ello vamos a necesitar una serie de conocimientos pre-
vios como el concepto de funcién y de su gréfica, estar fami-
liarizados con los problemas de optimizacién de una variable
y, también, con los lugares geométricos definidos por ecua-
ciones implicitas (recta, plano, circunferencia...). Ademads sera
necesaria la utilizacién del programa informdtico Derive, ya
que nos servird para intuir graficamente las soluciones que
posteriormente tendremos que descartar como soluciones
utiles.

A partir de estos conocimientos y esta practica, se pretende:

1.- Mostrar cémo la matematica ya conocida por el alum-
no puede aplicarse a aspectos inmediatamente identi-
ficables como ttiles y préximos.

2.- Reforzar los conceptos de funcion, grafica y lugar geo-
métrico.

3.- Desarrollar la vision espacial.

4.- Introducir al alumno en problemas de optimizacién de
dos variables, sin necesidad de més herramientas que
una pequefia extension de ciertos conocimientos pre-
vios.

5.- Introducir el concepto de curvas de nivel y su utilidad
para resolver ciertos problemas de matematicas.

6.- Familiarizarse con el programa informatico Derive

El problema sobre el que va a girar todo este articulo es el
siguiente:

PROBLEMA

Calcular las dimensiones de un envase en forma de

brick, de 1 litro de volumen, realizado con la menor
cantidad de cartén posible.
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Este problema se puede enunciar en términos matematicos de
la siguiente forma:

Enunciado 1
Calcular las dimensiones de un ortoedro de 1 litro de volu-
men y con superficie minima.

A partir de aqui definimos la funcién superficie
a(x, 9, z) =2 (xy + xz + yz)
con la condicién z = 1/xy, es decir volumen igual a 1.

Teniendo en cuenta que z = 1/xy, obtenemos que la funcién
objetivo seria:

1 2x*y* +x +
Flay) = atx,y,L)= 2V +24Y)
Xy Xy

Utilizando el programa Derive, introducimos las expresiones
anteriores tal y como se muestran a continuacién:

f1: afx, v, 2) 1= 2-{x'y + x'2 + y-z)

1
fi2: fF{x,. y) == a[x. . —]
x-y
2

.
2-{x -y x t yj

Xy

Si dibujamos la superficie definida por la expresion #3 obte-
nemos:

Derive 5 - [3D 1:1]

IEafecimo e vt £ G

|[pEEs mx 1m0
= B|s|ul@| &f= = ;

Seleccionar Opcones

= z[o [0 [

“l\\\\““"'gilln :
s s 909077

Longiug: 2:2 10

Teniendo en cuenta las capacidades graficas de Derive para
efectuar rotaciones de la superficie anterior, podremos intuir
cual sera la solucion:



Derive 5 - [30 1:1 Trazando la expresion #31 18] %

+]archivo Edtar Inserter Seleccionar Opcones Yentana Ayuda _181x

DEE&E | BX |XF|(~0bs4|(@c—11 X

z

|

Xy

£
Mxbvtvl 11

Sursori 1,04, 7.8 Controi 1,1,5 lLongiug: 232 10

Esta pareceria ser x = 1dm, y = 1 dm, z = 1 dm y, con ello la
superficie minima serd de 6 dm2. Pero, claro estd, no es la
unica manera de encontrar la soluciéon y en absoluto la mas
rigurosa, de todas formas s6lo queremos intuirla para ver que
no nos va a ser til.

Otra manera de constatar graficamente el resultado es
mediante la utilizacién de curvas de nivel:

fi4:  UECTOR{f¢x. y) = k, k., 6. 8, 8.1}
2 2 2 2
4 2-{x -y + x + y) 2-{x -y +x + y) bl
i x-Y ) x-y 18
2 2 2 2
2-{x -y +x +y) 32 2-(x -y +x t )
x-y ik x-y
2 2
2-{x "y +x +y) 34 2-(x 'y +x*+y)
x-y 5 Xy
2 2
2-{x -y +x + ) 36 2-(x -y +x t )
x-y ik x-y
2 2 2
2-{x "y +x +y) 38 2-(x 'y +x*+y)
x-y 5 Xy
2 2
2-{x -y +x +y)
=8
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Recordemos que las curvas de nivel correspondientes a la gra-
fica de una funcién f{x,y) se obtienen representando en el
plano XY las curvas dadas por las funciones implicitas de la
forma f{x,y) = k, siendo k un niumero real que forma parte del
recorrido de la funcién f.

A continuacién buscamos, con la ayuda de Derive, todas las
curvas de nivel para valores de k desde 6 hasta 8 de 0,1 en 0,1.

El resultado es el que se muestra en la parte inferior de esta
pagina, #4 y #5.

Si ahora representamos las curvas de nivel anteriores, obtene-
mos el grafico siguiente:

Harchivo Edtar Insertar Seleccionar Opciones Yentans Ayuda

DSESE B[4 XE |~ F 8|41 e[ b oe|m

=18l
=18l

T Cursors 0.174602, 5161765

Escaar 111

Observando detenidamente las curvas de nivel, parece ser que
la solucién la encontramos en x = 1, y = 1. Para asegurarnos,
calculamos con la ayuda de Derive, las curvas de nivel con una
amplitud menor, es decir, las curvas de nivel para valores de k
desde 6 hasta 6,01 de 0,001 en 0,001 (ver #6 y #7 en la parte
superior de la pagina siguiente).

2 2 2 2
2-{x -y + x + y) XN 2-{x -y + x + y) [ %]
K-y o - x-Y 18 )
2 2 2 2
13 2-{x -y T x + y) 33 2-{x -y t x + y) 67
G Xy ik x-y i@
2 2
(e 2-{x -y + x + y) 2-{x -y +x + y) 1
18~ v i Xy 18
2 2
73 2-{x -y T x + y) 37 2-{x -y t x + y) 15
i@ y ik x-y Gk
2 2
i’ 2-{x -y + x + y) 39 2-{x -y +x + y) 79
18~ Xy 5 ° Xy 18
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#6: VECTOR{f{x. v} = k. k. 6. 6.81,. 8.881)

2 2 2 2 2 2 2 2
2-{x 'y *+ x * y} 2-{x 'y *+ x + y) 1515 2-{x 'y *+ x + y) Jaai 2-{x 'y *+ x + y) 6A83
#?: = 6. = 5 =] . =] .
Xy Xy 1888 Xy Laa Xy 1888
2 2 2 2 2 2 2 2
2-{x 'y *+ x + y) 1581 2-{x 'y *+ x + y) 1281 2-{x 'y *+ x + y) 3aa3 2-{x 'y *+ x + y)
Xy 258 Xy 268 Xy 560 Xy
2 2 2 2 2 2
1515 2-{x 'y *+ x * y} 751 2-{x ‘y + x + y} 145150 2-{x ‘y + x + y} [5H 1
1688 Xy 125 ~ x-y 1608 x-y 168

la representacion grafica seria:

=leixi

Harchivo Editr Insertar Seleccionar Opciones yent:

DEE& B+~ XE|~L £ ¢ o2
v

1.2

B s 04730158, 05362553 Contor 047302, 053624 Eeciai02:02

Gréaficamente obtenemos que, como se intuia, la solucidén es
x =1, y =1y la solucién al problema seria el siguiente cubo.

1dm

1dm

1dm

Pero esta solucién dista bastante de los envases de 1 litro que
se utilizan normalmente para la fabricacién y distribucién de
productos como zumos, leches...

Es por ello que vamos a plantear este mismo problema en tér-
minos, digamos, mas realistas.

Enunciado 2

Calcular las dimensiones de un ortoedro de 1 litro de volu-
men y con superficie minima, teniendo en cuenta la forma en
la que realmente se construye un envase en forma de brick:
mediante el plegado de un rectangulo.

2x+0,08

\l Anchura pestanas: 0,08 dm

Con lo que el brick que tendriamos que calcular tendria las
siguientes dimensiones

A continuacién, procedemos de manera analoga a la del pri-
mer enunciado, utilizando Derive y las funciones a(x, y, z) y

S, ).

#1: afx, y, 2y :={2-y + =z + 2-0.88)-(4-x + 4-y + J-8.88)

1
#2: flx, vy == a|x, uy. ]
4-x-y + B.16-y

2
(58-% + 50-y + 3)-{200-x-y-{25-y + 2) + 200-y

+ 16-y + 625)

1258 -y-(25-x + 1)



Dibujamos la superficie que

anterior.

Derive 5-[3D 1:1]

[F]archive Editar Insertar Seleccionar Opciones Ventana Ayuda

DEEHE BX XB|(~0bd# ac—11 %

z

Al

x Y

Minimo

Masimo

Escala

viene dada por la expresion #3

g

z[o

Cancelar

Restablecer

T

LL
PR
S e e
! iy s s
727

Pulor i pora v 2 Ay Gotor05, 05, 10 gt 11720

Y tratamos de intuir mediante diversas rotaciones de la grafi-
ca anterior cual seria la solucién:

-181x
(7] archivo Edtar Insertar Seleccionar Qpciones Ventana Ayuda =181
DEEE bX[LE|[veD s s|@c—1 1 (x|

2

XY

Cursori 05, 03, 7,923 Centro: 05, 05, 10 ongud: 1:1:20
]
Derive 5 - [3D 1:1 Trazando la expresion #3] RS
[F]archive Editar Insertar Seleccionar Opciones Ventana Ayuda —18x
DEHE BX |[XE[~0D s+ @11 2
2
\*x
v
“ T
b
“t
1Ll v
- = E
0
y
0
1
Cursor: 055, 0.3, 7.9076. Centr0105, 05, 10 ongiud: 171120

La solucién pareceria ser x = 0,55 dm, ¥ = 0,3 dm y a partir de aqui
obtenemos que f(0'55, 0'3) = 7,9076 dm y que z=1,4124 dm.
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El ortoedro solucién seria:

1,4124 dm

1,18 dm

Solucién, que por otra parte tampoco se adapta a la realidad.

Es por ello, que el tercer enunciado del problema viene a
resolver este problema, ya que en los dos enunciados anterio-
res se pasaba por alto el hecho de que una de las caras del
brick es un rectdngulo dureo. Recordemos que la construc-
cién de un rectangulo aureo puede ser explicada con el grafi-
co siguiente:

7~
. ~‘
‘ -~
A .
3 A
. A )
AY z
’ N R. dureo
:' M
] A
3 1
J
o Y
A B C A C
7~
. ~~
‘ -
A .
Y .
. A}
\Y
z©ol2
’ A
] A
. )
J
o Y
1 1 1+\5 2

Enunciado 3

Calcular las dimensiones de un brick de 1 litro de volumen de
manera que una de sus caras es un rectangulo dureo y la
superficie del rectangulo obtenido al desplegarlo sea minima.

Veamos si la solucién obtenida se aproxima maés a la solucion
estandar. Para ello procedemos exactamente igual que en las
soluciones de los dos enunciados precedentes, utilizando
Derive:
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#1: afx, y, 2) :=(2-y +z + 2-0.88)-(4-x + 4-y + 3-0.68)

1
#2: I ————————
d-x-yp + B.16-y
1+ J5
#3: P Iz —m—
2
2
f#h4: E—————
2-x + B.88
1 =2
#5: SOLVE| |z = 5 =rl. [v. z]
4-x-y + B.16-y 2-x + B.08
625-(J5 - 1) (5 + 1)-(25-x + 1)
y = am = Ay (25-x + 1) # 8
6= 2 25
16-(25-» + 1)
625-(J5 - 1) {5 + 1)-€25-x + 1)
g{x) == a|x. -
#7: 2 25
16 -{25-x + 1)
3 2 3 2 o~
- J5-(2500008 -x + 35008-x + 16@0-x + 15625-y5 — 156081)- (25000 -J5-x -(J5 + 1) + 1000-J5-x (3-J5 + 7) + 48-J5-x- (7
H ” =
290888 -(25-x + 1) -~
3-J5 + 11) - 3117-J5% + 15633)
d
He: T
dx
3 2 3 2 B
J5-(250000-x + 35000-x + 1600-x + 15625-J0 — 15601)-(25000-J5-x -(J5 + 1) + 1088-J5-x -(3-J5 + 7} + 48-J0 -x"
4 o
28888 - {25 -x + 1} o~
-{3-45 + 11} — 3117-J5 + 15633}
] 5 4 3 0
- 7812500000 -x -(J5 + 1) + 78125000-x -(25-45 + 33) + 15625008-x -(13-J5 + 21) - 15625@-x -(3853-J5 + 2987) + 1257
H z o
188-{25-x + 1} o~
2
88-J5-x -{637-J5 — 12472} + 58-x-{18%651 - 283882 -Jo) + 2439253165 4% — V32296771
] 5 4 3 0
- 7812500000 -x -(J5 + 1) + 78125000-x -(25-45 + 33) + 15625008-x -(13-J5 + 21) - 15625@-x -(3853-J5 + 2987) + 1257
H z o
188-{25-x + 1} o~

2
8a-J5-x -(637 -5

12472) + 58-x-(182651 - 283007 -J5) + 243953165 -J5 — 732296771

6 5 4 3 o
7812500000 -x -(J5 + 1) + 78125008-x -(25-J5 + 33) + 15625008-x -{13-45 + 21) — 156258-x -(3053-J5 + 2989~
=

188-(25 -x + 1)

#12: NSOLUE

2
} + 12588-J5-x -(637-Jb — 12472) + 58-x-(10%651 — 283887 -J5) + 243953165-J5 - 732296771

= B, %, Real

#13: x = B.4577420435
625-(J5 — 1)

#14: 2
16-¢25-x + 1)
#15: vy = 8.3118270023
(V5 + 1)-(25-x + 1)
#H6: =z -
25
#17: z = 1.618727088

#18: g(B.4577420435)
#19: . 945217754



Gréficamente podriamos visualizar la solucién, representan-

do la expresién #8 y obtendriamos:

Derive 5-[2D 1:1]

=] s

or Insertar eleccionar Qpoiones Yentana Ayuda

DEEE (8|~ XE vl F #0141 ]m]

r\

-4

Goror 04960517, 8.197059 oo 040413, 25588 o052

Por lo tanto la solucién serfa x = 0,4577 dm, y = 0,3118 dm,

z=1,6107 dm.
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E

3
LB

T B = T

NOTAS

El resultado obtenido es el que mas se asemeja al utilizado en
la fabricacién de los primeros envases de bricks caracteriza-

dos por la proporcién durea en sus caras.

i En el problema propuesto se utilizan funciones de dos variables,
las cuales no son el prototipo de las funciones que se manejan en
matemdticas de 2° de bachillerato. Sin embargo, si aparecen en

fisica o quimica, o en ampliacién de matemadticas de 2° de bachi-
llerato.

;Qué es? El tetra-brick estd compuesto
por un emparedado de ldminas

muy finas de materiales:

* Pldstico (polietileno)

* Carton

* Pldstico (polietileno)

* Aluminio

* Pldstico (polietileno)

La union de todos ellos hace de este
envase un buen colaborador a la hora de
conservar sustancias delicadas.
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Aritmética en la Antologia palatina (11)

roblema 11: La corona

En la Antologia Palatina es el 49.

Una corona me hards,

de oro y de bronce,

de estano y de resistente hierro.

Sesenta minas el peso ha de ser.

El oro y el bronce los dos tercios deben hacer;

el estafio con el oro, las tres cuartas partes deben ser;

Y el oro con el hierro tres quintas hardn.

Dime entonces cudnto oro y cudnto bronce aleados pondras.
Di también con cudnto estano,

y con cuanto hierro mi corona acabaras.

Contexto histérico y mitolégico

Las aleaciones para cambiar las propiedades de los metales
son usadas desde la edad del bronce. En la época clésica grie-
ga ya es general el uso del hierro, que precisamente hace su
primera aparicién en Anatolia en el segundo milenio antes de
nuestra era.

Las aleaciones para joyas también eran corrientes, en especial
el oro necesita endurecerse. ;Pero donde acaba la necesidad y
empieza el fraude?

El problema de conocer la composicién una vez aleados los
metales era complejo. Su resolucidn nos lleva a una de las mas

celebres anécdotas de la historia de la ciencia: Arquimedes
corriendo desnudo gritando eureka (jlo encontré ;). El princi-
pal sabio de la antigiiedad encontrd la respuesta baiidandose al
ver como se derramaba el agua.

Solucién: El peso de oro serd 61/2 minas, 19/2 minas de bron-
ce, 29/2 de estaiio y 11/2 minas de hierro.

Problema 12: La fundicion

En la Antologia Palatina es el 50.

Orfebre, después del tercio, pon también un cuarto de esta copa,
jantalos y afiadeles la doceava,

Arréjalo todo a la retorta y somételo al fuego.

Una mina tiene el lingote.

Contexto histérico y mitolégico
Como el anterior. Los productos de metal requerian dominio
de técnicas que hacian de los herreros unas figuras significa-

Angel Requena Fraile
IES Enrique Nieto
Melilla



tivas en el mundo antiguo. Prometeo roba el fuego de Zeus
para los mortales. El herrero le sacara todo el partido.

Solucidén: La copa pesaba 3/2 minas.

Problema 13: Tres estatuas

En la Antologia Palatina es el 51.

—Yo contengo al siguiente mds un tercio del tercero.
—Yo valgo el siguiente mds un tercio del primero.
—Diez minas mds un tercio del segundo valgo Yo.

Contexto histdrico y mitolégico
Planteados como adivinanza eran populares para los retos y
concursos.

Solucién: El primero pesa 45 minas, el segundo 75/2, y el ter-
cero 45/2 minas.

Problema 14: Las nueces

En la Antologia Palatina es el 116 y en la coleccién de Metro-
doro el 2.

¢Por qué pelearme madre por culpa de unas nueces?

Unas chicas muy bonitas se las han repartido todas.

Dos séptimos Melisa me ha cogido.

Un doceavo se llevo Titania...

Astioque vy Filina (a las que tanto gusta jugar) un tercio y un sexto.
Tetis me ha robado veinte nueces, y Tisbe doce.

Glauca se reia de su gran fuerza por tener once en las manos.
iSolo una me han dejado!

Contexto histdrico y mitolégico

Los nombres se corresponden con diosas menores como las
nereidas (hijas de Nereo, dios del mar, y de Doris, hija de
Océano). En particular, Tetis fue la madre de Aquiles.

Tisbe es una heroina de Babilonia que protagoniza con su
enamorado Piramo una bella historia. Piramo que encuentra
un velo manchado de sangre, piensa que Tisbe ha sido devo-
rada y pone fin a su vida, y Tisbe al descubrirlo, también se
mata. La tragica historia de los amantes servira a Shakespeare
casi de tel6n bufo a su méagica comedia Suerio de una noche de
verano.

Solucién: Tenia 336 nueces.
Problema 15: Las manzanas
En la Antologia Palatina es el 117 y en la de Metrodoro es el 3.

Di, mi nino, ;dénde estan tus manzanas?

Ino el doble del sexto cogid. Y Sémele, un octavo.
Autonoé me ha quitado un cuarto.

De mi seno, Agave tomé un quinto, y huyé.

Pude guardar diez manzanas para ti.

iPor la querida Afrodita, que solo para mi

ha quedado una tnica!

Contexto histdrico y mitolégico

Las protagonistas son las hijas de Cadmo, el mitolégico rey
de Tebas. Sémele tiene hechizado con su belleza al siempre
facil Zeus y hasta logra verle el verdadero rostro, por lo que
muere calcinada. Para que Dionisios, el hijo de Sémele y
Zeus, sobreviva, el rey del Olimpo se tiene que hacer un
utero en el muslo.

Solucién: 120 manzanas.



Problema 16: Mas reparto de manzanas

En la Antologia Palatina es el 118 y en la de Metrodoro es el 4.

Un dia Mirto fue a recoger manzanas,

y con sus amigas las repartio.

Ofrecié primero una quinta parte a Crisis,

y un cuarto a Hero.

Mais tarde, Famata recibi6 un diecinueveavo,
Cleopatra una parte sobre diez,

y Parténope hereda un veinteavo.

Doce manzanas recibe Evadne, y no mas.
Ciento veinte del total para ella quedaron.

Contexto histdrico y mitolégico

Una vez mds las protagonistas son diosas menores, las ninfas,
abundantisimas, estaban asociadas a la fertilidad, las aguas,
los bosques, el crecimiento, etc.

Solucién: 380 manzanas.

Problema 17: Mas chicas con manzanas

En la Antologia Palatina es el 119 y en la de Metrodoro es el 6.

Ino y Sémele repartieron sus manzanas un dia

con doce doncellas amigas que se lo pedian.
Sémele dio a unas un nimero par,

mientras a otras su hermana solo reparti6 impares.
Ino tenfa mas manzanas y entregd tres séptimos
de su lote a tres de sus companeras, en tanto

otras dos recibieron un quinto entre ambas.
Astinomé le cogi6 once manzanas,

iy después de eso se quedd solo con dos
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para llevar a las hermanas pequenas!
Sémele di6 dos cuartos a cuatro doncellas;
una quinta un sexto consiguio;

Euricoré recibié cuatro manzanas,

y Sémele encantada quedd con otras cuatro.

Contexto histdrico y mitolégico
El mismo de los anteriores epigramas.

Solucién: Ino tenfa 35 manzanas y Sémele solo 24.

El enunciado farragoso puede inducir complejidad, pero son
dos ejercicios distintos. El dato de par o impar es de mera
verificacion.

Problema 18: La noguera desposeida

En la Antologia Palatina es el 120 y en la de Metrodoro es el 7.

Este nogal tiene pesada carga de nueces,

iy qué pronto la ha perdido!

Escucha lo que el arbol cuenta:

Parténope me ha despojado de un quinto,

Filina cargé con un octavo de las nueces,

Aganipé un cuarto y Oritia estd feliz con un séptimo.
Eurinomé ha recolectado el sexto de las nueces.

Las tres Gracias se han repartido ciento seis,

y las Musas nueve veces nueve lograron.

Siete en lejanas ramas me dejaron.

Contexto histdrico y mitolégico
Las Gracias, las Musas y las Ninfas nos vuelven a aparecer.

Solucién: 1680 nueces tenia el nogal.

Problema 19: De Cadiz a Roma

En la Antologia Palatina es el 121 y en la de Metrodoro es el 8.

Salimos de Gades hacia la ciudad con siete colinas.

Un sexto del trayecto nos llevé al borde del Betis

que mueve sus ondas. Otro quinto conduce al pais Foceo
de Pilade en Taurica, la tierra de los bueyes,

de ahi el nombre. Desde alli a los abruptos

Pirineos un octavo mas el doceavo de un décimo.
Entre los Pirineos y los Alpes de frente altiva

un cuarto hicimos. Un doceavo, y llegamos a Ausonia,
en el Eridan moteado de dambar.

iAlegria! He cubierto aun dos millares y cinco centenas
iTarpeya real, para verte!
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Contexto histdrico y mitolégico
Las distancias no se corresponden porque se esta escribiendo
desde el otro lado del Mediterréneo.

La primera etapa es el Guadalquivir (Betis), la segunda puede
ser Ampurias (hija de Foceo), la tercera los Pirineos, la cuarta
los Alpes, la quinta el rio Po (Eridan es el Po, y Ausonia es
Italia) y por fin la anhelada Roma.

El estadio mide entre 170 y 190 metros, y se corresponde con
las medidas de los estadios.

Solucién: La distancia Cadiz-Roma es 15000 estadios (unos
2700 Km). La distancia total no es muy desajustada, no son
tan exactas las distintas etapas.

Portulano trazado por Guillaume Brouscon, 1543

Problema 20: Mala fortuna

En la Antologia Palatina es el 122 y en la de Metrodoro es el 9.

Justicia de ojo claro, para solo mirarte,

tus santos velos he mancillado.

Todopoderoso es el oro, jy no me queda nada!
A mis amigos fueron cuatro decenas de talentos
que habian sido mios. jPerdidos!

iLa suerte me fue contraria!

La mitad, el sexto y el octavo de ese oro

ya los veo —jironia del destino!-

en manos de mi enemigo.

Contexto histdrico y mitolégico

No sabemos si la fortuna adversa es la rueda de la vida o el
juego. Si es este ultimo no deja de ser fuente inagotable para
las matematicas.

El talento equivale a 60 minas y se conserva como moneda
durante la Edad Media.

Solucidn: El capital del desafortunado antes de su desgracia
fue de 960 talentos. Su enemigo se ha quedado con 920.

Problema 21: Ultimos deseos

En la Antologia Palatina es el 123 y en la de Metrodoro es el 10.

Tu, hijo mio, cogeras el quinto de mis bienes;

tu, mi querida esposa, el doceavo.

Y vosotros, los cuatro ninos de mi desaparecido hijo,
vosotros mis dos hermanos, tu mi tan afligida madre,
todos y cada uno tendréis un onceavo de herencia.
Primos, vosotros tomad doce talentos.

Y para mi amigo Euboleo, es mi deseo

que él posea cinco talentos.

A mis devotos esclavos doy recompensa y libertad;
los siguientes dones seran el precio de su fiel servicio:
Onesimos recibira veinticinco minas, veinte Daos,

y cincuenta Siros, diez Sineté, y ocho Tibios.

Doy a Sinetos, hijo de Siros, siete minas.

Para mi tumba y funeral tomad treinta talentos,

y el divino Zeus recibird un sacrificio.

Pondréis dos dobles talentos para la hoguera, harinas y vendas:
los honores vanos a rendir a mi cuerpo.

Contexto histdrico y mitolégico

Repartir herencias ha sido una actividad de cierta importan-
cia para el sostenimiento de algunos matemdticos, como
hacer horéscopos para otros. En especial los aritméticos
musulmanes tienen tratados para el reparto de herencias
segun el Coran.

Este ejercicio tiene curiosidad socioldgica: relaciones familia-
res y sociedad esclavista.

Es curioso que el amigo que hereda se llame Eubuleo, el que
da buenos consejos.

Solucién: Se reparten 660 talentos, recuérdese que un talento
son 60 minas.

Problema 22: El hijo de la vida

En la Antologia Palatina es el 124y en la de Metrodoro es el 11.

La Luna, el Sol, los caprichosos Astros del Zodiaco,
los que giran en tu nacimiento,
te han hilado este destino: un sexto de tu tiempo,



huérfano vivirds cerca de una madre querida;

un octavo, serviras oprimido en casa del enemigo;

los dioses te concederan la libertad, una mujer, y pronto
un hijo bien amado, que llenardn un tercio de tus dias.
Después las flechas escitas abatirdn a tus seres queridos.
Tras haber vertido sobre ellos amargas ldgrimas,

veras al cabo de veintisiete afios la terminacién de tu vida.

Contexto historico y mitologico

La astrologia occidental proviene de Mesopotamia, pasando
por el filtro griego. Fue el propio Ptolomeo quien redacta el
manual mas usado, el Tetrabiblos. Durante buena parte de
tiempo el término matemdtico y astrélogo han sido equiva-
lentes. La celebre condena de San Agustin es en realidad un
anatema contra la astrologia.

Solucién: Vivira 72 afos.

El rio Aqueronte o Aquerdn estd situado en
el Epiro, regién noroccidental de Grecia

Problema 23: El Pantedn

En la Antologia Palatina es el 125 y en la de Metrodoro es el 12.

Soy el panteén que alberga a los hijos

tan echados de menos de Filina.

Aqui estén los frutos que en vano

salieron de sus entrafias: un quinto son varones,
un tercio chicas, mas tres jovenes esposas

que Filina me ha confiado.

Y los otros cuatro cayeron en el Aqueronte

sin gozar del Sol y de la voz.

Contexto historico y mitologico

Aqueronte fue hijo del Sol y de la Tierra. Como proporcioné
agua a los titanes, Zeus le convierte en el rio del Infierno (ha-
des). Pasar el Aqueronte era perder la vida.

Solucién: La tumba alberga 15 hijos.
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Problema 24: La edad de Diofanto

En la Antologia Palatina es el 126 y en la de Metrodoro es el 13.

Esta es la tumba que guarda

las cenizas de Diofanto.

Es verdaderamente maravillosa

porque, gracias a un artificio aritmético,
descubre toda su existencia.

Dios le permitié ser nifio

durante un sexto de su vida;

luego de un doceavo la barba poblé sus mejillas;
después de un séptimo prendié en él

la llama del matrimonio, del que tuvo un hijo

a los cinco anos; pero ese desgraciado nifo,
apasionadamente amado, murié apenas llegaba
a la mitad de la existencia de su padre.

Cuatro aftos mds vivié Diofanto

engafiando su pena con investigaciones

sobre la ciencia de los nimeros.

Contexto histérico y mitologico

El ejercicio mas conocido de toda la antologia. Quizas porque
ofrece datos de un matemdtico enigmadtico. No podemos
situarle, es un caso raro. Su obra recoge la tradiciéon babiléni-
ca con metodologia griega. La matematica arabe seguird esa
estela y Descartes cambiara definitivamente la jerarquia: la
geometria pasara a segundo plano.

En los mérgenes de la Aritmética de Diofanto escribi6é Fermat
su conjetura, hoy teorema puesto que ya ha sido totalmente
demostrado.

Solucidén: Diofanto segin esta fantasia vivié 84 aios.

Problema 25: La vida de Democares

En la Antologia Palatina es el 127 y en la de Metrodoro es el 14.

Democares pasé nifio

el primer cuarto de los afios de su vida;

un quinto fue joven

y el tercio hecho hombre.

Y el pelo blanco pobl6 sus sienes

cuando le quedaban trece anos de senectud.

Contexto histérico y mitologico
En el Asno de Oro de Apuleyo aparece un Democares, pero
no hay nada relevante.

Solucién: Democares vivié 60 anos.
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Problema 26: Hermano estafado

En la Antologia Palatina es el 128 y en la de Metrodoro es el
15.

iCémo violé mis derechos este hermano desleal
al repartir los cinco talentos de nuestro padre!
Un quinto de los siete onceavos de su parte,
ese es mi lote. Por ello sufro.

iOh Zeus, qué bien duermes!

Contexto histdrico y mitolégico
Problema cldsico de fracciones para el reparto de una heren-
cia entre hermanos.

La ira de Polifemo,
Annibale Caracci.
Palacio Farnese

Solucién: Tiene motivos para lamentarse. Su hermano se lleva
55/62 y el solo 7/62 de los cinco talentos.

Problema 27: La travesia

En la Antologia Palatina es el 129 y en la de Metrodoro es el 16.

Sobre el navio que rompe la llanura Adriatica,
pregunta el piloto: ;Cudnto nos queda de navegar?
Marinero —contesta el hombre— entre el cabo Krio,
en Creta, y Pelarén, en Sicilia, hay seis mil estadios.
Debemos hacer dos veces los dos quintos

del camino ya recorrido para desembarcar en Sicilia.



Contexto histdrico y mitoldégico

La cultura griega de la polis mas desarrollada como Atenas
tenia base comercial; la unificacién macedonica y después
romana mantuvieron una economia global de todo el Medite-
rraneo. La Odisea es la muestra mas espectacular de la voca-
cién marinera pero también de los peligros.

Los cabos son reales. El cabo Pelaron hoy se llama Faro.

Solucién: Faltan 24000 estadios. Como el estadio son unos
180 m, el recorrido pendiente son 4320 Km.

Problema 28: Las cuatro fuentes

En la Antologia Palatina es el 130 y en la de Metrodoro es el 17.

Cuatro fuentes alimentan el estanque.

Una en un dia lo llena, otra en dos, otra en tres,
y la cuarta en cuatro dias.

¢Cudnto les llevara a todas juntas?

Contexto historico y mitologico
Clasico de grifos. Se inicia asi toda una serie de ejercicios simi-
lares a este.

Solucién: Las cuatro fuentes llenan el estanque en 12/25 de
dia.

Problema 29: La fuente caudalosa

En la Antologia Palatina es el 131 y en la de Metrodoro es el 18.

Abreme, lleno el estanque que aqui hay,

yo la caudalosa fuente, en cuatro horas.

Mi hermana derecha se retrasa

esas mismas horas sobre mi para colmarlo.

El tercer manantial se retrasa el doble.

Haz correr todas las corrientes

y verds qué delgada fraccion del dia nos bastara.

Contexto historico y mitologico
Otro problema de grifos, y como en toda la serie hay que
hacer uso de la proporcionalidad inversa.

Solucién: Las tres fuentes completan en 2/11 de dia.

Problema 30: Polifemo

En la Antologia Palatina es el 132y en la de Metrodoro es el 20.
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Es un ciclope, si, es Polifemo en bronce.

iQué bien se han ajustado su boca, su tnico ojo,

y su mano a tres conductos!

Realmente se dirfa que de alli manan.

Y se ve brotar la onda de su boca.

Todas esas fuentes tienen el caudal regulado:

si la mano mana sola, tres dias necesita

para el estanque colmar; el ojo, un solo dia,

y la boca tarda los dos quintos de un dia.

Decid qué tiempo tomaran los tres chorros unidos.

Contexto historico y mitologico

Los ciclopes son gigantes de un solo ojo. El mas célebre fue
Polifemo, hijo de Neptuno y una ninfa. Polifemo devor¢ a seis
marineros de Ulises, antes de que Odiseo lo embriague y le
ciegue. El ingenio de héroe de Itaca que se hace llamar Nadie
le permite escapar (Ha sido Nadie)

Solucidn: Se necesitaran 6/23 de dia para llenar.

Los borrachos o el triunfo de Baco. Veldzquez.
Museo del Prado

Problema 31: Tres dioses rio

En la Antologia Palatina es el 133 y en la de Metrodoro es el 21.

iOh mezcla exquisita la que tres dioses vierten

en este crater: el bienhechor Bromio y sus dos rios.
Pero el caudal de sus aguas no es igual.

Manando solo, el Nilo llena la sima en un dia,

tan abundante emergen de sus senos los fluidos.

El Tirso de Baco en tres dias lo llena

del vino que alli se produce.

Y Aqueloo, tu cuerno tarda dos dias.

Pero si unis vuestros esfuerzos

en muy pocas horas lo colmaréis.
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Contexto histdrico y mitolégico

Bromio es un sobrenombre de Baco, el Dionisios griego. No
solo Baco es el dios del vino, si no que es la fuente vivificado-
ra y fertilizadora. Para Euripedes, Bromio es el dios del placer
y el optimismo.

Aqueloo es el dios pluvial mas importante del pantedn griego.
Hijo de Océano; luchd contra Hércules que le arranca un
cuerno, y de alli manara el agua que fertiliza las tierras.
Aqueloo es el padre de las sirenas.

Tirso es la rama con hiedra que hace de cetro a Baco. Las
bacantes usaban el tirso.

Solucién: El crater lo llenan en 6/11 de dia, es decir en 13+1/11
horas de las horas actuales, en el mundo grecorromano las
horas eran cambiantes.

Estacién de Canfranc. Foto propiedad de www.pasarlascanutas.com

Problema 32: El hilado

En la Antologia Palatina es el 134y en la de Metrodoro es el 22.

iMujer que olvidas tu miseria!

iEstd aqui, siempre amenazante, armada

del aguijén del trabajo!

Hilabas en un dia ordinario una mina de lana;

y la mayor de tus hijas sacaba de su rueca

un tercio mds que ta.

La mds joven aportaba la mitad de una mina.

Y esta noche, aqui estas, preparando la cena

después de haber pesado una sola mina entre las tres.

Contexto histdrico y mitolégico

A los ejercicios de fuentes le sigue su equivalente: trabajos en
solitario o en comdn. En este caso el hilado doméstico sugie-
re una produccion para el mercado.

Solucidn: Solo han trabajado 2/5 de dia.

Problema 33: Tres amores fuente

En la Antologia Palatina es el 135y en la de Metrodoro es el 23.

Somos tres amores, y aqui nos han colocado

para verter el agua requerida sobre la bonita banera.
Yo a la derecha, con el extremo de mis alas
necesitaria el sexto de un dia para rellenarla.

El de la izquierda, con su anfora, en cuatro horas.

Y este del medio, con su arco, en una jornada

la medio completa.

Decid qué corto tiempo nos llevara

juntos arco, alas y anfora.

Contexto histérico y mitolégico
Los amores ya aparecieron en el tercer epigrama.

Solucidn: Llenardn en 2/19 de dia.

Problema 34: Levantar una casa

En la Antologia Palatina es el 136 y en la de Metrodoro es el 24.

Tengo prisa por ver esta casa en pie.

Hoy amaneci6 sin nubes

y no me faltan muchos ladrillos:

con trescientos mds, todo lo necesario tendria.

Ladrillero, esa cifra la haces td en un solo dia;

tu hijo ha fabricado doscientos cuando la jornada termina,
y tu yerno hace el mismo niimero mads cincuenta.

Si hago mi pedido a los tres. ;Cudnto necesitaréis?

Contexto histdrico y mitoldgico
Continua la proporcionalidad inversa, en la que se usa el tra-
bajo o el caudal por unidad de tiempo.

Solucién: Tardaron 2/5 de dia.

Problema 35: Banquete de tragico final

En la Antologia Palatina es el 137 y en la de Metrodoro es el
25.



Algunas lagrimas de piedad, paseante,

por los desgraciados convidados de Antioco:
la casa nos mat6 al hundirse.

La sala de banquetes fue convertida

por el cielo en nuestras tumbas.

Alli dormiamos cuatro de Tegea,

doce de Mesenia y once venian de Argos.
Media mesa era de la misma Esparta,

mds el anfitrién Antioco.

Uno sobre veinticinco era de Atenas,

y Corintio llora un tnico muerto, a ti Hilas.

Contexto histdrico y mitolégico

Los Antiocos mds celebres son la dinastia seléucida fundada
por uno de los generales de Alejandro y que gobernaron Siria
hasta la conquista romana. Aunque tuvieron muertes tragicas
no parece tratarse de alguno de ellos.

Solucién: Los desgraciados que mueren en el derrumbamien-
to eran 50.

Problema 36: Las cinco amigas de Nicoreta

En la Antologia Palatina es el 138 y en la de Metrodoro es el 26.

Nicoreta juega con cinco amigas:

de las nueces que posee da el tercio a Cleisa,
a Safo el cuarto, y el quinto a Aristodica.
También da el veinteavo a Teano,

mds el doceavo. A Filina le ofrece

el veinticuatroavo. Y para si

han quedado cincuenta nueces.
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Contexto histdrico y mitolégico

De las jévenes descritas, destaca el nombre de Safo, pues su
homoénima de Lesbos (siglo V a.C.) estd en el origen (con
Alfeo) de la poesia lirica griega.

Solucién: Nicoreta poseia 1200 nueces.

Problema 37: Avance solar

En la Antologia Palatina es el 139 y en la de Metrodoro es el 27.

Dime Diodoro, ti, sabio de la gnémica,

la hora sobre el celeste orbe

a la que la rueda de oro del Sol

ha llegado, viniendo de oriente.

—Del trayecto hecho multiplica tres quintos
por cuatro: obtendras lo que todavia

le queda por recorrer hasta el mar occidental.

Contexto histdrico y mitolégico

Gndmica o nomonica es el arte de construir relojes solares. El
gnomon es el palo o lamina triangular cuya sombra marcara
la hora.

Si Diodoro fuera un personaje real podria ser el citado por
Pappus en su coleccion.

Solucién: Ha transcurrido 5/17 de dia.

Japiter Tonante (equivalente roma-
no de Zeus). Museo del Prado
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Problema 38: Zeus nos roba la luz de Selene
En la Antologia Palatina es el 140 y en la de Metrodoro es el 29.

Asi, Zeus feliz, disfrutas con juegos

que son pasatiempo en Tesalia de las mujeres:

robar a los mortales la luz de Selene.

Lo he visto con ojos propios:

de la carrera de la noche, antes del despunte del alba,
quedaban dos veces los dos sextos y dos veces

el séptimo de lo que de noche fue pasada.

Contexto historico y mitologico

Selene es la divinidad astral identificada con la Luna; el equi-
valente egipcio (Isis) compitié con fuerza con el cristianismo
en sus primeros siglos.

La animadversiéon de Zeus por los mortales se remonta a la
primera de las acciones de Prometeo, cudndo lo que ofrecie-
ron a los dioses fueron los huesos de las reses en lugar de la
carne.

Solucién: Zeus ha robado 20/41 de Selene.

Detalle del techo de la sala del zodiaco del palacio Ducal
de Mantua. Lorenzo Costa

Problema 39: Astrologia

En la Antologia Palatina es el 141 y en la de Metrodoro es el 30.

De las estrellas dime el curso,

y el de los planetas de ayer,

cuando mi esposa trajo nuestro hijo al mundo.

El dia, hasta su ocaso, tenia seis veces todavia

los dos séptimos del camino recorrido desde el alba.

Contexto historico y mitologico
Otro ejercicio astrolégico.

Solucién: Ha transcurrido 7/19 del dia.

yright Museo del Prado

Las hilanderas o La fdbula de Aracne. Veldzquez.
Museo del Prado

Problema 40: Las hilanderas

En la Antologia Palatina es el 142 y en la de Metrodoro es el 32.

iLevantaos hilanderas que pasa el dia!
Un quinto de los tres octavos del resto ya ha huido.

Contexto historico y mitologico

Un trabalenguas, muy habitual en la ensefianza tradicional,
donde lingiiistica, 16gica y matemdticas ponian dificultades en
problemas sencillos.

Solucién: Ha huido 3/43 de dia.

Problema 41: Hermano justo

En la Antologia Palatina es el 143 y en la de Metrodoro es el 33.

La Sirte y su profunda sima han visto a mi padre morir.
Del viaje por mar mi hermano con cinco talentos volvid.



iHermano incomparable! Me ha dado el doble

de los dos tercios que para él guardé.

A mi madre ha donado dos octavos de nuestra parte:
ila sagrada justicia no ha sido violada!

Contexto histérico y mitolégico

Sirte es el golfo de Gabes, ubicado en la costa este de Tdnez.
La peligrosidad del mar y sus furias estan presentes en los epi-
gramas.

Solucién: La madre se queda con un talento, el hermano justo
con 1+5/7 y el narrador obtiene 2+2/7 talentos.

Problema 42: Atlantes

En la Antologia Palatina es el 144 y en la de Metrodoro es el
36.

—Con el pedestal sobre el que reposo

juntos alcanzamos un peso respetable.

—DPues bien, mi base y yo alcanzamos

el mismo ntimero de talentos.

—Yo peso, solo, dos veces mas que tu pedestal.
—Y yo, solo también, tres veces tu pedestal.
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Contexto histdrico y mitoldégico
Otro didlogo en clave para averiguar el peso de dos estatuas y
sus pedestales.

Solucidén: Sistema diofantico (homogéneo indeterminado).
Cuatro incégnitas y solo tres condiciones. Las estatuas pesan
4y 3 talentos, y sus respectivos pedestales 1y 2. Los multiplos
de estos numeros son las infinitas soluciones.

Problema 43: El intercambio

En la Antologia Palatina es el 145 y en la de Metrodoro es el 38.

—Pédsame entonces diez minas

y seré tres veces mas pesado que tu.
—Pésame otro tanto

y yo seré hasta cinco como tu.

Contexto histdrico y mitolégico

Estos ejercicios con dos incégnitas son curiosos, como el de
los pajarillos del cuento de Las mil y una noches que sirve a la
esclava Simpatia para vencer a los sabios de Bagdad.

Solucién: Uno 110/7 minas y el otro 130/7.

Golfo de Gabes. Ttnez
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Problema 44: Otro pasame
En la Antologia Palatina es el 146 y en la de Metrodoro es el 39.

—Pédsame entonces dos minas

y seré dos veces mas pesado que tu.
—Pésame otro tanto

y yo seré hasta cuatro como ta.

Contexto historico y mitologico
Repeticién de ejercicios anteriores.

Solucién: Uno 26/7 minas y el otro 34/7.

Problema 45: En Troya

En la Antologia Palatina es el 147 , inico tomado de la Iliada.

Habia siete hogueras ardiendo,

delante de cada una cincuenta parrillas
asando cincuenta piezas,

y nueve cientos aqueos en cada asado.

Contexto historico y mitologico

Bonita imagen de Homero (u de otro bardo coautor de la
Iliada) para expresar la importancia de la guerra que describe
a través de la magnitud del ejercito que va a castigar a Troya.

Solucién: 31500 aqueos participan en la conquista de Troya. W
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de las escalas musicales

n la programaciéon de la materia Matemadticas y su
Didactica de la titulaciéon de Maestro en Educacién Musical
de la Universidad de Jaén figura como objetivo global:

Dotar a los estudiantes para maestros de esta titulacién de
una capacitacién diddctico-matemadtica, de cara a la ense-
flanza de las Matemdticas en Educacién Primaria.

Sin embargo, si se plantea siguiendo los descriptores de la
materia, sin tener en cuenta la procedencia de estos alumnos,
es posible que el estudiante no encuentre aspectos matemati-
cos para relacionar con su propia materia musical, lo cual
puede conducirle a tener que considerar las Matemdticas
como una asignatura demasiado atomizada y aislada del resto
del curriculo.

Teniendo en cuenta este fenémeno didactico, el del aisla-
miento de la materia de Matemadticas y su Didactica en el
curriculo de la formacién del Maestro de Educacién Musical,
en la programacion se introduce el siguiente objetivo general
(correspondiente a las relaciones interdisciplinares):

El estudiante debe conocer las relaciones entre las mate-
maticas y la musica que le permitan dar significado, tanto
a objetos de cardcter musical como a objetos de tipo mate-
matico, ademas de dotar de sentido a la evolucién histdri-
co—epistemolégica de ambas ciencias.

Este objetivo general se descompone en varios objetivos espe-
cificos: Estudio, reflexién y discusion acerca de las relaciones

existentes entre el desarrollo epistemoldgico musical y los
conceptos matematicos implicados, los sistemas de numera-
cién matematicos y las representaciones de las notas musica-
les seguin su duracion y las sucesiones de niimeros racionales
y el valor de las notas musicales en las diversas escalas.

El trabajo que se desarrolla corresponde al primero de los
objetivos especificos: estudio, reflexion y debate acerca de las
relaciones existentes entre el desarrollo epistemoldgico musi-
cal y los conceptos matemdticos implicados. Ademds, dado
que parece esencial acudir al contexto sociocultural como
medio para poder explicar ciertos cambios y rupturas en la
evolucion musical, se efectuara un breve andlisis de aquellos
movimientos sociales que han podido tener repercusion en la
historia de la musica, lo cual, por otra parte, representa una
interesante aportacion interdisciplinar.

Angel Contreras de la Fuente
Maria del Consuelo Diez Bedmar
Juan Pablo Pacheco Torres
Universidad de Jaén. Jaén
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En este articulo, primeramente se desarrolla un estudio en el
que se definen matematicamente los conceptos de intervalo,
escala y nota musical. En segundo lugar, basindose en los
conceptos introducidos, se realiza un recorrido evolutivo de
algunos de los sistemas musicales mas importantes, desde la
época griega hasta la actualidad. No se trata de ofrecer una
propuesta diddctica concreta, sino facilitar la labor de ense-
nanza—aprendizaje a los profesores y estudiantes de educa-
cién musical por medio de unas orientaciones y herramientas
didécticas que se consideran de utilidad.

El sonido estd caracterizado,
ademds de por su duracion,
por tres elemerntos: altura o

[frecuericia; intensidad o
amplitud de la vibracion
sonora y timbre o

forma de la vibracion.

Intervalos, escalas y notas musicales

Teniendo en cuenta las aportaciones de Arenzana y Arenzana
(1998) y Pascal y Tomas (2000), el sonido esta caracterizado,
ademads de por su duracién, por tres elementos: altura o fre-
cuencia; intensidad o amplitud de la vibracién sonora y tim-
bre o forma de la vibracién. En este estudio nos centraremos
en la altura del sonido.

El teorema de Fourier nos informa de que en realidad un soni-
do complejo de frecuencia f'se produce por una vibracién que
es la suma de varias vibraciones de tipo sinusoidales o sonidos
puros. Es decir, por el sonido fundamental de frecuencia f'y
los arménicos de frecuencias 2f, 3f...

Intervalos

Considerando el hercio como unidad de medida de las fre-
cuencias, se puede establecer una relacién binaria en (R*,)?
entre los pares de sonidos, a través de sus frecuencias. Es
decir, en (R*,)2 se define la siguiente relacién:

(o f2) ~ (5 f2) & folfs = fulfs

Se trata de una relacién de equivalencia y las clases médulo ~
se denominan intervalos.

Una propiedad interesante es:

Un intervalo admite un representante unico del tipo (1, k).

En efecto, llamando f>/ f; = k, se tendra:

(fo o) ~ (4, f/f1) ~ (1, k) ~ (f, kf)

Esto nos permite definir el intervalo Iy como:
Ie=A{(f k), f € R}
De esta forma, el conjunto de intervalos es:
I={l, ke R*}
Con esta notacidn, los intervalos mds conocidos son:

I; es el unisono y corresponde al conjunto (f, f).
I, es el intervalo de octava, (1, 2f).
I3/, es el intervalo de quinta, (2f, 3f).
Lys es el intervalo de cuarta, (3f, 4f)...

Por otra parte, si consideramos el intervalo Ji con (£, kf) y dado
que, evidentemente, kf = kf, tomando logaritmos:

log (kf) = log (k) + log (f)

Podemos convenir en tomar un segmento de medida propor-
cional al logaritmo de k y entonces lo anterior quedaria:

Kf = f + Ik

Que representado en una recta seria:

7 i v
| |

De esta forma tendremos:
Med (Ix + I) = Med (I;) + Med (I)

En R*, vamos a definir una ley de composicion interna + de
intervalos por medio de la ley siguiente:

(R X (RO, (R, )2
(LK) x (1, k) = (1, k&)

que es compatible con la relacién de equivalencia ~:

(1, k) ~ (£ fK)
1, k)~ (f fk)
(1, ki) ~ (P, fkk)

Esto nos permite sumar los intervalos de la forma:

Ik + Ik' = Ikk'



La aplicacién de (R*,, x) sobre (/, +) es, por tanto, un isomor-
fismo, lo cual nos permite hablar de intervalos como elemen-
tos de I o como elementos de R*,.

Escalas
Se llamard escala musical a todo subgrupo propio de R*,. Asi,
por ejemplo, se tendran las escalas:

» Pitagérica, como un subgrupo multiplicativo engen-
drado por 2y 3:
<2,3>={273m, ne 7, m €7}
« Temperada, que corresponde a <2%/12>,

En el periodo griego, las
matemdticas y la musica
estaban fuertemente
conectadas.

Notas

Teniendo en cuenta los sonidos de frecuencias: f, 2f, ... 27f...
(ne N)yfl2,fl4,.. fl2¢ (p € Z), en R*,, dadas dos frecuencias
fi1y f2 se define la relacién binaria:

fiRfaoreoIne N, fr=21f;
Esta relaciéon R es de equivalencia y las clases médulo R,
{2nf, ne 7}
se les denomina notas musicales.

Veamos que toda nota admite un representante tnico perte-
neciente al intervalo [f; 2f), V fe R*,.

En efecto, para cualquier nota de frecuencia f*, se cumple que:
WL f/f<2ml & 2fL f7 < vl f

Entre las notas puede establecerse una relacién de orden del
modo siguiente:

Sean f; y f> dos notas cualesquiera distintas y sean k; y k» sus
representantes del intervalo [f; 2f). Se define la relacién:

fi<foe ki <k

Por convenio la nota mds pequena es la DO y se les ha dado el
nombre a las otras notas de RE, MI, FA, SOL, LA, SI, DO,
estableciéndose la relacidn:
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DO <RE <MI<FA <SOL <LA <SI<DO,

que constituyen el conjunto de las notas musicales naturales.

La mausica griega

En el periodo griego, las matematicas y la mdsica estaban
fuertemente conectadas. La musica se consideraba como una
estricta disciplina matematica, donde se manejaban relacio-
nes de numeros, razones y proporciones.

Segun Pitdgoras, todas las escalas e intervalos musicales tie-
nen un fundamento matemdtico basados sobretodo, en las
relaciones matematicas del monocordio. La comprobacién de
que cuerdas con longitudes de razones 1/2, 2/3 y 3/4, produ-
cian sonidos armonicos, condujo a Pitdgoras a construir la
escala diaténica o de las quintas.

Entre estas razones de longitudes se establecen unas relacio-
nes matemadticas interesantes:

3 1+,
4 2
2 2
3 .1
Lty
2

Es decir, la media aritmética de 1y 1/2, y la media arménica
dely1/2.

Por otra parte, la relacién de frecuencias era: 2, 3/2 y 4/3, que
corresponden a la octava, quinta y cuarta.

Dentro de la quinta, un sonido agradable es la tercera, un tri-
plete en el que las frecuencias se relacionan como 4 : 5 : 6.
Partiendo de la nota la, de frecuencia 440 hz., y multiplicando
a la izquierda por 5/4 y a la derecha por 6/5 y reiterando el
proceso, tendremos:

352 **% 440 X0 508 X5/ 660 XO/5 990 X54 1188

Si se pasan a una octava, multiplicando por 1/2 o por 1/4
cuando sea conveniente, tendremos:

264 | 297 | 330 | 352 | 396 | 440 | 495 | 528

do| re | mi| fa | sol | la si | do
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Esta escala recibe el nombre de escala de la justa entonacion
y se debe a Aristogenes. En esta escala, las relaciones entre las
frecuencias de los sonidos van siguiendo los intervalos:

’ 9/8 ‘10/9‘16/15‘ 9/8 \10/9\ 9/8 ‘16/15‘

Pitagoras utiliz6 una escala parecida a ésta, puesto que los
pitagéricos reconocian que para poder hacer musica era nece-
sario hacer correcciones a los intervalos puros, de aqui que se
utilizaran los intervalos siguientes:

’ 9/8 ‘ 9/8 ‘256/243‘ 9/8 ‘ 9/8 ‘ 9/8 ‘256/243‘

La diferencia entre las relaciones se debe al hecho de que doce
quintas no equivalen exactamente a siete octavas, y la escala
usual se obtiene repitiendo las quintas y octavas hasta que
coincidan. Esta diferencia viene marcada por la coma pitagé-
rica, cuyo valor corresponde a:

(3/2)12:27=1,0136...

Este problema era bien conocido por los pitagéricos, quienes
reconocieron que para hacer musica era necesario hacer
correcciones a los intervalos puros, de ahi que a la diferencia
entre esos dos ciclos de 12 quintas y 7 octavas se le denominé
como pitagorica. Su célculo da motivo a introducir el concep-
to de logaritmo, que no sélo permite efectuar dicho calculo
sino que también es necesario para dar sentido a las sumas de
sonidos.

Fryderyk Franciszek Chopin (Zelazowa
Wola, Polonia, 1 de marzo de 1810 —
Paris, 17 de octubre de 1849) es
considerado el mds grande compositor
polaco, y también uno de los mds
importantes pianistas de la historia. Su
perfeccion técnica, su refinamiento
estilistico y su elaboracion armonica
han sido comparadas historicamente
con las de Johann Sebastian Bach y
Wolfgang Amadeus Mozart por su
perdurable influencia en la miisica de
tiempos posteriores.

Didacticamente, es un momento adecuado para destacar el
concepto fisico de frecuencia y los conceptos matematicos de
fraccién y sucesién, como elementos fisicos y matematicos
que modelizan los diferentes sonidos.

El barroco

En este periodo el nuevo lenguaje musical serd la tonalidad,
donde cada nota tiene una funcién y todas estan jeraquizadas,
siendo la ténica la nota principal. En la implantacién de la
tonalidad tiene mucho que ver la afinacién temperada, donde,
por ejemplo, el do sostenido es igual al re bemol.

El uso de la escala cromética supone utilizar 12 semitonos
iguales con lo que se resolvié el problema de cambio de tona-
lidad sin reajuste de la afinacién. Por tanto, la coma pitagdrica
ya no aparecia. Ademas, se eliminan las cuarta y quinta justas.

El valor del semitono es ¥/2 =1,0594631

Si llamamos a éste f, como la octava se divide en doce inter-
valos iguales, la razén de frecuencias sera:

ENVAVAPARSE

=2

Los intervalos distan de ser perfectos. El principal avance en
este campo se produce gracias a la afinacién temperada, total-
mente impuesta en este periodo, y segin la cual todos los
semitonos son casi iguales.




Para calcular las frecuencias asociadas, tendremos en cuenta
la nota la con 440 hz:

si 466,164/2 = 493,88
si, 440K/2 = 466,16
la 440 =440

la, 440:%/2 =415,30

do 440:(%2) =261,63

El romanticismo

Los compositores romdnticos contindan haciendo cada vez
mads complejo el lenguje tonal, convirtiéndose a veces en tona-
lidad poco estable e incluso difusa. Un ejemplo de esta difu-
sion tonal lo podemos ver en la bitonalidad, segtn la cual un
fragmento musical puede ser escrito en dos tonalidades de
manera simultinea.

Como se indica en www.anarkasis.com/pitagoras/061_modu-
lo, Chopin, en su obra 24 preludios, dispuso las 24 tonalidades
en un dodecégono, segin las horas del reloj, siguiendo el ciclo
de quintas (cada nueva tonalidad estd 7 semitonos mds arriba).

De esta forma se estd estudiando la aritmética modular de
congruencias médulo 12. Para una mayor operatividad, las
notas se representan de la forma siguiente:

Si es el modo mayor (comienza por do):

do=0; do#=1; re=2; re#=3; mi=4; fa=5;
fa# =6; sol=7; sol#=8; la=9; la#=10;si=11
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Wilhelm Richard Wagner
(Leipzig, Alemania, 22 de mayo
de 1813 — Venecia, Italia, 13
de febrero de 1883), compositor,
director de orquesta, poeta y
teérico musical alemdn.

Si es el modo menor (comienza por la):

la=0; la#=1; si=2; do=3; do#=4; re=5;
re#=6; mi=7; fa=8; fa#=9; sol = 10; sol# =11

Por tanto, la disposicién en el dodecagono es:

MAYOR
DO

MENOR

FA#

Donde vemos que, partiendo de la nota 0, sumando 7 al ser
ciclo de quintas, con respecto al médulo 12, tendremos:

0=7=2=9=4=11=6=1=8=3=10=5.

La atonalidad

En este periodo de Wagner y Mabhler, se vislumbran unos
intentos reales de ruptura de la norma de la tonalidad en la
que la aleatoriedad musical se va abriendo camino. Es decir, la
ruptura con la tonalidad depende del uso de las relaciones
matemadticas de modo no convencional. La musica recurre,
cada vez mads, a las matemdticas no como modelizaciéon que
explica la musica de siempre, esto es como herramienta; sino
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Gustav Mahler (Kaliste, Reptiblica
Checa, 7 de julio de 1860 — Viena,
Austria, 18 de mayo de 1911),
compositor de musica cldsica, fue
conocido en vida como uno de los
mds importantes directores de
orquesta y de dpera de su
momento, pero después ha venido a
ser reconocido como uno de los
compositores post-romdnticos

mads importantes.

que, por el contrario, las matemadticas pasan a ser creadoras de
musica, constituyéndose en objeto de creacién musical.

Un ejemplo lo tenemos en la obra de Barték (www.anarka-
sis.com/pitagoras/menu.htm), Miisica para instrumentos de
cuerda, percusion y celeste, en la que utiliza algunos términos
de la serie de Fibonacci, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13...

Otra creacién musical interesante a partir de una sucesién
matemadtica aparece en Jonson (2001). Es decir, como sefiala
este compositor, partiendo de un objeto matematico se llega al
objeto musical. Por ejemplo, con un simple automatismo
como el siguiente:

n————-—>>nn+l, n

Teniendo en cuenta que, por las codificaciones ya sabidas,
podemos comenzar con do = O ..., se generan las siguientes
sucesiones numéricas:

0

010

010 121 010

010121010 121232121 010121010

las cuales se corresponden con partituras musicales.

El dodecafonismo

Algunos compositores, al considerar que el atonismo era
insuficiente para dar cabida a su creacién artistica, recurrie-
ron a nuevos lenguajes musicales naciendo asi un nuevo siste-

ma (andlogo, en cierto sentido, al tonal) que se adaptaba al
cromatismo total: el sistema dodecafénico, el cual renuncia
totalmente a la tonalidad y llega a ser un método para com-
poner con 12 sonidos con la tinica condicién de estar relacio-
nados entre si.

Veamos como se traducen los principios anteriores matemd-
ticamente. Un compositor puede comenzar organizando una
secuencia cualquiera de notas:

DO LA, LA SOL, FA SI SI, RE MI, RE, SOL MI

Esta sucesion original de notas constituye el material musical
para toda la pieza. De dicha sucesién pueden derivarse otras,
las cuales siguen unos determinados principios matematicos.
Las operaciones musicales que se pueden extraer son las de
transposicion —se respeta el orden de los intervalos de la
sucesién inicial, aunque se trasladan las notas n semitonos
hacia arriba (P,)—; inversién —se invierte la direcciéon del
intervalo— vy, por ultimo, retrogradacion —la misma sucesion
de notas pero tocadas desde el final hasta el comienzo—.

Hay que respetar las dos reglas mas importantes de la com-
posicién dodecafénica:

— La sucesion original debe ser seguida con exactitud, y
no puede ser repetida hasta que cada nota haya sido
tocada.

— Debe evitarse cualquier combinacién de notas que
impliquen tonalidad.

Las sucesiones pueden presentarse linealmente (melddica-
mente) o en forma de acordes (armoénicamente).



Para una mayor clarificacién, modelicemos numéricamente

las operaciones anteriores, para ello codificaremos la sucesion

anterior (DO = 0; RE, = 1; RE = 2;..; SI, = 10 = t; ST = e = 11)
089 65et23174

la cual se denotard por Py.

Apliquemos la transposicién a la misma:

Si fijamos # = 1, para hallar P, se tiene que efectuar la opera-
cién matemdtica siguiente:

(n + i) mod 12, siendo i el nimero del orden posicional de la
nota.

En el caso del ejemplo # se ha tomado 1. Luego, para hallar P;,
tendremos:

19t760e34285

Apliquemos ahora la inversion:
Matematicamente consiste en reemplazar cada intervalo por
su complemento mod 12 segtn el valor de la inversién. En el
caso de que fijemos I}, se tendra:

0+1~1(mod12)

8+5~1 (mod 12)

6+7~1(mod 12)

Por tanto, la sucesién numérica correspondiente a [;, respec-
to de Py, es:

RE, | FA | MI [SOL|LA,| RE (M| SI | SI, |DO|SOL,| LA

Si aplicamos la retrogradacién, que consiste en hacer reversi-
ble el orden de Py, para R; (una unidad mds), tendremos:

FA |LA,| RE | MI [MI,| SI |[DO|SOL4SOL| SI, | LA |RE,

De cada una de éstas cuatro, salen 11 posibilidades mads.
Luego, hay en total 48 posibles versiones.
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Conclusiones

Mediante un estudio epistemoldgico de la evolucién musical,
se establece la relacién entre la mdsica y las matematicas a
través de las dimensiones musical y matematica, que dotan de
sentido e interés al estudio de la asignatura de Matemadticas y
su Diddctica en tercer aio de la titulaciéon de Maestro en
Educacién Musical.

El concepto fisico de frecuencia
y los conceptos matemdticos de
relacion binaria, relacion de
equivalencia, relacién de orden,
grupo, subgrupo e isomorfismo
entre otros, permiten la
modelizacion matemdtica de los
sonidos musicales.

El concepto fisico de frecuencia y los conceptos matematicos
de relacién binaria, relacién de equivalencia, relacién de
orden, grupo, subgrupo e isomorfismo entre otros, permiten
la modelizacién matemadtica de los sonidos musicales, lo cual
permite al estudiante de educacién musical encontrar unas
relaciones significativas entre Matematicas y Musica muy
importantes sobre todo para su formacién matemadtica, aun-
que también para su formacién musical.

En la descripcién evolutiva de los distintos periodos musica-
les también se trabajan conceptos como el de fraccion, nime-
ro irracional, congruencias médulo 72 y sucesion, que se con-
sidera inciden positivamente en la motivacién de cara a su
formacién. W
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uando se analiza el papel de las matemadticas como len-
guaje universal de las ciencias, no siempre se hace referencia
a como la adopcién del lenguaje matematico ha modificado la
forma en que, en dichas ciencias, se presentan los conceptos
y los hechos fundamentales de las mismas. Esto tiene gran
importancia cuando se reflexiona sobre la influencia que las
matemadticas tienen en la forma en que se ensefan en el aula
dichas ciencias. Posiblemente uno de los casos mds estudia-
dos sea el de la ensefianza de la Fisica. Sin embargo no pare-
ce que haya habido un proceso de retroalimentacién en el
sentido que haya cambiado también la forma en que tradicio-
nalmente se ensefian las matemadticas, especialmente en un
contexto aplicado.

Parece razonable pensar que, el cardcter instrumental que las
matematicas tienen en estos contextos, deberia abrir un pro-
ceso de reflexién que al menos nos hiciera plantearnos cual
debe ser la formacién en matemdticas de cientificos y tecné-
logos y cudles deberian ser las estrategias mas adecuadas para
garantizar una formacién matematica en condiciones. Esta
reflexién se podria enmarcar, dentro de un contexto mas
general, en el movimiento surgido dentro de la didactica en
cuanto a la atencion a las diferencias (sociales, econémicas,
culturales, etc., (Jiménez, 2004 y Sénchez, 1999)) ala hora de
determinar las estrategias educativas mas adecuadas.

Dentro de las posibles estrategias, a la hora de abordar la
ensenanza de las matematicas para cientificos y tecnélogos, la
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Figl: Un ejemplo de modelado de la densidad del trafico en una red viaria utilizando circuitos eléctricos

modelizacién matemadtica aparece como una metodologia
adecuada en dichos contextos. Se trata de emular en el aula
los procesos mediante los cuales la ciencia establece teorias
que tratan de dar una explicacion a los hechos y establecer un
corpus tedrico sobre el cual construir su avance. La relacién
de las matemdticas con otras ciencias y muy especialmente
con la ingenieria y su conexién con el mundo real va mucho
mas alld del cardcter instrumental de las mismas, establecien-
do un nexo muy importante entre matemdticas y realidad

Modelizacion como estrategia docente

La modelizacién matemadtica se enmarca también dentro de
las corrientes que en diddctica tratan de introducir en el aula
el trabajo cooperativo, la bisqueda de informacién, el uso de
las nuevas tecnologias (el uso del PC como herramienta de
calculo y programacion cada vez mds potente, Internet...), en
resumen, estrategias para la educacion de los ciudadanos del
siglo XXI. La modelizacién matematica ([Gémez, 2002;
Garcia-Raffi, 2004 y Sdnchez, 1999]) se puede concretar en un
esquema relativamente sencillo. Se parte de un problema real,
que se plantea en términos de la ciencia y la ingenieria, se rea-
liza un proceso de simplificacién a la luz de las ciencias invo-
lucradas (Fisica, Quimica, Biologia...) y ello conduce a un
planteamiento del problema en términos matemdticos que
culmina con la formulacién del modelo (ecuaciones, formas
geométricas, desigualdades...) que describe el problema. El
siguiente paso es la resolucién del problema matematico vy,
éste es el punto mas importante, su interpretacién a la luz del
modelo y su comparacién con la realidad para validar la capa-
cidad predictiva del mismo.

Situacién del mundo
real

Simplificacion (J)JL ¥

> Plant to del probl
en términos técnicos

]

MODELITZACION: Proceso
de formunlacién en términos
Matematicos

I

MODELO MATEMATICO:
> Expresion Matematica que
representa la situacion

Traduccién (2) Y
Comparacion (4)

Aplicacion de métodos
matemdticos (3)

4—{ Resolucion H Interpretacion

Las bondades de este tipo de planteamiento bdsicamente se
pueden resumir en dos puntos:

1. La modelizacion refuerza el conocimiento multidiscipli-
nar a través de una actividad que involucra conceptos y
métodos de diferentes ciencias. En ese sentido refuerza
dicho conocimiento haciéndolo mas significativo y dura-
dero en el tiempo.

2. La modelizacién es una actividad creativa que implica el
concurso de habilidades que normalmente no son evalua-
das en las asignaturas tradicionales y que son fundamen-
tales para la formacién del cientifico y el ingeniero: Desa-
rrollo del espiritu critico, formulaciéon de ideas en térmi-



nos cientificos, trabajo en equipo, bisqueda de informa-
cidn, etc. ([Sanchez, 1999 y Montero, 2003] ).

Uno de los principales problemas con los que se ha enfrenta-
do este tipo de planteamientos es la escasa flexibilidad que
para este tipo de actividades existe dentro del curriculum de
las escuelas y de la propia organizacién de la docencia en los
centros de ensefianza bdsica, ensefianzas medias, asi como en
los departamentos universitarios donde en general las asig-
naturas son compartimentos estancos con escasa o nula inte-
rrelacién. Ademads se producen situaciones como la carencia
de locales adecuados para el trabajo en grupo o, a veces, la
simple necesidad de poder acceder a una sala con ordenado-
res y conexién a Internet en horarios que no corresponden a
la asignatura en la que se realizan las actividades de modeli-
zacion. Otra de las carencias importantes es la no disponibili-
dad de foros adecuados en donde presentar las nuevas ideas,
especialmente aquel material destinado a la ensenanza cuya
difusién en condiciones permitirfa a muchos profesores
poner en prictica en el aula estas estrategias de aprendizaje.
El objetivo de este articulo es dar a conocer a la comunidad
educativa una iniciativa que trata de paliar esto tltimo. Son
muchas las revistas que existen en la actualidad dedicadas a la
didactica de las ciencias pero ninguna especificamente dedi-
cada a la modelizacién. Esto hace dificil la publicacién de
material relacionado con la modelizacién matematica, tanto
aquel que trata de exponer experiencias llevadas a cabo den-
tro del aula y el andlisis de los resultados que sobre el apren-
dizaje tienen, como aquellas que simplemente pretenden
poner a disposicion de los profesores material adecuado para
la ensefianza de temas concretos a través de précticas de
modelizacién o cualquier otro tipo de actividad.
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El nuevo proyecto

Desde este articulo pretendemos presentar una nueva revista
en formato electrénico que estard a disposicion a partir del
afno 2007. Quiza uno de los aspectos mds importantes y que
también determina la vocacién con la que nace la revista y su
voluntad de ubicarse de lleno dentro de los foros donde tradi-
cionalmente se han publicado este tipo de trabajos es que la
revista pretende contar con una seccién dentro de la Revista
Suma donde se publicardn aquellos trabajos que el comité edi-
torial considere més relevantes o de especial interés para la
comunidad. El titulo de la revista es Modelling in Science
Education and Learning y trata asi de poner de manifiesto el
cardcter internacional de este tipo de iniciativas avalado en los
diferentes congresos (CERME4, ICME, ICTMA12,...).

La revista aceptard trabajos dedicados a la modelizacién
matematica en cualquiera de los segmentos educativos (pri-
maria, enseflanzas medias y universidad) y en cualquier area
cientifica. Es importante destacar que el hecho de tratarse de
una revista electrénica abre muchas posibilidades al tipo de
material que puede ser publicado. Ello quiere decir que, junto
a los articulos tradicionales, la revista aceptard software de
produccién propia, pequeios videos y en general cualquier
tipo de material audiovisual que se considere relevante por
parte de los editores. Es nuestra voluntad hacer de esta revis-
ta un foro de debate y distribucién de todo el material diddc-
tico que se genere en torno a la modelizacién matematica para
la ensenanza de las ciencias. Los detalles sobre direccién
URL, ISSN, Comité Editorial y normas para la publicacién de
articulos serdn puestos en conocimiento del publico hacia
principios del ano que viene. W
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mesde hace algunos aios, no pocos, venimos escuchando
una persistente salmodia que loa sin cesar el denominado
método cientifico como paradigma no sélo de investigacion
sino también de modelo educativo. Ni una sola voz discrepan-
te. Se evocan sus bondades con la misma insistente pesadez y
ritmo monocorde con que invoca el rosario las virtudes de la
Virgen, recita el Islam los noventa y nueve nombres de Ald o
susurra el mantra un hinduista. Sin criterio comparativo algu-
no ni necesidad de fundamentar los asertos se asume la obvie-
dad de sus bondades y se adopta una postura monolitica de
rechazo hacia cualquier otra forma de proceder alternativa.

Pero, puesto que es la historia la que guia nuestros pasos y
Pascal nuestro lazarillo, no queremos terminar las referencias
a él sin adentrarnos, con la cautela que nos sugiere nuestra
ignorancia y el atrevimiento al que nos incitan nuestras con-
vicciones', en el campo de la filosofia.

Cuando hablamos de método es dificil no desviar la mirada
hacia Descartes (1596—1650). Su Discurso del Método, y el
racionalismo con él, marcan un antes y un después en el pen-
samiento filoséfico de Occidente que reconoce en la fecha de
su publicacién, 1637, el nacimiento de la filosofia moderna
una vez superado el principio de autoridad, que es como decir
la referencia constante a Aristételes y Santo Tomds, la inca-

En torno al Triangulo Aritmético

que algunos llaman de Pascal.
El Método, contra el Método (y VII)

pacidad del silogismo escolastico como generador de nuevas
verdades y la sumisién de la razén a la fe como via de bus-
queda de la verdad®. Su aspiracién a ser modelo tinico de pro-
ceder especulativo es innegable’ aunque compita con las pro-
puestas empiristas de Bacon como criterio de bsqueda con-
trapuesto.

Aftn a riesgo de una simplificacién excesiva podemos sinteti-

zar el método cartesiano en cuatro reglas:

1. La evidencia, entendida en términos de claridad y distin-
cién y, como consecuencia, en oposicion a lo probable y a
lo verosimil, se presenta como criterio de verdad y carac-
teriza el conocimiento cientifico.

2. Dividir cada una de las dificultades en tantas partes como
fuera posible y en cuantas requiriese su mejor solucidn,

Carlos Usén Villalba
Angel Ramirez Martinez
historia.suma@fespm.org
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hasta alcanzar, gracias a la intuicién, los principios mas ele-
mentales que Descartes denominara las naturalezas simples.
3. La deduccién como operacidn a través de la cual se infiere
lo més complejo desde lo mas simple.
4. Examen exhaustivo que nos asegure que no hemos omitido
nada.

Desde esa perspectiva de revision de los planteamientos car-
tesianos debemos interpretar los dos optsculos que Pascal
titula El espiritu geométrico y El arte de persuadir. Hoy son
muchas las criticas que se levantan frente a la metafisica car-
tesiana. La primera, por tratar de demostrar, desde la pers-
pectiva de una duda metddica que afecta al propio ser pen-
sante, que las ideas racionalmente evidentes son verdaderas
en base a un argumento que tiene como tnico valor de verdad
ser racionalmente evidente. Desde ese mismo enfoque, Kant
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Géométrie, de Descartes
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protagonizaria la segunda al poner en duda la evidencia del
Argumento Ontologico de la existencia de Dios. La tercera
incoherencia afecta a la aplicacion cientifica del método filo-
séfico. Las inconsistencias nacen de la aplicacién de hipétesis
y experimentos o de recurrir a justificaciones tan poco evi-
dentes como la propia capacidad explicativa de las teorias que
intenta justificar®.

Método y Geometria

Descartes confiesa que se inspiré en el modelo euclidiano,
todo hace pensar que para negarlo, a tenor de las diferencias
que con él establece. Sabemos que estudi6 en profundidad los
Elementos, y de hecho, una de las aportaciones mdas impor-
tantes de Descartes a las Matematicas fue la superacién del

Descartes reivindica la
capacidad del espiritu humano
para llenar con la intuicion las
deficiencias de la geometria
clasica. Su Géométrie no
contiene ninguna alusion a los
Elementos a pesar de ser su
referencia permanente.



problema de homogeneidad en el cdlculo de magnitudes. Una
dificultad que bloque6 el avance de la aritmética griega, que
trascendié la época drabe’ y que sélo vio su final después de
que el fil6sofo francés determinara el segmento —no la super-
ficie— resultado del producto o cociente de otros dos".

Descartes reivindica la capacidad del espiritu humano para
llenar con la intuicién las deficiencias de la geometria clésica.
Su Géomeétrie no contiene ninguna alusion a los Elementos a
pesar de ser su referencia permanente. Es cierto que es una
obra parca en citas, pero las divergencias afectan a la presen-
tacion y al concepto mismo de demostracién. No encontra-
mos definiciones, postulados o axiomas, el rigor euclidiano
estd ausente por completo y los argumentos de conviccién se
sustentan en ejemplos. Ni siquiera la tematica es coincidente.
Descartes se empeiia en incluir en su Geometria curvas y pro-
blemas, como el trazado de normales y tangentes o la cons-
truccion de ecuaciones, que estdn ausentes del texto de
Euclides.

Esta conversion de la geometria al
dlgebra, iniciada ya por los drabes,
daria como resultados mds
espectaculares la resolucion y
generalizacion del teorema de Pappus
y la solucién de dos problemas
clasicos: la triseccion del dngulo y la
duplicacion del cubo.

Merece la pena, por lo que afecta a la metodologia, detenerse

en la concrecién que hace del Método al tratamiento de los

problemas geométricos. Esa peculiar adaptacion se traduce en

cinco pasos que, segun el propio Descartes, serian los siguien-

tes:

1. Suponer que el problema ya esta resuelto.

2. Nombrar a todas las lineas involucradas en el problema,
conocidas o no.

3. Establecer una relacién de dependencia entre lineas cono-
cidas y desconocidas.

4. Constituir una ecuacién que exprese esa relacion de dos
formas distintas.

5. Resolver la ecuacion.
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Esta conversion de la geometria al dlgebra, iniciada ya por
los éarabes, daria como resultados mds espectaculares la
resolucidén y generalizacién del teorema de Pappus y la solu-
cién’ de dos problemas clasicos: la triseccion del angulo y la
duplicacién del cubo. Habia nacido la geometria analitica.
El quehacer del artesano habia dado paso a la automatiza-
cion y a la produccién en serie. Euclides, y los geémetras
después de él, habian necesitado buscar una construcciéon
diferente para resolver cada problema, para argumentar
cada demostracién. Descartes propone un método estanda-
rizado de trabajo, una cadena de montaje, que dé una res-
puesta uniforme a todos ellos. La mecanizacién industrial
tardaria un poco mds. El desplazamiento de la geometria de
las aulas y el sometimiento de la creatividad a la rutina alge-
braica también. El empirismo buscaba por su lado un siste-
ma propio de produccién automatizada, pero de ese méto-
do y de sus consecuencias didacticas hablaremos mas ade-
lante, antes analizaremos cémo afronta Pascal la busqueda
de la verdad.

El espiritu geométrico y El arte de persuadir®.

Es muy probable que este primer optsculo, El espiritu geomé-
trico, estuviera destinado a servir de prélogo a una edicion de
los Elementos de Geometria que A. Arnauld pidiera a Pascal
para las Petites Ecoles de Port-Royal’. El segundo se adentra
de forma indiscutible en la propia condicién humana y trata
sobre las formas en que ésta acepta la verdad: por propia con-
viccién, como fruto del razonamiento y por acuerdo”. Una
modalidad, esta tltima, que califica de baja e indigna y que le



SUMA 54
Febrero 2007

obliga a entrar en el problema de las diferentes formas en que,
a su juicio, el ser humano penetra en las verdades que tienen
por sujeto a la naturaleza -y que por tanto se perciben a través
de los sentidos- y aquellas otras que emanan de Dios y, como
consecuencia, sélo son perceptibles por el espiritu. La vieja
desconfianza platénica en los sentidos, compartida con
Descartes e instalada en un creyente, que fia a la disciplina
ascética el control de los apetitos, pero que sabe que lo inex-
plorado supera ampliamente a lo conocido, que las respuestas
al conocimiento del universo no estan en la Biblia y que la téc-
nica debe estar en la base de ese descubrimiento.

Como en Montaigne, la preocupacion principal de Pascal fue
el estudio del ser humano y de su relacién con Dios. Ese es el
denominador comun de estos dos optsculos. El primero plan-
tea el problema de llegar a la verdad que Pascal sintetiza en
tres retos: descubrirla cuando se la busca, demostrarla cuan-
do se la posee y discriminarla de lo falso cuando se la exami-
na. En realidad se centra en los dos ultimos hasta unificarlos
e identificarlos con el método geométrico de demostracién.
Para él, equivalente a disponer las proposiciones en el mejor
orden posible (metddico y completo) y argumentar cada una
de ellas de forma sistematica y completa. No admite otra defi-
nicién que la que sirva para nombrar una propiedad determi-
nada o para designar lo que se nombra, nunca para mostrar su
naturaleza. A partir de ahi, propone no hacer uso de ninguna
afirmaciéon que no haya sido previamente demostrada a
excepcion de los axiomas, verdades tan evidentes que no pre-
cisan demostracion. Un prototipo argumental que, en oposi-
cién a Descartes, fundamenta en el modelo euclidiano de
enunciado y demostracion, pero que, al igual que él, pretende
aplicar fuera de los limites de la propia geometria.

En El espiritu geométrico,
Pascal plantea el problema de
llegar a la verdad que sintetiza
en tres retos: descubrirla cuando
se la busca, demostrarla cuando
se la posee y discriminarla de lo
falso cuando se la examina.

Aceptada la imposibilidad de que la ciencia lo demuestre
todo, concluye con aquella cita biblica (Sap. XI, 21), tan habi-
tual en los libros de almutazafes: Dios hizo todo en peso,
nimero y medida que, como una verdad inmutable, parece
perseguir a la ciencia desde sus origenes y poner en evidencia

las limitaciones humanas en esa busqueda impenitente de la
verdad fuera de los limites de la regularidad. El problema de
lo indefinible acabara atrayendo su atencién hacia el terreno
del infinito y los indivisibles, sin que, desde esta perspectiva,
se pueda decir que se adelantara con sus juicios a ese trata-
miento de lo infinitamente pequefio y lo infinitamente grande
que llevaria a las matemadticas al calculo infinitesimal e inte-
gral, y que sus preocupaciones metafisicas, finalmente mds
apremiantes que las cientificas, le impidieron abordar en pro-

fundidad.

Contra EI Método

... los primeros conocimientos que los antiguos nos han trans-
mitido han servido de escalones para subir a los nuestros, |...],
en nosotros es donde se halla en verdad la antigiiedad que en
ellos honramos. Y continta ... conocian tanto como nosotros
aquello que en la naturaleza les era posible observar [...] no
conocian tantas cosas de ella, y nosotros vemos mds que lo que
veian ellos [...] sin contradecirles, podemos afirmar lo contra-
rio de lo que ellos decian.

Aqui Pascal apunta directamente a Descartes. No hay critica
a la autoridad o a la tradicién sino que se incorpora a un
nuevo concepto de “progreso” que vemos auspiciado por
Bacon y mads tarde por Leibniz. Como Bacon, separa el des-
arrollo de la ciencia, ligado a las artes técnicas, del de la filo-
sofia entendida como especulacién deductiva a partir de los
primeros principios. Ahi radica la nueva y definitiva orienta-
cién del pensamiento cientifico. Hay en todos estos autores
una concepcion de la historia como progreso: El sujeto cog-
noscente no es el ser individual de Descartes aislado y enfren-
tado a su propia razén sino la humanidad entera que progre-
sa con el tiempo.

Descartes en los Principios de la filosofia afirma que la verdad
solo se entiende de un modo y nada, sino la especulacién
racional que progresa deductivamente, puede captarla. Las
artes técnicas son rechazadas en la medida en que no forman
parte del entramado deductivo de la verdad, y por eso el pro-
greso del saber requiere de unos nuevos principios filoséficos
especulativos puesto que los de Aristételes se han mostrado
estériles. Frente a este ideal de saber exclusivamente deducti-
vo, y por tanto fuera de los pardmetros de tiempo, lugar y cir-
cunstancia, Bacon propugna un concepto de “verdad” funda-
do en unas artes técnicas que se perfeccionan en el tiempo
...autor de autores y el padre de la verdad.

Todo ello forma parte de una nueva orientacioén epistemold-
gica que ya no considera el acceso inmediato y simple de la
razo6n a la verdad. La verdad no se define por esas notas de
“claridad” y “distincién” que la convertian en el objeto perfec-
to para un entendimiento abstracto y deductivo. La verdad
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puede presentarse en forma “obscura” e “inconcebible” y en este
caso habrd que seguir vias indirectas para poder afirmarla.

Ante una proposicion que se nos presenta como inconcebible
debemos suspender el juicio hasta que la proposicién opuesta
haya sido examinada; y lo que es mas, si esta tltima resulta ser
falsa, la primera debe ser entonces aceptada como verdadera.
Pascal hard un uso muy habil de esta tesis epistemoldgica
cuando intente justificar sus propuestas sobre los infinitési-
mos y la infinita divisibilidad del espacio:

No hay gedmetra que no crea que el espacio es divisible
hasta el infinito [...] Y sin embargo ninguno entiende una
divisién infinita; y no se asegura de esta verdad mdas que
por la tnica razdn, que es ciertamente suficiente, de que se
comprende perfectamente que es falso que dividiendo un
espacio se pueda llegar a una parte indivisible, es decir, que
no tenga ninguna extension.

Principios de Filosofia, de Descartes

Este pragmatismo de aceptar como “verdadero” aquello que
resulta “operativo” en la bisqueda del conocimiento estd cla-
ramente en las antipodas del racionalismo cartesiano y sugie-
re incluso la posibilidad de acceder a una verdad incompren-
sible para nosotros. A partir de ese postulado, y a falta de una
posible confirmacién futura del contenido de la fe, por via
indirecta, resulta coherente concebirla como una “apuesta
razonable” Su actitud ante la verdad revelada sigue un cami-
no paralelo.

Feyerabend y “el otro método”

Desde hace algunos afios acudimos a Congresos de Jévenes
Investigadores en sus diferentes versiones y a otros en los que
las llamadas Ciencias Naturales son las protagonistas y donde
las Matemdticas casi siempre se cuelan de rondén. Muchas
veces como invitadas, otras como protagonistas, tras el enco-
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Paul Feyerabend (1924-1994)

miable esfuerzo que, en los tltimos afios, estd haciendo la
Real Sociedad Matematica Espanola por sustraerlas del solip-
sismo en el que tan a gusto se mueven. Indefectiblemente, en
todos esos encuentros hay un encendido elogio del método
cientifico, no s6lo como instrumento de investigacién, tam-
bién como modelo educativo. Siempre se nos atragantan las
mismas preguntas, que no nos atrevemos a formular. Por un
lado porque nos debemos a nuestros alumnos y alumnas alli
presentes y poner en solfa una verdad tan unianimemente
aceptada pone en riesgo sus opciones a premio, a las que les
hacen acreedoras sus trabajos. Por otro, porque tal posibilidad
es inviable en ese dmbito.

La duda hace referencia, por un lado, a la unicidad —en muchos
casos univocidad—. Por otro, a qué se alude exactamente con la
expresion “método cientifico” Al parecer es un compendio de
seis etapas que enlaza con la tradicion y que invoca filoséfica-
mente a Bacon (1561-1626), Galileo (1564-1642) y Newton"
(1643-1727). Ahora bien, quien sefala a Galileo en el origen del
método cientifico deberia ser consecuente con tal afirmacion o
leer sus escritos. Si de algo es un ejemplo el pisano es de la falta
de unicidad en el método a la hora de sustentar una teoria.

Sea como fuere, ese método unico y cientifico de acercamien-
to a la verdad, pasaria por:

1. Contrastar bibliograficamente las aportaciones anteriores
sobre el tema.

Observar y experimentar.

Formular las hipdtesis.

Contrastar la hipétesis formulada.

Enunciar la ley que se sigue de todo lo anterior.
Enmarcarla en un conjunto mas amplio de leyes hasta
constituir una teorfa.

AN R

Si recurrimos a Kuhn"” en busca de respuestas parece dificil
determinar el grado de actualidad del paradigma al que pre-
tenden adscribirlo. Si acudimos a Lakatos', comienza por
advertirnos que en la filosofia contempordnea de la ciencia
circulan varias metodologias; pero todas ellas se diferencian
mucho de lo que usualmente se entendia por metodologia en
el siglo XVII e incluso en el XVIII. Entonces se esperaba de la
metodologia que proveyese a los cientificos de un manual de
reglas mecdnicas para resolver problemas. En la actualidad
tal esperanza ha sido abandonada: las metodologias moder-
nas o légicas de descubrimiento consisten simplemente en un
conjunto de reglas [...] para la evaluacion de teorias ya elabo-
radas.

Desde esa perspectiva, y puesto que de formar investigadores
deberia tratarse, tampoco parece descabellado pedir que
quien lo prodiga aclare si pretende adscribirse al inductivis-
mo, neoinductivismo, convencionalismo, falsacionismo
metodoldgico o promueve un programa de investigacion
cientifica al estilo de Lakatos. Para aclarar después si va a
mantener la coherencia entre el modelo de investigacion y el
proceder didactico dentro del aula que, por lo que parece tras-
lucir la realidad, en el mejor de los casos, aparenta ser induc-
tivista en su concepcion, puesto que tiene a Kepler, Newton,
Ampere y Lavoisier como referentes; convencionalista en su
puesta en practica, ya que resulta imposible su experimenta-
cién; amparada en la autoridad casi como recurso metafisico;
usando en ocasiones resultados parciales (o al menos supera-
dos) para establecer la verdad; y falsacionista en suefios.

Es cierto que esta religiéon no es nueva, hace afios que sabe-
mos de tal liturgia metodolégica, convertida en doctrina. El
modelo, elevado a los altares del comportamiento Gnico, limi-
ta el libre pensamiento y cercena el humanismo de la creacién
cientifica. Una vez que el ser humano queda fuera, el error es
criterio absoluto de falsabilidad. Perfecto, el edificio erigido
por el entendimiento para mayor gloria y boato de si mismo,
es solido, bien definido y suntuoso... Pues bien, parafrasean-
do a Hegel: Cuanto mads sélido, bien definido y espléndido sea,
mds imperioso es el deseo de la vida por escapar de él... hacia
la libertad. Nuestros alumnos, vuestras alumnas®, necesitan
esa libertad para ser ellos mismos, la ciencia la necesita para
crecer mds alld de lo obvio. Nuestra responsabilidad estd en



ofrecérsela, no en doblegar su espiritu para que sean ddciles
soldados del ejército de la ciencia’. Mas tarde, algunos pocos
privilegiados, después de muchos anos y de no pocos sinsabo-
res, descubrirdn que todo era mentira y que el método cienti-
fico sélo es la caja en la que hay que meter con cuidado los
resultados para que pasen por el estrecho torno de la censura.
Porque, en palabras de Feyerabend:

no hay una sola regla, por plausible que sea, ni por firme-

mente basada en la epistemologia que esté, que no sea

infringida en una ocasién u en otra. [...] dichas infraccio-

nes no ocurren accidentalmente, [ni] son fruto de un cono-
cimiento insuficiente [...] son necesarias para el progreso.

Tampoco es posible argumentar a favor del método cientifico
amparandose en la necesidad de que la teoria se ajuste a los
hechos. Si atendemos a Hume: las teorias no pueden derivarse
de los hechos. Si admitiéramos solamente aquellas que son con-
sistentes con ellos nos quedariamos sin ninguna. Del mismo
modo que le resulta imposible al método separar observacién
de percepcidn y lenguaje, las creencias que las generaciones
anteriores nos han trasmitido, conforman nuestros prejuicios,
determinan nuestra mirada y prefiguran el léxico del mismo
modo que los enunciados definen y prefiguran el concepto".

Tampoco es posible argumentar a
Sfavor del método cientifico
ampardndose en la necesidad de
que la teoria se ajuste a los hechos.
Segiin Hume: las teorias no
pueden derivarse de los hechos. Si
admitiéramos solamente aquellas
que son consistentes con ellos nos
quedariamos sin ninguna.

Consideradas como presupuestos a priori, cuando no como
prejuicios, las interpretaciones naturales —como las llama
Feyerabend— han tratado de ser separadas de cualquier cons-
truccion del pensamiento. La historia de la filosofia, y con ella
la de la ciencia, estd impregnada de esa lucha y, sin embargo
esas interpretaciones naturales estan indisolublemente unidas
al investigador y son origen y fundamento de cualquier cons-
truccién cientifica. Argumentar de nuevo que el método cien-
tifico garantiza per sé la pureza del andlisis constituye una
nueva falacia. Eliminad todas las interpretaciones naturales y
habréis eliminado la capacidad de pensar y percibir, amena-
zaba Bacon. De donde se deduce inmediatamente que el
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intento de partir de cero resulta autodestructivo. Si una criti-
ca se puede hacer al método cientifico es la de intentar sepa-
rar al individuo de su produccién intelectual. Otra cosa bien
distinta es que debamos aprender a detectar los ingredientes
ideolégicos que determinan nuestras observaciones.

Aunque sea bien cierto que Galileo sustituy6 una interpreta-
cién natural por otra menos natural (desde el punto de vista
de la percepcién del siglo XVII) e inconsistente con ella, no
lo es menos que recurrié a la sicologia en forma de demago-
gia publicitaria. De hecho, vendid la experiencia que no habia
realizado como justificacién de su hipétesis. Podemos pensar
en separar el contexto del descubrimiento del de la justifica-
cién y afirmar después que el primero no precisa método, que
puede ser andrquico e, incluso, irracional pero si el segundo.
Con eso habriamos salvado las discrepancias y podriamos
disculparlo todo: el método cientifico y el proceso educativo
de adoctrinamiento en él. Sélo que esa distincién es imposi-
ble, como imposible resulta separar intuiciéon de experiencia.
Incluso después de admitir que utilizan diferentes campos de
aplicacion debemos asumir que se complementan. Asi pues,
si no podemos desprendernos metodolégicamente ni siquie-
ra de la intuicién, porque negarla es negar la capacidad de
avance, e incluso de critica, puesto que limita la posibilidad
de contraste de la teoria, no queda mds que negar el método
cientifico y, a través de él, cualquier argumentacién no dia-
léctica.

Un falsacionismo estricto —ingenuo dirfa Lakatos— que acep-
ta o rechaza una teoria tan pronto como es sometida a exa-
men en funcién de los primeros andlisis de prueba, unido a
una exigencia de contrastabilidad maxima y a un principio de
no hacer uso de hipétesis ad hoc, no sélo destruye la ciencia
tal como la conocemos sino que no hubiera hecho posible su
génesis. La idea de una ciencia regida por unas reglas fijas, y
cuyo valor de verdad (racional) se mida en funcién de su fiel
adscripcion a esas reglas, es ilusoria porque obvia al ser
humano: a su ingenio, a su realidad y a sus condicionamientos
sociales pero es ademds inhumana en tanto en cuanto fortale-
ce la profesionalidad estereotipando al individuo.

Feyerabend y la educacion

Parafraseando a Feyerabend, una vez mads, un racionalista
amaestrado serd obediente a la imagen mental de su amo, se
conformard con los modelos de argumentaciéon aprendidos,
mostrara adhesion inquebrantable hacia ellos, independiente-
mente de las dificultades que encuentre en su aplicacién, y
confundird la “voz de la razén” con el eco de su entrenamien-
to. Esto sucede en nuestros institutos y universidades todos
los dias... ;cudl es la diferencia entre estos métodos de aliena-
cién y los que usan los instructores en el adiestramiento mili-
tar?... ;los gritos? {Vale!
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Es mads, para quienes soportan el pesado yugo de la repeticién
imitativa del modelo unico habrd que recordarles que toda
estabilidad prolongada es un signo inequivoco de fracaso en
trascender una etapa accidental del conocimiento y, por ende,
en acceder a un estadio mds alto de consciencia y entendi-
miento. La razén fracasa mientras una categoria estd bien
asentada sin ser capaces de ponerla en solfa. Se nos podra
decir que cuantos mds intentos de falsacion naufragan mads
robusta es la teorfa y mas nos acercamos a la verdad', y eso es
cierto, pero no lo es menos que el reto estd en capacitar al
estudiante para poner en tela de juicio las verdades mas fir-
memente asentadas, y para saber que esa actitud vital es la
que permite acelerar el proceso. Convertir a los estudiantes en
obedientes acdlitos del saber establecido, caer en la autocom-
placencia a base de negar la duda, estimular seguridades
vanas que les impidan cuestionarlo todo es hacerlos garantes
del fracaso o, cuando menos, convertirlos en pesadas rémoras
del avance cientifico en lugar de hacerlos protagonistas de él.
Las creencias a las que concedemos mayor garantia no tienen
mayor salvaguarda que sobrevivir al permanente intento por
demostrar que carecen de sentido, dird Feyerabend.

Las teorias llegan a ser claras y
razonables solo después de que
partes incoherentes de ellas han
sido utilizadas durante largo
tiempo, concluird Feyerabend
parafraseando a Hegel.

Desde esta perspectiva, todo son preconceptos y el proceso de
clarificacion forma parte de la propia definicién, del propio
concepto. La curiosidad es el estimulo principal del conoci-
miento y ello exige tomar contacto directo con la realidad
para dudar de ella, para conjeturar, para sentir la necesidad de
constatar, dira Wagensberg. Ese impulso apasionado generara
un determinado modelo de conducta que permitiré crear con-
diciones especificas, moldeard las circunstancias y generara
ideas que han de permitir el avance racional en la génesis del
conocimiento. Serd después el debate, la socializaciéon del
concepto, la que acabe de perfilar las hipdtesis, insistird
Wagensberg. Las teorifas llegan a ser claras y razonables s6lo
después de que partes incoherentes de ellas han sido utiliza-
das durante largo tiempo', concluird Feyerabend parafrasean-
do a Hegel. Y, por tanto, acercandonos a Marcuse y recalando
definitivamente en la nocién de pensamiento dialéctico: sin

un mal empleo del lenguaje no puede haber ni descubrimien-
to ni progreso™. Pues bien, si el pensamiento cientifico requie-
re de todas esas licencias para crecer y no puede existir sin
ellas, ;por qué negarlas dentro del aula? ; Por qué separar con-
ceptos, procedimientos y actitudes? ;En aras de qué preten-
demos entronizar los primeros en el altar de lo acabado, lo
infalible, lo incuestionable, lo irrefutable, lo irrebatible... con-
virtiéndolos en hechos inmutables?

La curiosidad es el estimulo
principal del conocimiento y
ello exige tomar contacto
directo con la realidad para
dudar de ella, para conjeturar,
para sentir la necesidad de
constatar, dird Wagensberg.

Estd claro —concluird Feyerabend—, que la idea de un método
cientifico Unico surge de una visién del ser humano y su
entorno social demasiado ingenua y de no tomar en conside-
racion el rico material que proporciona la historia, o de tratar
de empobrecerlo para dar satisfaccion a sus mas bajos instin-
tos y al deseo de seguridad intelectual que proporcionan, por
ejemplo, la claridad y la precision. Seria absurdo formular una
receta o regla general [...] que sirva para todos los casos.
Deberiamos usar nuestros propios cerebros y ser capaces de
encontrar métodos propios de conducirnos en cada caso, reco-
mendard Lenin®. Que la gente se emancipe por si misma y que
se instruyan a si mismos por propia voluntad dira Bakunin.
Dar a los alumnos esa posibilidad de independencia sdlo es
posible cuando la libertad de accién esté asociada a un proce-
so de investigacion y queda lejos del adiestramiento unifica-
dor el binomio comunicacién-obediencia. Comodidad y
libertad, como compromiso y pardlisis, o coherencia y con-
descendencia han estado reiidas siempre.

Pero, ;es que no es necesario preparar a los jévenes para la
vida, aprendiendo un conjunto particular de puntos de vista y
excluyendo los demas?, ;no habrd que relegar la imaginaciéon
al mundo del arte para evitar la escisién entre la odiada reali-
dad y la amable fantasia?, se plantea Feyerabend para negar
después esa dualidad entre lo individual y lo colectivo apos-
tando por incorporar la fantasia al avance cientifico y social.



[...] percepcion, juicio, capacidad diferenciadora, actividad
mental e incluso preferencia moral se ejercen solamente cuan-
do se hace una eleccién, respondera Mill.

Sobre las limitaciones humanas:
las de ellos... las nuestras

Si hacemos caso a Marx™, nuestros alumnos y alumnas, como
el resto de la humanidad, sélo se plantean aquellas preguntas
que son capaces de responder en cada momento. Si admiti-
mos esa ley como criterio de evaluacién del aprendizaje y de
lo que son y se sienten capaces en cada instante, jcudl es la
conclusion? Sencillo, quienes han conseguido seguridad en si
mismos y autonomia suficiente, cruzaran el rio sin temor a su
caudal. ;Y el resto? ;En qué consiste, bajo este criterio, el tra-
tamiento de la diversidad? Si las preguntas que no se plantean
son las que sugerimos nosotros y educar es sinénimo de ir
mas alla de las propias limitaciones, de demostrarles cada dia
que pueden conseguir mucho mas de lo que imaginan, si esas
preguntas que somos capaces de poner sobre la mesas son
aquellas para las que nuestra la intuicién matematica, educa-
da en el formalismo burbakista, se considera competente de
resolver y por tanto de suscitar, jestamos capacitados para
transmitir otra cosa que nuestras propias limitaciones? Una
respuesta en positivo supone correr el riesgo de plantear pre-
guntas de las que no sabemos la respuesta, dejar que la la osa-
dfa guie nuestras decisiones, admitir la intuicién de los alum-
nos y alumnas, mezcla de comprobaciones particulares e ins-
tinto, como paso abreviado de una demostracion y debatirse
permanentemente ante la duda de cémo, en qué momento y
en qué medida debemos forzar la exigencia de rigor.

Pero volvamos por un momento la mirada escrutadora hacia
nosotros mismos: jqué preguntas nos atrevemos a plantear?
¢Y a plantearnos? Todos los miedos que rodean una didactica
de investigacion basada en la resolucién de problemas pare-
cen pender de ese hilo que no es otro que el de nuestra propia
inseguridad, el de nuestro propio temor al fracaso como
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investigadores que es como decir —aunque no nos educaran
para admitirlo- como matematicos.

Sigamos planteando preguntas: ;qué es el método matemati-
co? ;tiene alguna relacién con el cientifico?, desde un punto
de vista didéctico ses, o debe ser, considerada la Matemadtica
una ciencia natural? ;participa el alumnado, aunque sea vaga-
mente, de ese prototipo de estética universal e intemporal que
se asocia a la creacién matematica? ;ese principio estético de
sencillez y elegancia no es una rémora insalvable tanto para la
formulacién de la conjetura como para la prueba? ;qué hace-
mos con esos alumnos y alumnas que dan una respuesta ati-
pica? Las certezas matemdticas se suelen calificar de atempo-
rales, inmortales, suficientes en si mismas y universales ;nos
recreamos en este multiple engaio para aislarnos del mundo
y de la realidad?

Desde los sabios que estudiaban las estrellas en Babilonia
hasta los grandes artistas del Renacimiento, el ansia por
explorar fue uno de los grandes impulsos vitales del hom-
bre, y aun en los dias de Goethe habria sido tan chocante
que una persona educada dijera que no le interesaba la
ciencia como que hubiera declarado que le aburria el arte.
La acumulacién creciente de conocimientos y la especiali-
zacion de la investigacion han hecho que este interés dis-
minuyera paulatinamente y se convirtiera en monopolio de
técnicos y especialistas. [...] Es una peculiaridad de la civi-
lizacién actual que la mayoria de las personas educadas se
sientan avergonzadas al reconocer que no comprenden una
obra de arte cualquiera; y que, en cambio, un instante des-
pués proclame, no sin orgullo, su completa ignorancia de
las leyes que rigen su enchufe eléctrico. (Koestler, 1973)

Como queja no estd mal, a buen seguro que es compartida por
todos los que tenemos una formacién cientifica pero /[../
Nuestro sistema educativo [y su férrea adscripcion a los mode-
los tnicos] |[...] promueve la indiferencia hacia las leyes de la
naturaleza, deficiencia comparable a la miopia o al daltonis-
mo, concluird Koestler [1973], para sentenciar después /...] las
personas que reglan su vida de acuerdo con los dictados de la
razon, solo parecen merecer desprecio y compasion.
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NOTAS

' Uno deberia escribir despiadadamente de lo que considera cierto o
callarse dird A. Koestler [1973].

* Francis Bacon ya habia publicado en 1620 su Novum Organum y diser-
tado sobre la necesidad de superar la etapa anterior determinando un
nuevo camino que condujera a descubrir la verdad.

® Por si su titulo: Discours de la méthode pour bien conduire la raison et cher-
cher la verité dans les sciences, plus la Dioptrique, les Météores et la
Géometrie, dejara algtin lugar a dudas, en la regla III subraya Descartes que
Ningiin camino estd abierto a los hombres para el conocimiento cierto de
la verdad fuera de la intuicion evidente y la deduccién necesaria.

* Si atendemos por ejemplo a la critica que de €l hace José Marcos de
Teresa en El propdsito metafisico de la geometria Cartesiana.

° Aunque algunos autores como Abu Kamil obviaran el problema y plan-
tearan enunciados como este: Se busca la altura x de un tridngulo equi-
ldtero en el que la suma de su drea y altura da 10.

¢ Para Vieta las operaciones algebraicas tienen cardcter abstracto y formal.
No son numéricas. Eso le permite eludir la no homogeneidad del resul-
tado. Descartes da respuesta al problema y sustituye la logistica specio-
sa de Vieta por una logistica numérica.

7 La imposibilidad de solucién euclidea remite a la imposibilidad para
resolver una ecuacién de tercer grado con regla y compas.

® No es posible referenciar con detalle la evolucién de Pascal respecto del
espiritu geométrico. En Pensées diferencia entre el espiritu geométrico y
el de finura y contrapone la torpeza del primero, incapaz de trascender
un razonamiento deductivo, del segundo, competente para abarcar los
infinitos matices de un problema de la vida diaria. Més tarde discrimi-
na entre espiritu geométrico y de precision. Pero, en este caso, es el pri-
mero el que estd capacitado para comprender un gran nimero de prin-
cipios sin confundirlos y el segundo el que inicamente alcanza a inter-
pretar bien los principios cuando son pocos pero no a dilucidar sus con-
secuencias. La distancia entre una y otra posicién es, a juicio de
Brunschvicg [1923], la que separa el Traité de I'Equilibre des Liqueurs,
al parecer casi un juego de niflos, y el estudio de la Roulette y los
Indivisibles.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

° Razén de mds para manifestar las discrepancias en base a un mismo
argumento. Ver Brunschvicg [1923].

'* Su posicién no podia ser mas beligerante con el racionalismo.

"' Es una enfermedad natural del ser humano creer que posee la verdad
directamente; y de ahi viene que estd siempre dispuesto a negar todo lo
que le es incomprensible; por el contrario, no conoce naturalmente mds
que la mentira, y no debe considerar verdaderas mds que las cosas cuyo
contrario le parece falso.

> Nos tememos que con la misma fe irracional con la que muchos siglos
antes se recurria a Aristételes y Santo Tomads

** Thomas S. Kuhn [1962].
* Imre Lakatos [1974].
'Y reciprocamente, por supuesto.

' Kuhn traduce perfectamente la parélisis que genera el miedo a la liber-
tad en las familias de nuestros alumnos: La adscripcion a un determi-
nado paradigma prepara al estudiante para entrar a formar parte como
miembro de la comunidad cientifica particular con la que trabajard
mds tarde [...] su prdctica subsiguiente [sometida a reglas y normas fijas
para la praxis cientifica] raramente despertard desacuerdos sobre los
fundamentos.

" En la prdctica, afirma con justicia Feyerabend, los metoddlogos repiten
como esclavos las declaraciones mds recientes de los que dirigen la fisi-
ca.

'* Esa convergencia es en probabilidad. Si asociamos una determinada
probabilidad a una teorfa, los diferentes intentos fracasados por negar-
la aumentardn esa funcién de probabilidad que nunca llegard a valer
uno.

' El concepto de funcién puede servir de ejemplo.

* Del que, como demostrara Lakatos en Pruebas y Refutaciones también
se benefician las Matematicas

*' El hilo del discurso sigue a Feyerabend que es quien cita a estos autores.
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uando nos enfrascamos con nuestros alumnos en la reso-
lucién de problemas (no nos referimos a meros ejercicios
repetitivos) debemos activar la capacidad de sorpresa y estar
dispuestos a ser mejorados por ellos en las estrategias aplica-
das para encontrar las soluciones de los mismos.

Para demostrar la anterior afirmacién contamos lo que nos
ocurrid en uno de los problemas planteados en el Concurso de
Ingenio que desarrollamos en nuestro centro (concurso con-
sistente en la resolucién de un problema cada semana, a lo
largo de 20 semanas del curso).

En cierta ocasidn se le planteé a los participantes el siguiente
problema:

Coloca 12 monedas en seis lineas con cuatro monedas en
cada una.

Cuando decidimos proponer este problema, esperdbamos
una solucién tdnica: la estrella de seis puntas formadas por
dos triangulos equildteros entrecruzados con las 12 monedas
colocadas en los vértices e intersecciones entre los lados de
los dos triangulos.

Juegos con monedas

uegos

Al ver las respuestas dadas por los participantes la sorpresa
fue mayuscula, pues fueron tan llamativas como las siguien-
tes:

NOMBRE: 1 seudeede.... fasdenes. fe. CURSO 20513 Lsc

Estrategia

Coloca 12 monedas en 6 lineas C?A-mag‘idas cada una.
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Grupo Alquerque de Sevilla

Counstituido por:

Juan Antonio Hans Martin. CC Santa Maria de los Reyes.
José Muiioz Santonja. IES Macarena.

Antonio Ferniandez-Aliseda Redondo. IES Camas.
Jjuegos.suma@fespm.org
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NoMBRE: Teevs Manchedo Rondeh curso: 4°£s0-B

Estrategia

Coloca 12 monedas en 6 lineas con 4 monedas cada una.

iz CORS0 0 B B

NOMBRE: m&yﬁa G\sfhm

Estrategia
Coloca 12 monedas en 6 lineas con 4 monedas cada una.

3 2

9
A

6
S
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Juegos de configuracion

Son juegos de configuracion aquellos en que hay que conse-
guir una determinada disposicion con las piezas o fichas de
que se dispone. Por la sencillez del material necesario se pue-
den desarrollar con nuestros alumnos de forma manipulativa,
lo que permite a los estudiantes razonar mientras mueven
fisicamente las fichas.

En nuestro caso en concreto, dado un nimero determinado
de monedas tendremos que conseguir una distribucion de las
monedas que cumpla unas condiciones determinadas.

En este tipo de juegos hay que tener mucho cuidado con las
condiciones que se plantean, pues intercambiar nimeros, por
ejemplo, puede dar mas de un dolor de cabeza y una busque-
da imposible. Siempre nos acordaremos del error cometido en
nuestra aportacion en el calendario matematico que editan
SM vy la Societat d’Educacié Matematica de la Comunitat
Valenciana Al Khwarizmi (estupenda publicacién coordinada
por nuestro amigo Floreal Gracia). Entre otros problemas
propusimos el siguiente:

Coloca seis monedas en siete filas de tres monedas cada una.

Y nos quedamos tan panchos, sin darnos cuenta del error que
cometiamos. Al poco tiempo nos llamé Juan Emilio Garcia
preguntandonos ;Cudl es la solucion del problema que tenéis
planteado en el calendario? Cuando revisamos nuestros datos
dijimos Tierra tragame. El enunciado correcto era:

Coloca siete monedas en seis filas de tres monedas cada una.

El primer planteamiento no tiene solucién, el segundo puede
dar distintas disposiciones:

NOMBRE : . Nanetcrn. Lompes... [DA0G8%. .. CURSO 1.0

J




Seleccion de problemas de configuracién con

monedas

Durante anos hemos ido recopilando, diseiando y ampliando
una gran cantidad de juegos con monedas que entran dentro
de los juegos de configuracién. Muchos de ellos pueden
encontrarse en hojas de pasatiempos de todo tipo de publica-
ciones. A continuacion se puede ver uno aparecido en el Pe-

queno Pais en 1989.
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rata de formar, con estos
10 bombones que apare-
cen en el dibujo, cinco li-
neas con cuatro bombo-
nes en cada una. ;Lo has

bombones cada una.
iSuerte!

Solucion:

logrado? Entonces mere-
ces un premio. jComete
tres bombones y trata de
agrupar los siete restan-
tes en seis lineas con tres

Dentro de este apartado de configuracién podemos conside-

rar dos grandes bloques:

En primer lugar tenemos las situaciones en que hay que colo-
car una serie de monedas en lineas con una determinada can-

tidad de monedas en cada linea.

A veces estos enunciados resultan paradéjicos inicialmente;
por ejemplo, nos pueden pedir que coloquemos diez moned
en cinco filas con cuatro monedas en cada una, pero tamb#en
pueden plantearnos colocar las mismas diez monedas
filas de cuatro monedas cada una. En el dibujo anterior estd la
solucidn a la primera propuesta y a continuacién la solucién a

la segunda.
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Para que nuestros lectores puedan entretener sus largas horas
de ocio les planteamos una serie de retos en esta misma linea.

Coloca seis monedas en:
Tres lineas de tres monedas cada una.
Cuatro lineas de tres monedas cada una.

Coloca siete monedas en:
Cinco lineas de tres monedas cada una.
Seis lineas de tres monedas cada una.

Coloca ocho monedas en cuatro lineas de tres monedas cada
una.

Coloca nueve monedas en:

Tres lineas de cuatro monedas cada una.

Ocho lineas de tres monedas cada una. Esta disposicion
corresponde al tablero de un conocidisimo juego de
estrategia, tal vez el mas famoso y sencillo de todos.

Nueve filas de tres monedas cada una. Con el mismo
numero de monedas se consigue en esta disposicién
un alineamiento mds, esto hace que el juego que se
basa en este tablero, el Tres en raya dureo o trihex,
tenga mads lineas de ocupacidn.

Diez lineas de tres monedas cada una.

Coloca diez monedas en:
Tres lineas de cuatro monedas cada una.
Cinco lineas de tres monedas cada una.
Cinco lineas de cuatro monedas cada una.

Cuando los alumnos trabajan estas situaciones es aconseja-
ble que lo hagan con monedas o cualquier sustituto apropia-
do, ya que la manipulacién, como hemos indicado en otras
entregas de esta seccidén de Juegos, es fundamental para
abordar y comprender correctamente las estrategias que
debemos utilizar para resolver estas propuestas. Hay veces
en que el numero de monedas es tan grande que hay que
invertir un capital en el juego o bien pasarse a las fichas del
parchis, de las damas, tapones de botellas o directamente al

lapiz y papel.
Aqui tienen algunos retos mas complicados.

Coloca 12 monedas en:
Tres lineas de cinco monedas cada una.
Cuatro lineas de cuatro monedas cada una.
Cinco lineas de cuatro monedas cada una.
Seis lineas de tres monedas cada una.
Seis lineas de cuatro monedas cada una.

Coloca 13 monedas en:
Nueve lineas de tres monedas cada una.
Doce lineas de tres monedas cada una.

Coloca 14 monedas en:
Cuatro lineas de cinco monedas cada una.
Siete lineas de cuatro monedas cada una.

Colocar 15 monedas en 5 lineas de 4 monedas cada una (Se
pueden encontrar propuestas de alineamiento con mds de 15
monedas, pero para no aburrir vamos a poner aqui el tope).

Otro tipo de planteamiento, también dentro de juegos de con-
figuracién, consiste en trabajar con un tablero, en el que
puede variar el nimero de casillas, y colocar las fichas de
forma que cumplan una serie de restricciones. Entre ellos aqui
tienen algunas posibilidades:

Prohibido tres en raya. Colocar todas las fichas que puedas
sobre un tablero cuadrado, de forma que:

a. En cada casilla no haya mas que una ficha.

b. No queden tres fichas alineadas.

En un tablero 3x3 se pueden poner 6 fichas, ;y en un tablero
4x4? ;Y si es de tamano 5x57?

Colocar 16 fichas en un tablero de ajedrez, de manera que no
haya tres fichas en linea recta.

Coloca sobre un tablero cuadriculado de tamafno 6x6, 12
monedas de manera que en cada linea horizontal, vertical y
diagonal no haya mas que dos y sélo dos monedas.

Coloca 18 monedas sobre el tablero cuadriculado de 6x6, una
por casilla, de manera que cada fila y cada columna contenga
exactamente tres monedas.

Pares. Coloca diez fichas en una cuadricula 4x4 (como méxi-
mo uno en cada casilla) de manera que cada fila, cada colum-
na y cada diagonal (principal o secundaria) tenga un nimero
par de fichas.

Coloca ocho fichas (cuatro de un color y cuatro de otro) en
una cuadricula 4x4 de manera que no haya dos fichas de un
mismo color en casillas que se encuentren en la misma fila,
columna o diagonal.



Juegos de movimiento

En este tipo de rompecabezas se nos da una determinada dis-
posicién de las fichas o monedas y se nos pide que las recolo-
quemos en otra distinta. Para ello hemos que tener en cuenta
una serie de restricciones:

— Haciendo un niimero determinado de movimientos.

— Haciendo un tipo determinado de movimientos, inclui-
do giros de las monedas.

— Realizando el menor niimero de movimiento posibles.

Quizd el mas conocido de este tipo de puzzles sea el de inver-
tir un tridangulo de monedas (este pasatiempo ha sido desarro-
llado exhaustivamente por José Maria Gairin y José Maria
Munoz en su articulo Moviendo fichas hacia el pensamiento
matemdtico, publicado en SUMA 51 de febrero del 2006).

Invertir el tridngulo

Forma un tridngulo como el de la figura, compuesto por diez
monedas. Moviendo solo tres monedas de lugar, es decir, cam-
biandolas de sitio, debe conseguirse el tridngulo hacia arriba.
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Coloca seis monedas de la forma que indica la figura anterior.

1. Convierte la figura en una circunferencia moviendo
dos monedas.

2. Convierte la figura en una circunferencia moviendo
tres monedas.

Mantener la cruz

Poner sobre la mesa diecisiete monedas, formando una cruz,
como muestra la figura. Si contamos las monedas desde el pie
de la cruz hasta cualquiera de los tres extremos de arriba, la
suma de las monedas serd siempre once.
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El problema consiste en retirar sélo dos monedas y mover las
minimas posibles para que la suma de las monedas, desde el
pie de la cruz hasta cualquiera de los extremos siga sumando
once monedas.

De ocho simples a cuatro dobles
Colocar ocho monedas en linea y, con tan s6lo cuatro movi-
mientos, obtener cuatro pilas de dos monedas cada una. La
Unica condicién es que cualquier moneda que tomemos debe
saltar sobre otras dos (a la izquierda o a la derecha), estén api-
ladas o no, antes de depositarla sobre la siguiente moneda.

1.2

(D (@ (& D (2 (D (2

De la cruz a siete pilas

Situar sobre la mesa catorce monedas, configurando una
cruz, como muestra la figura. Con siete movimientos iguales
al problema anterior (es decir, que cada moneda que tomemos
debe saltar en linea recta y sin cambiar de sentido sobre otras
dos, antes de depositarla sobre la siguiente moneda) debemos
construir siete pilas de dos monedas cada una.

i

®

@
4
¥

L

-,

Girar monedas

1. Partimos de cuatro monedas iguales y con las caras hacia
arriba. ;Cudntos movimientos se necesitan para que queden
todas con la cruz hacia arriba si se giran tres cada vez? ;Qué
pasa si se tienen tres monedas y se da la vuelta a dos cada vez?

2. Ahora vamos a intercalar caras y cruces. Se colocan seis
monedas en fila, las tres primeras con las caras hacia arriba y
las otras tres con la cruz hacia arriba. Hay que conseguir, en el
minimo nimero de jugadas, cambiar esta disposicién para que
se alternen cara y cruz. En cada jugada se giran dos monedas.

3. También de giros va la siguiente situacion. Se tienen nueve
monedas distribuidas en un cuadrado, ocho caras y la del cen-
tro cruz. Un movimiento consiste en dar la vuelta a tres
monedas a la vez que estén en la misma fila, columna o dia-
gonal. ;Cudntos movimientos se necesita para que queden
todas las monedas con la cara hacia arriba?

Algunos de los problemas que se plantean tienen que resol-
verse aplicando una idea creativa, el pensamiento lateral, que
difiere de lo que hacemos para resolver otros casos donde usa-
mos el pensamiento légico. Veamos algunos ejemplos:

Casi T

Partiendo de la siguiente distribucién de monedas, ;cémo
podemos conseguir dos filas de cuatro monedas moviendo
una sola moneda?

¢Y dos filas de cinco monedas moviendo solo dos?
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Apuestas

Formar un cuadrado con ochos galletas no es nada
dificil. Después de pensar un segundo, seguro que
consigues una figura como la del dibujo, en la que
cada lado del cuadrado tiene tres galletas. ;Serias
capaz de conseguir, con esas ocho galletas, un cua-
drado que tenga cuatro de ellas en cada lado?

Pequeiio Pais, 22 de noviembre de 1987 W
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l numero de oro ®=1,618... es al plano, lo que el ndme-
ro plastico P=1,2471... es al espacio. Ver esto es el objetivo
final de este clip. Pero permitan primero una breve visita a la
familia de los ndmeros metdalicos en la cual destaca con luz -
propia el dureo.

El triplete oro-plata-bronce hace recordar a las medallas
olimpicas (récords deportivos) o a los aniversarios de boda
(récords de paciencia). Lo sorprendente es que dichos califi-
cativos también vayan unidos a tres singulares niimeros irra-
cionales.

Numeros metalicos

Todos surgen de una simple ecuacion de segundo grado

X =mx+n
donde los coeficientes m y n son niumeros naturales. La solu-
cién positiva de la ecuacion planteada es

x_m+\/m2+4n

2

Estas cantidades tan raras tienen una razén geométrica muy
simple. Considere un natural 7 y un rectdangulo de lados a, b Claudi Alsina

de manera que ma<b pero b<(m+1)a. elclip.suma@fespm.org
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Figura 1

Entonces cabe preguntarse cuando al dividir el rectdngulo
dado en m cuadraditos de lado a y una pieza rectangular R
tendremos la suerte (es un decir) de que la proporcién entre
el lado largo y el lado corto de R sea la misma que la de todo
el rectangulo inicial de lados a y b (igual forma). Esto nos lleva
a la condicién:

a b

b-ma a

’

es decir a> = b* — mab o dividiendo por a’, reagrupando e
introduciendo x=b/a

x> =mx+1,

que es la ecuacion de los metdlicos (para n=1).

Cuando m=n=1 resulta el nimero de oro ® o divina propor-
cién:

O]

- “2*/5 ~1,61803..,

Cuando m=2 y n=1 resulta el nimero de plata
0, =1++2=2,4142..

Finalmente, cuando m=3 y n=1 se obtiene el nimero de bronce

=3,3027...

Br

_3+413
2

Para otros valores de m y n se halla también el nimero de
niquel, el de cobre, etc.

Estas joyas numéricas no son funciones sino ntimeros irracio-
nales y presentan, matemadticamente, curiosas propiedades.
Por ejemplo, fijados m y n considere una sucesion de nimeros
a, a, a,.. donde los dos primeros términos son unos
(a,=a,=1) y exista la relacién de recurrencia

Ay = My, + N0

es decir,
1, 1, m+n, m-(m+1)+n-1...,

sucesion a partir de la cual puede calcular los cocientes de cada
término por su anterior a,,,/a,, Esta sucesion de razones tien-
de a un valor x y, gracias a la relacién recurrente, vemos que

a, 1
=m+n—-—,

ak+2/ak+1 =m+n /
A1 A1 ! Gy

lo que fuerza a que x=m+n/x es decir, x* = mx +n y x es un
numero metdlico.

Asi para m=n tiene la famosa sucesién de Fibonacci
1,1,2,3,5,8,13, 21,...

cuyos cocientes tienden al nimero de oro ®. Para m=2y
n=1 tiene
1,1,3,7,17,41, 99, 140,...

cuyos cocientes tienden al numero de plata. Y si m=3 y n=1
tiene
1,1,4,13,43, 142,...

las razones entre los cuales le llevaran al ntimero de bronce.

El nimero de oro es omnipresente en la Naturaleza y en el
Arte, esencialmente por dos razones: porque muchos fené-
menos de crecimiento natural presentan cantidades que
siguen la sucesion de Fibonacci y por haberse mitificado la
proporcién aurea como la mas bella visualmente. Usted tiene
proporcidn durea si divide su altura por la altura de su ombli-
go (cintura)... y lleva un rectangulo de oro si posee una tarje-
ta de crédito o un DNL

NOMBRE

LEONARDO

PRIMER APELLIDO

DA VINCI
SEGNOO APFLLIO.

16180339-®




Capilla Medicea, Miguel Angel, Florencia

Segun Vera Spinadel y Jay Kappraff el nimero de plata apare-
ce en el sistema romano para determinar la proporcién de
determinadas edificaciones y Kim Williams lo ha localizado
en el pavimento del baptisterio de San Giovanni en Florencia
y en la capilla de los Médici de Miguel Angel.

Vamos a observar ahora un caso de raiz cdbica de interés
especial: el niimero pldstico.

Hans van der Laan (1904-1991)

Descubierto por el arquitecto (que era monje benedictino en
Holanda) Hans van der Laan (1904-1991) este numerito P lla-
mado mistico o plastico (en el sentido doble de plasticidad
artistica) resulta ser la solucién positiva de la ecuacién cubica
x* = x+1, es decir

P’=1+P,

siendo P=1,329... Segun Padovan el estudiante G. Cordounier
también se ocupd de P en la misma época. En la seccién ante-
rior, visitando los numeros metélicos hemos visto que el pri-
moroso numero de oro ® verificaba ®°=P + 1. Pues bien, el
numero plastico, por verificar * =P+1 representa en muchas
situaciones del espacio de dimension 3 lo que el numero de
oro representa en el plano de dimensién 2. Observe la figura
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adjunta donde la caja de aristas c<b<a se ha repetido dos
veces en la forma indicada.

Figura 2

La propiedad de los rectdngulos caracteriza ®. En el espacio
si la diagonal principal de la caja horizontal se prolonga y se
impone que pase por el vértice superior correspondiente de la
caja vertical entonces resulta que esto es posible sélo si b=P-,
a=P’, con ¢ arbitrario y P el numero plastico.

Figura 2
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El padre van der Laan estudié proporciones de las iglesias
romdnicas y descubrié que muchas de estas proporciones se
correspondian con las correspondientes a los términos de la
sucesion

1,1,1,2,2,3,4,5,7,9,..

Esta sucesion empieza por tres unos y cada término es igual a la
suma de los dos antependltimos, resultando que los cocientes

1112234579

1'1'1"1°2°2’3°4’5’7""

tienden precisamente al nimero plastico P (como van der
Laan trabajé en sus obras la sucesion anterior en sus escritos
solo cita de pasada a P). Hace pocos anos Ignacio Millan veri-
ficé, por ejemplo, que el claustro de la iglesia romdanica de
Sant Pau del Camp de Barcelona, responde a este tipo de pro-
porciones.

PARA SABER MAS

Para pensar un rato

Le proponemos tres cuestiones:

1. Sea Cun punto de un segmento AB. Si el volumen del cubo
de lado AC es igual al volumen del paralelepipedo de aris-
tas AB, CB y AB+AC entonces AB:AC=P.

2. Sea una corona obtenida por dos circunferencias de igual
centro O y radios a, b con a<b. Considere la elipse de cen-
tro O y semiejes a y b. Demuestre que el area de la elipse es
igual al drea de la corona si y solo si b/a=®. Pase ahora al
espacio haciendo girar la corona y la elipse alrededor del
eje mayor. Demuestre que el volumen del elipsoide es igual
al volumen entre las dos esferas si y s6lo si b/a=P (nimero
plastico).

3. En la primera figura hemos mostrado una caracteristica
geométrica de los rectdngulos metélicos cuya proporcion
verifica p’=mp+1. ;Existe una propiedad geométrica carac-
teristica de los rectdngulos cuya proporcién verifique
p’=mp+1 con m, n enteros positivos y n>1? ll
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Houace...

mace por estas fechas 300 anos, exactamente el 15 de abril
de 1707, nacia Leonhard Euler, en la ciudad suiza de Basilea, B EY ﬁuunﬂﬁgﬂgﬂu puﬂgﬂ
cuya universidad habia alcanzado un gran prestigio, impulsa- A
da por una sociedad vivamente interesada por entonces en la

educacion cientifica y artistica.

i
]

El padre de Leonhard, Paul, Pastor calvinista, era un hombre
de amplia cultura que habia estudiado matematicas con Jacob
Bernoulli, lo que le permiti6 ayudar a su hijo a dar los prime-
ros pasos en Matemdticas. La madre, Margarete, procedia de ‘
una antigua familia de eruditos. Asi se comprende, en seme- :
jante ambiente familiar, la favorable disposiciéon de Leonhard
hacia el estudio en general, cualquiera que fuese la materia.

Leonhard fue un verdadero niiio
prodigio y no sdlo para las
matemdticas, pues tenia un don
especial para los idiomas y
destacaba en todos los estudios que
realizaba.

del.’eterﬂ:m& &clc Né };,Baﬂe,le 15 Avril 1707 Mox*t,h
. : Peterfbourg, le 18 de 8 P b '1783..

Leonhard fue un verdadero nifno prodigio y no sélo para las : T
matematicas, pues tenfa un don especial para los idiomas y Grabado de Dupin
destacaba en todos los estudios que realizaba. Su prodigiosa
memoria y su capacidad mental para el cdlculo le permitian
realizar complicados calculos aritméticos sin necesidad de Santiago Gutiérrez
utilizar para ello papel y lapiz. hace.suma@fespm.org
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Su padre le orient6 hacia los estudios de Filosofia y Teologia,
con la idea de seguir los pasos paternos y hacerse Pastor de la
iglesia calvinista. A tal efecto, con tan solo trece anos, matri-
cul6 a su hijo en la Facultad de Filosofia y mds tarde en la de
Teologia. Mientras tanto, habia establecido relacion, al entrar
en la Universidad, con Johann Bernoulli, que iba a convertir-
se para el joven Leonhard, mds que en un maestro, en un
auténtico tutor, un guia, que le proponia lecturas matemati-
cas y discutia con él, posteriormente, las dificultades que iba
encontrando. Como recordaba el propio Euler:

Tenia autorizacién para visitar con toda libertad (a Johann
Bernoulli) los sdbados por la tarde; él amablemente me
explicaba todo aquello que yo no podia entender.

TLITERARY MAGAZINE & BRITISH REVIEW

Frnstuvnia fudt

LEONARD EULER.

Lub? as the Aot divects Dec? 1.1789 by C.Lorster Ngt Boulery.
Grabado de J. Thornthwaite, n.1840

Al parecer Johann daba clases a Leonhard junto a sus hijos
Niklaus y Daniel, con los que Euler acabé estableciendo una
gran amistad. Con el transcurso de los anos, los avances de
Euler en el andlisis eran tan grandes que el propio Johann
Bernoulli llegé a escribirle:

Yo represento el andlisis superior como si estuviera en su
infancia, pero tu lo estds llevando a su estado adulto.

Al estudio de las matematicas, la filosofia y la teologia afiadia
Euler el de la medicina, la astronomia, la fisica y las lenguas
orientales. Esta gran amplitud de conocimientos le favorecia
a la hora de intentar acceder a una gran diversidad de cate-
dras en cualquier Universidad. Asi, con 19 afios, se present6 a
una catedra de Fisica en la Universidad de Basilea, con una
disertacion sobre la naturaleza del sonido, siendo rechazado
por la tnica razén de su extremada juventud.

El primer periodo ruso

En 1727, enterado de que la Academia de San Petesburgo con-
vocaba una plaza de Medicina, se dirigi6 a Rusia a reunirse con
su amigo Daniel Bernoulli, que habia acudido a San Petesburgo
junto con su hermano Niklaus, dos afios antes, para ejercer
ambos como profesores de la Academia, con la desgracia de
que el joven Niklaus se habia muerto un ano después, victima
de los rigores del clima. Al llegar a San Petesburgo, se encontré
Euler con que le habian cambiado su destino, afortunadamen-
te para él, y en lugar de Fisiologia iba a ensenar Fisica.

En 1733, su amigo Daniel, en cuya casa habia residido los prime-
ros anos de su estancia en Rusia, con el que habia mantenido
amplias discusiones de fisica y matemadticas, regresé a su ciudad
natal para ocupar la catedra de Matemiticas de la Universidad de
Basilea. Esto produjo un gran vacio en la vida de Euler, pero por
otro lado tuvo la ventaja de dejar vacante la plaza de
Matematicas que no tardaria en ser ocupada por el propio Euler.

Ese mismo aiio de 1733 se casaba Euler con Katharina Gsell,
hija de un pintor suizo que habia ido a San Petesburgo contra-
tado por la Academia y que en aquel momento ostentaba el
cargo de director. De su matrimonio tuvo Euler trece hijos de
los cuales solo cinco alcanzaron la adolescencia, tres nifios y
dos ninas, y de estos solo tres sobrevivieron a sus padres.

Durante su estancia en San Petesburgo, Euler debia atender a
sus tareas en la Academia y a los requerimientos como asesor
del gobierno ruso, que le habia nombrado director del
Departamento de Geografia y comisario de pesas y medidas,
y le habia pedido que escribiera textos escolares para ser usa-
dos por los estudiantes de secundaria de las escuelas rusas.
Para entonces ya habia publicado mas de ochenta trabajos en
la revista de investigacion de la Academia Commentarii
Academiae Scientiarum Imperialis Petropolitanae. Precisa-
mente su exceso de trabajo, ademds era cartégrafo de las vas-
tas extensiones rusas, le llevo a contraer una enfermedad en
la vista, a los 33 afios, que acabé ocasiondndole la pérdida de
la visién de un ojo. La ceguera parcial no le impidié seguir tra-
bajando con la misma intensidad. La pluma de Euler era tan
activa y tan rdpida que en cierta ocasion el cientifico francés
E. Arago dijo de él que:



... Su exceso de trabajo, también
era cartografo de las vastas
extensiones rusas, le llevé a

contraer una enfermedad en la
vista, a los 33 arios, que acabd
ocasiondndole la pérdida de vision
de un ojo.

A estas portentosas cualidades
afiadia una capacidad de
concentracion tal que era capaz de
escribir sus memorias matemdticas
incluso mientras sus hijos
jugueteaban con él, subiéndosele
por encima.

Grabado de Samuel Kuetner (1747-1828),
dibujo de Joseph-Friedrich-Augus Darbes (1747-1810)

podia hacer matematicas sin ningtin esfuerzo, exactamen-
te igual que los hombres respiran y que las dguilas se man-
tienen en el aire.

A estas portentosas cualidades afiadia una capacidad de con-
centracion tal que era capaz de escribir sus memorias mate-
maticas incluso mientras sus hijos jugueteaban con €l, subién-
dosele por encima. El propio Euler decia que su lapiz parecia
sobrepasarlo en inteligencia, dada la facilidad con que salian
de él sus escritos. Durante este periodo, en 1736, publicé su
tratado de Mecdnica, famoso por ser el primero que basaba
sus demostraciones en el nuevo andlisis, ahorrandose asi el
recurso a las intrincadas demostraciones de los tratados ante-
riores.

En 1735, habia logrado resolver el llamado problema de
Basilea, que consistia en determinar el valor de la serie
11 1 1 1

I+—+=+—+—+.t—+..
4 9 16 25 k
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Metan. rse.

Este problema habia sido planteado por P. Mengoli en 1644, y
desde entonces fue pasando por diversos matematicos, lle-
gando intacto, sin solucién, hasta incluso Jacob Bernoulli que
decidi6 plantarlo a su vez a la comunidad matematica en
1689.

El primer intento de Euler fue atacarlo mediante las aproxi-
maciones sucesivas de las sumas parciales, pero asi logré tan
solo una aproximacidn al valor de la serie, y no el valor exac-
to.

Se le ocurrié entonces abordarlo integrando de dos formas
diferentes (1731) la expresién

1
t

0

La respuesta obtenida, tras un laborioso calculo y de formula-
cién bastante compleja, seguia dando una nueva aproxima-
cion, solo correcta en sus seis primeros decimales.
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Billete de 10 francos suizos con la efigie de Euler

En 1735 da finalmente con la solucién:

Sin embargo, he encontrado ahora y contra todo pronds-
tico una expresion elegante para la suma de la serie

1.1 1 1
l+—+—+—+—+etc
4 9 16 25

que depende de la cuadratura del circulo... He encontrado
que seis veces la suma de esta serie es igual al cuadrado de
la longitud de la circunferencia de un circulo cuyo didme-
tro es 1.

Es decir:

oo 1 7T2
276

k=1

El periodo aleman

La muerte de la emperatriz Ana en 1740 produjo en Rusia un
cierto periodo de inseguridad a la cual no era ajena la
Academia. Quizd por esto y temiendo que ello perjudicara sus
condiciones de trabajo, en 1741 decidié aceptar la invitacion
del rey de Prusia, Federico II el Grande, para incorporarse a la
Academia de Berlin, fundada en 1700 por Leibniz y presidida
en aquel entonces por el francés PL.M. de Maupertuis, e
impulsada por el propio rey, que deseaba convertirla en un
importante centro de Ciencia y de Cultura. Debido a las mul-
tiples ausencias de Maupertuis, de hecho, era Euler quien
dirigia todo el trabajo de la Academia. El rey le encomenda-
ba a Euler tareas muy variadas, como la nivelacién del canal
Finow, la instalacién de juegos de agua en Sanssouci (que

... podia hacer matemdticas sin
ningun esfuerzo “exactamente igual
que los hombres respiran y que las
aguilas se mantienen en el aire”.

nunca llegaron a funcionar), la direccién de las minas de sal
de Schonebeck, la creaciéon de montepios de viudedad, los
juegos de loterfa... Para los trabajos de investigacion, sin
embargo, el rey no mostré interés alguno. A decir verdad, las
relaciones de Federico II con Euler fueron muy frias, hasta el
punto de que, muerto Maupertuis, no fue capaz de promo-
verle al cargo de director de la Academia.

Euler continué sus investigaciones con la misma intensidad
que en la época rusa, realizando aportaciones esenciales a
casi todas las ramas de las Matematicas existentes hasta ese
momento, y no solo a través de monografias o articulos en
revistas, sino a través de extensos tratados. Por otra parte y
durante este periodo de su estancia en Berlin no dejé de
enviar numerosas memorias tanto a la Academia de Prusia
como a la de San Petesburgo, de la cual continuaba recibien-
do una pensién.

El numero e lo utiliza por primera
vez en una carta dirigida a
Goldbach, en 1731, para designar
“el nimero cuyo logaritmo
hiperbdlico es igual a uno”

Ademas de sus Cartas a una princesa de Alemania, que reco-
pila las lecciones impartidas a la princesa de Anhalt-Dessau,
sobrina del rey de Prusia, obra de divulgacién que merecié ser
traducida a varios idiomas, Euler publicé trabajos de mucha
importancia durante este periodo:

+ En 1744, su Methodus inveniendi lineas curvas maximi
minimive proprietate gaudentes, el primer estudio general
sobre el Calculo de Variaciones, segtin los conocimientos
de entonces.

+ En 1748, aparece la Introductio in analysis infinitorum, en
dos volimenes, una introduccion al analisis de las magni-
tudes infinitamente pequenias. Es la mds famosa de sus
obras, y en ella se encuentran las célebres férmulas que
relacionan las funciones trigonométricas y la exponencial,
expresiones del seno y el coseno como productos infinitos,
la geometria analitica en tres dimensiones, teoremas rela-
tivos a las curvas algebraicas, etc. Por otra parte, es aqui
donde Euler define el concepto de funcién como el de una



expresion analitica formada por variables y constantes, y
segun la naturaleza de esa expresién llamé a la funcién
algebraica o transcendente. Asi mismo efectud la clasifica-
cién de las funciones en uniformes y multiformes, pares e
impares, explicitas e implicitas, algebraicas racionales y
algebraicas irracionales.

En 1755 las Instituciones calculi differentialis. En esta obra
adopta el principio de Leibniz de despreciar las cantidades
infinitamente pequerias en la idea de que una cualquiera de
ellas es menor que las precedentes y por tanto no puede
especificarse su valor que es cero.

LEONHARD EULER 1707-1783

AS S8R0 000, ASASASALS QS

En 1761 publica los Teoremas sobre los residuos obtenidos
por la division de las potencias, donde aparece demostra-
do el llamado pequefio teorema de Fermat (si p es primo,
a’—p es divisible por p), en que aborda problemas sobre
teorfa de nimeros utilizando el método de Induccién.

250ner
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Es sabido la importancia que tiene la notacién simbdlica
para el mejor y mas rapido desarrollo de las matematicas.
Pues a Euler se debe la introduccién de algunos de los sim-
bolos que usamos aun hoy. Asi, el nimero e que utiliza por
primera vez en una carta dirigida a Goldbach, en 1731,
para designar el niimero cuyo logaritmo hiperbdlico es igual
a uno. En cuanto a la letra m, para representar la relacién
entre la longitud de la circunferencia y su didmetro, si bien
habia sido utilizada ya en 1706 por William Jones en su
Sinopsis Palmariorum Matheseos (Nueva introduccién a la
Matemadtica), es la adopcion que Euler hace de ella lo que
consigue extender definitivamente su uso entre los mate-
maticos. La letra i, en principio la empleaba Euler como
simbolo de un niimero infinito, pero la adopté en 1777, ya
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al final de su vida, para designar la raiz cuadrada de -1, si
bien no aparecié publicada hasta 1794, y su difusion defi-
nitiva no se logré hasta su utilizacién por Gauss en las
Disquisitiones arithmeticae, de 1801. Debemos a Euler
también la designaciéon de los lados de un tridngulo
mediante las letras mindsculas a, b y ¢, y la de los dngulos
opuestos mediante las mayusculas A, B y C, respectiva-
mente, asi como el uso de las letras r, Ry s para designar,
respectivamente, los radios de las circunferencias inscrita
y circunscrita, y el semiperimetro de un triangulo. Otros
simbolos suyos son: Lx para el logaritmo natural de x, el

Debemos a Euler también la
designacion de los lados de un
trigngulo mediante las letras
minusculas a, by ¢, y la de los
dngulos opuestos mediante las
mayusculas A, By C,
respectivamente.

simbolo ¥, para el sumatorio, el simbolo f{x) para una fun-
cién, y las abreviaturas sen, cos, tg, cotg, sec y cosec para las
funciones trigonométricas.

+ En sus investigaciones sobre los niimeros complejos llegé a
la conocida hoy como identidad de Euler:

e’ =cosO+isend

De ella dedujo, haciendo 0=m, la célebre relacién entre las
famosas tres constantes de la matemadtica:

Segundo periodo ruso

En 1766, Euler recibe la invitacién de Catalina II de Rusia para
volver a la Academia de San Petesburgo, poniendo a su dispo-
sicién una casa bien amueblada (todavia viven sus trece hijos),
déndole toda clase de facilidades y los honores de gran perso-
nalidad. A poco de llegar de nuevo a Rusia, su visién se dete-
rioré hasta el punto de tener que utilizar una pizarra para
escribir y realizar sus célculos. Practicamente permaneceria
ciego el resto de su vida. No obstante la ceguera, su produccién
sigui6 siendo tan fecunda como en los periodos anteriores.

Entre 1768 y 1770 aparecieron las Instituciones calculi inte-
gralis, en tres tomos, que completaban sus trabajos de analisis
con el calculo integral. Esta obra, junto a las Instituciones cal-
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culi differentialis, ademds de recoger todos los trabajos acu-
mulados sobre el tema hasta la fecha, introduce numerosas
aportaciones personales, como las formas habituales de las
integrales elipticas, una teoria de las funciones beta y gamma
fundada en las integrales eulerianas, un desarrollo del calculo
con diferencias finitas, y métodos sistematicos de resolucién
de ecuaciones diferenciales de orden superior de coeficientes
constantes.

En 1770, redacté un manual de Algebra en lengua alemana,
que se publicé bajo el titulo de Tratado completo de Algebra.
Como quiera que ya habia perdido la visién de ambos ojos,
este libro lo dicté a uno de sus colaboradores, un ex-sastre, y,
por cierto, modificaba el texto una y otra vez hasta quedar
convencido de que su escribano podia entenderlo.

Algunos otros trabajos contienen auténticas joyitas como el
teorema de Euler sobre los poliedros, o la Theoria motuum
planetarum et cometarum (Teoria de los movimientos de los
planetas y los cometas, 1744), que sirvié para los calculos
astronémicos hasta bien entrado el siglo XIX.
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En 1771, el fuego destruyé totalmente su casa, salvindose él
del fuego gracias a su servidor Pierre Grimmon que lo sacé a
hombros del incendio. Afortunadamente pudieron salvarse
todos sus manuscritos y una vez mds la actuacién de la empe-
ratriz Catalina remedi6 la situacién.

En 1773, Euler perdié a su mujer Catherina, volviendo a casar-
se al afio siguiente con Salomé Abigail Gsell, hermanastra de
la difunta, que le proporcioné las atenciones necesarias hasta
su muerte.
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En todas las ramas de las matemadticas podemos encontrar el
nombre de Euler junto a sus importantes contribuciones. Sus
obras completas, se hallaban en proceso de publicacién en el
ultimo cuarto del siglo pasado. Se calculaba que ocuparian
unos 75 volimenes, en los que se reunirian cerca de 900 tra-
bajos, memorias y libros pertenecientes al dominio cientifico,
lo que equivaldria a una produccién anual de unas 800 pégi-
nas, a lo largo de su vida profesional. Euler iluminé el siglo
XVIII con sus trabajos y su sabiduria. En los comienzos del
siglo, morian Leibniz y Newton, y en el final Gauss y
Lobachevskiy eran casi unos nifios. Se entiende lo que Laplace
solia decir a sus discipulos: Leed a Euler, leed a Euler...

En 1783, el dia 18 de septiembre de nuestro calendario, des-
pués de haber jugado un rato con sus nietos, de haber traba-
jado sobre el vuelo de los globos (era un tema de interés, dado
el reciente ascenso en globo de los hermanos Montgolfier),
tras una breve comida y haber hecho unos célculos sobre la
orbita del planeta Urano, a media tarde, Euler, ese gran mate-
madtico y excelente persona, fue victima de una hemorragia
masiva que le provocé la muerte casi instantanea. En su elo-
gio funebre, el marqués de Condorcet, tras senalar que Euler
dejo de calcular y vivir, afirmé que todos los matemdticos...
son sus discipulos. B

Grabado de Benjamin Holl (1808-1884), de un dibujo de A. Lorgna
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En un cuadrado

El proximo mes de junio cerraré, al menos por el momento, esta seccion y me gustaria despedirme con el
relato de una historia muy especial. A lo largo de casi treinta arios de profesion he ido guardado en un
arcén, como los piratas de antario, un monton de joyas encontradas en mis travesias matemdticas,
logrando acumular un botin bastante suculento. Una de mis piezas favoritas es esta historia, una historia
que ojald me hubiesen contado cuando me enseiiaron por primera vez los rudimentos del dlgebra lineal. De
hecho, si hoy tuviese que impartir clase de dlgebra lineal en bachillerato o en un primer curso de cualquier
carrera cientifica o técnica y se me permitiese hacerlo a mi manera, articularia mis clases en torno a esta
historia. Sus distintos episodios, todos ellos veridicos, me han ido llegando a través de los arios de la mano
del matemdtico Mario Ferndndez Barberd, del escultor José Luis Alexanco y del poeta Ramoén Mayrata.

Capi Corrales Rodrigaiez
enuncuadrado.suma@fespm.org
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son de J.L. Alexanco

arece que el anhelo por compartir el poder con los dioses
siendo capaces de crear seres animados, o al menos construir
madquinas que trabajen por nosotros, ha latido en el corazén
humano desde nuestros inicios como especie.

En el principio era el hierro. Bueno, o la madera, o, mejor
aun el barro. Porque al igual que el hombre real (de carne
y hueso), el hombre artificial, el autémata (de ruedas y hie-
rro), comenzé siendo una simple muiieca de barro cocido,
terracota articulada en brazos y piernas’.

Y luego, ya, toda una serie de seres animados artificial-
mente por métodos hidraulicos, por ingeniosos sistemas de
utilizacién de la dilatacién del aire al calentarse, por pesos
y poleas movidos por la arena que cae (o al estilo del reloj
de arena), por engranajes, después, maquinarias de reloje-
ria de increible precision y, anteayer, por la electricidad,
robots electrénicos ayer, por la cibernética hoy, por la inge-
nierfa bioquimica mafiana... el hombre artificial.

La infinita (inacabada e inacabable) progresién técnica
puesta al servicio de su mads ilusionante y casi inconfesable
suefio: convertirse, por obra y gracia de la creacion de seres
animados, en dioses.

Juan Tamariz, Autématas, prélogo a Mayrata, 1990, pag. 7

Métodos hidraulicos, ingeniosos sistemas de utilizacion de la
dilatacidn del aire al calentarse, pesos y poleas movidos por
arena que cae, engranajes, electricidad... La manera de comu-

Edificio IBM, en la Castellana de Madrid
Miguel Fisac, 1967. Contruido el mismo afo que el
Centro de Célculo. Los paneles de los bajos

nicarse con la maquina, de hacerle obedecer nuestras 6rde-
nes, ha ido evolucionando con nuestro conocimiento técnico
y tecnoldgico, nos cuenta Juan Tamariz —que, no conviene
olvidar, hizo la carrera de Ciencias Fisicas en la Universidad
Complutense de Madrid antes de convertirse en mago—. No
es de sorprender que entre 1968 y 1973, un escultor, Jose Luis
Alexanco, sustituyendo los ingenios por ingenio, fuese capaz
de hacerse entender con un enorme ordenador mediante el
algebra lineal. Y me estoy refiriendo aqui al dlgebra lineal que
todos conocemos, el que se ensefia hoy en los tltimos cursos
de bachillerato y en los primeros de las carreras técnicas y de
ciencias. Un matematico, Fernandez Barberd, logré que el
escultor entendiese a la mdquina y el escultor logré —apren-
diendo tanto a programar como las matemadticas necesarias—
que la mdquina le entendiese a él. El resultado fueron unas
espléndidas y pequerias figuras de humanoides construidas en
metacrilato, cuyo impresionante —y fascinante— arbol genea-
l6gico nos narra con brillo y encanto el poeta Ramén Mayrata
en su libro La sangre del turco, 1990.

Antes de visitar a los ancestros de la maquina de Fernandez
Barberd y las esculturas de Alexanco, conozcamosles a ellos.
A mediados de los afios cincuenta del siglo pasado, Mario
Fernandez Barberd, —pieza tinica entre los matematicos espa-
noles de la época—, recién licenciado por la Facultad de Cien-
cias Matemadticas (entonces llamada Facultad de Ciencias
Exactas) de la Universidad Complutense de Madrid, llegé a la
Universidad Técnica de Aachen (Alemania) con una beca. A



los dos afos consigui6 un puesto en el Centro de Célculo que
IBM tenia en Berlin (en aquel momento habia en toda Europa
un total de siete ordenadores: tres en Alemania, dos en
Francia, uno en Inglaterra y otro en Italia), y pocos afios des-
pués se trasladé a Paris llegando a ser Director General de
IBM en Europa. Un accidente de coche con una larga rehabi-
litacién cambiaron la direccién de la trayectoria profesional
de Ferndndez Barberd y en 1959 regresé a Madrid.

Ocurrié que en 1966 IBM-Espana y la Complutense llegaron
a un acuerdo: la multinacional aportarfa una méquina y un
hombre, la Universidad un edificio y dos hombres, y, juntas,
empresa privada e institucidon publica, fundarian un centro de
calculo. Todo un precedente en Espafa y en el mundo. Y no
era mas que 1966. La maquina que prestd IBM era una 7090,
ultimo grito en los ordenadores de entonces, y el hombre que
acompafiaba a la mdquina era Mario Ferndndez Barberd.
Ademas del edificio que albergaria el Centro, disefiado por
Miguel Fisac y construido entre 1966 y 1967, la Universidad
proporcioné un director, Florentino Briones y un subdirector,
Ernesto Garcia Camarero.

El nuevo Centro de Célculo se creé6 con el objetivo concreto
de incorporar las nuevas técnicas del calculo automético —por
aquel entonces escasamente presentes en nuestro pais— a la
investigacion y la ensefianza. Sus servicios estaban abiertos a
todos los centros espaiioles de educacién
e investigacién, y desde el primer
momento se ofrecieron tanto cursos en
los que se ensefaba programacion y ana-
lisis de sistemas, como asesoramiento
para cualquier tipo de proyecto que
involucrase el uso no rutinario de un
ordenador. Aunque las autoridades no
inauguraron oficialmente el Centro
hasta marzo de 1969, los tres seminarios
mads importantes que se impartieron en
aquella época en el Centro —el Seminario
de Lingiiistica Matemadtica, el Seminario
de Composicién de Espacios Arquitec-
ténicos y el seminario que forma parte
de nuestra historia, el Seminario de
Generacion Automdtica de Formas Plds-
ticas— empezaron a funcionar en 1968.
Los tres se crearon para:

[...] encontrar y dar a conocer campos
de actividad del ordenador que no fue-
ran sélo los que se desprendian de con-
siderar a este nuevo instrumento como
una mdquina aritmética o matemdtica,
heredera del dbaco chino, del aritméme-
tro de Pascal o de las calculadoras de
Leibniz y Odhner. Importaba dejar
patente que lo esencial del ordenador
era la informacién como soporte de
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conocimiento, hacer ver que la mdquina podia sustituir al
hombre en los procesos de control y ahorrarle la fatiga del
trabajo mental repetitivo y mecdnico, colaborando también
en las tareas de creatividad. Todas estas caracteristicas de
la méquina anunciaban un cambio esencial en la actividad
humana, prefigurandose como su rasgo distintivo la creati-
vidad, la inventiva, ya que para la ejecucién de los procedi-
mientos inventados se tenia al eficaz auxiliar que se ence-
rraba en los nuevos templos que representaban los Centros
de Célculo. EI impacto que el ordenador representa en la
actividad humana no significa sélo la aparicién de una
potente herramienta, sino que también actia sobre el
método de abordar los problemas, originando una muta-
cién intelectual sin precedentes, que va tomando nuevas
formas, y denotidndose con términos como inteligencia
artificial, ingenieria del conocimiento, etc., haciendo surgir
todo un nuevo sector de la actividad social humana que
recibe el nombre de cuaternario. Habiamos percibido,
pues, que estdbamos ante un amplificador de la mente, y
sentiamos la necesidad de entrar en el meollo de la infor-
miatica, de llegar al limite de la terra ignota en el que se
situaba una ciencia de tan reciente aparicién, y nos anima-
ba también a hacer ver que la actividad del informético no
consistia en comportarse como un periférico del ordena-
dor, con su cerebro programado para usar los programas y
las mdquinas que venian de fuera.

Garcfa Camarero (1986), pp. 177-179
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Como coordinador del Centro y puente entre IBM y la
Universidad, Fernandez Barbera fue desde el primer momento
el espiritu detrds del proyecto y el verdadero motor de los semi-
narios. El fue quien agrupé a los artistas, quien hizo de puente
entre estos y los informaticos, quien supo establecer una vincu-
lacién entre los proyectos de investigacion de IBM vy la inquie-
tud que habia entonces en la Universidad. Segtin me comenté
el arquitecto Javier Segui de la Riva, uno de los responsables del
Seminario de Composicién de Espacios Arquitecténicos®y par-
ticipante en el Seminario de Generacién Automdtica de Formas
Pldsticas desde su primera reunién en diciembre de 1968

Mario fue el gerente de una idea loca, el tnico espiritu con
visién y capaz de enterarse donde los demas no sabfamos.
Invent? los seminarios, las exposiciones... fue el alma mater y
verdadero responsable de todo lo que ocurrié alli. Con el
tiempo, el resto de los participantes fueron creciendo y apren-
diendo por su cuenta, pero al principio sélo Mario entendia lo
que estdbamos haciendo. El era quien daba el visto bueno a los
proyectos, el que apoyaba o no, el que buscaba subvenciones,
etc. Y todo era posible gracias a la infraestructura libre y deli-
ciosa proporcionada por IBM gracias a Mario.

El otro responsable, junto con Ferndndez Barberd, de la crea-
cién del Seminario de Generacion Automdtica de Formas, fue
el escultor José Luis Alexanco*. Decidido a entender y a hacer-
se entender por aquella enorme maquina, Alexanco el fue
Unico artista delos que pasaron por el Centro que aprendié a
programar. Ayudado y animado por Ferndndez Barberd se
metié en las tripas del ordenador, las estudié y consiguié que
la maquina le generase esculturas (Alexanco, 1974 y 1982). El
proceso que siguieron Alexanco y la mdquina de Ferndndez
Barberd —a la que a partir de ahora llamaremos por su nom-
bre, 7090— para producir formas, constaba de tres fases.

En la primera fase Alexanco construia lo que podria llamarse
un catdlogo de formas elementales a partir de unos dibujos
iniciales de figuras humanas. En cada uno de estos dibujos
seleccionaba los trazos, las caracteristicas esenciales que lo
distinguian de los otros, haciendo caso omiso de los demds
aspectos. Un verdadero proceso de abstraccién. De esta
manera y, por asi decirlo, fue puliendo los dibujos iniciales
hasta llegar a sintetizarlos en un catalogo de formas elemen-
tales a partir de las cuales trabajar.

vl 1

“! En la primera fase, Alexanco
@ construia lo que podria
llamarse un catélogo de

: formas elementales a partir de
d unos dibujos iniciales de

i figuras humanas. En cada uno
de estos dibujos seleccionaba
los trazos, las caracteristicas
esenciales que lo distinguian
de los otros, haciendo caso
omiso de los demds aspectos.
Un verdadero proceso de
abstraccion.
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En la segunda fase elegia una
serie de transformaciones que
llevar a cabo sobre las formas
elementales: interpolaciones,
giros, dilataciones, traslaciones
y combinaciones de las cuatro
anteriores.

§l et do wlinpolacion, cortrpondide

1) Ca+Ch _2(ai—Ga)tbk+bies-2 L
s e e
2 7
— i, brtbkis | 2cb-2c8
S e
2/) |bk—Cb)+) bk+a—Cb | p
Py 4.,.&'?,\4(_-(?)1.

En la tercera y ultima fase,
7090 iba sometiendo sucesiva e
ininterrumpidamente las
formas elementales
catalogadas en la primera fase
a las transformaciones

SSpebEs s e S S e seleccionadas en la segunda.
En la segunda fase, el escultor elegia una serie de transforma- En la tercera y tltima fase, el ordenador /BM 7090 iba some-
ciones que llevar a cabo sobre las formas elementales. Las tiendo sucesiva e ininterrumpidamente las formas elementa-
transformaciones seleccionadas por Alexanco fueron cinco: les catalogadas por José Luis Alexanco en la primera fase a las
interpolaciones, giros, dilataciones, traslaciones y combina- transformaciones seleccionadas durante la segunda fase del
ciones de las cuatro anteriores. proceso.
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Tanto las formas elementales como las transformaciones
involucradas podian (y pueden: os animo desde aqui a que os
metais, junto con vuestros alumnos, en el juego que Alexanco
presenta (Alexanco (1974)) ser descritas utilizando herra-
mientas bésicas del dlgebra lineal. Esto permitia, por un lado,
que el escultor escribiese los datos e instrucciones en un len-
guaje que 7090 podia entender y, por otro, que la maquina
reprodujese el proceso sobre un modelo geométrico sencillo,
ilustrando graficamente el proceso segun éste iba ocurrien-
do: la forma inicial aparece en pantalla (o sobre hojas impre-
sas) como una figura que, al ir siendo transformada, se va
moviendo.

Un juego que con frecuencia aparece en las revistas de pasa-

tiempos consiste en ir uniendo con un trazo de color una serie
de puntos que aparecen numerados sobre el papel. Al ir reco-
rriendo en orden la sucesiéon de nimeros comenzando por el
1, el trazo va delimitando una forma y el juego consiste en adi-
vinar qué figura representa esta forma. Cudntos mds puntos
haya, mds se aproximard la forma a la figura de la que hace
abstraccién y mas facil le resultard al lector identificar tal figu-
ra. Las representaciones que aparecen en este tipo de pasa-
tiempos son siempre planas, pero un proceso parecido puede
llevarse a cabo para reproducir figuras con volumen vy es el
que se sigue para dibujar mapas con montafias. La montaria se
corta en secciones —en rebanadas o rodajas— y el contorno de
cada una de estas secciones es lo que se llama una curva de
nivel. Si nos dan varias curvas de nivel y nos dicen a qué altu-
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ra se ha de poner cada una de ellas, siguiendo un proceso ana-
logo al seguido con los niimeros en el juego anterior podre-
mos reproducir con bastante exactitud la forma de la monta-
fna. Si la Tierra se viese sometida a transformaciones —como
consecuencia de un terremoto, por ejemplo—, para describir
los cambios experimentados por la montana no tendriamos
mads que describir las transformaciones sufridas por cada una
de las curvas de nivel.

Este es precisamente el sistema que Alexanco utilizé para des-
cribir los cambios que sus formas elementales experimenta-
ban al ser sometidas por 7090 a transformaciones: sobre cada
una de esta formas tomo dieciséis curvas de nivel numeradas
del 0 al 15 (comenzando por la curva de nivel 0, un punto

situado en la coronilla de la forma, y terminando en la curva
15, un circulo colocado en la base sirviendo de pedestal). Este
método de rebanar las figuras mediante curvas de nivel, no
solo facilitaba la descripcion del proceso, sino que permitia al
escultor reproducir sus favoritas a partir de rodajas de meta-
crilato que luego pegaba’.

Si estudiamos en libros y catdlogos las piezas de Alexanco pre-
vias a 1968, encontramos en ellas un aislamiento progresivo
de la figura humana, la repeticién constante de determinadas
posturas y una casi obsesion por el movimiento. Parece como
si lo que llevo al escultor a acercarse al ordenador y, metién-
dose dentro de él, aprender su lenguaje, fue la busqueda de la
clave del movimiento...
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Un hombre, Alexanco, que utiliza una maquina para generar

movimiento ininterrumpidamente. Otro hombre, Ferndndez
Barber4, que se alquila con una mdquina... Me viene a la cabe-
za la historia de Platén

Dos precursores de Jean Tinguely (extractos de una con-
versacién dejada caer sobre cinta magnética):

D¢
R”
D:
R:

Me ibas a hablar sobre...

PLATON

Eso es, PLATON.

PLATON, inventor de la méquina del movimiento per-
petuo. Lo conoci en 1944, o quizés 45, 0 43, 46 0 48. Yo
iba a la escuela en Aleés.

;Vivias en Ales?

Yo estaba en Nimes —vengo de Sauve, que no estd lejos
de Nimes—, pero en Nimes me echaron de la escuela y
me mandaron a Alés. En cualquier caso, todo el mundo
alli conocia a Platén. Exhibia su méaquina en el merca-
do local, justo frente a la escuela. Tenia una carretilla,
y descendia —el vivia en lo alto, Alés es un pueblo mine-
ro— el vivia en lo alto...en una cabaia...y descendia y
atravesaba todo el pueblo con su carretilla. Y sobre la
carretilla echaba una gran lona para que no pudieses
ver lo que habia debajo. Bien, una vez llegaba al merca-
do elegia un lugar, y tal y como yo lo recuerdo, siempre
cerca de la escuela.

St

Y entonces quitaba la lona y levantaba la maquina...
Era enorme... Y luego ponfa un cartel. El cartel decfa,
en letras grandes: MAQUINA A LA VENTA. Y debajo,
en letras pequefas: hombre a la venta. Entonces empe-
zaba a gritar Acérquense, vean la mdquina del movi-
miento perpetuo. ;Y aquella méquina! Tenfa una rueda
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grande y una rueda pequeiia, lo recuerdo muy bien. Se sos-
tenia con cinturones, cuerdas y alambre, y constante-
mente se desarmaba y rompfa. El empezaba a dar vuel-
tas a una manivela... ya sabes, con gran entusiasmo... y

;Y no pasaba nada?
Era una miquina del movimiento perpetuo, porque
cuando él daba vueltas a la manivela la rueda pequefia
giraba y...
Quiero decir que no hacia realmente nada.
Nada... nada m4s, eso es.
Sélo las ruedas.
Y otras cosas. Estaba montada de una manera bastante
extrafla, como te he dicho. Por ejemplo, el cinturén
pasaba por encima, por debajo y alrededor. Y él decia:
Esta es la mdquina del movimiento perpetuo. Pero
cuando habia granjeros por alli, ya sabes, miraban la
cosa aquella y decian: Eso no es movimiento perpetuo...
No deja de pararse... La cosa ni siquiera funciona. Bien,
entonces PLATON decia: Por eso es por lo que el hom-
bre estd a la venta, también.
Ah sf
Estoy preparado y listo para moverla todo el tiempo,
contestaba.
Bésicamente muy légico
Me vendo con la mdquina, les recordaba.
Y mientras él estuviese haciendo girar la manivela, la
mdéquina funcionaba.
Si, tenfas que comprar ambos.
De esa manera seria movimiento perpetuo.
Correcto.
Porque él estaba perfectamente dispuesto a girar la
manivela todo el tiempo.
Y aquello resultaba irrefutable.

Spoerri (1966)



El siglo veinte supone, en casi todas las disciplinas del conoci-
miento, el salto a la abstraccion. Se deja de prestar atencién a
la forma externa —y con ello a las caracteristicas individuales
de las cosas—, y se concentra la mirada en las estructuras de las
cosas y en las relaciones entre estas estructuras. También en la
btsqueda del hombre artificial se refleja este paso a la abstrac-
ci6én: ya no se busca una mdquina que reproduzca el cuerpo
humano, sino una maquina que cumpla de la mejor manera
posible las funciones que nos interesan, tenga el aspecto que
tenga. Las maquinas de Platén y Fernandez Barberd (en cuyas
tripas se metié Alexanco), construidas ambas en pleno siglo
XX, son maquinas abstractas. La diferencia esencial entre ellas
no estd en su aspecto, sino en su funcionamiento. La maquina
de Platén, como casi todos los autématas construidos a lo
largo de los tiempos, funcionaba con un mecanismo de artilu-
gios y jeribeques. Por eso, como tantos otros de los autématas
mecanicos mds o menos sofisticados cuya historia nos refiere
Mayrata, con cierta frecuencia se rompia.

A lo largo de su historia el autémata se ha sublevado,
incontables veces, contra los dictados de los hombres, de
sus creadores. ;Cémo no agradecérselo? Aquel que puede
dominar al autémata, puede, a través del autémata, domi-
nar a los seres humanos.

Mayrata, 1990, pag. 31

Era un agua secreta que aflufa a las entretelas de los auté-
matas desde fuentes escondidas, por conductos disimula-
dos. Bastaba abrir los grifos ocultos y la presién de su
corriente invisible animaba a las figuras secas de los auté-
matas. Estos juegos del agua, a veces se convertian en bro-
mas del agua. Cuando se quebraba alguna caiieria los
espectadores contemplaban, extrafnados, cémo Tritén o
Hércules, Belerofonte o el Coloso de Rodas, se convertian
en impasibles jardineros que regaban descuidadamente
todo lo que encontraban alrededor.

Entonces, entre estos autématas acudticos estallaba el cho-
rro de la vida, ahogando los movimientos calculados, pre-
cisos y cortesanos, a los que sus creadores les habian con-
denado para siempre.

Mayrata, 1990, pag. 41

La mdquina de Ferndndez Barberd, sin embargo, escondia algo
mds que un mecanismo en su interior: escondia también la
cabeza privilegiada de Alexanco. Un hombre inteligente que se
mete en la maquina de un matematico... Otra historia me viene
a la cabeza (Mayrata (1990): pags. 11 a 17 y 53 a 61). En 1772,
en la San Petersburgo de Leonard Euler, Austria, Rusia y Prusia
imponen un tratado a Polonia y se reparten sus territorios. Tres
afos mas tarde, el matemdtico y constructor de ingenios mecd-
nicos austriaco Von Kempelen, que simpatiza con la causa
polaca, emprende un viaje por Rusia, y en casa de su amigo el
doctor Osloff, notorio cientifico de Kiev, conoce al principe
Vorusky, héroe de la resistencia polaca en Rusia al que todo el
mundo daba por muerto. Con el cuerpo cosido a cicatrices y
ambas piernas amputadas, Vorusky, excepcional jugador de
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ajedrez, se esconde en casa de Osloff a la espera de una ocasién
para poder salir de Rusia. Von Kempelen decide ayudar a
Vorusky a escapar y en el corto espacio de tres meses le cons-
truye un disfraz: un ajedrecista mecdnico vestido de turco en
cuyo interior el polaco puede abandonar la casa de Osloff sin
ser visto. Hasta aqui ningun problema. Lo malo es que no se
puede viajar por un pais —y mucho menos por la Rusia del siglo
XVIII- con un autémata que no funciona sin despertar sospe-
chas, por lo que Von Kempelen no tuvo mas remedio que dar
sesiones publicas con su ajedrecista en las distintas poblaciones
por las que iban pasando. Los éxitos del automata llegaron a
oidos de Catalina la Grande en San Petersburgo, y Von
Kempelen fue requerido para actuar en la corte. El mufieco
turco jugé con Catalina, la venci6 y la irritd. Esa noche la reina
intento descubrir el secreto del autémata, pero no sélo no logré
hacerle funcionar, sino que tampoco pudo, por mds que rebus-
¢6 en su interior, encontrar nada dentro de él que desvelase su
misterio. La emperatriz Catalina se aburrié pronto del muiieco,
pero no asi su ministro de la guerra Orlov que, sofiando con
construir un ejército de hombres artificiales, inteligentes e
inmunes al cansancio y la enfermedad, hubiese dado cualquier
cosa por descubrir el secreto del funcionamiento del autémata.

La méquina construida por von Kempelen para que Vorusky
se pudiese mover dentro de ella y conseguir asi la libertad, es
inmediatamente identificada por Orlov —del que, afortunada-
mente, los dos primeros lograron escapar con ayuda del
embajador austriaco— como posible maquina de guerra.
¢Poder para el individuo o poder de un individuo sobre los
demds? Cuando me viene a la cabeza von Newman utilizando
su ordenador para orientar los misiles que el ejército estadou-
nidense lanzaba contra Japén o recuerdo los reportajes que
sobre las Guerras del Golfo recientemente nos proyectaban
por televisidon, me entra un vértigo enorme. Entonces evoco la
historia de Ferndndez Barbera, dentro del edificio de Fisac,
mostrando a Alexanco las entranas de 7090, para que el escul-
tor pudiese libremente generar movimiento, repaso mis cua-
dernos de dlgebra lineal, llevo a cabo un par de transforma-
ciones aqui y alld y Orlov deja de darme miedo. M
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NOTAS

! Museo de Tarragona, siglo I a.C.

*> Segui de la Riva sigue investigando hoy en la generacién automatica de
formas desde el Departamento de Ideacién Gréfica Arquitecténica de la
EST de Arquitectura en la Universidad Politécnica de Madrid. Algunas
de las actividades llevadas a cabo por Segui de la Riva y sus alumnos
aparecen recogidas en Oscuridad y sombra. Experiencias en dibujo y
arquitectura. Ediciones Instituto Juan de Herrera, Coleccién Dibujo y
Arquitectura, Madrid 2003.

3 z = 7 s ez
El Seminario, que se organizé apenas un afo después de la aparicién en
Estados Unidos de los primeros graficos generados por ordenador con
intencidn artistica, y tan solo unos meses después de que la, ya histéri-
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ca, exposiciéon Cybernetic Serendipity de Londres consagrase interna-
cionalmente la tendencia, es una de las aportaciones espafiolas mds
relevantes al panorama artistico internacional del siglo veinte.

Entre Alexanco y Ferndndez Barbera convencieron al pintor Barbadillo,
que a su vez, desperté6 el entusiasmo de Briones y Garcia Camarero con
una carta dirigida al primero de ellos (Castafos (2000), cap. 4-2).

Agradecemos a Antonio Barragdn que nos prestase generosamente su
coleccidén de esculturas de Alexanco, su cdmara digital y su casa para lle-
var a cabo las fotografias que acompaiian este texto.

Daniel Spoerri, artista, miembro de Fluxus.

Robert Filliou, artista, miembro de Fluxus.
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El mejor tobogan...

o el ingenio matematico de
Johann Bernoulli

De cabeza

n la seccién De cabeza del niimero anterior de SUMA
habiamos dejado a Galileo sumido en su sutil pero lamentable
error de que la curva por la que una bola caeria de un punto
mads alto a otro mds bajo en el menor tiempo posible serfa un
arco de circunferencia que uniese ambos puntos.

Johann, el pequeno de los Bernoulli, ya sabia que Galileo esta-
ba equivocado cuando lanzé6 en el verano de 1696, el reto
publico, pensando mds en provocar a su hermano mayor
Jacob que en otra cosa, de encontrar la auténtica curva bra-
quistocrona, la de tiempo mds breve posible.

Hubo que esperar més de un afio para que apareciesen las
cinco soluciones a uno de los retos mas populares de la histo-

Foto Menchu Bas

Indudablemente este premio no
es de oro ni de plata, porque
éstos sélo atraen a almas ruines
y venales de las que no
podemos esperar nada
laudable ni util para la ciencia.
Johann Bernoulli

Antonio Pérez Sanz
decabezaz@fespm.org
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ria de las matemadticas. Y el de mds altura a tenor de los parti-
cipantes: los dos Bernoulli, acompainados de L'Hopital y de
los mismisimos padres del calculo: Newton y Leibniz. Segura-
mente la solucién de Johann Bernoulli no sea la que mas hue-
lla ha dejado en la historia, pero sin duda es con mucho la mas
ingeniosa, fruto de una brillante intuicién.

haYm X T
JuUluvteana vosmadde o

Hagase la luz

Para aclarar el proceso seguido nada mejor que un poco de
luz. Y Johann comienza su camino hacia la braquistécrona en
la Grecia clésica, utilizando un viejo resultado sobre la natu-
raleza de la luz: la luz no dobla las esquinas... o dicho de otra
forma, se propaga siempre en linea recta.

La luz elige siempre el camino mds corto entre dos puntos.
Gracias a esta simple observacidn, ya formulada por Euclides,
Herén de Alejandria, el mismo de la férmula del drea del
triangulo, pudo explicar la ley de la reflexiéon de la luz: el
angulo incidente es igual al dngulo reflejado.

P
Q
r 5 PNM 7
x M}
PY

Supongamos que queremos ir de un punto P a un punto Q por
el camino mds corto, pero tocando en algin punto M a la
recta r. ;Cudl serd ese punto M? Para encontrarlo basta con
calcular el simétrico de P respecto de r, P* y unir mediante
una recta P’con Q. El punto de corte de esta recta con la recta
r serd el punto M buscado. Y es evidente que los dangulos z e y
son iguales al ser ambos iguales al angulo .

En el caso de la reflexién la luz no cambia de medio y su velo-
cidad permanece constante. No ocurre lo mismo si el rayo
luminoso pasa de un medio a otro. Todo el mundo lo ha podi-
do comprobar al sumergir una varilla recta en un recipiente
transparente de agua. Parece como si la varilla al entrar en
contacto con el agua se quebrara, cambiando de direccién.

Ahora el rayo de luz para ir de un punto A a un punto B no
sigue el camino mas corto. Pero otro genio matemdtico nos da
la clave, Fermat, afirma que en este caso la luz sigue respon-
diendo a un principio de minimos: el camino que sigue es
aquel en el que invierte el menor tiempo posible.

La velocidad del rayo AC en el medio superior es v,, e incide
con un angulo i y al llegar a C pasa a un medio con densidad



tal que su velocidad se convierte en v, siendo el angulo de
refraccion r. La velocidad de la luz en cada medio es inversa-
mente proporcional a la densidad, #, de dicho medio.

De acuerdo con el principio de Fermat el trayecto del rayo
sera la poligonal ACB, donde el punto C estara ubicado de
modo tal que el tiempo de recorrido sea el mas corto posible.

A través de multiples experimentos el holandés Snell en 1621,
habia descubierto la relacién

sen i
— =cte.
senr

Esta constante depende en exclusiva de la relacion entre las
densidades de los dos medios.

En 1637, Descartes en su Dioptrica la formula, sin demostrar-
la, de una manera mas clara:

seni _senr

V. 1%

i r

Pero es Fermat el que proporciona la demostracion definitiva.
El 1 de enero de 1662 (una buena forma de empezar el afio),
en una carta a De la Chambre le escribe:

Ya os dije en mi primera carta, que M. Descartes no ha
demostrado jamds su principio, pues ademds de que las
comparaciones no sirven apenas para fundamentar las
demostraciones, emplea la suya a contra-sentido y supone
que la luz atraviesa los cuerpos espesos mds rdpido que los
cuerpos livianos, lo que es aparentemente falso...

Para salir de este error e intentar encontrar la verdadera
razén de la refraccién, os indicaba en mi carta que emple-
ando en esta investigacién ese principio, tan comidn y tan
comprobado, de que la naturaleza elige siempre las vias
mads cortas, podremos encontrar nuestro resultado.

Fermat demuestra la férmula utilizando el método de maxi-
mos y minimos. Si llamamos x a la longitud EC, podemos
expresar el tiempo de recorrido desde el punto A hasta el
punto B como una funcién de la variable x

NAE 44 . DB? +(ED - x)?
vV, 12

i r

t(x)

Buscamos los valores de x para los que '(x)=0,

, x ED-x
t'(x)= 2 2 2 2 =0
vl.\/AE +x vr\/DB +(ED-x)

y es facil obtener la relacién

seni senr

V. 1%

i r
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La luz acabara rodando

Perfecto. La luz sigue sus caminos y sus leyes, pero, ;qué tiene
que ver todo esto con el problema de la braquistécrona?

En apariencia nada, pero aqui surge el genio del pequeiio de
los Bernoulli. Imagina una esfera cayendo por la accién de la
gravedad en un medio no homogéneo, es decir, la esfera pasa
de un medio a otro con densidades distintas. En este tipo de
situaciones también se cumple que el trayecto mds corto no es
el mas rdpido.

Johann Bernoulli se imagina el espacio dividido en laminas de
densidad distinta. Dentro de cada una la velocidad de caida de
la esfera es constante, pero la densidad sufre un cambio brus-
co de una ldmina a la siguiente y por tanto la velocidad tam-
bién. En cada capa la trayectoria serd un segmento rectilineo y
la trayectoria global serfa una poligonal como la de la figura.

Como el tiempo del recorrido ha de ser minimo, se ha de
cumplir el principio de Fermat, es decir:

seni _senr

V. v

i r

Imaginemos, como Johann, que las laminas se hacen cada vez
mas finas y su nimero aumenta sin parar. La poligonal se ira
aproximando a una curva: ja la curva buscada!

En un punto cualquiera de esta curva, la recta tangente se
puede identificar con el segmento correspondiente de la poli-
gonal. Y por tanto, el dangulo # que forma la tangente con la ver-
tical en cada punto y la velocidad v en dicho punto verificaran:

senu

=cte.
v

Pero la velocidad de caida en cada punto es una funcién de la
altura y:
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v=2gy

Por tanto, obtenemos que:

senu
2g-y

=cte.

pero g es la constante de la gravedad, es decir:

senu _

=k
NE

Paray = 0, sen u =0 y la tangente es vertical.

Pero, observando la figura es ficil expresar sen #, en funcién

de dy y dx:
dx

seny=—————o
Jax* +dy*

Y sustituyendo arriba, obtenemos:
dx

I — S
JIdx* +dy*

Invirtiendo el cociente y elevando al cuadrado obtenemos la

ecuacion:
dy Y 1
14| = | |=—==C
y[ ( dx ) ] K*

Y como muy bien presumia Johann, al lanzar su reto, no es
dificil identificar esta curva con una muy popular en la época,
ya investigada por Galileo, Pascal y Huygens: la cicloide.

La cicloide... la vieja conocida. Huygens ya habia descubierto
en 1673 otra maravillosa propiedad de esta curva tan especial:
si dejamos caer una esfera desde un punto de una cicloide, el
tiempo en alcanzar su punto mds bajo no depende del punto
inicial desde donde se suelta la esfera. O dicho de otra forma: la
cicloide es la curva tautdcrona: el tiempo en alcanzar el punto
mds bajo es el mismo para cualquier punto de la cicloide.

Amor de hermanos

A la solucién de Johann Bernoulli publicada en mayo de 1697
en las Acta Eruditorum, le acompanaron las de Newton, que
ademds en una carta dirigida a Montague en enero de 1697
proporciona un método para construir la cicloide que pasa
por dos puntos dados A y B, la de Leibniz, elaborada en el
otono de 1696, la de L "Hopital y sobre todo, la més elaborada
y la que sin duda mas rabia debié producir a Johann, la de su
hermano Jacob mucho mds general que la suya, publicada en
un trabajo titulado Resolucion del problema de mi hermano, a
quien yo a mi vez planteo otro.

Jacob, como muestra de su gran amor fraterno, ademas de
denunciar lo particular del método de su hermano, le propo-
ne otros retos relacionados con la cicloide, el primero:

Dada una linea vertical, encontrar entre todas las cicloides
que comienzan en un mismo punto y tienen la misma base
horizontal, aquella en la que una esfera llega antes a la linea
vertical.

Johann no tuvo demasiadas dificultades en encontrar la res-
puesta. Pero Jacob tenfa un as en la manga, en forma de un
segundo problema, por el que se permitié el lujo de ofrecer a
su hermano una recompensa de 50 ducados si lo resolvia en
un plazo de tres meses. Es un problema isoperimétrico:




De entre todas las figuras de igual perimetro sobre la base
comun BN, determinese la curva BFN que aunque ella mis-
ma no contenga la mdxima édrea, en cambio haga que si la
tenga otra curva BZN cuya ordenada PZ es proporcional a
una potencia o raiz del segmento PF o del arco BF.

Y como es injusto no compensar a una persona por un tra-
bajo que emprenda en beneficio de otro con menoscabo de
su propio tiempo y en detrimento de sus propios asuntos,
por esto deseo garantizar a un hombre por quien yo salgo
fiador, mi hermano, si resolviese el problema —aparte del
elogio al cual se hace acreedor— una gratificacién de cin-
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cuenta ducados con la condicién de que en el plazo de tres
meses a partir de esta publicacién prometa intentarlo y
presente antes del final del afio la solucién por cuadraturas,
lo cual es posible.

Johann presumi6 de que no necesitaria tres meses, que le bas-
taba con tres minutos. Pero este problema le trajo DE CABEZA...
Los avatares y el desenlace de este nuevo reto colocaria a cada
uno de los dos hermanos en su lugar, incluso mas alld de la
muerte... Pero esa es otra historia. W

ALVAREZ PEREZ, J.M. (2006), Curvas en la historia, Ed. Nivola

CHABERT J.L. (1993), Le probléme brachistochrone, Histoire de pro-
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ace ya tiempo que salimos de Diomira, Isidora, Dorotea,
Zaira'y Anastasia, pero no las hemos olvidado. Y si la memo-
ria no logra recuperar las formas, sonidos y luces de sus calles
podemos recurrir al registro documental del pensamiento, la
escritura.

Ademas de registro, el libro de Calvino es una guia de viaje,
aunque, como le recriminard Kublai a Marco, en él no se
documentan los detalles que mds necesita un emperador.
Marco se interesa mds por los aspectos sociales. Incluso,
como veremos mas adelante, de algo tan fundamental en el
comercio como es el intercambio no le importan ni precios ni
cuantias, sino las relaciones que esa actividad genera entre los
participantes. Marco quiere saber cémo es la gente, como
vive y el modo en que las formas de las ciudades reflejan o
afectan el cardcter de quienes las habitan.

Como guia que es, uno debe adentrarse por calles, mercados
y parques de las Ciudades Invisibles sosteniendo en una
mano ese volumen que dirige sus pasos y del que esta seccién
s6lo destaca aquello que a su autor mas le impresiond. Pero el
auténtico viajero sdlo se deja guiar a medias. Sabe que las

En las ciudades invisibles Ib

experiencias mds valiosas de un viaje estdn detrds de una
esquina que no figura en ningtin plano, en el error de enfilar
una calle en el sentido equivocado, en la sorpresa inesperada,
en la incomodidad vivida que el tiempo y el regreso transfor-
maran en alegria. El viajero no quiere guias exhaustivas, sélo
indicios, sugerencias, frases deshilachadas con las que tejer y
dar forma a su propio viaje haciendo de la ciudad que miles
han pateado antes una ciudad dnica, suya.

Insisto pues en destacar del texto original solamente aquello
que mi itinerario particular recorre. Te animo, querido lector,
a que entre la obra de Calvino y los fragmentos que aqui
encuentres halles una forma nueva de pasear por las ciudades
que vamos a visitar a continuacién y que cierran el primer capi-
tulo: Tamara, Zora, Despina, Zirma e Isaura. {Buen viaje! H

Disefio y maquetacion FMC
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Miquel Alberti Palmer
ciudadesinvisibles@revistasuma.es .
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lamara

Los signos dirigen los pensamientos de quienes

los interpretan. Nada es solamente lo que pa-
rece, todo es de forma doble o triple, incluso mal-
tiple. Y puesto que cada cosa remite a otra, los signos
encadenan una sucesioén de remisiones simbdlicas de donde surge
la auténtica Tamara, signo de signos y signo de si misma: L=, +e,0,3

Podria haber sido un museo, una galeria de Arte, un Conservatorio, una academia militar,
pero Calvino reserva un lugar destacado a una escuela en la que el niimero ilumina y orien-
ta los fundamentos del conocimiento.

La funcion significado S, de raices socio culturales, asigna a un objeto x un significado S(x).
La funcién precio P asigna al objeto x el dinero P(x) que cuesta. Se crea un tridngulo de rela-
ciones entre objetos, atributos y precios que todas las sociedades y culturas cierran con otra

funcién social que valora los atributos a partir de los objetos que las significan:

S
{Objetos} ———— > {Atributos}

SoP”
P
PoS™

{Precios}

PoS" cuantifica cada atributo asigndndole un precio. Cuanto mayor es éste, de mayor grado
es el atributo que significa. Una jerarquia de objetos y atributos de la que se desprende otra
entre las personas que los ostentan, generdndose asi las clases sociales y sus signos.

Cuanto mads cara sea la banda bordada para la frente mayor ser4 la elegancia.

De un conjunto de # elementos pueden hacerse P(n)=2" partes. Si, como ocurre en Tamara,
cada uno de los # elementos del conjunto es simbolo de algo, son necesarios 2" simbolos para

auto definirse a si misma y a todas sus partes.

Puesto que V#>0 es 2">n, la tarea es imposible. W

Tamara: autodefiniéndose constantemente.

AN AN

El ojo no ve cosas,
sino figuras de cosas
que significan otras
cosas:...

La ciudad dice todo
lo que debes pensar...

... la escuela
pitagorica...

...las mercancias...
valen no por si
mismas Sino como
signo de otras cosas:
la banda bordada
para la frente quiere
decir elegancia...

... o haces sino
registrar los nombres
con los cuales se
define a si misma y
a todas sus partes.



DION

Zora tiene la
propiedad de
permanecer en la
memoria punto por
punto...

Esta ciudad (...) es
COMo un armazon o
una reticula en
cuyas casillas cada
uno puede disponer
las cosas que quiere
recordar.

Entre cada nocion y
cada punto del
itinerario podrd
establecer un nexo
de afinidad o de
contraste que sirva
de llamada
instantdnea a la
memoria.
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Es corriente en el lenguaje matematico carac-
terizar las cosas sefialando la propiedad que
cumplen. Asi se define Zora, como si de un
conjunto matemadtico se tratase, poseyendo la
propiedad de...

Puesto que el registro de Zora en la mente se realiza punto por punto, tene-

mos una aplicacién inyectiva de la ciudad en la memoria del viajero. Al recordar la ciudad, o
sea, al reconstruirla mediante la inversa de esa aplicacion, se corre el riesgo de confundir tan-
tos y detallados recuerdos y reproducir una Zora distinta de la que se visit6. Suerte que Zora
no se borra de la mente y se instala en ella con orden y rigor.

Esa idea no es tan gratuita como parece. La esencia de una reticula estd, aunque las haya de
otro tipo, en el paralelismo y perpendicularidad de sus lineas. Y precisamente eso es lo que
mads abunda en cualquier ciudad extendida sobre la llanura. Con perpendicularidad se cruzan
muchas calles, se levantan edificios, se abren puertas y ventanas, se embaldosan salones y ace-
ras, crecen arboledas en las avenidas y camina la gente por la calle. La configuracion reticular
ortogonal emana de lo que el ojo percibe en Zora. Sus celdas activindose como si de archivos
en el escritorio de un monitor se tratase:

El recuerdo de Zora permanece oculto, a la espera, hasta que un dia tus pensamientos vuel-
ven a ella y se sittian encima de una celda de la reticula. Un pequeno esfuerzo mental y... jclic!
La memoria ha sido activada, los recuerdos recuperados, la ciudad se hace visible, estds otra
vez en Zora. M

Zora se graba en la memoria con rigor reticular iconico.
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Despina

Los arcos circulares y los casquetes esféricos son como Despina, concavos o convexos segin
el lugar desde donde se contemplan. Las tangentes en los extremos de un arco circular de
amplitud A dividen el plano en dos zonas, una céncava —desde la que se percibe sé6lo su con-
cavidad (interior del arco)—, y otra convexa —desde la que se percibe sélo su convexidad
(exterior del arco). Si A<, la zona céncava es infinita; si A>T, es finita. Ademas de esas dos
regiones exclusivamente céncavas o convexas, existen otras mixtas desde cuyos puntos se
perciben fragmentos céncavos y convexos del arco.

En una curva formada por enlaces suaves (tangentes comunes en los extremos) de varios
arcos circulares, las zonas exclusivamente cédncavas no se solapan.

La concavidad acoge; la convexidad, rechaza; lo rectilineo es indiferente. El marinero des-
embarca en la ensenada del puerto (concavidad de tierra), el camellero desmonta su drome-
dario en el faro del cabo (concavidad de agua).

Pero, ;c6mo son esos desiertos? Que la frontera Fr(A) de un conjunto A esté o no incluida en
él determina que sea cerrado o abierto. La frontera es la silueta del conjunto y también la de
su complementario. Una circunferencia es la frontera del circulo abierto que rodea y también
la de la regién ilimitada que se extiende fuera de ese circulo. Un circulo desprovisto de su
silueta (circunferencia) es abierto; un circulo con su circunferencia, cerrado.

La ciudad es
diferente para el que
viene por tierra y para
el que viene del mar.

Cada ciudad recibe
el nombre del
desierto al que se
opone; ... Despina,
ciudad fronteriza
entre dos desiertos.
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En todo cir-

culo que

rodea un

punto de

Fr(A) siempre hay
puntos de A y puntos de su

complementario. Despina esta

levantada sobre una playa, silueta del mar y

del desierto. Adherida a los dos, en todo entorno de

un punto de la ciudad hay siempre agua y arena, aunque

ella misma no es ni mar ni desierto. Y precisamente por no serlo, la
ciudad hace del mar y del desierto recintos abiertos. No es desierto la arena

hiimeda en la que dejas tus huellas. No es mar la espuma blanca que lame tus tobillos. Si en
algin sitio hay que buscar la ciudad es en la arena mojada de la playa, cada uno de sus pun-
tos rodeado de un entorno conteniendo parte de mar y parte de desierto.

La ciudad también es frontera de otras cosas. En ella lo continuo (el mar) y lo discreto (el de-
sierto) se encuentran intercambiando sus papeles. La arena, apelmazada en una tabla lisa; el
agua, rota en incontables salpicones. Pero lo mejor es dejar que el recién llegado vea la ciudad
como la anhela, como un barco si viene del desierto o como un camello si viene del mar. W

Despina: frontera entre lo continuo y lo discreto.



SUMA 54
Febrero 2007

LIrima

Con el articulo indeterminado el viajero
clasifica diferencias y semejanzas. Al no
poder recordar todos y cada uno de sus

detalles interpreta los elementos de Zirma en

base a aquellas caracteristicas que él toma por funda-
mentales y relevantes. S6lo asi asimila las reiteraciones que le
ofrece la ciudad.

Lo que abunda y se repite, destaca. Pero no hace falta recordarlo todo, basta quedarse con un
representante de cada tipo, el prototipo que aglutina los rasgos caracteristicos de su clase. La
redundancia de la ciudad ayuda a esa forja de clases que mas tarde la memoria repetird evo-
cando un tGnico modelo representativo de cada clase del que se desprenderan los demas. El
articulo indeterminado se hace determinado: el dirigible, el tatuador, la mujerona ...

La repeticién fija. Lo que la memoria evoque volvera a existir. La ciudad no se desvanecerd en
cuanto el viajero la abandone. Cada vez que los signos accionen su memoria reanimaran las
clases de aquella relacién de equivalencia que se forjé y mediante la que la ciudad revive en su
mente. Una relacién de equivalencia que gener6 una particién de Zirma, aunque no serd la
unica. Habrd tantas como visitantes. Todas esas zirmas compartirdn rasgos comunes de los
que sera posible elaborar una Zirma sublime. Serd ésa Zirma definitiva la que posibilitara el
entendimiento y la conciencia de que distintos viajeros han estado en la misma ciudad. W

Zirma: elogio de la relacion de equivalencia.

DTN

... un negro... un loco...
un rascacielos...

una muchacha...

un pumad...

una trailla...

La ciudad es redun-
dante, se repite para
que algo llegue a fijarse
en la mente. ... un solo
dirigible ...un solo
tatuador

...una sola mujerona...

La memoria es
redundante: repite los
signos para que la
ciudad empiece a
existir.



MW

... ciudad de los mil
POZO0S...

... Su perimetro
verdeante repite el de
las orillas oscuras del
lago sepulto, un paisaje

invisible condiciona
el visible...

I[saura
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Isaura

. . 7 . . . d"'qy
Mil, 1000, 10°, sinénimo de gran e impreci- fos e
sa cantidad.

Localmente, tanto el lago como el suelo de

Isaura son llanos. Los pozos perforados hasta el
lago sumergido explicitan la relacién entre ambos. Izando
los cubos llenos de agua los habitantes de Isaura tensan las mil ver-

ticales de una proyeccién ortogonal inversa, contraria a la fuerza de grave-

dad, y por medio de la cual la ciudad reproduce la forma del aljibe subterraneo.

Considerando la curvatura del suelo, ni el origen (el lago) ni su imagen (la ciudad) de dicha
correspondencia son llanos, sino que se extienden sobre esferas de distinto radio. La proyec-
cién del primero sobre la segunda se amplia en una homotecia de proporcién cuantificable.
Llamando d a la cuerda mayor del lago, / a la profundidad del pozo excavado, D a la cuerda
mayor de Isaura y R al radio de la Tierra, podemos averiguar en qué medida replica Isaura las
dimensiones del lago sepulto.

Isaura: proyeccion ortogonal anti gravitatoria.



SUMA 54
Febrero 2007

didlogo entre Marco Poloy Kublai Jan

YLUNOTO GUTAE YELCO ;00 I NPT |ui

Un logogrifo consiste en adivinar, a partir de una palabra dada, otras formadas con todas o
algunas de sus letras. Las posibles palabras, con o sin sentido, que pueden formarse recom-
poniendo todas o algunas de las letras del término ciudad son:

o de . Total
1 4 1 - 5
92 43 24 1 21
3 | w2 | Qe | @4 | 7
4 @4 | G as2 | G)as 192
5 - (?)Ju (3)4.3,2 360
6 - - (8)»41:% 360

1010

Algunas tienen sentido: cuidad, acudid, duda. Con el término ciudades, ademas de incluir
los de ciudad, tenemos més posibilidades, algunas sugerentes: suciedad, descuida, seducida,
sucedida, cedidas, sacudid, acudes, escudad, ideas.

Cada emblema representa una parte del imperio. Conocerlos a todos y dominar las partes
que representan transformard a Kublai Jan en representante tinico del imperio que domina.
No es que Kublai sea meta-emblema de emblemas, sino emblema del nuevo todo, del nuevo
conjunto de conjuntos, que él mismo crea reuniendo las partes P, (k=1, ..., n) que conforman
su imperio I:

Il
-

Y aunque no sea emblema de emblemas, como emblema que es, pertenece al conjunto de los
emblemas. Kublai es un emblema entre los emblemas. B

...las figuras evocadas
por los logogrifos del

veneciano.

El dia que conozca
todos los emblemas
—pregunté a Marco—
cconseguiré al fin
poseer mi imperio?
Y el veneciano:
—Sire, no lo creas: ese
dia serds tii mismo
emblema entre los
emblemas.
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uando acepté el compromiso de escribir sobre los libros,
escritos, lecturas... que mas me han influenciado no era muy
consciente de la dificultad que ello conllevaba. Hay que elegir
unos libros, descartar otros, pero asi es la vida.

La historia del primer libro es mds o menos la que a conti-
nuacion paso a detallar. En mi pueblo existia, y adn funcio-
na, una unica papeleria con un gran escaparate que yo siem-
pre miraba con atencién. Uno de los dias el librero puso a la
venta un pequeno libro titulado Matemdticas (1969) de la
editorial Time-Life. Por aquel entonces, tenfa 15 afios y ya
me rondaba por la cabeza el interés y la pasiéon por las mate-
maticas. Inmediatamente me meti en la tienda y tomé el
libro en mis manos.

Su titulo anunciaba contenidos mateméticos, que para mi se
cefnifan a situaciones referidas a la geometria, aritmética y
algebra, pero al abrirlo —oh, sorpresa— me encontré con mul-
titud de figuras, fotos, dibujos y un indice desconcertante:

1. Los ndmeros: un largo recorrido desde uno hasta cero
2. El modélico pensamiento de los antiguos griegos

3. Un alfabeto para descifrar lo desconocido

4. Un enlace feliz entre curvas y cantidades

Biblioteca

Mi biblioteca particular

Santiago Fernandez Fernandez
Asesor de matemadticas del Berritzegune de Abando-Bilbao

MATEMATICAS

Fernando Corbaladn (coordinador de la seccién)
medios.suma@fespm.org
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El dominio de los misterios del movimiento

El célculo de las posibilidades en un mundo inseguro
Un paso ldgico en el abrupto y azulado horizonte

Las matemadticas en la actualidad: hechos, dudas, suefos

® N o »

Lo compré sin dudarlo y la verdad es que fue un gran acierto
porque su visién me abrié los ojos a una ciencia desconocida.

En esencia el libro trata de realizar un recorrido histérico por
las matematicas, haciendo especial hincapié en las personas
que participaron en su creaciéon. Describe el ascenso de las
matematicas desde el simple sistema de contar hasta estudios
mds abstractos como la topologia y los niimeros transfinitos.
Es un libro muy bien desarrollado e increiblemente cautiva-
dor. En su dia algunas cosas me resultaban fuera de lugar,
mientras que en estos momentos me parecen magistrales, por
ejemplo el dibujo correspondiente a sacarse un chaleco sin
tener que quitarse la chaqueta. Ahora sé que es un asunto que
tiene que ver con la topologia.

{QUE ES LA
MATEMATICA?

;Qué es la matemdtica?, Aguilar (1979),
R. Courant y H. Robbins

Este libro tiene un lugar preferente en mi biblioteca; estd bas-
tante deteriorado, casi descuadernado, con muchas hojas
sueltas... pero le tengo un gran carifio. Aunque su autor,
David Bergamini, sigue siendo para mi un personaje descono-
cido, siempre le estaré agradecido por la eleccion de los temas
desarrollados y por el tratamiento de los mismos. Hace unos
dias me he enterado que todo el libro se puede descargar en la
siguiente direccion de Internet:

http://fisicarecreativa.net/matematicalife/capitulo01.html

El segundo libro importante en mi formacién intelectual fue
el titulado ;Qué es la matemadtica?, de la editorial Aguilar
(1979), escrito por R. Courant y H. Robbins.

Me encontré con este libro por casualidad. Lo que me cautivé
quizas fue el titulo. Creo recordar que en la misma libreria lef
trozos de la introducciéon y me percaté de que estaba ante un
libro singular, diferente y desde luego muy prometedor. En
muchos momentos —y también ahora— me he preguntado qué
son las matemadticas. Queria tener una visién de conjunto de
los métodos y temas que abarcaban, entender el porqué de las
definiciones y hacia dénde caminaban los desarrollos forma-
les, cudles eran los grandes nticleos de las matematicas, quie-
nes eran los grandes personajes de su historia....

En la introduccién ya enuncia, de manera muy precisa, la res-
puesta a la pregunta que se hace en el titulo.

La matemdtica, como una expresion de la mente humana,
refleja la voluntad activa, la razén contemplativa y el deseo
de perfeccidn estética. Sus elementos basicos son: légica e
intuicién, andlisis y construccién, generalidad y particula-
ridad. Aunque diversas tradiciones han destacado aspectos
diferentes, es inicamente el juego de estas fuerzas opues-
tas y la lucha por su sintesis lo que constituye la vida, la uti-
lidad y el supremo valor de la ciencia matematica.

Este parrafo hace referencia a aspectos de las matemdticas
que desgraciadamente se encuentran, en muchas ocasiones,
fuera de nuestras aulas, como son la belleza, la 16gica, la intui-
cién, etc. El libro no es tinicamente un tratado de cardcter
epistemoldgico sino que también tiene unas recomendacio-
nes muy jugosas desde el punto de vista pedagégico. En este
sentido, uno de sus autores, el célebre matemdtico polaco
Richard Courant, reflexiona respecto a la orientacién que
deben tener las matemadticas y se lamenta de que estén per-



Parte de la responsabilidad
[del lugar actual de las
matematicas]recae en la
ensefianza |[...] que ha
degenerado hacia el
adiestramiento en técnicas
de cdlculo que no conducen
a la comprension de los
conceptos ni ayudan a una
mayor independencia
intelectual.

También a una
investigacion muy
especializada, abstracta y
carente de conexiones con
otros campos del saber y
con las aplicaciones.

diendo su lugar dentro de la formacién de las personas cultas.
Cuando analiza las causas comenta lo siguiente:

Parte de la responsabilidad recae en la ensefianza de las
matemadticas que ha degenerado hacia el adiestramiento en
técnicas de célculo que no conducen a la comprensién de
los conceptos ni ayudan a una mayor independencia inte-
lectual. También a una investigacién muy especializada,
abstracta y carente de conexiones con otros campos del
saber y con las aplicaciones.

Es notable la actualidad que tienen estos comentarios; parece
como si los hubiese redactado un matematico de nuestros
dias, a pesar de que el libro fue escrito hace mds de sesenta
anos.

Todos los capitulos evitan hacer una exposicion fria y descon-
textualizada de los contenidos matematicos. El punto de partida
siempre es un problema y a través de su andlisis y de la basque-
da de soluciones se llega a la formulacién precisa de definiciones
o a los procedimientos generales de resolucién. Los autores
hacen siempre referencia a los personajes que histéricamente se
enfrentaron a la situacién y de esta manera los teoremas mate-
maticos adquieren un rostro, aspecto este, que muchas veces se
echa en falta en nuestras clases de matematicas.
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;Qué son las matemdticas?

R. Courant y H. Robbins,

con prefacio y avances recientes de Ian Stewart,
Fondo de Cultura Econémica, 2002

Hace pocos afos ha tenido lugar una nueva reedicién del libro
a cargo del ilustre profesor norteamericano lan Stewart, quién
acomete la puesta al dia de la obra incluyendo un nuevo capi-
tulo: Desarrollos recientes. Este contiene los comentarios que
actualizan los temas tratados en ;Qué es la matemdtica? En
esta linea no podian faltar las demostraciones recientes del
teorema de los cuatro colores, el Gltimo teorema de Fermat,
los fractales, la hipédtesis del continuo, cuestiones de anélisis
no estandar... y un jugoso apéndice con problemas y ejercicios
suplementarios. Como apostilla el matematico norteamerica-
no L. Stewart en su proélogo, estamos ante una obra tinica. No
dejen de leerla.

Mi tercera lectura importante, en relaciéon con las matemati-
cas, fue un pequeiio libro titulado Niimeros y Figuras, firma-
do por Otto Toepliz y Hans Rademacher. Es, sin duda, uno de
los mejores libros que he leido sobre aspectos matematicos.
Una auténtica joya de la divulgacién cientifica. Con pocos
conocimientos matemadticos el lector puede disfrutar de
pequerios ensayos que versan sobre temas matemadticos esco-
gidos y muy sugerentes. Por ejemplo: la serie de niimeros pri-
mos, problemas de maximos, los numeros irracionales, el
triangulo ortico, la teoria de conjuntos, el problema de los
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Alianza Editorial
Hans Rademacher
Y Otto Toeplitz
Numeros y figuras

Numeros y Figuras,
Otto Toeplitz y Hans Rademacher,
Alianza Editorial, 1970

cuatro colores, los poliedros regulares, los nimeros pitagéri-
cos y el teorema de Fermat, numeros perfectos, fracciones
decimales periddicas, curvas de anchura constante, y muchos
mds.

Las ideas centrales de la geometria, el dlgebra y la aritmética
son expuestas, de manera magistral, combinando el rigor y la
amenidad; a través de problemas de todo tipo, los lectores
preparan el camino hacia estudios matemdticos posteriores.
Lo he leido en multitud de ocasiones y siempre me ha impre-
sionado la facilidad y profundidad en el tratamiento de los
temas elegidos. Les animo a que lo lean.

En otro orden de lecturas, uno de los libros que méas me ha
impresionado y cautivado, tanto por su contenido como por
su estilo, conciso y certero, es el titulado La oveja negra (y
demds fiabulas) de 1969, del escritor guatemalteco Augusto
Monterroso. En sus fabulas todo estd condensado y medido.
Hay un fino uso del humor y la ironfa. Tiene la rara virtud de
sintetizar los pensamientos a la minima expresion, consigue
dar con la palabra adecuada en cada frase; el célebre escritor
americano Isaac Asimov escribi6 a propédsito de La oveja
negra:

Estos pequefios textos, en apariencia inofensivos, muerden
si uno se acerca a ellos sin la debida cautela y dejan cicatri-
ces, y precisamente por eso son provechosos. Después de
leer El mono que queria ser escritor satirico, jamds volveré
a ser el mismo.

En la primera edicién de las fabulas, el escritor colombiano
Garcia Marquez advertia en la solapa del libro: Este libro hay
que leerlo manos arriba: su peligrosidad se funda en la sabi-
duria solapada y la belleza mortifera de la falta de seriedad.

Una pequeiia muestra de las pequenas narraciones y fabulas
incluidas en el libro la Oveja Negra es la siguiente:

Agquiles y la tortuga

Por fin, segun el cable, la semana pasada la Tortuga llegé a
la meta. En rueda de prensa declar6 modestamente que
siempre temid perder, pues su contrincante le pisé todo el
tiempo los talones. En efecto, una diezmiltrillonésima de
segundo después, como una flecha y maldiciendo a Zenén
de Elea, llegd Aquiles.

¢Quién de nosotros no ha pensado alguna vez en La tortuga y
Agquiles? Monterroso hace una recreacién de la célebre aporia
del infinito de Zendén de Elea, donde la tortuga, animal muy
lento, vence a Aquiles el de los pies veloces. Aqui la fdbula se
torna en una burla consecuencia inmediata de la parodia.
Dado que Aquiles le pisa los talones a la tortuga y no vicever-
sa, el tiempo por el que es vencido Aquiles es escandalosa-
mente irrisorio.
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La Oveja negra y demds fabulas
Augusto Monterroso
Editorial Alfaguara bolsillo, 1998



El Rayo que cayd dos veces en el mismo sitio

Hubo una vez un Rayo que cayé dos veces en el mismo
sitio; pero encontré que ya la primera habia hecho sufi-
ciente daflo, que ya no era necesario, y se deprimié mucho.

He empleado estos textos en numerosas ocasiones y en todas
ellas ha resultado que las personas desconocedoras de la obra
de Monterroso han quedado maravilladas por la claridad y
profundidad de sus fabulas. Para finalizar, no me resisto no a
incluir en estas paginas un pensamiento suyo:

La vida no es un ensayo, aunque tratemos muchas cosas;
no es un cuento, aunque inventemos muchas cosas; no es
un poema, aunque sofilemos muchas cosas. El ensayo del
cuento del poema de la vida es un movimiento perpetuo;
eso es, un movimiento perpetuo.

Desde siempre me han interesado mas las lecturas cortas que
las largas. Quizds por este motivo he sido un lector de poesias.
La poesia es una pequeiia sinfonfa de palabras que nos movili-
za rapidamente los sentimientos. El poeta vasco Gabriel
Celaya, sin duda mi preferido, ha sido capaz de expresar bellas
ideas mediante magnificas poesfas, que van mas alld de la
métrica, ;quién no se emociona ante tan magnifica poesia?
iCudnta verdad tiene esa poesia!
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Gabriel Celaya, 1911-1991

Campedn del Mundo de Ajedrez 1894-1921

Incluye "El diagnéstico de Albert Einstein

Lucha,
Emanuel Lasker,
Ediciones Meran, 2003

Ademads de las matemadticas y la poesia me ha interesado
mucho el ajedrez y todos los aspectos relacionados con éL
Entre los variados libros de ajedrez que han caido en mis
manos hay uno muy singular y seguramente desconocido para
la mayoria de las personas, sean o no ajedrecistas. Su autor es
el campeén mundial E. Lasker, que ademads de escribir sobre
tan bello deporte obtuvo un doctorado en matematicas, escri-
bié una obra de teatro e incluso ejercié como filésofo en una
obra titulada Lucha. Es una obra que reflexiona sobre la vida
y su lucha permanente. Para Lasker la teoria del combate (la
lucha) contornea el verde arbol de la vida. El libro saca a la luz
algunos de los descubrimientos que el célebre ajedrecista rea-
liz6 tras mas de quince anos de arduo trabajo. Son principios
basicos de orden estratégico y llenos de significado.
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En Lucha expresa un pensamiento profundo y que segura-
mente interesard a personas preocupadas por la innovacién.
Dice Lasker las palabras viajan en el cerebro a través de cau-
ces fijos, asi quien quiera expresar nuevas ideas se ve obligado
a acufiar nuevos vocablos.

De acuerdo a esta afirmacién Lasker inventa unos neologis-
mos, que necesariamente hemos de familiarizarnos, en los que
va apoyandose para transladarnos un enorme caudal de ideas.

El Libro de las demostraciones,
Martin Aigner y Giinter M. Ziegler,
Editorial Nivola, 2005

En estos momentos estoy leyendo un magnifico libro titulado
El libro de las demostraciones de la Editorial Nivola (2005).
Detras hay una historia muy singular. Se cuenta que cuando el
prolifico y genial matematico htingaro Paul Erdés (1913-1996)
encontraba una demostraciéon bonita, expresaba que ella
debia figurar en El Libro en el que Dios recopilaba las demos-
traciones perfectas de los teoremas matemadticos. Durante
varios anos persiguié la idea de escribir tal Libro con las
demostraciones que a él le habian gustado mas. De hecho,
estaba previsto que se publicara en marzo de 1998, aio en el
que Erdos cumpliria ochenta y cinco aios, pero su inesperada
muerte en el verano de 1996 truncé su magnifico proyecto.

Los profesores alemanes Martin Aigner y Giinter M. Ziegler
pertenecientes a las Universidades de Freie Universitat Berlin
y Technische Universitdt Berlin, respectivamente, tuvieron la
osadia de recoger el reto lanzado por Erdds y desarrollarlo,
incluyendo muchos de los resultados que el mismo Erdos ya
habia seleccionado.

A lo largo del libro se ofrece una coleccién de magnificos
ejemplos seleccionados con la esperanza de compartir con los
lectores el entusiasmo y la pasién por las matematicas. En
general son ideas brillantes y maneras geniales de acercarse a
un problema, o bonitas y precisas observaciones.

La seleccion de los temas estd muy influida por Paul Erdos.
Una buena parte de los temas fueron sugeridos por él mismo,
y ademds muchas de las demostraciones llevan su firma; otras
fueron iniciadas gracias a su suprema cualidad para formular
la pregunta precisa o dar con la conjetura adecuada. De modo
que, en gran parte, este libro refleja su punto de vista respec-
to a lo que deberia ser una demostracién de El Libro.

El escrito estd dividido en cinco secciones: Teoria de nime-
ros, Geometria, Andlisis, Combinatoria y Teoria de Grafos.

Cada una de las secciones presenta una serie de temas que son
verdaderas joyas, tanto por la temdtica como por el tratamien-
to dado. Algunos de los treinta y cinco temas seleccionados son
los siguientes: seis demostraciones de la infinidad de los nime-
ros primos, el postulado de Bertrand, representacion de ente-
ros como suma de dos cuadrados, algunos niumeros irraciona-
les, el tercer problema de Hilbert, la conjetura de Borsuk, tres
aplicaciones de la féormula de Euler, el teorema de rigidez de
Cauchy, la aguja de Bufén, la hipétesis del continuo, maravillo-
sas desigualdades, un teorema de Polya sobre polinomios, la
cotangente y el truco de Herglotz, el principio del palomar,
barajando el mazo, la férmula de Cayley, el problema de Dinitz,
el teorema de Turdn, comunicar sin errores, la probabilidad...

Sin duda este libro se convertird en un clésico de la divulga-
cién matematica. El texto es 4gil pero al mismo tiempo pro-
fundo. Su contenido puede ser leido como una serie de ensa-
yos independientes y sin embargo, no hay duda de que existe
un hilo conductor que le da una gran unidad y coherencia.

El dltimo libro que he empezado a leer no tiene nada que ver
con las matemadticas; es un libro de gramatica, pero no es una
gramatica al uso. Como dice su autor, el periodista Alex
Grijelmo, el libro esta destinado a pensar con la gramatica,
mds que a memorizarla. Comenta Alex:

El lenguaje es el pensamiento, y conocer la estructura de
nuestro lenguaje equivale a conocer cémo se han estructu-
rado nuestras razones. La gramdtica ensefia a razonar y a
exponer mejor las ideas, pero sobre todo a generarlas. Y
ello nos hace mds capaces de convencer a los demads.



Su titulo, La gramdtica descomplicada, ofrece un nuevo esti-
lo de explicar esa rama de la lingiiistica que tiene por objeto el
estudio de la forma y composicién de las palabras, asi como
de su interrelacion dentro de la oracién o de la frase. Es un
libro muy ameno y de facil lectura. Hace un repaso general de
la gramatica y de sus normas, pero con estilo desenfadado e
inteligente. Un libro muy recomendable.

Es un libro muy ameno y de fdcil
lectura. Hace un repaso general
de la gramadtica y de sus normas,
pero con estilo desenfadado e
inteligente. Un libro muy
recomendable.

Curiosamente las matematicas formales son como la ortogra-
fia y la gramdtica; tienen mucho que ver con la aplicacién
correcta de unos simbolos y unas reglas. Pero no hay que olvi-
dar que las mejores matematicas deberian ser como la litera-
tura: la historia narrada ha de tener vida y hacernos participes
de ella, tanto intelectual como emocionalmente. M
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Escaparate:
1 matematica, jestas ahi?

Adridn Paenza

Adrian Paenza,
RBA, Barcelona, 2006
ISBN: 84-7871791-9

n la portada de este libro, bajo el titulo y el nombre del
autor, figura el comentario el gran bestseller en Argentina de
los uiltimos arios. Como es un dato real (mds de 100.000 ejem-
plares vendidos en un afio y 50 semanas entre los libros de no
ficcién mds vendidos), antes de felicitar al autor por su éxito
de ventas, debemos felicitar a los argentinos por su demos-
tracién de interés o de cultura cientifica por la Matemadtica.
Que un libro de contenido matemaético, no novelado, entre en
las listas de bestsellers es un éxito del autor, pero también un
signo de interés cultural y cientifico de la sociedad que lo
compra y lo lee. Algunos lo vemos con sana envidia, aunque
sea con modestia, aqui también parecemos querer imitar a los
portefios, ya que en tres meses, de octubre a diciembre de
2006, ya lleva dos ediciones.

Adrian Paenza es doctor en Matemadtica por la universidad de
Buenos Aires y, ademds de ejercer de profesor de
Matematicas, es periodista deportivo y politico, lo cual es
reconocible en algunos pasajes del libro. Cabe citar que el
libro es el primero que escribe el autor (pero ya en Argentina

MATEMATICA, jESTAS AHI?

tiene una continuacién: matemdtica, ;estds ahi? Episodio 2. Y
es una persona con ideas claras. A pesar de su extensién, no
me resisto a adjuntar su respuesta a ;Cémo debiera ser el
abordaje de la enseiianza en el campo de las matemdticas en
la escuela?, en una entrevista periodistica:

La escuela, como tal, debe ser repensada y actualizada a las
condiciones del siglo XXI. Con todo, y en esto lamento
repetir lo que digo sistemdticamente, la matemdatica no
puede ser disfrutada por los alumnos, sencillamente por-
que quienes la difundimos terminamos dando respuestas a
preguntas que la gente no se hizo. Y eso es, inexorable-
mente, muy aburrido. Estar sentado frente a una persona
que responde a lo que yo no me pregunté es, cuanto
menos, un sufrimiento. Y encima, existe el poder que tiene
el docente que no le permite al alumno que se levante y se

Fernando Fouz



retire. Por eso creo que deberiamos empezar por reformu-
lar qué queremos ensefar, por qué lo queremos ensefar,
qué problemas intentamos resolver y cudles son las curio-
sidades de los chicos que vamos a ayudar a evacuar. La vida
es al revés: uno primero tiene problemas, luego trata de
resolverlos, y finalmente, cuando advierte que ciertos
patrones se repiten, formula una teoria. Si el proceso fren-
te al estudiante es al revés, o sea, primero le explicamos la
teoria y después le fabricamos artificialmente un problema
que él no tiene, es posible que no le interese. Ahora, el dia
en que comprendamos que la verdadera tarea de un docen-
te es generar preguntas y saber descubrir las curiosidades
que tiene un chico, entonces habremos dado un salto cua-
litativo muy importante para vencer la barrera docente-
alumno (en matemadticas al menos).

Se percibe un cierto eco de Puig Adam.

Haciendo un repaso de los contenidos, distribuidos en seis
capitulos, el dltimo de los cuales son las soluciones a los pro-
blemas que plantea en los cinco primeros, encontramos entre
otros los siguientes temas: nimeros, probabilidades, personajes
con sus trabajos y anécdotas, problemas de diversos tipos,
pasando por curiosidades sobre temas variados del entorno
matemadtico. Los contenidos resultan conocidos para la mayo-
ria de las personas que se mueven en el mundo de las Matema-
ticas, especialmente de la docencia, ya que muchos de los pro-
blemas aparecen en materiales de semanarios o talleres de
Matematicas. Sin embargo, estos contenidos estdn muy bien
elegidos y explicados, quizés por su experiencia en los medios,
lo que permite que puedan ser comprendidos por un publico
menos matemdtico y tal vez en ello radique el éxito del libro.

El dia en que comprendamos
que la verdadera tarea de un
docente es generar preguntas y
saber descubrir las curiosidades
que tiene un chico, entonces
habremos dado un salto
cualitativo muy importante.

El primer capitulo, dedicado a los Niimeros, lo inicia presen-
tdndonos ejemplos de nimeros muy grandes como: nimeros
de atomos del universo, equivalencias de la unidad ano luz,
etc., tipos de nimeros: irracionales, trascendentes (e), nime-
ros primos y sus caracteristicas o tipos (gemelos), para termi-
nar hablando del infinito y de uno de sus estudiosos: el mate-
madtico, ruso de nacimiento, Cantor. Es quizds las reflexiones
sobre el infinito lo que hace especialmente interesante este
capitulo.

Es en el segundo capitulo, dedicado a Personajes, donde pre-
senta a personas relacionadas con las Matemadticas, citando
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diversas anécdotas. Me parece interesante resaltar la que rela-
ciona a Fleming con Winston Churchill. Segtin parece, siendo
un nifio Fleming, su padre salvé de morir ahogado en un pan-
tano a un muchacho que resulté ser Churchill. El padre de
Churchill, en muestra de agradecimiento, le recompensé
pagandole la misma educacién escolar que recibié su hijo. Sin
saberlo habia hecho una inversién que salvaria de nuevo la
vida de su hijo ya que, pasados los anos, Churchill enfermé
por causa de una neumonia que fue curada gracias a la peni-
cilina, descubierta y sintetizada por Fleming. Llama la aten-
cién que esta anécdota, que implica a dos personajes impor-
tantes del siglo XX, no sea mas conocida. De hecho he com-
probado que era desconocida por todos los companeros a los
que se la he contado. Otros personajes que aparecen son
Bertrand Russell, con sus conocidas paradojas de conjuntos,
Pitdgoras y su teorema, Gauss y su famosa anécdota en la
escuela referida a la suma de los cien primeros nimeros natu-
rales, Golbach y su conjetura de descomposicién de nimeros
pares en suma de dos primos y Ramanujan con su extraordi-
naria capacidad para los cdlculos numéricos.

El capitulo dedicado a Probabilidad y Estimaciones presenta
diversas experiencias relacionadas con la combinatoria y cal-
culo de probabilidades. Me parecen interesantes los apartados
dedicados a la estimacién de peces en una laguna y el princi-
pio del palomar, muy didacticos para un publico general, no
necesariamente matematico. En el capitulo hay otros aparta-
dos interesantes como el cdlculo de las matriculas de coches,
patentes en la terminologia argentina, coincidencia de cum-
pleafios o estimacién del volumen que ocuparia la sangre de
todos los habitantes de la tierra. Este problema me recordé
que una vez me propusieron un problema parecido, pero de
manera mas macabra, ya que se trataba de estimar, si todas las
personas de la tierra muriésemos, que volumen ocuparian
todos nuestros caddveres.

En el capitulo de problemas se senalan algunos conocidos en la
comunidad matemadtica. Quizds cabe citar alguno de ellos
como el de la paradoja aparente de que en vez de crecer la
poblacién mundial, matematicamente, estd disminuyendo ya
que si seguimos la linea ascendente tenemos dos progenitores,
4 abuelos, 8 tatarabuelos y asi sucesivamente... Llegado este
punto me gustaria sefialar que, en todo divertido y jovial, el
escritor espafiol Max Aub escribié algo parecido en 1968,
como felicitacion para sus amigos. En el nimero 11 de la revis-
ta Sigma (enero de 1992), se publicé una resefia del periodista
bilbaino Luciano Rincdn, en la que aparece la citada felicita-
cién con sus comentarios y cdlculos correspondientes.

En el dltimo capitulo, referido a Reflexiones y Curiosidades,
creo que se debe destacar y reflexionar sobre el caso titulado
Votaciones: ;Son realmente la manera mds justa de decidir? En
él se presenta como una votacién democratica puede dar lugar
a distintos resultados segtin como se realice el sistema de vota-
cion. Es realmente interesante su andlisis. Se acaba el capitulo
con una serie de observaciones que nos invitan a reflexionar.
En definitiva, tenemos un excelente libro de lectura. M
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Escaparate:
2 Arquimedes. Obras escogidas

ARQUIMEDES
‘OBRAS ESCOGIDAS

APXIMHAOTZ

rquimedes es uno de los mds grandes matematicos de
todos los tiempos, tanto por la magnitud de su contribucién
al patrimonio matemdtico de la humanidad como por la
genialidad de sus métodos. Ya que el método mecdnico de
investigaciéon de El Método de Arquimedes apunta histdrica-
mente hacia los indivisibles e infinitesimales de las técnicas
de cuadratura del siglo XVII que condujeron al descubri-
miento del Célculo Infinitesimal por Newton y Leibniz, mien-
tras que el método demostrativo de exhaucién apunta hacia
las técnicas aritméticas de los limites que fundamentan el
Analisis moderno en el siglo XIX, la conjuncién de ambos
métodos, uno heuristico y empirico y otro riguroso y apodic-

Pedro Miguel Gonzalez Urbaneja

ARQUIMEDES. OBRAS ESCOGIDAS

Edicion con facsimile del Manuscrito X-I-14 de la
Biblioteca de El Escorial

Editor, Antonio J. Duran

Traduccion, Paloma Ortiz y Susana Mimbrera
Notas a la traduccion, P. M. Gonzdlez Urbaneja,
Estudios preliminares de Carlos Garcia Gual,
Antonio J. Durdn 'y Pedro M. Gonzdlez Urbaneja,
Disefio y maquetacion, Juan Luis Varona,

Real Sociedad Matemdtica Espariola, International,
Congress of Mathematicians (ICM06),
Patrimonio Nacional

Madrid, 2006

ISBN, 84-923818-2-5

tico, sitian a Arquimedes en las raices histéricas del Célculo
Integral. El mas relevante encuentro de miembros de la comu-
nidad matemdtica mundial, e/ Congreso Internacional de
matemdticos de Madrid (ICM-06), ha querido homenajear a
uno de sus mds ilustres miembros a lo largo de la historia,
Arquimedes, con una cuidada edicién critica con facsimile de
algunas de sus obras imperecederas, realizada a partir de
unos manuscritos de la Biblioteca de El Escorial.

En 1906, hace ahora cien afios, el brillante helenista e histo-
riador cientifico J.L.Heiberg, con gran perspicacia y sagaci-
dad, descubre en Constantinopla, en novelescas circunstan-
cias, y exhuma, tras una formidable labor de arqueologia
matemdtica, un palimpsesto que contenia la obra perdida de
Arquimedes El Método relativo a los teoremas mecdnicos (EL
Método), un tratado singular en el que el cientifico de
Siracusa revela a la comunidad matematica alejandrina, en
carta dirigida a Eratdstenes, el método mecanico de investi-



gacién que utilizaba en sus descubrimientos y que habia omi-
tido en todos los restantes escritos cientificos. Al contener la
via heuristica de la investigaciéon geométrica de Arquimedes,
previa a la demostraciéon por exhaucidén, el hallazgo de
Heiberg ha sido, quiz4, el suceso mds importante de los ulti-
mos tiempos para el conocimiento de la Geometria griega
[Gonzalez Urbaneja, 2006: 715].

Arquimedes es el cientifico griego mas citado a lo largo de la
historia. Una copiosa tradicién legendaria, inmortalizada por
la imaginacion épica de los mas egregios literatos greco-lati-
nos y en parte reivindicada por numerosos escritores y cienti-
ficos a partir del Renacimiento, elevo la figura de Arquimedes
hasta la mas alta cima del genio e ingenio humanos, entre el
mito y la realidad, magnificados atiin mas, si cabe, en todos los
tiempos, por un generoso despliegue de iconografia arquime-
diana, que ha embellecido al personaje hasta cotas casi hagio-
graficas.

Entre todos los trabajos que
se refieren a las disciplinas
matemdticas, parece que el
primer lugar puede ser
reivindicado por los
descubrimientos de
Arquimedes, que confunden a
las almas por el milagro de
su sutilidad.

TORRICELLL, Op. geometrica,
Florencia, 1644

No obstante, el retrato que mas interesa es el del pensamien-
to de Arquimedes, plasmado en el sello inmarcesible de sus
escritos geométricos, algo que sobrevivird mientras haya
mentes que sigan abriéndose paso hacia el descubrimiento de
la verdad matemdtica persiguiendo encontrar la demostra-
cién de la propia verdad. Pero allende el romanticismo que la
Literatura ha impregnado a la figura de Arquimedes, interesa
sobremanera a la Historia de la Ciencia y sobre todo a la
Historia de la Matematica, su ingente contribucién a la mag-
nificacién del acervo matematico de su época, en una triple
vertiente: a) la propia ampliacién de los conocimientos eucli-
deos, b) la consolidacion del procedimiento demostrativo y c) la
aplicacion de una eficiente metodologia nueva en el descubri-
miento matematico. Al aunar el rigor intelectual con la orien-
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tacién natural de la intuicién sensorial, Arquimedes trascien-
de los esquemas del idealismo platénico-euclideo que desde-
naba las aplicaciones pricticas de la Matematica, vincula la
investigacion tedrica de la especulacidn abstracta con las rea-
lizaciones técnicas nacidas de la necesidad de resolver proble-
mas concretos y desarrolla una concepcién matemdtico-expe-
rimental que inaugura una tradicién cientifica que retomada
por Leonardo y Galileo asienta los cimientos de la Revoluciéon
cientifica del siglo XVII, y mas alld de ésta, crea la base primi-
genia de la esencia de la ciencia moderna como nucleo inci-
piente de nuestra civilizacién tecnolégica. Arquimedes es uno
de los egregios titanes sobre cuyo espiritu fecundo se alzaron
otros gigantes para vislumbrar la senda que conduciria hacia
el extraordinario progreso de nuestra época.

No debe extranar por tanto que Arquimedes haya sido uno de
los protagonistas estelares en el Congreso Internacional de
matemadticos, celebrado en Madrid en agosto de 2006. Y lo ha
sido, porque la ocasién histérica lo merecia, a través de una
nueva e impresionante edicién critica, en idioma castellano,
de algunas de las obras del sabio siracusano (los dos libros de
Sobre la esfera y el cilindro, La medida del circulo y La cua-
dratura de la pardbola) presentes en ciertos manuscritos
griegos de la Biblioteca del Monasterio de El Escorial,
emprendida por la Real Sociedad Matemadtica Espanola, el
propio International Congress of Mathematicians (ICM-06) y
el Patrimonio Nacional (custodio del original que se ha repro-
ducido en facsimile). Un ejemplar de esta edicion especial ha
sido el regalo institucional de protocolo que la Organizacién
del Congreso Mundial ha entregado a los conferenciantes ple-
narios e invitados del evento.

Segun el coordinador y editor de la publicaciéon A.Duran
(2006, pag. 319):

El criterio general para la realizacién de la edicién en cas-
tellano de esta seleccion de obras de Arquimedes ha sido
dotarla de capacidad para evocar la dimensién y la textura
histdrica de la época. [...] Se pensé que lo mas adecuado a
la hora de escoger la obra a partir de la cual realizar la edi-
cién facsimile era utilizar un manuscrito griego con obras
de Arquimedes. Mas que reproducir las obras de Arqui-
medes de la edicién, todavia hoy candnica, de Heiberg
(1910/1915), era més acorde al espiritu [del criterio adop-
tado] buscar un manuscrito griego apropiado, esto es, que
garantizara la fidelidad a la obra arquimediana, al menos
de la misma manera que queda garantizada en la edicién de
Heiberg. Por fortuna disponemos en Espaiia [en El
Escorial] de uno de estos manuscritos.

Las obras de Arquimedes son conocidas a través de sucesivas
copias de manuscritos. El mas antiguo conservado es el que
descubrié Heiberg en 1906, que data del siglo IX o X, y conte-
nia El Método. La otra rama de la familia de manuscritos grie-
gos de Arquimedes procede de un arquetipo desaparecido
que también debe ser del siglo IX. De ella derivan numerosas
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copias que permitieron conocer en griego gran parte de la
obra de Arquimedes —creada por el sabio casi dos mil afios
antes— a los matemadticos a partir del Renacimiento. La mds
antigua de esas copias es de finales del siglo XV, se conserva
hoy en la Biblioteca Marciana de Venecia y tiene como signa-
tura el nimero CCCV. De ella procede, a su vez, el manuscri-
to X-I-14 de la Biblioteca del Monasterio de El Escorial del
que se han tomado las obras de Arquimedes reproducidas en
el facsimile.

Es imposible encontrar en
toda la Geometria cuestiones
mads dificiles y mds
importantes explicadas con
términos mds sencillos y mds
comprensibles que los
teoremas de la inteligencia
sobrehumana de Arquimedes.

PLUTARCO. Vidas paralelas

El manuscrito X-I-14 pertenece al fondo griego de Diego
Hurtado de Mendoza —politico, diplomatico y humanista,
amigo de Tartaglia y autor de una traduccién al castellano de
la Mecénica de Aristételes— quien lo mando copiar del
manuscrito CCCV de la Biblioteca Marciana, mientras ejercia
como embajador en Venecia del emperador Carlos V, entre
1539 y 1547. El manuscrito X-I-14 garantiza por su caracter la
requerida fidelidad al texto arquimediano y tiene mds capaci-
dad que ningtin texto impreso para evocar la cultura y mate-
madtica griegas [Duran, 2006: 320]. El estado de perfecta con-
servacion del manuscrito, la excelente calidad de la reproduc-
cién en cuatricromia y sus dimensiones —333 mm x 230 mm—
ha permitido obtener un facsimile impresionante.

Pero junto a la cualidad para evocar la obra de Arquimedes en
su contexto cientifico y cultural, esta edicién debia tener la
capacidad de ser asequible al lector actual con interés en
aprender directamente de los clasicos, conservando todo su
sentido histérico. Y ello sin requerir los conocimientos
imprescindibles de Historia de las Matematicas para asimilar
la dimension histérica de la obra, ni los suficientes rudimen-
tos de griego que permitan leerla en la lengua original de
Arquimedes. El segundo tomo con una edicién critica intenta
paliar una u otra circunstancia. Consta de dos partes: unos
estudios preliminares y la traduccion anotada.

Los estudios preliminares son cuatro articulos cuya finalidad
es la descripcién del contexto histérico, filoséfico, cultural,
cientifico y biografico de Arquimedes y su obra. Son los
siguientes:

A. Ciencia griega. Los preludios y los caminos

de un saber critico

Carlos Garcia Gual —tal vez en la actualidad el mas eximio
estudioso espafol de la cultura clasica griega y latina— con su
conocida maestria escribe una introduccién histérico-cultu-
ral que cubre los tres siglos que separan la emergencia de la
Filosofia y Matematica griega (siglo VI a.C.) de la época hele-
nistica (siglo IIT a.C) en la que vive el genio y piensa el ingenio
de Arquimedes. Los puntos tratados son:

1. Ideas y creencias. Del saber del mythos a los progresos del
logos

2. Los maestros de la verdad. Tras los poetas, los sabios civi-
cos v los filésofos

. La teorfa del conocimiento y los avances de la dialéctica,
mas alld de la fisica

. La medicina hipocratica como ciencia practica

La invencién de la historia

. Platén y la Academia

. Aristételes y el Liceo

. El Museo de Alejandria y las ciencias en la época helenistica.

w
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Tuvo mds ingenio
Arquimedes al imitar las
orbitas de la Esfera, que la
naturaleza al concebirlas.

CICERON. De re publica, I.14

B. La recuperacion de la obra arquimediana. Arquimedes
y sus manuscritos

Con su habitual amenidad y brillante erudicién, el editor y
coordinador de la obra, Antonio J. Durdn, narra con todo lujo
de detalles y curiosidades, la fascinante historia secular —y
hasta milenaria— de los manuscritos —y en particular los de El
Escorial- que nos han permitido recuperar y conocer —a los
grandes cientificos y a nosotros— la magnifica obra de Arqui-
medes. Pero no sélo los manuscritos sino también las diversas
traducciones y obras impresas. Los puntos tratados son:

1. Introduccidn a los manuscritos de Arquimedes

2. Arquimedes por tres veces

3. De Arquimedes a Ledn el gedmetra: 1000 afios de soledad
4. El cddice A o céddice de Valla y sus descendientes

5. El cédice By la traduccidn latina de Moerbecke

6. El cdodice C o cddice de Heiberg



7. Ediciones impresas de las obras de Arquimedes
8. Los manuscritos de Arquimedes en El Escorial

C. Arquimedes, un sabio de leyenda
El firmante de este articulo, Pedro Miguel Gonzalez Urbaneja,

La imaginacion no actiia
menos en un gedmetra que
crea que en un poeta que
inventa. [...] De todos los
grandes hombres de la
antigiiedad, es acaso
Arquimedes el que mds
merece figurar al lado de
Homero.

D’ALEMBERT, Discurso
preliminar de la Enciclopedia

autor de diversos estudios sobre Arquimedes y en particular,
junto con el catedratico de griego Joan Vaqué Jordi, autor de
dos ediciones criticas, una en castellano (1993) y otra en cata-
lan (1997), de El Método de Arquimedes, realiza un estudio
biogréfico del sabio, que incluye una amplia tradicion legen-
daria, embellecida hasta la épica mitoldgica por la imagina-
cion popular, sobre los episodios mas o menos inverosimiles
de la vida y la obra del sobrehumano Arquimedes, en relacién
con su brillante actividad cientifica y técnica, siendo las fuen-
tes utilizadas las de grandes historiadores vy literatos greco-
latinos, en especial los relatores de las Guerras Punicas, pero
también la visién sobre Arquimedes de grandes escritores y
cientificos a partir del Renacimiento. Los puntos tratados son:

. Arquimedes, cientifico, ingeniero y sabio

. Ciencia y experiencia. Genio e ingenio al servicio de la técnica
. La defensa de Siracusa

La épica muerte de Arquimedes

. El primer epitafio cientifico de la historia

. Laiconografia arquimediana

oG W N =

D. La obra matematica de Arquimedes

El autor de este articulo realiza también un estudio del pensa-
miento arquimediano a través del andlisis de sus obras, su
importancia y su decisiva influencia histérica en los origenes
y desarrollo del Calculo Integral al aunar la heuristica del
método mecdnico de descubrimiento con la apodictica del
método de demostracion por exhaucion. Los puntos tratados
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son:

1. El pensamiento matematico de Arquimedes. Euclidiano
pero no platénico

. Las obras fundamentales de Arquimedes

3. La personalidad matemdtica de Arquimedes: descubri-

miento y demostracién

4. El método de demostracién por exhaucién

. El método mecanico de descubrimiento

. La influencia de Arquimedes en la génesis del Calculo
Integral

N

N

En cuanto a la traduccidn, digamos que para Sobre la esfera y
el cilindro y La medida del circulo se ha utilizado la realizada
por Paloma Ortiz para la edicion de las obras de Arquimedes
de la Biblioteca Clasica Gredos —dirigida por Carlos Garcia
Gual- de la que ya ha aparecido en 2005 un primer volumen,
mientras que la traduccién de La cuadratura de la pardbola,
asi como la adaptacién de la traduccion de las tres obras que
editamos al manuscrito X-I-14 de El Escorial se ha encargado
Susana Mimbrera.

Por la estructura y naturaleza de la Geometria griega, pero en
especial la de Arquimedes por la parquedad de sus explica-
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ciones, los dibujos geométricos son parte consustancial de los
razonamientos matemadticos, por tanto son un componente
esencial de la obra arquimediana, es mas, como dice Durdn
(2006 pag. 323): los dibujos son una especie de mapa que guia
las demostraciones. La filosofia seguida para la reproduccion
de cerca de 120 diagramas geométricos ha sido la fidelidad al
manuscrito pero corrigiendo lo que parecian ser errores de la
impericia del copista. Han sido realizados por Juan Luis
Varona que también se ha encargado de la maquetacién del
volumen con la traduccion, las notas y los estudios prelimina-
res. En esta labor ha sido ayudado por Renato Alvarez
Nodarse.

Finalmente respecto a la anotacién digamos que efectiia un
andlisis multidisciplinar de las obras de Arquimedes. Hay tres
clases de anotacion, una de tipo filolégico relativa a la traduc-
cién, realizada por las traductoras Paloma Ortiz y Susana
Mimbrera; otra referente a las figuras —cuyo autor es Antonio
J. Duran— que puntualiza aspectos de los esquemas geométri-
cos reproducidos en relacion con los originales del manuscri-
to; y finalmente otra mas extensa de tipo histdrico, filoséfico
y matematico. Esta tercera anotacién de gran abundancia y
amplitud —realizada por el autor de este articulo— constituye
un diversificado aparato critico que pretende reflejar —con la
ayuda de argumentos de numerosos comentaristas y estudio-
sos de Arquimedes— la trascendental significacién e influen-
cia histérica de las definiciones, demostraciones, ideas, técni-
cas, métodos, teoremas, problemas y resultados matematicos
de las obras arquimedianas. Salvo en ocasiones excepcionales
no se ha pretendido actualizar los razonamientos geométricos
de Arquimedes mediante una adaptacion al lenguaje moder-
no de la Geometria Analitica y el Célculo Infinitesimal —este
trabajo ya estd magistralmente realizado por ilustres matema-
ticos y profesores—, sino que se ha pretendido penetrar en el
mundo puramente geométrico de la imaginacion arquimedia-
na, eso si, desentrafiando todas y cada una de las proposicio-
nes de Euclides —que Arquimedes aplica sin mencionar de
forma explicita, como dando por sabido que son el abc de
toda incursion geométrica—, facilitando la comprension de la
metodologia de la investigacion geométrica arquimediana, en
particular los procesos heuristicos del analisis y la sintesis y
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las cuestiones sobre diorismos en torno a condiciones necesa-
rias y suficientes, en un increible desarrollo matematico que
desplegado por Arquimedes, conjuga a la perfeccion la intui-
cién del descubrimiento con el virtuosismo de la demostra-
cién ofreciendo para cada problema geométrico un nuevo y
apasionante reto intelectual. M
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Sobre este mismo libro ver SUMA 51, pp. 112-113 y SUMA 53 pp. 13-18 [N. de la R.]

pher Boone, es uno de los mds originales que han surgido
en el panorama de la narrativa internacional en los tltimos
anos y estd destinado a convertirse en un héroe literario
universal de la talla de Oliver Twist y Holden Caufield.

oca el turno en este ndmero a un libro singular, que sor-
prende al lector desde la primera de sus paginas hasta la alti-
ma.

En la contraportada del libro se hace su presentacion: A sus quince afios, Christopher conoce las capitales de
todos los paises del mundo, puede explicar la teoria de la
relatividad y recitar los nimeros primos hasta el 7507, pero

El curioso incidente del perro a medianoche es una novela le cuesta relacionarse con otros seres humanos. Le gustan
que no se parece a ninguna otra. Elogiada con entusiasmo

por autores consagrados como Oliver Sacks e Ian McEwan,
ha merecido la aprobacién masiva de los lectores en todos
los paises donde se ha publicado, ademds de galardones
como el Premio Whitbread y el Premio de la Common-
wealth al Mejor Primer Libro. Su protagonista, Christo- Constantino de la Fuente Martinez
literatura@revistasuma.es
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las listas, los esquemas y la verdad, pero odia el amarillo, el
marrén y el contacto fisico. Si bien nunca ha ido solo mas
alld de la tienda de la esquina, la noche que el perro de una
vecina aparece atravesado por un horcén, Christopher
decide iniciar la busqueda del culpable. Emulando a su

Nuestro comentario

Como deciamos al principio, posiblemente nos encontramos
ante una de las obras mds sorprendentes del panorama de la
literatura actual (no lo afirmamos categéricamente por no ser
expertos en el tema). La verdad es que desde la primera hasta la
ultima de sus péginas, los lectores confirman sentirse engan-
chados a los personajes, a sus circunstancias y a la trama en
general. Esto es seguramente una mezcla de aspectos: por una
parte, los personajes, sobre Christopher el protagonista, dan a
la historia unos perfiles claros de realismo y veracidad, y por
otra, M. Haddon, el autor, consigue un resultado final magnifi-
co, lleno de sencillez, profundidad y ternura.

Lo mas sorprendente, sin duda, es el quinceaiero personaje
principal, Christopher, con el que el autor logra un retrato
magistral de una personalidad compleja: de sus aspectos
internos y de la proyeccion hacia los demas. Si a esto le afia-
dimos el hecho de que la obra estd concebida como una narra-
cién de este personaje en primera persona, tenemos que el
lector se transforma, desde las primeras lineas, en confidente
de sus palabras, acompafante cercano en sus vicisitudes y
espectador directo, de primera fila, de sus circunstancias.

Toda la obra tiene, entre otros objetivos, el de que lleguemos a
descubrir poco a poco el pensamiento, la psicologia y las emo-
ciones de un adolescente con sindrome de Asperger, que
intenta comprenderse a si mismo y a los demas, en el mare-
magnum que supone el vivir cada dia en el mundo actual. En
una sociedad que nos envuelve y nos zarandea, que no com-
prende ni tolera las singularidades personales, de quien no se
ajusta al patrén de pensamiento y comportamiento impuesto
desde muchas instancias (civiles, religiosas, politicas, milita-
res, econdmicas, etc). Y da lo mismo que “el diferente” lo sea
por deseos propios o por caracteristicas personales.

En cualquier caso, es muy enriquecedor a nivel personal tener
la posibilidad de reflexionar sobre algunas cuestiones que, por

admirado Sherlock Holmes -el modelo de detective obse-
sionado con el andlisis de los hechos-, sus pesquisas lo lle-
vardn a cuestionar el sentido comun de los adultos que lo
rodean y a desvelar algunos secretos familiares que pon-
dran patas arriba su ordenado y seguro mundo.

su cotidianeidad, se nos pasan desapercibidas: reacciones en
el trato con los demads (de nuestra familia o extranos) o en la
resolucién de situaciones comprometidas (escolares o
extraescolares), estrategias para sobrellevarlas, creencias per-
sonales sobre diferentes temas, etc. Todo un mosaico no
periddico de vivencias que rellena el plano (o suelo) de nues-
tra vida, y en el que podemos descubrir, por paradéjico que
nos parezca, huecos y solapamientos. Estos forman parte de
las contradicciones personales que nos acompafian constan-
temente y nos sirven para tomar conciencia de la complejidad
que conlleva el hecho de vivir.

En este verosimil retrato de la vida de unas personas comu-
nes, aparecen las matematicas en muchas de sus paginas. Y es
que Christopher Boone tiene una gran facilidad para la com-
prension de las ideas matemadticas: calculo mental, nimeros
primos, resolucién de ecuaciones, ternas pitagoricas, azar,
probabilidades, teoria del caos y algunos otros que, aunque
tratados con menos extension, no gozan por ello de un interés
menor: la naturaleza de las matemadticas, algunos aspectos de
la resolucién de problemas, juegos matematicos, etc.

Por dltimo destacaremos el carcter didactico de la narracién
y de todas las explicaciones de tipo cientifico que Christopher
nos va transmitiendo. Un logro muy conseguido por el autor
y que es muy aprovechable para el contexto escolar. Tanto es
asi que, independientemente de otras recomendaciones, este
libro puede ser, y de hecho lo es, un ejemplo inmejorable para
llevar a cabo una lectura obligatoria, por todos los alumnos y
alumnas de algtn curso de ESO o bachillerato, en la asignatu-
ra de matemadticas. Como puede observarse en el extenso
guién de trabajo de la propuesta para el aula, son muchas las
ideas aprovechables y los temas que se pueden tratar, y cons-
tituyen una ocasién inmejorable para el enriquecimiento y
disfrute personal de nuestros alumnos y alumnas con las
matemadticas.
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Una propuesta de trabajo en el aula
E

Como deciamos anteriormente, este libro es una buena recomendacién para llevar a cabo una lec-
tura obligatoria, que se puede complementar con un trabajo de contenidos matematicos, objeto de
esta seccion, pero que no descarta otro tipo de tareas mas relacionadas con los denominados temas

transversales.

Por lo que a nosotros respecta, la propuesta que presentamos en este nimero va dirigida a niveles
de secundaria obligatoria, aunque puede que algunas cuestiones no sean convenientes para todo el
alumnado. Como siempre, es el profesor, con su experiencia y segtn el contexto concreto, el que

decide.

Pasamos a presentar la propuesta.

Un vistazo general a algunos temas matematicos

Vamos a comenzar echando un vistazo general al libro, fijan-
donos en los temas matemdticos que van apareciendo en sus
péaginas. Para ello solamente debes anotar, al lado de cada
tema, la pagina o paginas del libro donde aparece mencionado.

TEMA MATEMATICO PAGINAS

Formas de rellenar o embaldosar el plano

Direcciones y vectores en el espacio

La busqueda y situacién de un lugar en el plano

Magnitudes inversamente proporcionales

El volumen de un cubo

La poblacién de animales y el descubrimiento de Robert May ...

Terna pitagéricas

Numeros primos

Eljuego de Los soldados de Conway

Formula logaritmica para la obtencion de nimeros primos

Poblaciones y el problema de Monty Hall

Probabilidades y el origen de la vida

Potencias de 2

Ecuaciones de segundo grado

Las Matematicas también tienen normas

...la gente se salta las normas constantemente. Por ejemplo,
Padre conduce muchas veces a mas de 30 millas por hora
en una zona limitada a 30 millas por hora, y otras conduce
después de haber bebido, y con frecuencia no se pone el
cinturén de seguridad. Y la Biblia dice No mataras pero
hubo unas cruzadas y dos guerras mundiales y la guerra del
golfo y en todas ellas hubo cristianos que mataban gente.
(pag. 46).

Aunque el parrafo anterior darfa mucho de si, no vamos a
entrar en él. Nos vamos a ceiiir a algunas normas que hay que
tener en cuenta cuando estamos trabajando en matematicas.
Por ejemplo, cuando trabajamos con ntimeros hay que tener
en cuenta lo que denominamos jerarquia de operaciones.

A. ;En qué consiste la jerarquia de operaciones? Pon ejem-
plos.
Te mostramos a continuacion las operaciones incorrectas
efectuadas por algunos alumnos:
3+5:4=8-4=32 (3+4)2=32+42 3P +4°=7"=49

+
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B. Analiza los pasos dados, averigua los errores cometidos y
efectia correctamente las operaciones.
Ahora te presentamos una demostraciéon de que 1= 2. Si, si,
has leido bien, vamos a demostrar que 1=2.
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Suponemos que a, b son nimeros no nulos y que a = b.
Multiplicando por a tenemos:
a=ab
Restando b” en los dos miembros obtenemos: a’~b’= a-b—b’
Descomponiendo en factores y sacando factor comun
queda:
(a+b)-(a—b) = b-(a—b)
Simplificando en los dos miembros el factor (a—b) nos
queda:
a+b=">b
Como a=b, podemos sustituir & por b y queda:
2b=b
Como b es cualquier nimero no nulo, hacemos por ejem-
plo b=1, y queda
2=1

como querfamos demostrar.
é .

Fijate que si hacemos b=7, obtenemos 14=7 y asi con otros
ejemplos que tu quieras poner.

C. Repasa la demostraciéon y encuentra el fallo, porque sin
duda tiene que haber algo de lo que hemos hecho que, en
matemadticas, no estd permitido. ;Qué es?

D. Busca alguna “demostracién” parecida que contenga algin
fallo y que sorprenda por su resultado final.

Razonamientos encadenados

Y cuando cruzaba la calle tuve un momento de inspiracién
sobre quién podia haber matado a Wellington. Articulé una
Concatenacién de Razonamientos en mi mente que era
como sigue:... (pag. 61).

En nuestra vida cotidiana estamos haciendo continuamente

razonamientos encadenados. Por ejemplo, una companera de

tu clase dice las siguientes frases:

1. En este trimestre he sacado en matemdticas un 6, un 8 y un 4.

2. Por tanto aprobaré.

3. Ademds creo que el profesor me pondrd un 6 como nota en
la evaluacion.

Suponiendo que las tres notas cuenten lo mismo, y que no se
tienen en cuenta mas cosas para la calificacidn final de la eva-
luacién, demuestra que:

A. La frase 2 es cierta.

B. La frase 3 es cierta.
Para hacer la media de las notas anteriores, unos alumnos
hacen los siguientes calculos:

6+8+4
a) ——=6
3
p S8 7 THE o
2 2
+4 +
o 3F%_ g 016 ¢
2 2

C. Explica si estos métodos de calcular la media son correctos
o incorrectos y comenta sus causas.
Si ahora suponemos que la tercera nota cuenta el triple que
las otras dos, demuestra que:

D. La frase 2 es cierta.

E. La frase 3 no es cierta. ;Cudl es entonces la nota de la eva-
luacién?
Para que suspendiera la evaluacién, de las siguientes alter-
nativas ;cudl deberia ocurrir?:

F. Lanota 4 cuenta el cuadruplo que las otras.

G. La nota 4 cuenta més del cuddruplo que las otras.

H. La nota 6 cuenta la mitad que las otras.

La navaja de Occam en matematicas

... la navaja de Occam no es una navaja con la que los hom-
bres se afeitan sino una ley, y dice:

Entia non sunt multiplicanda praeter necessitatem

Que es latin y significa:

No ha de presumirse la existencia de mas cosas que las
absolutamente necesarias. (pag. 120)

Esta frase se debe a un monje franciscano llamado Guillermo

de Occam.

A. Recoge los principales datos biograficos de este monje y
filésofo.

En matematicas podriamos enunciar la navaja de Occam ast:

Nunca han de suponerse mas cosas que las absolutamente
necesarias.

Por ejemplo, si un alumno, ante la situacién de la cuestién
anterior dice: “Si, las tres notas cuentan lo mismo, pero como
ta tienes el cuaderno muy mal, el profesor te va a suspender”

A. Analiza este razonamiento, teniendo en cuenta toda la
informacién que se daba en la cuestién 4, y explica porqué
es falso.

Para acabar estas preguntas, te proponemos analizar un
chiste. Si, si, pero sin reirte demasiado.

B. Lee el chiste del economista, el logico y el matematico, de
las paginas 177-178, y relaciénalo con la navaja de Occam.
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George Pélya (1887-1985) Miguel de Guzman (1936-2004) George Pélya (1887-1985)

Es muy bueno tener un Plan...

Y entonces Formulé un Plan. Y eso me hizo sentir mejor
porque habia algo en mi cabeza que tenia un orden y unas
pautas y tan solo tenfa que seguir las instrucciones una
detrds de otra. (pag. 166).

Aunque hayas pensado inicialmente en otro tipo de plan... por
la cita puedes entender que vamos a hablar de un plan rela-
cionado con la resolucion de situaciones problematicas.

Para resolver un problema, en matemadticas pasa como en la
vida cuando estamos ante una situacién complicada, o si tene-
mos que tomar una decisiéon: uno debe plantearse un plan con
unos pasos que nos permitan llegar a la solucidén.

A. Resuelve el siguiente problema y luego escribe los pasos
del Plan que has llevado a cabo:
¢Cudntos cuadrados se pueden dibujar en un tablero de
ajedrez, de manera que sus lados sean lineas del tablero?
Ao largo del siglo XX varios matematicos han investigado
el proceso de resoluciéon de problemas. Uno de ellos ha
sido George Polya. El decia que cuando uno resuelve pro-
blemas de matemadticas atraviesa por cuatro fases o etapas:
« Comprension del enunciado.
« Elaboracién de un plan.
« Puesta en practica o ejecucién del plan.
« Visién retrospectiva o vuelta atrds.

B. Haz un comentario sobre cada una de esas etapas. ;En qué
te parece que pueden consistir?

C. Recoge los principales datos biograficos de G. Polya.
También en Espafia ha habido un matemdtico que ha
hecho importantes aportaciones a este tema en el siglo XX;

se llamaba Miguel de Guzman Ozamiz y ha sido el mate-
matico espanol mas importante del siglo XX.
Te vamos a proponer unas actividades relacionadas con él
para que lo conozcas un poco. Para ello puedes acudir a la
red o a su pagina web.

D. Recopila los principales datos de su biografia.

E. Escoge un problema de alguno de sus libros y resuélvelo.

Desde las ternas pitagoricas...

Y ésta era mi pregunta favorita

Demuestra el siguiente resultado:

Un tridngulo cuyos lados pueden escribirse en la forma
n’+1, n>-1 y 2n (donde n es mayor que 1) es rectdngulo.
Demuestra, mediante un ejemplo opuesto, que el caso
inverso es falso. (pag. 257)
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En esta pregunta del examen de Christopher se habla de
numeros y de tridngulos rectdangulos. Eso estd relacionado
con una idea que te vamos a explicar:

Una terna pitagérica son tres nimeros enteros a, b, ¢ que
cumplen el teorema de Pitagoras, es decir: a*+b’=c’. O lo que
es equivalente, a, b y ¢ pueden ser las longitudes de los tres
lados de un tridangulo rectangulo. En la figura puedes observar
la Tablilla Plimpton, de la cultura mesopotdmica, cuyo origen
se sitta alrededor del afto 1800 antes de Cristo, en la que ya
aparecen unas ternas pitagoéricas.

A. Investiga y averigua qué ternas pitagéricas aparecen en
esas tablillas.
En la pagina 265 del libro aparece la demostracion de la
pregunta de la cita anterior.

B. Demuestra tG también que n*+1, #°-1 y 2n forman una
terna pitagérica. Después da ejemplos de tridngulos rec-

a’+b*=c?

... hasta el Teorema de Pitagoras

Hemos hablado anteriormente de uno de los teoremas mas

famosos de la historia: el teorema de Pitdgoras.

A. ;Cudl es su enunciado? ;Cudl es su significado geométrico?
A lo largo de la historia de las matematicas se ha demos-
trado el teorema de Pitagoras de muchas formas.

B. Estudia las figuras siguientes y explicalas, porque son dos
demostraciones gréficas del teorema.

Los tridngulos rectangulos tiene unas propiedades muy inte-

resantes. Una de ellas representa, en cierto modo, una gene-

ralizacién del teorema de Pitdgoras. La podriamos enunciar
de la siguiente forma:

Si sobre los tres lados de un tridngulo rectdngulo construi-
mos figuras geométricas semejantes entre si, se cumple

D.

tangulos concretos cuyos lados tengan las expresiones
anteriores.

El enunciado inverso del de la pregunta del examen es: Si
un tridngulo es rectdngulo, entonces sus lados pueden escri-
birse en la forma n’+1, n>-1 y 2n (donde n es mayor que 1).
En matemadticas en cuanto un enunciado admite un ejem-
plo en el que no se cumple, entonces el enunciado es falso.

. Demuestra que el enunciado inverso anterior es falso

mediante un ejemplo diferente al que propone Christopher
en la pagina 267.

Las expresiones anteriores, #’+1, n’~1 y 2n son un caso
particular de las expresiones n’+p’, n’— p* y 2np (cuando
p=1).

Demuestra que estas tres expresiones también forman un
terna pitagérica.

. investiga y encuentra las expresiones de otras ternas pita-

goricas.

-
'

que la suma de las dreas de las figuras construidas sobre los
catetos es igual al drea de la figura construida sobre la
hipotenusa.

Segun la propiedad anterior, el teorema de Pitdgoras seria
un caso particular, correspondiente a cuando dibujemos
sobre cada lado un cuadrado.

. Demuestra que se cumple la propiedad anterior si cons-

truimos sobre cada lado tridngulos equilateros.

. ;Y si son exdgonos regulares? Demuéstralo para un poligo-

no regular de cualquier nimero de lados.

. Haz lo mismo para cuando sean semicirculos cuyo didme-

tro sea igual a cada uno de los lados.
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Rellenando el plano sin dejar huecos
ni solapamientos

En la pagina 246 podemos ver un embaldosado del plano hecho
con cruces. Aqui te presentamos otros mosaicos curiosos.

Como puedes observar, el primero es real y en cualquier col-
mena lo podemos ver. Los otros dos corresponden a disefios
realizados por un artista holandés del siglo XX llamado M. C.
Escher.

Aunque nunca te hayan hablado de ello, es facil que com-
prendas lo que entendemos en matemdticas por un mosaico:
es cualquier forma de rellenar el plano con figuras, sin dejar
huecos sin rellenar ni solapar (montar) unas con otras; debe
quedar como los que te presentado mds arriba.

Las Matematicas también se han ocupado de averiguar qué
tipos de figuras sirven para conseguir cubrir el plano con esas
condiciones y otras que se quiera anadir. En la cultura drabe
hay muchisimos buenos ejemplos de mosaicos. En Granada,
en la Alhambra podemos ver ejemplos magnificos.

Volviendo a los ejemplos que aqui mostramos, podemos ver que
el mosaico de las abejas esta hecho con un poligono regular.

A. ;De qué poligono estamos hablando?

B. ;Con qué otros poligonos regulares es posible hacer mosai-
cos? Los mosaicos construidos de esta forma se llaman
mosaicos regulares. ;Se puede conseguir mosacios con
todos los tipos de poligonos regulares?

C. Analiza la posibilidad de que cualquier cuadrildtero pueda
rellenar el plano y formar, por tanto, un mosaico.

D. Investiga qué es un mosaico semirregular y averigua los
que hay.

E. Estudia otras formas de rellenar el plano usando poligonos
u otras figuras, como por ejemplo las de Escher.

Los nameros primos

Yo creo que los nimeros primos son como la vida. Son
muy légicos pero no hay manera de averiguar como fun-
cionan, ni siquiera aunque pasaras todo el tiempo pensan-
do en ellos. (pag. 23)

Vamos a dedicar un rato a pensar en los nimeros primos para
conocer algunas de sus peculiaridades. Animo y veras como
acabas satisfecho; los primos nunca defraudan...

Uno de los primeros matemadticos que estudiaron los nime-
ros primos fue Eratdstenes, aunque también es conocido por
otros logros en matematicas.
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A. Explica como se hace la criba de Eratéstenes. Hazla para
obtener los niumeros primos entre los 100 primeros nime-
ros naturales.

B. Este matematico calculé con mucha exactitud una magni-
tud del planeta Tierra. ;Cudl es, como lo hizo y cual fue el
valor encontrado?

Otro matematico importante, Euclides, demostré que hay
infinitos nimeros primos.

C. Averigua cémo lo hizo y exponlo aqui.

Euclides escribi6 unos cuantos libros, que son los mds
famosos de la historia de las matematicas.

D. Averigua el titulo, cudntos libros fueron y explica su conte-
nido.

Avancemos en el tiempo unos cuantos siglos y situémonos en

Suiza. Un profesor de matemadticas de este pais, llamado

Cristian Goldbach, mantenia correspondencia con Euler, un

famoso matemdtico de la misma nacionalidad. En una de las

cartas, Goldbach le confia a Euler un posible resultado sobre
nimeros primos, que él creia cierto, pero que no era capaz de
demostrar. Euler tampoco consiguié hacerlo y lo denominé

Conjetura de Goldbach.

E. ;En qué consiste esta conjetura? Prueba con casos particu-
lares sencillos, a ver si se cumple.
E. ;Por qué se le llama conjetura en vez de teorema?

Si quieres saber mds sobre esta conjetura, puedes comenzar
leyendo otra novela interesante El tio Petros y la Conjetura de
Goldbach, de la que también tenemos un guién para trabajar
las matematicas con su lectura.

Por ultimo, ya en el siglo XX, vamos a comentarte una aplica-
cion nueva de los nimeros primos: los usan los servicios
secretos de los paises a la hora de crear claves para elaborar
mensajes secretos, que no los puedan descifrar los espias de
otros gobiernos, o los enemigos, en caso de conflictos o de
guerra. Esto forma parte de lo que se denomina Criptografia

o "escritura escondida". Es una parte muy compleja de las
matemadticas.

Nos gustaria plantearte algo sencillo relacionado con la
Criptografia en sus inicios. Para ello vamos a escribir de tres
formas distintas, en clave, la frase EL CURIOSO INCIDENTE.

G. Tienes que averiguar, en cada caso, como lo hemos hecho:
1: LEUCOIROSNIICNEDET
2: LEOSOIRUCETNEDICNI
3: ETNEDICNIOSOIRUCLE

Aprovecha para explicar algtn otro método de cifrar mensa-
jes que conozcas o que te hayan contado.

El célculo de probabilidades a veces tiene... cabra
encerrada

... los nimeros son a veces muy complicados y en absoluto
sencillos. (pag. 90)

Vuelve a leerte el capitulo 101, porque vamos a centrar nues-
tra mirada en él. Como sabes ahi estd la increible, pero veridi-
ca, historia del problema de Monty Hall. Con toda la infor-
macién puedes contestar a las siguientes preguntas:

A. Cuenta el desarrollo del concurso.

B. Explica una de las dos formas de resolverlo que aparecen
en el libro. ;Se entienden las dos o una es mas sencilla que
la otra? Puede ayudarte del esquema grafico siguiente, que
propone el libro.

C.;Qué te parecen las cartas enviadas a la revista por mate-
maticos con mucha experiencia? Haz algiin comentario de
alguna de ellas.

D. Comenta el primer pérrafo de la pagina 90 sobre lo enga-
nosa que puede ser la intuicién. H

Eliges una
puerta
Hay una Hay una Hay un
cabra cabra coche

Cambias
de puerta

No cambias
de puerta

de puerta

Ganas una
cabra

Ganas un
coche

Ganas una
cabra

No cambias

Cambias
de puerta

Cambias No cambias

de puerta

de puerta

Ganas una
cabra

Ganas un
coche

Ganas un
coche
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EL PROFESORADO DE MATEMATICAS MIRA HACIA EL FUTURO

XIII Jornadas sobre el aprendizaje y

la ensenanza de las matematicas

Granada, del 4 al 7 de julio de 2007
Segundo anuncio

on el lema El profesorado de matemdticas mira hacia el futuro la Sociedad Andaluza de Educacion
Matemdtica Thales afronta el reto de la organizacion de una nueva edicion de las JAEM, convocadas por la

Federacion Espariola de Sociedades de Profesores de Matemdticas, que tendrdn lugar en Granada durante los pro-
ximos 4 al 7 de julio de 2007.

No sélo queremos mirar hacia el futuro sino que deseamos que estas jornadas constituyan un lugar de encuentro
para el profesorado de todos los niveles educativos que permita aunar esfuerzos para abrir nuevos horizontes a
las matemdticas y en especial a los aspectos relacionados con su ensefianza y aprendizaje.

Tanto por parte del Comité de Programas como por parte del Comité Local se realizard el mayor esfuerzo para
que la estancia en Granada de todos los que deseéis participar sea lo mds agradable posible y, sobre todo, que las
distintas conferencias, ponencias y grupos de debate sean de interés y utilidad. Ademds, esperamos que vuestra
participacion sea activa a través de los distintos canales que ofrecemos, como son las comunicaciones, talleres y

zocos. Deseamos contar con vuestras experiencias que, sin duda, enriquecerdn el contenido de esta nueva edicion
de las JAEM.

Para visitar Granada no es necesaria ninguna razon, pero, en este caso, 1o tenemos excusa si no aprovechamos

para pasar unos dias en esta bonita ciudad. Participad en estas JAEM y colaborad para mirar hacia el futuro de
las matemadticas.

El Comité Organizador
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XIII Jornadas sobre el aprendizaje y

la ensenanza de las matematicas
Del 4 al 7 de julio de 2007

Facultad de Ciencias de la Universidad de Granada
Campus de Fuentenueva

Calle Severo Ochoa

Granada

mesde sus inicios, las Jornadas sobre el Aprendizaje y la Ensefianza de las
Matemdticas (JAEM) se han concebido como un lugar de encuentro para el profesora-
do de Matemdticas de los distintos niveles educativos de nuestro pais, destinado a
potenciar el intercambio de experiencias, la innovacion educativa y la reflexion sobre la
problemdtica que afecta a la ensefianza y aprendizaje de las Matemadticas en cada
momento. Hoy dia, nadie duda de la importancia que estos singulares encuentros tie-
nen para la actualizacion profesional del profesorado de nuestra drea.

La SAEM Thales, consciente de su transcendencia, ha apoyado la celebracion de estas
jornadas desde sus inicios en 1981, haciéndose cargo de su organizacion ya en su 2° edi-
cion, que se celebré en 1982 en Sevilla. En la actualidad, pensamos que podiamos estar
en un momento interesante y apropiado para retomar el reto ilusionante de la organi-
zacion de las JAEM, justamente en este tiempo en el que se estdn viviendo cambios tan
significativos en la sociedad, que estdn transformando nuestros modelos familiares y
sociales, y que hacen necesarios cambios significativos en los modelos de ensefianza-
aprendizaje.

Tras reflexionar sobre ello en el seno de nuestra Junta Directiva regional, un nutrido
grupo de profesores y profesoras de nuestra delegacion de Granada con demostrada
experiencia en la organizacion de encuentros provinciales y regionales del profesorado,
se ofrecié a liderar la organizacion de las XIII JAEM, contando con el apoyo incondi-
cional de toda nuestra sociedad, representada a través de su junta directiva. Esta ini-
ciativa se vio a su vez reforzada por el apoyo del resto de sociedades de la FESPM, que
a través de su junta de gobierno, propuso en julio de 2005 oficialmente a la SAEM
Thales la organizacion de las XIII JAEM, anuncidndose como ya es tradicional, en las
pasadas JAEM de Albacete, la celebracion de las XIII JAEM del 4 al 7 de julio de 2007
en Granada.

Iniciamos pues esta apasionante aventura, mirando hacia el futuro y convencidos de la
importancia que tiene para nuestros ciudadanos y ciudadanas contar con una forma-
cion matemdtica fundamentada en su desarrollo humano integral y orientada hacia la
comprension del mundo que les rodea.

Esperamos contar con vuestra presencia en Granada y os deseamos unos provechosos y
felices dias entre nosotros.

Manuel Torralbo Rodriguez
Presidente de la SAEM Thales



Comité de Programa

El Comité de Programa es el responsable del desarro-
llo del programa cientifico de las JAEM.

Sus miembros son:

Pablo Flores, SAEM Thales, (Presidente)

Serapio Garcia, Presidente de la FESPM

Josep Sales, Secretario General de la FESPM

Inmaculada Fuentes, Codirectora revista SUMA

Silvia Margeli, FEEMCAT

Maria José Gonzdlez, SMP de Cantabria.

Luis Berenguer Cruz, SAEM Thales,
(Coordinador General de las XIII JAEM)

Conferencias Plenarias

Estan dirigidas a todos los asistentes a las XIII JAEM y

no coinciden en el horario con ninguna otra actividad.

Las conferencias plenarias seran desarrolladas por:
Luis Rico Romero, Universidad de Granada.
Antonio Pérez Sanz. IES Salvador Dali. Madrid.
Abraham Arcavi, Weizmann Institute. Israel.
Rafael Pérez Gémez. Universidad de Granada.

Nucleos tematicos

1. El profesorado de Matematicas, profesionales
imprescindibles

No olvidéis que es tan facil quitarle a un maestro la
batuta, como dificil dirigir con ella la Quinta
Sinfonia de Beethoven. Antonio Machado

DEscrIPCION: Caracteristicas del profesor de mateméd-
ticas, formacién y desarrollo profesional.

PONENTES: Montserrat Torra, CEIP Renaixeca,
Manresa (Barcelona), Girona. Ana Rodriguez, Centro
de Profesorado, Sevilla. Salvador Llinares, Univ.
Alicante. Luis Balbuena, Canarias.

2. Ahi empieza todo: matematicas en educacion
infantil y primaria

Hacer matemdticas en la escuela es abrir a los
nifios la puerta de un nuevo mundo, en el que
pasan cosas a veces inesperadas, que es el mundo
fascinante de los niimeros y sus leyes. Maria
Antonia Canals

DescripcION: Educacion matemdtica temprana.

Comité Organizador local

El Comité Organizador es el responsable de organizar
las JAEM, poniendo los medios necesarios para el desa-
rrollo del programa cientifico propuesto por el Comité
de Programa.

Inicialmente, el Comité Organizador para estas XIII
JAEM esta compuesto por:

Pablo Flores, Olalla Romero, Maria Penas, Marifa Luisa
Martin, Manuel Toquero, Juani Navas, Francisco Ruiz,
Francisca Izquierdo, Benito Lépez, Belén Cobo,
Antonio Moreno, José Luis Lupidiiez, Raquel Pozuelo.
Rafael Ramirez, M* José Jiménez, Miguel Angel
Fresno, M® Isabel Berenguer, Agustin Carrillo de
Albornoz, Carlos Luque, Luis Berenguer

PONENTES: Asuncién Cueli, CP Virgen de Valencia,
Renedo de Piélagos (Cantabria). Cristobal Macias,
CEIP Alfonso X el Sabio, Arcos de la Frontera (Cadiz).
Carme Aymerich, CEIP Rocafonda, Matard, (Barce-
lona). Lorenzo J. Blanco, Univ. Extremadura, Badajoz.

3. Iguales pero diferentes. La diversidad en la clase
de matematicas

Donde todos piensan igual, ninguno piensa
mucho. Walter Lippmann

Hay nifios, de los que ahora juegan en la calle, que
pueden resolver algunos de mis problemas de fisica
mds complejos, pues tienen modos de percepcion sen-
sorial que yo perdi hace mucho tiempo. Oppenheimer

DEscrIPCION: El problema de ensefar teniendo en
cuenta las diversidades de alumnos que tenemos en las
aulas: Diferentes niveles de aprendizaje. Aulas cada dia
mas multiculturales.

PONENTES: Xavier Vilella, IES Vilatzara, Vilassar de
Mar (Barcelona). Antonio Caravaca, Centro de Profe-
sorado, Cédiz. Xaro Nomdedeu, IES Alvaro Falomir,
Almassora (Castell6n). Paloma Gavildn, IES Luis de
Lucena, Guadalajara.

4. De las cuentas a los cuentos. Ntmeros y algebra

Para resolver un problema referente a niimeros o
relaciones abstractas de cantidades, basta con tra-
ducir dicho problema del inglés u otra lengua al
idioma algebraico. 1. Newton
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Descripcién: Numero, sentido numérico, operaciones,
estimacion, tipos de niimeros, pensamiento algebrai-
co, regularidades.

Ponentes: José Maria Gairin, Univ. Zaragoza. Joan
Jarefio, IES Alella (Barcelona). Pili Royo, IES Montilivi,
Girona. Martin Socas, Univ. La Laguna, Tenerife.

5. Relacionar y representar para resolver
problemas. Funciones y graficas

La meta de la investigacién es descubrir las ecua-
ciones que subyacen en las manifestaciones de los
fenémenos. Ernst Mach

Descripcion: Ensefianza y aprendizaje del anélisis
matematico. De la caracterizacién al estudio local de
las funciones y a la modelizacion.

Ponentes: Antonia Redondo, IES Bachiller Sabuco, Alba-
cete. Vicent Font, Univ. Barcelona. Francisco Ferndndez,
IES Padre Manjén, Granada. Sonsoles Blazquez, IES
Eulogio Florentino Sanz, Arévalo (Avila).

6. Entender y modelizar el espacio

La geometria es el arte de razonar correctamente
sobre figuras incorrectas. Polya

DESCRIPCION: Relacién con el espacio: Observacién,
identificacién, caracterizacién, definicién, clasifica-
cién, demostracién, medida y resolucién de problemas
en el plano y el espacio. Vision espacial.

PONENTES: Julio A. Rodriguez, CPI Dos Dices, Rois (A
Coruna). Miquel Alberti, IES Valles, Sabadell (Bar-
celona). Angel Gutiérrez, Univ. Valencia. Agustin
Carrillo de Albornoz, IES Jdndula, Anddgjar (Jaén).

7. Para interpretar y decidir. Estadistica y
probabilidad

La estadistica es la unica herramienta adecuada
para afrontar las enormes dificultades que llenan
el camino de las ciencias del hombre. Galton

DEscripCION: Tratamiento del azar, estrategias y técni-
cas para crear actitudes adecuadas hacia los fenéme-
nos no deterministas.

PONENTES: Carmen Batanero, Univ. Granada. Antonio
Moreno, IES Los Cahorros, Monachil (Granada). Car-
men Da Veiga, IES La Estrella, Madrid. Tomas Queralt,
CEFIRE de Torrent (Valencia).

8. Matematicas para todo y para todos.
Popularizacion y divulgacion
Un matemdtico que no es también algo de poeta

nunca serd un matemdtico completo.
Karl Weierstrass

Descripcién: Matematicas, cultura y sociedad, etnoma-
tematica. Divulgaciéon matematica. Recursos y mate-
riales para la ensefianza de las matematicas
PONENTES:

José Muiioz, IES Macarena, Sevilla. Constantino de la
Fuente, IES Cardenal Léopez de Mendoza, Burgos. M®

Teresa Otero, IES Antonio Fraguas, Santiago de Com-
postela. Francisco Espaiia, Centro de Profesorado.
Coérdoba.

9. Ordenadores: una tecnologia mas en el aula de
Matematicas

¢Por qué esta magnifica tecnologia cientifica, que
ahorra trabajo y nos hace la vida tan fdcil, nos
aporta tan poca felicidad? La respuesta es ésta,
simplemente: Porque atin no hemos aprendido a
usarla con tino. Albert Einstein

DEscrIPCION: Disefio y gestién de entornos de ense-
fanza y aprendizaje de las matematicas basados en el
uso de tecnologia. Nuevos recursos educativos. Modos
de uso efectivos e influencia en el aprendizaje.
Utilizacién actual en las aulas de matemadticas y pers-
pectivas de futuro.

PONENTES: José Antonio Mora, IES San Blas, Alicante.
Mariano Real, CPR de Zafra, Badajoz. Julio Ruiz. IES
Torre del Prado, Mélaga. Pedro Cobo, IES Pius Font i
Quer, Manresa (Barcelona).

Grupos de Debate

1. La ensefanza de las Matematicas en la
universidad. Conexién con otros niveles
educativos.

Coordinador:Tomads Recio. Univ. Cantabria

2. Implicaciones en el curriculo de matematicas de
los ultimos estudios y directrices educativas (LOE,
evaluaciones externas, etc.)

Coordinador: Antonio Pérez. Univ. Sevilla

3. Formacion de profesores de Matematicas
Coordinador: Pilar Azcarate. Univ. Cadiz

Talleres

Son cursos de una o dos horas en los que el objetivo
principal es la manipulacién interactiva de materiales,
software, la exposicion de actividades concretas, etc.

Comunicaciones

Consisten en intervenciones breves en las que se podra
exponer y compartir, transmitiendo a otros comparie-
ros puntos de vista sobre educaciéon matematica, expe-
riencias de aula, etc.

Zoco Matematico

El Zoco Matematico pretende ser una oferta que se
hace a todos aquellos asistentes que deseen disponer
de un espacio fisico y horario en el que puedan pre-
sentar materiales didécticos, recursos, programas infor-
maticos, pdsteres, etc. Se trata, junto con las Comu-
nicaciones y Talleres, de un canal ideal para tomar
parte activa en las XIII JAEM.



Cuotas de inscripcion

eid Hasta el Desde el
Cuotas de Incripcion 15-05-2007 15-05-2007
Socios de la FESPM o de las Sociedades
que han firmado convenio con ella 100 € 130€
No socios 160 € 200 €

Inscripciones
COMO FORMALIZAR LA INSCRIPCION:

1. Abonar la cuota de inscripcién mediante una trans-
ferencia bancaria, indicando con claridad el nom-
bre y apellidos, a:

SAEM THALES-XIII JAEM
Caja Granada
¢/c num.: 2031 0074 15 0115809202

También puedes hacerlo mediante un talén nomi-
nativo a favor de SAEM THALES-XIII JAEM

2. Rellenar el boletin de inscripcién y enviarlo, junto
con la copia del justificante de pago de la cuota o el
talén nominativo

SAEM THALES (XIII JAEM)
Apdo. de correos: 673
18080 Granada

XIII

Jornadas sobre el
Aprendizaje y la
Ensenianza de las
Matemadticas

Granada
del 4 al 7 de julio de 2007

Federacion
Espaiiola de
Sociedades de
Profesores de
Matematicas

SAEM Thales

También puede realizarse rellenando el boletin a tra-
vés de la pagina web de las XIII JAEM,

http://thales.cica.es/jaem
Esta es la opcién recomendada.

ANULACIONES:

Sélo serdn atendidas aquellas solicitudes de reembolso
de la cuota de inscripcion que se realicen antes del 15
de mayo de 2007.

Homologacién

Se ha solicitado que las XIII JAEM sean homologadas
por la Consejeria de Educacién de la Junta de Anda-
lucia, lo que supondrd su reconocimiento estatal a
efectos de sexenios, concursos, etc. Se homologaran
22 horas. También han sido reconocidas por la
Universidad de Granada con dos créditos de libre con-
figuracion.

Alojamiento
La agencia oficial para el congreso XIII JAEM es

VIAJES JABALCUZ
A través de ella se pueden gestionar tanto el viaje como
el alojamiento. La informacién de su oferta estd dispo-

nible en la pigina de las jornadas

http://thales.cica.es/jaem
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Normas para la presentacion de Talleres

Son cursos de una o dos horas en los que el objetivo principal es la

manipulacién interactiva de materiales, software, la exposicién de

actividades concretas, etc.

1. Los participantes a las XIII JAEM pueden presentar propuestas
de realizacién de Talleres durante las mismas.

2. Quienes quieran presentar propuestas, deberdn enviar una des-
cripcion del Taller, indicando de la manera mas detallada posible,
el material que ha de poner a su disposicion el Comité Organi-
zador de las XIII JAEM.

3. El plazo de admisién de propuestas finaliza el dia 1 de abril de
2007. A continuacion, se confirmard a los autores si su propuesta
ha sido aceptada por el Comité de Programa y si existe algin pro-
blema con el material que ha sido solicitado al Comité Organi-
zador .

4. La descripcién de los Talleres aceptados y realizados se publicara
en las actas de las XIII JAEM. Para preparar este documento,
seguir las normas para la publicacion establecidas en este anun-
cio.

6. Se ofertan dos posibilidades de tiempo. La que se elija debe espe-
cificarse en la descripcion del Taller: Taller de una hora, Taller de
dos horas.

Normas para la presentacion de comunicaciones

1. Las Comunicaciones deben estar referidas a la ensefianza o el
aprendizaje de las Matemadticas en cualquiera de los niveles edu-
cativos.

2. Han de encuadrarse en los Nucleos Temdticos propuestos aunque
también se ofrece la posibilidad de hacerlas sobre cualquier otro
tema.

3. Deben ser inéditas, no habiéndose publicado con anterioridad.

4. Si es de varios autores, al menos uno ha de estar inscrito. El certi-
ficado en este caso, serd colectivo.

5. La admision de los trabajos quedard supeditada a la decisién del
Comité de Programa.

6. El plazo de admisién finaliza el dia 1 de abril de 2007.

7. Debera expresarse con claridad qué tipo de material de apoyo
necesita para su exposicion (retroproyector para transparencias o
de opacos, proyector de diapositivas, video, caidn, ordenador,
ordenadores en red, software, etc.). Todas las presentaciones
informdticas deben venir en formato Power-Point. En otros
supuestos, consultar con la Organizacion.

8. Se dispondréd de 15 minutos para su exposicion mas 10 de colo-
quio con los asistentes.

9. Se publicaran en las Actas de las XIII JAEM, siempre que se adap-
ten a las condiciones que se especifican en las normas para la
publicacién establecidas en este documento.

Normas de participacion en el Zoco:

1. Quien desee hacer uso del Zoco debera enviar una descripcion de
lo que presentard asi como una relacién detallada del material que
lo compone: paneles, tamaiio de las piezas que presenta, etc.

2. Ha de indicar con claridad qué desea que la organizacién ponga a
su disposicién: mesas, lugar para colocar posters, ordenador, etc.

3. El plazo de admision de peticiones para el Zoco Matemadtico ter-
mina el 1 de abril de 2007. Posteriormente se le comunicar4 si se

ha aceptado su participacién vy si existe algun problema con las
peticiones efectuadas.

4. Se presentarda una memoria que resuma el contenido de lo
expuesto en el Zoco para publicarlo en las actas de las XIII JAEM,
siempre que se adapta a las condiciones que se especifican en las
normas para la publicacion establecidas en el documento.

5. Los solicitantes se comprometen a montar y desmontar su mate-
rial en el espacio que se le asigne y a estar presentes en el lugar en
los momentos que se les indique para que los asistentes puedan
dialogar con ellos sobre lo expuesto.

6. Para el transporte hasta la sede de las JAEM de los materiales a
exponer en el Zoco, deben ponerse en contacto con el Comité
Organizador para informarles sobre la forma de hacerlo y, en su
caso, los tramites para solicitar alguna ayuda econdmica.

No se mantendra correspondencia sobre las causas de no aceptacion
de una Comunicacidn, Taller o Zoco

Normas de publicacién en las Actas

La publicacion en las Actas de las XIII JAEM de Comunicaciones,
Talleres y Zoco Matematico estd sujeta a la aceptacién y cumpli-
miento de las siguientes NORMAS:

Enviar dos copias en papel, formato DIN A4, a:

S.A.E.M. THALES (XIII JAEM)
Apdo. Correos 673
18080 Granada

Ocuparan como méximo 5 paginas DIN A4, incluyendo notas, refe-
rencias bibliogréficas, fotografias, gréficos, etc.

Con el objetivo de facilitar la posterior elaboracién de las Actas,
enviar un archivo a la direccién de correo electrénico

xiiljjaem@fespm.org

en formato MS-Word que se ajuste a las siguientes caracteristicas:
Tipo: Times New Roman de 11 puntos. Espaciado e interlineado sen-
cillo. Evitar el uso de caracteristicas especiales como letra capital,
vifietas, estilos, tabuladores, sangrias, columnas, encabezados, pies...
No usar subrayados. En la primera pagina sélo aparecera: el titulo de
la comunicacién en mayusculas (Times 14 puntos, centrado), debajo
autores (Times 12 puntos, centrado), debajo la filiacién centro /
departamento / universidad, si procede (Times 12 puntos), resumen
/ abstract (Times 10 puntos, justificado a ambos lados). Los marge-
nes de la pagina son: superior e inferior 2,5cm, laterales: 3cm. Los
graficos e imagenes se incluiran en el propio documento. Titulos de
pérrafos: 13 puntos, negrita. En el asunto del correo electrdnico,
escribir el titulo del trabajo y en el cuerpo del mensaje indicar estos
datos:
+ Nombre y apellidos de la persona o personas que presentan el
documento.
+ Nivel educativo del contenido del documento
« Direccién postal
+ Teléfono de contacto

+ Medios necesarios para su exposicién
« Un resumen en castellano de 10 lineas como mdximo M
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Secretaria de Relaciones con Iberomérica

La razon:

jAy quién alcanza la verdad!
El corazon:

Vanidad.

La verdad es esperanza.

A. Machado

n los ultimos diez afios, muchos paises del ambito ibero-
americano han puesto, y estan poniendo, en marcha reformas
educativas con el objetivo principal de actualizar las estructu-
ras educativas para poder afrontar los retos que se avecinan
con la entrada en el tercer milenio.

En medio de esas situaciones de cambios, se encuentra una de
las disciplinas consideradas mds universales por cuanto que
utiliza un mismo lenguaje en todos los lugares y los conteni-
dos solo suelen variar en la situacién que ocupan dentro del
curriculo pero, en general, coinciden. Se trata de las Mate-
maticas. Es indudable que el vertiginoso auge que van toman-

Secretaria de Relaciones Internacionales
de la FESPM

Este trabajo pretende dar a conocer a nuestros
asociados, y lectores en general de la revista
SUMA, las gestiones realizadas en el aiio 2006 por
parte del responsable de la Secretaria de
Relaciones con Iberoamérica que, desde marzo de
2006 asume, también la responsabilidad de la
Secretaria de Relaciones con Europa.

do las TIC (Tecnologias de la Informacién y la
Comunicacién) estd influyendo en los responsables de las
dreas educativas para adaptarse a esta realidad. Y las
Matematicas constituyen una de las disciplinas que mas
requieren esa adaptacion.

A finales de la década de los anos setenta del siglo pasado, la
calculadora empez6 a irrumpir en las aulas de los centros edu-
cativos. Lo hizo de una forma gradual. En primer lugar por-
que los precios de las calculadoras eran excesivamente altos
en esa etapa inicial. Pero cuando los precios se popularizaron,
la estructura educativa tardé en adaptarse a los avances que
producia la presencia de la calculadora en las aulas, especial-
mente en enseflanza secundaria y, ademas, se entablaron aca-
lorados debates en torno a la conveniencia o no de admitir su
uso como un instrumento de trabajo mas. Pasados estos afos,
se ha llegado a un cierto consenso sobre la idea de la utiliza-

Sixto Romero Sanchez
Secretario de Relaciones Internacionales de la FESPM
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cion en Secundaria, aunque no asi en Primaria donde la polé-
mica continda, a pesar de que las ultimas investigaciones
apuntan un sin fin de efectos positivos cuando se la utiliza
siguiendo determinados criterios (Martin Adridn, 2003).

Sin embargo, la irrupcioén de las TIC en los centros educativos
estd siendo mucho mas rdpida porque, entre otros factores,
los gobiernos estan apostando por la dotacién del software
con gran celeridad. No existe la misma celeridad en la necesa-
ria formacion del profesorado para adaptarlo a estos medios.

Ante esta situacion de reformas mas o menos generalizadas,
es conveniente realizar encuentros que permitan el intercam-
bio de experiencias y, sobre todo, la necesaria reflexiéon antes
de tomar medidas que pudieran producir efectos negativos o
irreversibles.

Relacion con la Universidad Internacional de Andalucia
Con esta idea el proyecto presentado a la Junta de Gobierno
de la FESPM consiste en la celebracién de un encuentro entre
las Sociedades Federadas en la FISEM con el titulo La Educa-
cién Matemdtica en el dmbito Iberoamericano (Matemdticas
en la Era del Conocimiento, que se celebraria en el aino 2007
en la Sede Iberoamericana de la Rdbida en Huelva (Espaiia).

a) Tépicos

La propuesta de celebrar un encuentro internacional bajo el
titulo citado ut-supra tendria como objetivo dar respuesta a
las siguientes preguntas y tratar de unificar criterios sobre la
eleccién de los curriculos escolares tanto en ensefianza
Primaria como en Secundaria.

Basandonos en los principios de planteamiento urgente de
resolucién de problemas educativos genéricos, en todos los
paises iberoamericanos, que se pudieran derivar de los
siguientes topicos:

+ ;Existe un proceso, en la actualidad, de reforma educati-
va en cada pais iberoamericano? ;qué temporalizacion
tiene o ha tenido?

+  ;En qué fase de desarrollo se encuentra la reforma em-
prendida?

o ;Cudl es la estructura de niveles educativos establecidos
y qué edades corresponden?

»  ;Cuales de esos niveles son gratuitos y obligatorios?

+  ;Cudles son los objetivos que pretende conseguir la refor-
ma en los distintos niveles del sistema?

o ;Estin definidos en la reforma los objetivos de las
Matemadticas para los distintos niveles educativos?

o ;Cudles son los contenidos concretos con los que se desean
cubrir los objetivos establecidos? ;Existen estudios sobre
la idoneidad de esos contenidos?

o ;Qué papel se reserva a las TIC en la reforma emprendida?

La propuesta que queremos hacer desde la Federacion de
Sociedades de Profesores de Matematicas es, partiendo de la
premisa de la equidad en la Educacién Matematica, incidir
sobre todo en aquellas problemadticas del profesorado que
pudiera contemplar sus verdaderas funciones de ensefantes,
para lo que se necesita un

«  Reconocimiento

+  Apoyo y valoracién de su gestion.

Los centros docentes a través de su participacion, autonomia
y gobierno deben contribuir a un mejor desarrollo en el esta-
blecimiento de lineas de investigacién en la formacioén inicial
y permanente del profesorado en Educacién Matematica, par-
ticipacion en el funcionamiento y el gobierno de los centros
para conseguir llevar a buen término ese propdsito. Eso signi-
ficaria que mejoraria la ensefianza de las Matematicas en los
diferentes paises.

Actualmente existen o estdn en fase de aprobacion, por los dife-
rentes gobiernos, leyes que van a marcar el futuro de genera-
ciones en materia de educacion. Para la sociedad, la educacién
es el medio de transmitir y, al mismo tiempo, de renovar la cul-
tura y el acervo de conocimientos y valores que la sustentan, de
extraer las méximas posibilidades de sus fuentes de riqueza, de
fomentar la convivencia democratica y el respeto a las diferen-
cias individuales, de promover la solidaridad y evitar la discri-
minacién, con el objetivo fundamental de lograr la necesaria
cohesion social. Ademas, la educacion es el medio mds adecua-
do para garantizar el ejercicio de la ciudadania democrética,
responsable, libre y critica, que resulta indispensable para la
constituciéon de sociedades avanzadas, dindmicas y justas. Por
ese motivo, una buena educacion es la mayor riqueza y el prin-
cipal recurso de un pais y de sus ciudadanos. Es bueno tener en
cuenta que en noviembre de 1990 se reunian en Paris los Mi-
nistros de Educacién de los paises de la Organizacién para la
Cooperacion y el Desarrollo Econémico, con objeto de abordar
cémo podia hacerse efectiva una educacién y una formacion de
calidad para todos. El desafio era cada vez mdas apremiante y los
responsables educativos de los paises con mayor nivel de desa-
rrollo se aprestaron a darle una respuesta satisfactoria.

Catorce aios mas tarde, en septiembre de 2004, los mds de
sesenta ministros reunidos en Ginebra, con ocasion de la 472
Conferencia Internacional de Educacién convocada por la
UNESCO, demostraban la misma inquietud, poniendo asi de
manifiesto la vigencia del desafio planteado en la década pre-
cedente. Si en 1990 eran los responsables de los paises mds
desarrollados quienes llamaban la atencion acerca de la nece-
sidad de combinar calidad con equidad en la oferta educativa,
en 2004 eran los de un nimero mucho mas amplio de Estados,
de caracteristicas y niveles de desarrollo muy diversos, quie-
nes se planteaban la misma cuestion.

Y es aqui donde los paises iberoamericanos se estin poniendo
manos a la obra. Por citar algunos, el gobierno de Pert ha ela-



borado un Programa Nacional de Emergencia Educativa para
los préximos afos, donde las mejoras de competencias en la
comunicacién como eje transversal y aprendizaje representan
la clave como factor ético de cambio cultural y social para
conseguir el tan ansiado concepto de calidad.

b) Propuesta

En estos términos la FESPM no es ajena ante tan imperiosa

necesidad y, es por ello que la propuesta es realizar este semi-

nario abierto a la comunidad educativa espafiola en materia
de Educaciéon Matematica con los propdsitos:

+  Promover y apoyar la optimizaciéon de logros en los estu-
diantes y en la formacién de docentes en educacién
matematica.

+ Apoyar a los docentes en el desarrollo y profundizacién
de sus conocimientos de Matemdtica y Diddctica de la
Matematica.

«  Conocer experiencias valiosas de docentes de los paises
iberoamericanos, y de estudios realizados para el mejora-
miento de la calidad de la Educacién Matematica.

c) Ponentes

Serian los presidentes de las Sociedades de las sociedades

federadas en la FISEM

d) Directores del proyecto

+  Sixto Romero, profesor de la Universidad de Huelva y
vocal de la Federacién Espaiiola de Sociedades de Profe-
sores de Matemadticas (FESPM) para las relaciones con
Iberoamérica.

+  Luis Balbuena, profesor de Educacién Secundaria y Secre-
tario de la Federacién Iberoamericana de Educacién Matematica
(FISEM)

«  Manuel Torralbo, profesor de la Universidad de Cérdoba,
presidente de la SAEM Thales, vicepresidente de la Fede-
raciéon Espafiola de Sociedades de Profesores de Mate-
maticas (FESPM)

Colaboracién con la sociedad peruana SOPEMAT

Del 23 al 27 de enero de 2006 se celebraron en la Pontificia

Universidad Catodlica del Pert (PUCP) en Lima las Jornadas

Internacionales de Educacion Matemdtica en las que estuvo

presente la FESPM, representada por Sixto Romero. La invi-

tacién cursada consistié en la imparticion de:

a. Conferencia inaugural: Mitos en Educacion Matemdtica.

b. Conferencia de Clausura: Matemdticas y atencién a la
diversidad

c. Taller de resoluciéon de problemas para profesores de
Secundaria y profesores de facultades de educaciéon

Como consecuencia de esta visita se han establecido varios
contactos con la PUCP de Lima en la persona del profesor
César Carranza con la posibilidad de realizar programas de for-
macién conjunta entre los dos paises, asi como la posibilidad de
establecer un programa de doctorado entre la UHU y PUCP.
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También se realizaron gestiones para que 10 profesores y pro-
fesoras de secundaria realizaran, gratuitamente, los cursos
Thales-Cica en internet durante el ano 2005-2006.

Congreso de la Sociedad Venelozana

de Educacién Matematica

A partir del CIBEM de Oporto en julio de 2005 se propuso a

la FESPM la posibilidad de participar en el Congreso de

Investigacion y Educacién Matematica que se celebraria en la

Universidad Pedagdgica Experimental Libertador Instituto

Pedagdgico de Maturin- en el estado de Monagas (Venezuela)

que se desarrollé del 21 al 23 de junio de 2006. Particip6 el

profesor Sixto Romero con

A. La leccién inaugural: Matemadticas para alumnos con
NEE. Un proyecto de aplicacion para alumnos con dife-
rentes patologias.

B. Taller sobre Modelizaciéon Matemdtica en Secundaria.

A partir de esta visita se mantuvieron reuniones con profeso-
res del IPM dedicados a la ensefianza de la matemética para
alumnos con NEE, se concret6 un proyecto de colaboracién
entre los profesor Fernando Castro y Virginia Morillo y varios
profesores de la Universidad de Huelva: La enserianza de las
matemdticas para estudiantes con deficiencias auditivas y sor-
dos. Durante la estancia se presento el trabajo Attention to the
diversity. Mathematics for students with special difficulties pre-
sentation (SDP) y cuyos autores son Virginia Movilio, Sixto
Romero, Fernando Castro, que ya habia sido presentado en
SRNI (Chekia) en el marco del CIEAEM-58 en verano de 2006.

. S T
Taller Toca las Mates para alumnos con NEE. Colegio Publico de
Infantil y Primaria Federico Garcia Lorca (Huelva)

Este proyecto ha favorecido que profesores que trabajan en la
Universidad de Palermo (Italia) junto con los profesores cita-
dos antes comiencen a trabajar, en el afio 2007 con alumnos
discapacitados: sordos y ciegos.
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Relacion con la Federacion Iberoamericana
Sociedades de Educacién Matematica (FISEM)

La Federacién Espafiola de Sociedades de Profesores de Mate-
madticas estd en contacto permanente con el Secretario
General de la Federacion Iberoamericana de Sociedades de
Educacion Matemdtica en cuanto a contactos con las respec-
tivas sociedades que conforman la citada federacién. La revis-

< ?
JOURNEES de 'APMEP

| !ﬁl bidliques de I‘E'l;rseignemeul Public
228, fue Huméril, 75013 Paris &

Cartel anunciador Jornadas de la APMEP

ta digital Union es el drgano de difusion de las actividades que
se vienen realizando en todas las sociedades iberoamericanas
federadas. En la actualidad hay un proyecto conjunto entre
ambas federaciones al objeto de configurar definitivamente la
FISEM en sus aspectos juridicos.

Secretaria de relaciones con Europa
(en funciones)

Como se ha indicado anteriormente desde la dltima reunién
de la JD de la FESPM, en marzo de 2006, la Vocalia de Rela-
ciones con Iberoamérica se hizo cargo, hasta las nuevas elec-

ciones en el préximo verano de 2007, de la Vocalia de
Relaciones con Europa.

Las actividades realizadas hasta el momento se pueden resu-

mir en:

a) Contactos con el ejecutivo de la Commission Interna-
tional des Etudes et |’ Amélioration de I'Enseignement des
Mathématiques (CIEAEM) al objeto de iniciar una cola-
boracién fructifera debido a la presencia de varios profe-
sores espafioles en la citada comisién. Informacién
http://www.uhu.es/gmmrm o http://www.cieaem.net

b) Asistencia al congreso de la APMEP celebrado en
Clermont-Ferrand (Francia) al que fue invitada la FESPM
Acudi6é Sixto Romero en su representacién. Toda la
documentacién del congreso, para la persona interesada
estd a su disposicion en la secretaria de la FESPM. Para
informacion detallada sobre el congreso visitar la pagina
web: http://apmep.jn.free.fr/

A este congreso cuyo cartel anunciador es bastante sugerente
y con un titulo atractivo ;Las matemdticas: un volcdn activo?

Asistieron cerca de 800 profesores de matematicas de todos

los niveles educativos de la ensenanza publica francesa. Las

Jornadas se celebraron del 26 al 28 de octubre cuyo contenido

se puede resumir en:

+  Debates

»  Reuniones de las representaciones regionales y naciona-
les de la APMEP

+  Reunién con invitados extranjeros.

«  Otros

b.1. Conferencias plenarias

La conferencia plenaria de inauguracién corrié a cargo del
profesor Yves Chevallard, Profesor del IUFM de Aix-
Marseiille con titulo: ;Las matemadticas serdn en el futuro el
corazo6n de una revolucion epistemoldgica en la escuela y la
sociedad?

La conferencia de clausura fue impartida por el profesor Alain
Bouvier, antiguo Rector y miembro del Alto Consejo de
Educacion, con el titulo: A las puertas del siglo XXI, ;qué es lo
que estd en juego para las matemdticas, su enseiianza y la for-
macion de maestro?

b.2. Conferencias semi-plenarias en paralelo

Jean Dhombres, Escuela Altos Estudios en Ciencias sociales:
Cuestiones vivas para la enseianza en el futuro de las
matemdticas.

Gilles Chazot, Laboratorio Magmas y Volcanes. Universidad
Blais Pascal de Clermont-Ferrand. Los volcanes en ecua-
ciones: Matemadticas, Fisica y quimica al servicio de las
ciencias de la tierra.

Claire Margolinas, INRP_UMR_ADEF y Floriane Wozniak,
IUFM, Lyon: ;Las matemadticas en la escuela?; Mds com-



plejo de lo que parece! El caso de la nume-
racion desde infantil...al instituto.

Pierre Bernard, Universidad de Blaise Pascal-
CNRS y Michel Fogli,Universidad de Blaise
Pascal-CNRS, Matemadticas para la vigi-
lancia del viaducto de Millau.

b.3. Talleres

Durante todos los dias en sesiones paralelas y
en una amplia oferta de eleccién se prepararon
22 talleres para los dias 26 y 27 en sesion de
tarde y 22 talleres para la sesién matinal del dia
28 de octubre.
http://apmep.jn.free.fr/Ateliers_Info.php

b.4. Otras actividades

Un amplio abanico de actividades se ofert6 por
parte de la organizacion:

Debates

Reuniones de las representaciones regiona-
les y nacionales de la APMEP

Reunién con invitados extranjeros.

3

3

Es importante destacar la reunién con la Junta
Directiva de la APMEP de los siguientes paises
invitados: Marruecos, Argelia, Bélgica y Espaiia.
En esta reunion se llegé al acuerdo de trabajar
fundamentalmente sobre tres temas:

a) Evaluacién

b) Olimpiada internacional a través de Inter-
net organizada en AGADIR

¢) Federacién Europea
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Viaducto de Millau, Aveyron (Francia)

Si hubiese que destacar algo importante de esta

reunién, es el interés mostrado por los compaiieros de
Marruecos en trabajar en colaboracién con profesores de
Catalufia y Andalucia. A partir de varios contactos con
Espana, se present6 en la dltima Junta de Gobierno de la
FESPM, por parte del profesor Sixto Romero toda la informa-
cién relativa a una propuesta de un gran Concurso Inter-
nacional de Matemadticas organizado por el Centro de Inves-
tigacién de Investigacion sobre la Ensefianza de las Mate-
maticas de Agadir (CREMA), y cuyos detalles se puede hallar
en la direccion http://cremagadir.ifrance.com/ Por tltimo se
adquiri6 el compromiso de que en los préximos meses se ini-
ciara una reunién conjunta de los Rectores de las Univer-
sidades de Huelva y Agadir, con el fin de comenzar a dar los
pasos necesarios para la posible firma de un convenio de cola-
boracién en materia de formacién del profesorado, y doctora-
do en Educacién Matemadtica y en todos aquellos programas
que se imparten en la actualidad y que pudieran interesar a
los compaiieros de Marruecos. Esto, evidentemente significa-
ria uno de los objetivos que no debemos olvidar: la colabora-
cién entre nuestro pais y el Magreb. W

El viaducto de Millau en
Aveyron (Francia) es el
puente mds alto del mundo.
Inaugurado el 14 de
diciembre de 2004 tras 36
meses de trabajos de
construccion, la estructura
alcanza una altura mdxima
de 343 metros sobre el rio
Tarn, y una longitud de 2.460
m, entre el Causse du Larzac
y el Causse Rouge; tiene 7
pilares de hormigon y el
tablero tiene una anchura de
32 m. Fue concebido por el
arquitecto Norman Foster y
por el ingeniero Michel
Virlogeux.
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SOCIEDAD DE ESTADISTICA E INVESTIGACION OPERATIVA. SEIO

II Concurso de Proyectos Educativos en

Estadistica e Investigacion Operativa

para Profesores de Ensenanza Secundaria y Bachillerato

La Sociedad de Estadistica e Investigacién Operativa (SEIO), consciente de la importancia que estas disciplinas tienen hoy en dia
como materias de formacién académica y herramientas para la toma de decisiones en los entornos piiblicos, privados y empresa-
riales, desea contribuir a la difusion de la Estadistica y de la Investigacion Operativa en la sociedad. Reconociendo la transcen-
dencia que tiene el aprendizaje de estas materias en la ensefianza no universitaria, la SEIO ha decidido convocar un concurso
con el fin de fomentar la elaboracion de material diddctico en los dmbitos de la Enseiianza Secundaria y del Bachillerato.

Bases del concurso

1.

4.

Podran participar todos los profesores que en el curso
2006-07 realicen tareas docentes en los niveles de Edu-
cacién Secundaria Obligatoria y/o Bachillerato. Los con-
cursantes podrdn participar a nivel individual o en grupo.
Los trabajos se enmarcardn preferentemente en alguna
de las dos siguientes lineas:
Material didactico en relacién con alguno de los temas o
tépicos de Estadistica o Investigacién Operativa inclui-
dos en los programas de los niveles sefalados.
Experiencias didacticas para divulgar y/o fomentar el
interés en la Estadistica y/o la Investigacion Operativa.
La extension mdaxima del trabajo presentado serd de 25
paginas y debera tener una estructura similar a la siguiente:

Titulo y pseudénimo (portada del trabajo).

Presentacién (incluyendo los objetivos del trabajo y el

ambito educativo al que va dirigido (ESO o

Bachillerato, y curso)).

Desarrollo del trabajo.

Experimentacion en el aula y evaluacion de la expe-

riencia, en su caso.

Referencias, en su caso.

Los trabajos podrdn acomparfiarse con una presenta-

cibnen  formato electrénico.
Los concursantes remitiran una copia del trabajo impre-
sa en DIN-A4, un CD que incluya una copia del trabajo
en formato PDF, en su caso la presentacién electrdnica, y

10.

un sobre cerrado indicando en el exterior el titulo del tra-
bajo y el pseud6nimo, y en el interior: nombre y apellidos
del autor/es, nombre, direccién y teléfono del centro/s al
que pertenece y un e-mail o teléfono de contacto.
Los trabajos se remitirdn a la siguiente direccién:

Sociedad de Estadistica e Investigacién Operativa
IT Concurso de Proyectos Educativos en
Estadistica e Investigacién Operativa para
Profesores de Ensenanza Secundaria y Bachillerato

Facultad de Ciencias Matematicas

Universidad Complutense de Madrid

Despacho 502, Plaza de Ciencias, 3

28040-Madrid (Ciudad Universitaria)
La fecha limite de remisién de los trabajos serd el 31 de
Mayo de 2007.
Se otorgard un premio de 600 € al mejor trabajo presen-
tado. El concurso podra ser declarado desierto o compar-
tido entre varios trabajos, sin que ello suponga una varia-
cién en su cuantia global.
La Comisién de Educacion del la SEIO serd la encargada
de evaluar los trabajos presentados.
La fecha limite para la resolucién del concurso serd el 30
de septiembre de 2007.
El trabajo ganador serd publicado en la pagina Web de la
SEIO (www.seio.es).

Madrid, 1 de diciembre de 2006



NORMAS DE PUBLICACION

. Los articulos se remitiran por triplicado a la redaccién de SUMA (Revista SUMA, Apartado de Correos 19012, 28080 Madrid),
impresos a doble espacio, por una sola cara, en formato Din A-4.

. Los graficos, diagramas, fotografias y figuras se enviardn impresos en hojas separadas (una para cada grafico), en tinta negra
sobre papel blanco. En el texto debe figurar el lugar donde deben ser colocadas; de igual forma, si tiene que llevar un pie de
ilustracion, éste se resenard en la hoja donde aparece la ilustraciéon. Indiquense los créditos de las fotografias y dibujos.

. Los datos de identificacion del autor no deben figurar en el texto original impreso ya que éste serd enviado a asesores para ser
referenciado. Estos no seran informados de la identidad del autor o autores del trabajo y aconsejaran la conveniencia o no de
la publicacién del trabajo, o recomendaran posibles modificaciones, etc.

. Adjunto al articulo se redactard un resumen, de un maximo de 625 caracteres contando los blancos, que no necesariamente
tiene que coincidir con la introduccidn al articulo. De este resumen se remitira también su traduccién al inglés.

. Los datos de identificacion del autor o autores: nombre y apellidos; direccién completa; lugar de trabajo; teléfono de contacto; socie-
dad federada a la que pertenecen (si procede) y el resumen en castellano y en inglés deberan ir escritos en una misma hoja aparte.

. Se enviard también en soporte magnético (disco de tres pulgadas y cuarto con formato PC, CDRom o DVDRom) una copia de
los archivo de texto que contenga el articulo y del que contega la hoja con los datos y los resumenes, asi como tantos archivos
graficos, como figuras elaboradas con el ordenador se quieran incluir. La etiqueta debe identificarlo sin lugar a dudas. En cuan-
to al formato de los archivos de texto, se recomienda Microsoft Word para Windows o RFT. Los archivos gréficos es preferi-
ble que tengan formato EPS o TIFFE. Para las fotografias se recomienda archivos TIF o BMP y con una definicién minima de
600x600 puntos por pulgada cuadrada.
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Boletin de suscripcion

Tarifas Suscripcién anual Numero suelto
Particulares 25 € 10 €
Centros 40 € 15 €
Europa 50 € 20 €
Resto del mundo 60 € 22 €
Fotocopiar esta hoja y enviar:
por correo a:  Revista SUMA. Apartado de correos 19012
E-28080 MADRID
por Fax al: (+34) 912 911 879
por correo-e a: administracion@revistasuma.es
Deseo suscribirme a la revista SUMA:
Nombre y apellidos: NIF/CIF:
Direccidn: Teléfono:
Poblacién: CP:
Provincia: Pais:
Correo electrénico: Fax:
Importe (€)
[0 Suscripcion a partir del afio (3 ndmeros)
[0 N.os sueltos
Total

[0 Domiciliacién bancaria (rellenar boletin adjunto)
[0 Transferencia bancaria (CCC 2085-9981-38-0330066350 / IBAN ES68 2085 9981 3803 3006 6350)
[J Talén nominativo a nombre de FESPM-Revista SUMA

O Giro postal dirigido a Revista SUMA

Fecha y firma:

Nombre y apellidos:

Cédigo Cuenta Cliente: Entidad: L1 1 1 | Oficina: Lt 11| DC:Li]| Cuenta:lLi 111111 11]
Banco/Caja:

Agencia n.° Direccidn:

Poblacién: Provincia:

Sefores, les ruego atiendan, con cargo a mi cuenta/libreta y hasta nueva orden, los recibos que, periédicamente, les presentara la
Federacion Espanola de Sociedades de Profesores de Matematicas (FESPM) para el pago de mi suscripcion a la revista SUMA.

Atentamente (fecha y firma):






|’l|l' LA
L
TV g 1

mn”“
l|l'| i

Inee
It
e
1
1

ITTHTI R
(T lu

SUMA.
REVISTA SOBRE LA
ENSENANZA Y EL
APRENDIZAJE DE

LAS MATEMATICAS.

ISSN 1130-u488

VO g

~

FEDERACION ESPANOLA DE SOCIEDADES DE PROFESORES DE MATEMATICAS

-




