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En este articulo se analizan las dos maneras de definir el
producto escalar y el vectorial. En ambos productos, se
visualiza la propiedad distributiva respecto de la suma, que
permite el paso de la expresién geométrica a la analitica.
También se visualizan otras dos conocidas férmulas.

Palabras clave: Producto escalar, Producto vectorial,
Geometria, Visualizacion.

Geometric visualizations

In this paper there are analyzed the ways of introducing
the dot product and the cross product. In both products,
the distributive property over addition is visualized, which
allows the step of the geometric expression to the
analytical one. Also other two known formulae are
visualized.

Key words: Dot product, Cross product, Geometry,
Visualization.

Visualizaciones
geometricas

FELIX MARTINEZ DE LA ROSA

En el editorial del numero 80 de la revista Suza,
se hace una interesante reflexion sobre el papel
de la visualizacién en la ensefianza y el aprendi-
zaje de las Matematicas. Un gran partidario de la
misma fue Miguel de Guzman. En su libro (Guz-
man, 1996) explicaba que:
Las ideas, conceptos y métodos de la Matematica
presentan una gran riqueza de contenidos visuales,
[...] cuya utilizacidn resulta muy provechosa, tanto
en las tareas de presentacion y manejo de tales

conceptos y métodos como en la manipulacion con
ellos para la resolucion de problemas.

[...]

Esta forma de actuar con atencidn explicita a
las posibles representaciones concretas en cuanto
desvelan las relaciones abstractas que al matema-
tico interesan constituye lo que denominamos vi-
sualizacion en matematicas.

En el mencionado editorial, se expone que el
razonamiento visual se basa en la geometria, y
que es en esta disciplina donde, en las evaluacio-
nes externas, los alumnos de secundaria obliga-
toria logran los peores resultados. Es necesario
poner medios para contribuir a mejorar la com-
prension geométrica de los alumnos: quizas serfa
bueno moderar la presencia del calculo, tanto del
aritmético como del algebraico y de «esas filas
interminables de calculosy, a cambio de potenciar
la presencia de la geometria.
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Los contenidos acerca de la geometria plana
se imparten en los dltimos cursos de la ESO, y to-
dos los alumnos reciben las enseflanzas corres-
pondientes. Sin embargo los relativos a la geome-
trfa en el espacio solo se imparten a los alumnos
del 2.° curso del bachillerato de ciencias. En cien-
cias sociales no se imparte dicha materia: no parece
bueno que un grupo tan numeroso de alumnos
no hayan recibido nunca esta formacién.

La geometria del 2.° curso del bachillerato de
ciencias comienza con los vectores en el espacio
y su producto escalar y vectorial: son basicos
para el resto de la geometria, de ahi la importancia
de asentar bien estos conceptos. Los dos tienen
una expresiéon geométrica (basada en el angulo
entre los vectores) y una expresion analitica (ba-
sada en una operacién con las componentes de
los vectores). La mayoria de los textos universi-
tarios comienzan los dos por la expresion anali-
tica, mientras que los textos de bachillerato optan
por empezar por la expresion geométrica. Pero
tanto en unos como en otros, la relacion entre
las dos expresiones no se expone de forma mo-
tivadora ni intuitiva.

En la primera seccioén de este articulo expo-
nemos ciertas carencias encontradas al introducir
el producto escalar y vectorial, en textos univer-
sitatios y de bachillerato. En la segunda se pro-
pone utilizar la visualizacién para relacionar las
dos expresiones de ambos productos. En la ter-
cera se aportan ideas para visualizar dos conoci-
das férmulas.

El producto escalar y el producto
vectorial

Producto escalar

En los textos universitarios consultados (Larson
y otros, 1995; Bradley y Smith, 1998; Edwards y
Penney, 1996; Stewart, 1994), el producto escalar
de dos vectores, #y » se define como el producto
de sus componentes (expresion analitica). Tras
las propiedades algebraicas, el paso a la expresion
geométrica
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donde 0 es el 4ngulo entre los vectores, 0 <O <,
se hace aplicando el teorema del coseno

2 2 2
|V—ﬂ| =|ﬂ| —|—|v| —2|%||y|c059

en la figura 1.
Combinando esa férmula con
2 2 2
|V—ﬂ| =|ﬂ| +|V| —2|u||y|c059

se obtiene la conexioén que se pretende. Pero esta
demostracién no aporta ninguna idea intuitiva
ni visual: basicamente es solo una manipulacién
algebraica.

En los textos de bachillerato consultados,
(Colera y Oliveira, 2009; Escoredo y otros, 2009;
Gonzilez y otros, 2009), el producto escalar se
define con la expresién geométrica. La relacion
entre esta y la expresion analitica se consigue ex-
presando los vectores en funcién de los unitarios
basicos y aplicando la propiedad distributiva del
producto escalar respecto de la suma. Pero en
ninguno de esos textos se demuestra o se justifica
esta dltima. Al ser una propiedad instrumental
no se le presta ni un momento de atencion: su
unico valor es el de ser un paso intermedio entre
una expresion y la otra. Sin embargo esta pro-
piedad tiene un gran potencial visual, como ve-
remos en la segunda seccién.

v-u

Figura 1

Producto vectorial

En los textos universitarios consultados (Larson,
1995; Bradley y Smith, 1998; Edwards y Penney,
1996; Stewart, 1994), el producto vectorial de
dos vectores, #y v, se define con la conocida ex-
presién analitica. A partir de ella y usando las
propiedades de los determinantes, se deducen
las propiedades algebraicas y el hecho de que
u X v es ortogonal a # y a ». La relacién con la
férmula del médulo del producto vectorial # X »
en funcién del dngulo 6, 0 <0<, que forman #



y 2, v la del area del paralelogramo que tiene a #
y a » como lados adyacentes, se obtiene de la ex-

presion
2
|u||v|sen9:|u”p|\/1—cos =
712 7
=] A | = (a-0)

Sustituyendo los vectores por sus componen-
tes, y tras un laborioso cilculo que no aporta
nada al entendimiento de los conceptos, se
prueba que la expresién anterior coincide con
| uX v]|.

Para aclarar el sentido del vector # X », en Lar-
son (1995) se explica que la orientacién de los
vectores {#,v,# X v} se basa en su comparacioén
con la terna {4,/,£=7Xj}, y se habla de un sis-
tema positivo o negativo. Sin embargo, la mayoria
de textos universitatios (Bradley y Smith, 1998,
Edwards y Penney, 1996; Stewart, 1994), se de-
cantan por la «regla de la mano derecha» (figura
2).

Se coloca la palma de la mano derecha extendida a
lo largo de u (con los dedos apuntando en el sentido
de u). Si se doblan los dedos de la mano derecha
en el sentido de una rotacién de u a v (con un reco-
rrido angular menor que 180°), entonces el pulgar
sefiala en la direccion y sentido de u x v.

Figura 2

En los textos de bachillerato consultados se
opta por definir el producto vectorial de dos vec-
tores, # y », como un nuevo vector de médulo
|#] |v| sen® y direccion perpendicular a ambos.
Pero el sentido se define de un modo impreciso.
Es curioso que en ninguno de estos textos se
haga referencia a la regla de la mano derecha.
En su lugar se emplean otras explicaciones que
resultan confusas. Por ejemplo, en Escoredo y

otros (2009) se explica que el sentido de # X v es
el del avance de un sacacorchos que gira de # a ,
mientras que en Gonzilez y otros (2009) se es-
pecifica que se trata de un avance a derechas
(dextrégiro). Basta ver la figura 3, para comprobar
que hace falta ser mas preciso para obtener el
sentido correcto del producto vectorial de # X ».

En Colera y Oliveira (2009) se explica que el
sentido del producto vectorial # X v es hacia arriba
si el angulo entre # y » es menor de 180° o hacia
abajo si el angulo entre # 'y » es mayor de 180°. Se
aclara que se toma el angulo en sentido positivo,
es decir contrario al movimiento de las agujas
del reloj. Con esta definicién surge una duda
acerca del sentido que debemos tomar: ¢dénde
se pone el reloj? (figura 4).

Parece claro que la regla de la mano derecha
es la mas precisa para definir el sentido correcto
del producto vectorial de dos vectores.

Por otro lado, la relacién entre la expresion
analitica y la geométrica se da sin ningun tipo de
justificacién en Escoredo y otros (2009). En
Gonzalez y otros (2009) se demuestra a partir
de la propiedad distributiva del producto vectorial
respecto de la suma, aunque esta ultima simple-
mente se menciona. Solo en Colera y Oliveira

v
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sentido equivocado del
producto vectorial uxv

Figura 3

Figura 4

NOVIEMBRE
2016

67
sv‘d\*@'—
83

VISUALIZACIONES GEOMETRICAS



NOVIEMBRE
2016

638

S s

(2009), se prueba esta propiedad mediante una
demostracién que ocupa todo un folio: su labo-
riosidad y longitud hace inviable que pueda plan-
tearse explicarla en un aula.

En estos textos de bachillerato, el objetivo es
llegar rapidamente a la expresion analitica para
que los alumnos puedan realizar sus productos
vectoriales aplicando la regla del determinante.
Sin embatgo (como ya pasaba con el producto
escalar) la propiedad distributiva tiene muchas
posibilidades visuales, como veremos en la se-
gunda seccion.

Propiedad distributiva

Propiedad distributiva del producto
escalar respecto de la suma

Si se parte de la expresion analitica (como en los
textos universitarios) se vio antes que la obten-
cién de la expresion geométrica es laboriosa.
Pero si se comienza con la expresion geométrica
(como en los textos de bachillerato), la clave es
la propiedad distributiva: a partir de ella y expre-
sando los vectores en funcién de los unitatios
basicos, se obtiene la expresion analitica.

La demostracién de esta propiedad puede ha-
cerse con un razonamiento visual que es valido
tanto para dos como para tres dimensiones. Su-
pondremos, para simplificar, que los productos
escalares dan como resultado nimeros positivos.
Para probar visualmente la férmula

%-<v+w>=ﬂ~v+ﬂ~u/

se utiliza la figura 5 (dos dimensiones) y la figura
6 (tres dimensiones).

Notemos que en la figura 6, los tres planos
son perpendiculares a #, siendo P, O y R las in-
tersecciones de esos planos con # (las lineas dis-
continuas marcan las trayectorias de los vectores
port detrds de los planos). Vemos que el plano 2
pasa por el final de » y el plano 3 pasa por el
tinal de w.

En ambas figuras se observa que las longitudes
de las proyecciones de », w, y de #+w en # son,
respectivamente, |PQ|, |OR| y |PR|, siendo
| PR|=|PQ|+|COR]|. Finalmente, el resultado se
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>
Figura 5
2 5
1
» w
P\ Q‘ \ R > U
vHw \\o‘/
Figura 6

deduce aplicando que el producto escalar de dos
vectores es el médulo del primero por la longitud
de la proyeccion del segundo sobre éL

Propiedad distributiva del producto
vectorial respecto de la suma

Exactamente igual que en el caso anterior, pasar
de la expresion analitica del producto vectorial a
la expresion geométrica es muy farragoso. Si se
comienza con la expresion geométrica, este paso
se realiza a través de la propiedad distributiva.
Aqui exponemos una manera muy visual de ob-
tenerla. I.a idea se encuentra en la pagina 187 del
clasico de nuestra literatura matematica Elementos
de Matemiticas (Rey Pastor y Castro Brzezicki,
1981). La prueba visual de la igualdad
uX (v+mw)=uXv+uXwse basa en tres figuras.

En la figura 7, los vectores »" y »' son las
proyecciones de vy de w en el plano P, que es
perpendicular a #.

Una consecuencia directa de la expresion geo-
métrica del producto vectorial de dos vectores es
que su moédulo coincide con el del 4rea del para-
lelogramo que determinan. Esto, unido a la figura
8, nos permite visualizar que |#X o| = |#x2'|.



" que las de los del grande son |« | [0/ | v |«||»"] "0
(por ser o y w' perpendiculares a #). Por tanto la
longitud del paralelogramo grande es | #| por la
p e del pequefio, es decir:
K > |u><ﬁ’—|—u><w/|=|ﬁ||y/><w/|=|u><(y/+wl)|
v+w Finalmente con la regla de la mano derecha
Figura 7 se obtiene la igualdad.
“p “ Dos visualizaciones

Demostracion visual de la distancia
de un punto a un plano

_ 14 Una de las férmulas de geometria que el alumno
de segundo de bachillerato de ciencias debe co-
nocer es la de la distancia de un punto a un plano.

v v En este articulo se aporta una demostracion vi-
Figura 8 ;
& sual de esta férmula (figuras 10 y 11).
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Por otro lado, usando la regla de la mano derecha, 83

visualizamos que la direccién y el sentido de # X »
y de #x v’ de coinciden y por tanto son iguales.
También se concluye que #X w=ux»" y que
ux (v+w)=uX@" +»"). Por tanto se tiene que

uX(w+w)y=ux® +n')

uXv—l—uszz;Xp/—i—uXu/

n
Sélo falta probar que los segundos miembros \\
. . . ¢ \ |z
de las dos igualdades anteriores son iguales. Para \\“

™ ——y
ello se utiliza la figura 9. 7

La figura 9 representa al plano P, junto con Figura 10

todos los vectores que contiene. Observando los
dos paralelogramos vemos que las longitudes de

~ ! / :
b
los lados del pequefio son | | y |# |, mientras

UXW]

uxvuxw'

Figura 9 Figura 11

VISUALIZACIONES GEOMETRICAS
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En la figura 10 se muestra un plano no verti-
cal, T=ax+by+ex+d=0, c#0. Por la semejanza
de los dos triangulos rectangulos que aparecen
en ella, se tiene que

rd _p

bl 14

Tomemos el punto P(x,,y,,3,)- Observemos
que

|PQ| _ |”Xo +by, + [%(J—i_dl

i
por ser | PQ| la diferencia entre la coordenada g
de Py lade Q. Por tanto, despejando obtenemos
el valor de D.

En la figura 11 se muestra un plano
vertica, T = ax+ by+ d=0, a# 0. La prueba visual
es analoga al caso anterior, teniendo en cuenta
que |PQ| es la diferencia entre la coordenada x
de Pylade Q.

Con la figura 12, se puede visualizar, de ma-
nera analoga a lo anterior, la distancia de un
punto a una recta en dos dimensiones.

‘ ¥

Figura 12

Visualizacion de la férmula de la derivada
direccional

En el estudio de las funciones de dos vatiables
2= f(x), en primer curso de Calculo en la uni-
versidad, se plantea conocer la razén de cambio
de f enun punto P(x,y,,/(x,.),)), segun la direc-
cién determinada por un vector unitario #(a, b).
Este problema se reduce a dos dimensiones cor-
tando la superficie determinada por / con un plano
vertical que pase por Py sea paralelo a # de esta
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manera se obtiene una curva C. La pendiente de
la recta tangente a C en el punto P se denomina
derivada direccional de fen P segun la direccion
unitaria # Su valor, Df (x.,y,) = af (x,),) + b ]f (0>
se obtiene de una forma analitica a través de la re-
gla de la cadena. Pero si se usa el producto vectorial
se puede obtener un significado geométrico que
ayuda a motivar y a entender esa férmula. Obset-
vemos que la recta tangente a C en el punto P
estd contenida en el plano vertical y en el plano
tangente a la superficie en P (figura 13).

Por tanto esa recta es la interseccién de los
planos siguientes

B —x,)—aly— 3,) =0
‘Z_f(xo’yo) = fx(Xo’]o)(X_Xo)-l_
+f](xo>}o><]_}o)

El vector direccién de esa recta es el producto
vectorial de los vectores normales a los planos

(b’_‘lao)x(fx<xo’Jo)’f}v(XO’Jo%_l) =
= (‘Z’b’dfx(‘xox)]o)-’_bf)v(x()’)/o))

Su tercera componente es la que indica el
comportamiento de la superficie en P segin la
direccién y sentido de 7.

plano vertical

recta tangente \
A%

plano tangente

Figura 13

Resumen y conclusiones

En este articulo se han mostrado las dos formas
distintas de introducir el producto escalar y el
vectorial.

En los textos universitarios se comienza, en
ambos, con la expresién analitica y se llega a la



expresion geométrica. Esto se hace a través de
un proceso algebraico que resulta largo, y que
no resulta ni motivante ni intuitivo.

En los textos de bachillerato se hace justa-
mente al contrario. En el caso del producto vec-
torial, se prescinde de la regla de la mano detrecha
para aclarar el sentido del mismo. En su lugar se
prefieren otras explicaciones que resultan impre-
cisas. En ambos productos se pone de manifiesto
la dificultad para pasar de la expresioén geométrica
a la analftica. A veces se hace sin mas, y otras se
recurre a la propiedad distributiva respecto de la
suma. Pero la justificacién de esta o no se da o
es tan larga que resulta inviable.

En este articulo se aboga por comenzar con
las expresiones geométricas, usando la regla de
la mano derecha para explicar el sentido del pro-
ducto vectorial. Para relacionar la expresion geo-
métrica con la analftica apostamos por una co-
nexién visual. Para ello aportamos las
visualizaciones de las correspondientes propie-
dades distributivas respecto de la suma.

Finalmente, damos una prueba visual de la
térmula de la distancia de un punto a un plano,
y una intuitiva visualizacién de la férmula de la
derivada direccional.

El objetivo de una demostracion basada en la
visualizacién es el de conseguir motivar a los
alumnos. Ir mas alld de la simple memorizacion.
Hacer que sean capaces de entender los dibujos
(a pesar de la escasez de tiempo) y con ellos
lograr una intuicién mucho mas rica que la que

sc obtiene a través de una prueba analitica. Si los
alumnos son capaces de entender las visualiza-
ciones anteriores, no solo se habrd conseguido
el recuerdo de una férmula: habremos poten-
ciado su intuicién geométrica.
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