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Revisaremos las posibilidades que ofrece GeoGebra para
crear mapas de calor (o color) y algunas de las aplica-
ciones a la visualizacion de relaciones matematicas. Pri-
mero, resumiremos los métodos, algunos novedosos,
gue podemos usar para visualizar lugares geométricos.
Después, describiremos la propiedad ColorDindmico,
clave para construir un escaner automatico que barra el
plano generando el mapa de calor correspondiente a la
relacion deseada. Por Ultimo, trasladaremos el escaner
del plano a cualquier otra superficie, ejemplificando su
uso en la visualizacion de las funciones complejas.

Palabras clave: GeoGebra, superficies, lugares geomé-
tricos, mapas de color, mapas de calor.

Las figuras de este articulo proceden de construccio-
nes realizadas por el autor y reunidas en el libro Geo-
Gebra <https://www.geogebra.org/m/cpuye9j7>.

Estamos acostumbrados a ver e interpretar mapas de
calor e isolineas (curvas de contorno o curvas de nivel),
como los que recogen las variaciones de altitud en to-
pografia y de presion o temperatura en meteorologia.
En este articulo detallaremos como crear un mapa de
calor (heat map) o mapa de color (color map) matema-
tico con GeoGebra. ;Cual puede ser su interés?

Heat maps with GeoGebra // We will review the pos-
sibilities that GeoGebra offers to create heat (or color)
maps and some of the applications to the visualization
of mathematical relationships. First, we will summarize
the methods, some novel, which we can use to visualize
loci. Then, we will describe the DynamicColor property,
key for constructing an automatic scanner that sweeps
the plane generating the heat map corresponding to the
desired relationship. Finally, we will transfer the scanner
from the plane to any other surface, exemplifying its use
in the visualization of complex functions.

Keywords: GeoGebra, surfaces, loci, color maps, heat
maps.

Para contestar a esta pregunta, imaginemos que po-
seemos un método general para visualizar cualquier
relacion o propiedad matematica, incluyendo las tra-
dicionales graficas de funciones, curvas algebraicas,
lugares geométricos, etc. pero también permitiendo
la representacion de relaciones mas complejas, difi-
ciles de recoger mediante una formula.

Por ejemplo, pensemos que tenemos dos puntos en
el plano y estamos interesados en averiguar desde qué
posiciones la distancia al punto mas lejano es el doble
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que la distancia al mas cercano.Tal vez podamos re-
solver esta cuestion usando algunos procedimientos
geométricos o algebraicos elementales, obteniendo
dos circunferencias (puntos blancos en la figura 1,
izquierda). Pero si elevamos el nimero de puntos, el
problema matematico subyacente se complica noto-
riamente (figura 1, derecha) y no es trivial de mo-
delar —no digamos ya de representar. Sin embargo,
como veremos en este articulo, la obtencion de am-
bas figuras (la «facil» y la «dificil») es igual de sencilla
aplicando el método general que describiremos.

Este método sera, por tanto, particularmente intere-
sante para explorar la mas amplia gama de relaciones
matematicas entre objetos geométricos, tanto en la
ensenanza como en la investigacién, por la indepen-
dencia conceptual del protocolo de visualizacion que
contempla este método respecto de la complejidad
de la naturaleza o del nimero de los objetos impli-
cados en la relacion que se trata de estudiar.

Para enmarcar este tipo de graficas, antes resumire-
mos los seis métodos disponibles para la visualizacion
de un lugar geométrico. Los dos altimos resultan
especialmente interesantes, tanto por lo novedoso
como por lo atractivo, pero serd otro, como veremos,
el que desarrollaremos en profundidad.

Compararemos estos métodos mediante un ejemplo
sencillo:

Queremos visualizar la gréafica de la parabola de foco
F(0,1) y directriz la recta r que pasa por los puntos
(0,-1) y (1,0).

Figura 1. Mapas de calor de la misma relacién,
partiendo de 2 y de 5 puntos

Método 1: comando especifico

Podemos usar directamente la herramienta o el co-
mando Parabola. Pero el nimero de comandos de
GeoGebra es limitado, por lo que este procedimiento
solo esta disponible para unas pocas curvas basicas.

Método 2: punto genérico

Construimos un punto que genere el lugar geomé-
trico. Tomando un punto arbitrario de la directriz,
creamos dos rectas: la perpendicular (azul) a la di-
rectriz por ese punto y la mediatriz entre ese punto
y el foco. El punto que genera la paribola sera la
interseccion de ambas rectas (figura 2). Ahora basta
usar la herramienta o el comando LugarGeométrico.
Pero no siempre es tan sencillo construir de modo
similar un lugar geométrico (por ejemplo, al sustituir
el foco y la directriz por sendas semirrectas).

Método 3: tanteo

Cogemos un punto libre P, calculamos las distancias
de P al foco y a la directriz, y movemos P hasta en-
contrar posiciones equidistantes (figura 3). Localizar
uno de los puntos —el vértice de la parabola— es sen-
cillo, pero la posicion del resto de puntos no es obvia.
Es un trabajo muy didactico, si bien después de varios
ejercicios llega a resultar tedioso.

Figura 2. Construcciéon de un punto del lugar



Método 4: ecuacion

Introducimos la ecuacién correspondiente a la con-
dicion que debe cumplir la parabola (o directamente
la ecuacién de esa cuadritica, si la conocemos). La
diferencia de distancias al foco y a la directriz ha de
ser nula:

sqre(x*+ (y—1)3) —abs(—x+y+1)/sqrt(2) =0

Pero para escribir esta ecuacion necesitamos saber,
ademas de la ecuacion de la recta, las correspondien-
tes formulas de la distancia entre dos puntos y la dis-
tancia de un punto a una recta. Esta es una limitacion
importante, especialmente en los niveles en los que
el algebra no se maneja con soltura.

Método 5: ecuaciéon con ayuda
de la vista CAS o del comando
EcuaciéonLugar

Tanto este método como el siguiente son novedosos
y especialmente atractivos desde el punto de vista
didactico.

En algunos casos particulares, pero muy frecuentes, la
limitacion del método anterior puede obviarse me-
diante la introduccién del comando Distancia((x,y),
objeto) en laVista CAS, cuando el objeto sea un punto,

X
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Figura 3. Explorando el terreno
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una recta o una circunferencia, lo que proporciona
automaticamente la ecuacion de dicha distancia. En
nuestro caso:

XF(x,y) := Distancia((x, ), F)
Xr(x,y) := Distancia((x, y), )

Ahora basta introducir en la barra de entrada la ex-
presion XF - Xr=0 para mostrar la curva implicita'
correspondiente a esa ecuacion (figura 4).

Si bien no siempre es posible definir funciones mul-
tivariables (como XF y Xr) en la vista CAS usando
comandos de GeoGebra, este método cuenta con
una gran ventaja en los niveles medios de aprendi-
zaje, pues no es necesario conocer previamente las
correspondientes formulas para establecer la ecuacion
del lugar.

Asi, podemos introducir facil e intuitivamente lugares
como las conicas y, ademas, explorar otros mas com-
plejos (cubicas, cuarticas, etc.) como, por ejemplo,
XF - Xr2=0.

Alternativamente, podemos usar el comando Ecua-
ciénLugar para dejar que GeoGebra intente encon-
trar la ecuacion, a la vez que traza el lugar. Para ello, si
tomamos un punto libre P y llamamos s al segmento
que une P con el foco y t al segmento que une P

XF - Xr=0

Figura 4. Curva implicita sin uso directo del algebra
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con su proyeccion en la directriz, basta introducir
EcuacionLugar(s==t, P) para obtener la parabola, o

EcuacionLugar(s==t2, P), etc., para otros lugares mas
complejos.

Método 6: offset (curva paralela) con
rastro activado

Ahora usaremos el rastro de rectas y circunferencias,
junto con un deslizador y el comando VectorNor-
malUnitario (concepto algo avanzado, pero facil de
asimilar). El resultado es didactico y vistoso.

— Creamos un deslizador d, entre 0 y 5,y le asig-
namos el valor 5.

— Creamos dos rectas azules paralelas (offser) a la
recta r, a distancia d:

Traslada(r, d VectorNormalUnitario(r)).
Traslada(r, -d VectorNormalUnitario(r)).

— Creamos una circunferencia roja a esa misma
distancia d del foco F:

Circunferencia(E d)
(Si consideramos el foco F como una circunferencia

de radio 0, podemos interpretar la anterior circunfe-
rencia como un offset de F a distancia d.).

Figura 5. Técnica de offset con rastro activado

— Activamos el rastro de los tres objetos (rectas
y circunferencia) y animamos el deslizador d.

A medida que el valor del deslizador varie de 5 a
0, las rectas azules se aproximaran a la directriz al
tiempo que la circunferencia roja se aproxima al foco.
Al final del proceso, el rastro azul correspondera a
puntos mas proximos a la directriz que al foco y el
trazo rojo a puntos mas proximos al foco que a la
directriz. En la frontera de color se sitaa la parabola

buscada (figura 5).

El inconveniente es que solo podemos usar este mé-
todo con puntos, rectas, circunferencias u otras curvas
en las que podamos calcular el vector normal en un
punto arbitrario.

Por lo demis, es un método sencillo de implementar
y a veces con resultados espectaculares, como muestra
el diagrama de Voronoi® de 15 puntos de la figura 6,
creado con el rastro de circunferencias de igual radio
decreciente controlado por un tnico deslizador.

El humilde tanteo

De los métodos anteriores, el que parece menos efi-
caz (didactica aparte) es el tercero, el de aproximacion
por tanteo. Sin embargo, puede mejorarse hasta llegar
a ser el mas versatil de todos.

Figura 6. Diagrama de Voronoi de 15 puntos



Lo enriqueceremos paulatinamente. Para empezar,
recordemos que podemos dotar de rastro de color al
punto libre P que usamos para comparar la distancia
al foco y a la directriz.

Al contrario que en el altimo método, donde hemos
usado un color constante para las rectas y circunfe-
rencias, ahora nos conviene un color que varie en
funcién de la diferencia de distancias al foco y a la
directriz. Esto se consigue gracias a la propiedad Co-
lor Dindmico, presente en todos los objetos graficos
de GeoGebra.Veamos pues, antes de continuar, las
caracteristicas de esta propiedad.

El color dinamico de GeoGebra

El color dindmico consiste en una composicion de co-
lor resultado de tres canales independientes que, com-
binados, otorgan color al objeto. Habitualmente® se
reserva 1 byte (8 bits) para cada canal,lo que se traduce
en que cada valor viene representado por un nimero
entero entre 0 (byte 00000000) y 255 (byte 11111111).

Por su parte, GeoGebra no asigna un numero entero
entre 0 y 255 a cada canal de color de un objeto. En
su lugar, usa un nimero decimal en el intervalo [0, 1].
Como podemos adivinar, basta dividir entre 255 cada
valor de la anterior asignacion para obtener esta otra.
No debe extrafiar que GeoGebra haya optado por el
intervalo [0, 1] pues, ademas de ser mas simple, coin-
cide con el recorrido positivo de algunas funciones
elementales (seno, coseno, random, probabilidad...).

Podemos elegir, para cada objeto, entre tres compo-
siciones de color:

RGB. Cada canal (Red, Green, Blue: rojo, verde, azul)
asigna el valor del color-luz primario correspondiente.

R G B Sintesis Nombre R G B Sintesis Nombre
0 0 0 Negro 1 1 1 Blanco

1/3 1/3 13 Gris oscuro 2/3 2/3 2/3 Gris claro

Rafael Losada Liste - Suma 102 47

HSV. Cada canal (Hue, Saturation, Value: matiz, satu-
racion, valor) asigna, respectivamente, el color-luz, su
intensidad y su brillo. Para H y S constantes, al variarV
entre 0y 1, el color pasa de negro a la tonalidad saturada.

H S V Sintesis Nombre H S V Sintesis Nombre
0 0 0 Negro 1 0 1 Blanco
1 0o 13 Gris oscuro 1 0 23 Gris claro
1 1 1 Rojo 3/6 1 1 Cian
2/6 1 1 Verde 5/6 1 1 Magenta
4/6 1 1 Azul 176 1 1 Amarillo
Tabla 2

HSL. Cada canal (Hue, Saturation, Lightness: matiz,
saturacion, luminosidad) asigna, respectivamente, el
color-luz, su intensidad y su luminosidad. Para Hy S
constantes, al variar L entre 0 y 1, el color va de negro
a blanco, pasando (en 1/2) por la tonalidad saturada.

H S L Sintesis Nombre H S L Sintesis Nombre
0 0 0 Negro 1 0 1 Blanco
1 0o 13 Gris oscuro 1 0 23 Gris claro
1 1 12 Rojo 36 1 172 Cian
26 1 12 Verde 56 1 172 Magenta
4/%6 1 172 Azul 176 1 12 Amarillo
Tabla 3

En el libro GeoGebra mencionado en la introduc-
cidén se puede experimentar libremente con cada una
de estas composiciones (figura 7).

Cuando en el canal se introduce un valor que no se
encuentra entre 0y 1, GeoGebra le reasigna un valor
en ese intervalo, siguiendo la siguiente norma:

1) Si el valor numérico no esta entre 0 y 2,
toma su resto modulo 2.

2)  Siel valor numérico «c» obtenido esta entre
1y 2, toma «2 - o».

RGB D HSV. D HSL

1 0o 0 Rojo 0 1 1 Cian

0 1 0 Verde 1 0 1 Magenta

0 0 1 Azul 1 1 0 Amarillo
Tabla 1

Figura 7. Las tres composiciones de color dindmico
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Figura 8. Grafica de un canal de color dindmico
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Figura 9. Periodicidad del canal verde
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Figura 10. Grafica de la funcion y =exp(-abs(x))
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Figura 11. Eliminacién de la periodicidad del canal
verde

Figura 12. El color verde revela la parabola

O, si se prefiere, sigue la siguiente funcién (figura 8):
c(x)=1 -abs(1 - x+2 floor(x/2))

El motivo de este comportamiento es evitar cambios
bruscos de color entre dos valores numéricos proxi-
mos. Obsérvese el periodo 2.

Elegiremos la composicion de color RGB. Creamos
un punto A y un segmento vertical que lo contenga, al
que asignamos el color dinamico Rojo: 0,Verde: x(A),
Azul: 0. Al activar el rastro del segmento y moverlo,
obtenemos la distribucién del canal verde (figura 9).

Para evitar la periodicidad, algo que desearemos
frecuentemente para facilitar la interpretacion gra-
fica, sustituimos la expresion x(A) por la expresion
exp(—abs(x(A))), de modo que cuando x(A) valga 0,
la exponencial valdra 1. La grafica de la funcién
y = exp(—abs(x)) aparece en la figura 10.

Realizada la sustitucidn, obtenemos la distribucidon
de color que muestra la figura 11.

Rastro de color dinamico

Con estos procedimientos que acabamos de detallar,
ya podemos asignar a nuestro punto libre P un color
dinamico que dependa de la diferencia de distancias
al foco y a la directriz. Esta es la clave que permitird
la creacion de mapas de color con GeoGebra (Losada,

2009, 2010, 2014 y 2017).

De momento, usaremos solo el canal verde de la
composicion R GB. Asignamos el valor 0 a los otros
dos canales y al verde la expresion:

Verde: exp(—abs(Distancia(P, r) —Distancia(P, F)))
Cuando las distancias coincidan el exponente se hard
0, por lo que la expresion valdra 1. Al desplazar P,

después de activar su rastro, obtenemos la figura 12.

Es preferible que la expresion del canal no sea una
funcidn discreta, sino continua. No debemos intentar



visualizar solo los puntos exactamente equidistantes,
sino un gradiente de intensidades segun la cercania
a esa exactitud. Esta caracteristica es fundamental para
servirnos de este método como ayuda en la explo-
racion de relaciones entre los distintos objetos im-
plicados.

Construccion del escaner
de color dinamico

Para mejorar la imagen, reduciremos todo lo posible
(1 pixel) el tamafio del punto P y lo renombramos
como B1 (en breve descubriremos por qué). La ex-
presion del canal verde queda asi:

Verde: exp(—abs(Distancia(B1, r)—Distancia(B1, F)))

El lienzo sobre el que vamos a pintar medird 12 x 8
unidades. Sea el punto C que hara de centro de ese
lienzo. Situamos un punto B0 en la esquina superior
izquierda del lienzo:

BO=C+(-12,8)/2

Anadiremos un deslizador y la hoja de calculo. El
deslizador permitira animar automaticamente B1. La
hoja de calculo convertird rapidamente B1 en una
columna de 400 puntos Bi.

Creamos un deslizador ¢, de 0 a 12 con paso 1/50.
Elegimos este paso porque en la vista grafica estandar
de GeoGebra cada unidad ocupa 50 pixeles. Asigna-
mos a la velocidad del deslizador el valor 0.3 (que
tal vez deba corregirse, segtin sea el resultado, pues
depende del procesador).

En la hoja de cilculo, asignamos A1=1,A2=2. Selec-
cionando ambas celdas y arrastrando hasta la fila 400,
obtenemos los valores auxiliares Ai=1, entre 1y 400.
Ahora definimos:

B1=B0+ (t, (A1) /50)
C1=Distancia(B1, r)
D1 =Distancia(B1, F)
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En el color dinamico de B1, sustituimos la expresion
del canal verde por:

Verde: exp(—abs(C1-D1))

Basta arrastrar B1, C1 y D1 hasta B400, C400 y
D400 para obtener la columna de 400 puntos que
constituye el escaner. Por ultimo, animamos el des-

lizador (figura 13).

En lo sucesivo se sobrentiende que, después de actua-
lizar la primera fila de la hoja de cilculo, se actualizan
todas las demas filas.

Policromia

Podemos asignar diferentes expresiones algebraicas a
cada canal de color. Esto convierte al escaner en una
herramienta a medio camino entre matematicas y
arte, permitiéndonos exhibir nuestro personal sentido
estético. Por ejemplo, podemos asignar a B1 el color
dindmico (figura 14):

Rojo: exp(—abs(C1-D1)D1/C1)
Verde: exp(—abs(C1-D1))
Azul: exp(—abs(C1-D1) C1/D1)

Observemos que cuando las distancias de B1 al foco
y a la directriz sean iguales, el valor sera 1 en todos los
canales, es decir, el rastro dejado por B1 sera de color
blanco. Las expresiones anteriores destacan no solo la
parabola sino también su foco y directriz.

Figura 13. Mapa de color monocromo
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La policromia, ademas de mejorar la estética, es es-
pecialmente util cuando queremos remarcar otras
caracteristicas de las expresiones usadas, como sus
signos (figura 15):

Rojo: C1>=D1
Verde: exp(-abs(C1-D1))
Azul: C1<=D1

O bien, cuando deseamos establecer hasta tres condi-
ciones independientes, una para cada canal de color

(figura 16):
Rojo: exp(—abs(C12—-D1))
Verde: exp(—abs(C1-D1))
Azul: exp(—abs(C1-D1?)

Vemos una cudrtica roja, la anterior parabola verde y

una circunferencia azul.

Figura 14. Mapa de color. El color blanco
revela la parabola

Ajuste del gradiente de color

Con frecuencia deseariamos poder ajustar la densi-
dad del gradiente de color de la curva resaltada por
el escaner. Si es poco denso, el lugar puede quedar
impreciso, mientras que si es demasiado denso tal vez
sea dificil distinguir la curva.

Para este ajuste, basta afladir un factor k al exponente
de las expresiones R GB:

Rojo: exp(—k abs(C1-D1) D1/C1)
Verde: exp(—k abs(C1-D1))
Azul: exp(—k abs(C1-D1) C1/D1)

Ensayamos el escaner para diferentes valores de k (fi-
gura 17) y elegimos el que prefiramos.

Ajuste del zum

El escaner deja de funcionar bien si realizamos zum
sobre la vista grafica. En tal caso, debemos corregir el
efecto del zum reajustando algunos valores.

Primero definimos un niimero, llamémosle zm, que re-
coja el valor aplicado al zum de acercamiento (que sera
de alejamiento cuando zm valga entre cero y uno) y re-
situamos, si asi lo deseamos, el punto central C del lienzo.

Después, reajustamos los valores del deslizador .
Como antes iba de 0 a 12 con paso 1/50, ahora ird
de 0 a 12/zm con paso 1/(50 zm).

Figura 15. Usando desigualdades (o signos)

Figura 16. Revelando tres lugares independientes



Por dltimo, redefinimos BO y B1 como:

BO=C+ (-12, 8)/(2zm)
B1=B0+ (t,~A1/(50 zm))

Asi, cada vez que realicemos un zum, como un ale-
jamiento en un factor 10 (figura 18), bastara ajustar
la constante zm.

Isolineas

Modificaremos los canales Rojo y Azul para crear
solineas (figura 19), es decir, lineas que unan los
puntos donde la diferencia de distancias al foco y a
la directriz sea la misma, en valor absoluto. Para ello,
introducimos la funcion floor:
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Rojo: exp(—5 abs(C1-D1) D1/C1)

Verde: exp(—5 abs(C1-D1) C1/D1)
Azul: exp(-2 (abs(C1-D1)—floor(abs(C1-D1))))
Las isolineas son especialmente utiles para resaltar
un conjunto discreto de puntos.Veamos un ejem-
plo de lugar geométrico y otro de expresion al-

gebraica.

En el primer ejemplo, partimos (agradeciendo al pro-
fesor Tomas Recio esta propuesta) del resultado de
que en todo tridngulo la razdén entre su perimetro y
el radio de su circunferencia circunscrita es menor o
igual que tres veces la raiz cuadrada de tres. Quere-
mos averiguar en qué tipo de tridngulos se consigue

la igualdad.

Figura 17. Diferentes ajustes del gradiente de color (k=1, k=5, k=25)

Figura 18. Mapa de color de la parabola, con k=1y zm=0.1

Figura 19. Familia de isolineas a partir de la parabola



52 Suma 102 - Mapas de c@lor con GeoGebra

Sin pérdida de generalidad, podemos fijar dos vértices en
los puntos (0,0) y (1,0). Cada punto Bi de nuestro escaner
hara de tercer vértice. En la hoja de calculo, definimos C1
como el perimetro,D1 como el radio de la circunferencia
circunscrita y E1 como la igualdad buscada:

C1=abs(B1-A) +abs(B1-B) + ¢
D1 =abs(CentroTriangulo(A, B, B1, 3))
E1=3sqrt(3) D1-C1

y establecemos como color dinimico de B1:

Rojo: exp(—5 abs(E1))
Verde: exp(—50 abs(E1))
Azul: exp(—2 (abs(In(abs(E1)) + 1) —
—floor(abs(In(abs(E1)) + 1))))

Observemos que, con el objeto de separar mejor las

isolineas, en el canal azul hemos elegido la expresion
In(abs(E1)) + 1 en vez de E1.

La figura 20 evidencia que la igualdad se consigue
solo en el caso de los triangulos equilateros.

Como ejemplo de expresién algebraica, considere-
mos el polinomio de grado 4:

px,y) =2 Xy -2 x y*+8 x*+25 y*—56 x y—
-8 x+28 y+100

que solo se anula en un par de valores (x, y) reales. Si
introducimos en GeoGebra la expresion:

ec:p(x,y)=0

no aparece nada en la vista grafica. Sin embargo,
al pasar el escaner con la siguiente composicion
R GB, emergen las dos raices reales del polinomio
(figura 21):

Rojo: exp(—5 abs(C1))
Verde: exp(—2 abs(C1))
Azul: exp(—abs(C1—-floor(C1)))
donde C1 =In(abs(p(B1))+1)

Versatilidad del escaner

El escaner no crea un nuevo objeto de GeoGebra,
solo muestra un grafico estatico; cada vez que cam-
bien las condiciones iniciales deberemos volver a pa-
sar el escaner. Sin embargo, como adelantabamos, es
el mas versatil de todos los métodos graficos, ya que
no requiere ni la creacién de un punto generador del
lugar ni ningtn tipo de expresion algebraica.Veamos
dos ejemplos de esta versatilidad.

Dado un triangulo ABC, buscamos los puntos desde
donde se vea cada par de lados del triangulo bajo
el mismo angulo. Los tres lugares obtenidos, cada
uno con su color correspondiente, solo se cortaran
en aquel punto en que los tres lados se vean con el
mismo angulo (punto isogoénico). Si todos los angulos
del tridngulo son menores que 120°, este punto caera
en el interior del tridngulo y coincidira con el punto
de Fermat (figura 22):

Rojo: exp(~10 abs(Angulo(A, B1, B)—
—Angulo (B, B1, C)))

Figura 20. Los dos puntos que cumplen la igualdad

Figura 21. Valores reales de la curva p(x, y)=0



Verde: exp(~10 abs(Angulo(B, B1, C)—
—Angulo(C, B1,A)))

Azul: exp(=10 abs(Angulo(C, B1,A)—
—Angulo(A, B1, B)))

En el siguiente ejemplo partimos de cinco puntos
dados. El lugar (figura 23) consiste en el conjunto de
puntos cuya suma (C1) de distancias a los tres puntos
blancos es la misma que la suma (D1) de distancias
a los dos puntos naranjas. La composicién de color
que hemos usado en esta ocasion es:

Rojo: exp(-abs(C1-D1)) (C1<D1)
Verde: exp(-abs(C1-D1)) (C1>=D1)
Azul: exp(-abs(C1-D1-floor(C1-D1))) (C1>=D1)

En la regién roja se cumple C1<D1. La igualdad se

alcanza en el borde de esa region.

Figura 22. Punto de Fermat

Figura 23. Equilibrio entre sumas
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Numeros complejos

GeoGebra apenas distingue entre un nimero com-
plejo y su afijo (punto que representa al nimero
complejo en el plano complejo), por lo que podemos
usar el escaner para representar numeros complejos
con la misma facilidad que representamos puntos del
plano.

Por ejemplo, en la hoja de calculo creamos la sucesion:

Cl1=$B1+B12
D1=$B1+C12

y asi hasta T1. Ahora asignamos a B1 la composicion
de color:

Rojo: exp(abs(L1)) (abs(T1) <
Verde: exp(abs(P1)) (abs(T1) <
Azul: exp(abs(T1)) (abs(T1) <

2)
2)
2)

obteniendo la imagen de la figura 24, donde el color
de cada afijo refleja la velocidad de convergencia del
correspondiente nimero complejo.

Como GeoGebra permite exportar e importar ima-
genes, podemos usar las graficas obtenidas para co-
locarlas de fondo de pantalla y explorar sobre ellas.
En la figura 25 vemos otra imagen del conjunto de

Figura 24. Conjunto de Mandelbrot
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Mandelbrot, obtenida de modo similar a la anterior.
De hecho, fue el primer mapa de color (Losada,

2009) obtenido con GeoGebra.

La imagen se cre6 en marzo de 2009 y no es hasta ju-
nio del mismo ano, con la aparicién de la version 3.2,
cuando GeoGebra incorpora la hoja de cilculo. Asi
que el escaner era muy rudimentario, un inico punto
que barria la pantalla linea a linea. Solo le llev6 cuatro
horas... Sobre la imagen, una exploraciéon dinamica de
las espirales tipicas del proceso de convergencia (ver el
libro de GeoGebra mencionado en la introduccion).

Funciones complejas

Dado que el plano complejo tiene dos dimensiones
(qué otra cosa se puede esperar de un plano), la grafica
de una funcién compleja de variable compleja queda
sumergida en un espacio de cuatro dimensiones, espa-
cio con el que estamos «poco familiarizados».

No obstante, existen diversos métodos para intentar
una representacion grafica que ayude a visualizar el
comportamiento de una funcién compleja. Expone-
mos a continuacion los principales ya existentes y la
nueva propuesta, aplicados a la misma funcion:

flz)=(z—-1)/(+1)

Figura 25. Exploracion sobre el conjunto de Mandelbrot

METODO 1: SOLO LA IMAGEN

DE LA FUNCION, F(2)

Representamos el efecto que produce la funcién
compleja sobre un conjunto determinado, como por
ejemplo una circunferencia. Lo mas habitual, y es el
método que usa GeoGebra, es elegir como conjunto
del dominio los complejos cuyos afijos ocupan una
cuadricula plana (figura 26).

Interpretaremos mejor esta figura si diferenciamos la
imagen de las horizontales de la cuadricula de la ima-
gen de las verticales (figura 27). Usando secuencias:

Secuencia(Curva(real(f(a+b {)), imaginaria(fla+ b {)),
a,—10, 10), b,~10, 10)

Secuencia(Curva(real(f(a+b {)), imaginaria(fla+ b {)),
b,—10, 10), a,—10, 10)

La primera secuencia son las imagenes (en rojo) de
las rectas horizontales de la cuadricula. La segunda
secuencia, de las verticales (en verde).

METODO 2: PARTE REAL E IMAGINARIA

(O MODULO Y FASE), INDEPENDIENTEMENTE
Gracias a la incorporacién de la vista 3D, podemos
representar en ella las superficies resultantes de se-
parar la parte real y la parte imaginaria (o, alterna-
tivamente, el médulo y la fase) de la imagen de la
funcién (figura 28).

Figura 26. Imagen de la funcién f(z)=(z - 1) / (z2+1)



METODO 3: COLORACION DE DOMINIO
Representamos en el plano tanto el médulo como la
fase de la imagen f(z); el médulo mediante isolineas
y la fase mediante un cédigo de color. Este pro-
cedimiento se denomina «coloracién de dominio»
(domain coloring; Farris, 1997).

Como la fase (o argumento principal) tiene perio-
dicidad 2m, conviene sustituir el codigo RGB por el
de HSL, pues el canal H (matiz) produce el mismo
color (rojo) en 0y 1,lo que concuerda bien con la
periodicidad de la fase. Para provocar la aparicién de
las isolineas, usaremos el canal L (luminosidad).

Definimos las siguientes funciones auxiliares (Ponce,
2019) para el matiz y la luminosidad:

H(x,y)=1/2+ (—atan2d(y,—x)) / (2m)
L(x,y)=1/2—(6H(x, y)—floor(18H(x, y)) / 3)

Abrimos la hoja de célculo, definimos C1 y D1 como:

Cl=real(f(x(B1) + L y(B1)))
D1 =imaginaria(f(x(B1) + { y(B1)))

y asignamos la composicion de color HSL a B1:
Matiz: H(C1, D1)

Saturacidn: 1
Luminosidad: L(C1, D1)

Figura 27. Imagen f(z) de horizontales (rojo) y verticales
(verde)
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Observemos (figura 29) los remolinos de color que se
forman alrededor de la raiz y los polos de la funcion,
aunque no se distingue bien cual es cual.

METODO 4: ESCANER 3D

Veamos un cuarto y novedoso método (Losada,
2021), combinacién de los dos ultimos métodos. Al
igual que en el segundo método, representamos el
modulo de la imagen de la funcién. Es decir, para
cada complejo z=a+Db {, representamos la superficie
que contiene a los puntos (a,b,sqrt(a2 +b2)).

Pero ahora someteremos cada uno de los puntos de
esta superficie a la accidn del escaner, que se encarga
de colorearlos segiin sea su fase, como se ha hecho en
el método de coloracion de dominio. Esto nos ahorra
las isolineas del mddulo, al tiempo que diferenciamos
perfectamente raices y polos.

Este tipo de representacién ya ha sido implementado
en el comando colorplot de CindyJS (Montag y Ri-

Figura 28. Parte real (verde) e imaginaria (rojo) de f(z)

Figura 29. Dominio coloreado (izquierda) y su imagen f(z)
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chter-Gebert, 2018), el proyecto de coddigo abierto
complementario del programa (no gratuito) Cinde-
rella. Sin embargo, GeoGebra carece, al menos en el
momento de escribir estas lineas, de un comando
similar, por lo que debemos usar el escaner para ob-
tener este tipo de graficas.

Para construir este escaner 3D necesitamos una co-
lumna mas de la hoja de calculo, que aloje los puntos
de la superficie:

E1=(x(B1), y(B1), abs(f(x(B1) + L y(B1))))

Estos puntos Ei sustituiran a los puntos Bi en el es-
caner. Solo tenemos que aplicarles el cddigo de color
correspondiente a la fase de la imagen f(z):

Matiz: H(C1, D1)
Saturacidon: 1
Luminosidad: 1/2

Aqui nos encontramos con un problema técnico.
Como el procesado grifico en la vista 3D de Geo-
Gebra consume mas recursos que la 2D, se bloquea
al intentar pasar el escaner de 400 puntos. Nos vemos
obligados a reducir el numero de puntos a la mitad,
aumentando su tamafo al doble. Perdemos defini-
ci6n, pero incluso asi el resultado merece la pena.

La figura 30 muestra dos puntos de vista de la misma
grafica. A la izquierda, se aprecia la superficie que

representa el modulo de f(z). A la derecha, el punto
de vista ortogonal al plano XY, que coincide (sin las
1solineas del médulo, ahora obsoletas) con la imagen
derecha de la figura 29.

Conclusién: hacia el mapa dinamico
de calor

El color aporta una nueva dimension a una superficie,
de modo que la informacién de un punto viene dada
no solo por su posicién, sino también por su color.
Esta dimension extra nos permite representaciones
graficas con gran densidad de informacion: los mapas

de c@lor.

Podemos concebir un escaner de color 12 x 8, como
el que hemos construido, como una matriz 600 x
400 donde cada elemento es un vector que aporta,
ademas de la posicion del punto, los valores del color
dinamico correspondiente a ese punto.

Seria deseable que GeoGebra, como ya estan hacien-
do otros programas, incorporase un comando especi-
fico que permitiese definir y trabajar con esta matriz
prescindiendo de la creacion de los 200 o 400 puntos
que integran el escaner, esto es, de la necesidad del
uso de la hoja de cilculo y el deslizador. No solo se
abreviaria todo el proceso, sino que se agilizaria su
ejecucion hasta el punto de poder crear y manipular
mapas dindmicos de c@lor.

Figura 30. Escaner 3D. A la derecha, vista XY
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