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Una de las sesiones de ESTALMAT en Illes Balears
(desde su inicio, en el curso 2016-2017), se dedica al
estudio de las teselaciones del plano. Para ello se pro-
pone la exploracion del material Pattern blocks, creado
en los afios 60 (Elementary Science Study, 1974), que
consiste en un juego de piezas geométricas de colores
y formas diversas (figura 1),y con el que se puede
trabajar buena parte de la geometria plana. Uno de
los antecedentes mas remarcables del uso de juego de
piezas de mosaico para la ensenanza de propiedades
geométricas es de Puig Adam (1956). Para esta sesion el
material utilizado es: una caja de Pattern blocks para cada
grupo de tres alumnos, una camara de documentos
para poder visualizar las construcciones y trasladar las
preguntas a partir del material directamente, una pan-
talla y ordenador para proyectar un simulador virtual
y GeoGebra, y una pequena ficha a modo de registro.
También es necesario unas tijeras para cada grupo.

La sesion comienza con un primer momento de ma-
nipulacién libre (figura 2). Se reparte una caja de

Pattern blocks por grupo y se anima a los alumnos
a construir aquello que les apetezca.Ya desde este
momento aparecen construcciones geométricas muy
diversas, con simetrias, traslaciones y rotaciones (algu-
nas en forma de mandalas), aunque también aparecen
otras figuras con formas humanas, animales y flores,
entre otras. Con ello se pretende motivar a los alum-
nos para el estudio posterior: ;qué vamos a hacer hoy?

La primera propuesta consiste en un estudio de las
figuras geométricas con las que han estado jugando.
Después de este primer contacto, los alumnos obser-
van que las piezas de un mismo color corresponden
a una misma forma geométrica. En este momento se
hace un breve repaso por los nombres de dichas figu-
ras: cuadrado (naranja), triangulo equilatero (verde),
hexagono regular (amarilla), trapecio (roja), rombo
(azul) y rombo (blanca). A continuacion, se traslada
la primera pregunta: ;qué miden los angulos interiores
de las piezas? La dificultad radica en encontrar di-
chas medidas sin un transportador de angulos, usando
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unicamente la comparacion. Los patrones elegidos
suelen ser el angulo recto del cuadrado, o el angu-
lo de 60° del triangulo equilatero. A partir de ellos,
con composiciéon y descomposicion, se descubren el
resto de los angulos. Para animar a la justificacion,

Figura 1. Pattern blocks

se propone la pregunta ;por qué? a cada uno de los
resultados (figura 3). Asi, se llega a la conclusion de
que los angulos interiores de las piezas son de 30°,
60°,90°, 120°, 150°. En este momento la justifica-
cién llega a pedir la explicacién de porqué el angulo
completo tiene 360° (y no 100°, o 400°), llegando
a la conclusion de que dicha convenciéon pudo ser
motivada por practicidad, ya que 360 tiene una gran
cantidad de divisores.

El estudio de las piezas contintia con la busqueda del
perimetro y el area de cada una de las piezas, tenien-
do en cuenta que la unidad de longitud es el lado
del cuadrado. Si bien el perimetro es una tarea muy
asequible (aparecen unicamente longitudes enteras),
el calculo de las areas no lo es tanto. En este caso, el
patron unidad de superficie que adoptan los alum-
nos es doble: el triangulo equilatero y el cuadrado. A
partir del tridngulo equilatero se pueden componer
el hexdgono, el rombo azul y el trapecio. En una

Figura 2. Manipulacién libre para descubrir el material



primera aproximacion, algunos alumnos consideran
que la superficie del triangulo equilatero es la mitad
de la del cuadrado, ya que da la sensaciéon de que la
altura del triangulo es la misma que el lado del cua-
drado, un error que debe ser discutido de inmediato.
Después de una observacion mas detallada, los alum-
nos llegan a la conclusiéon que no es asi, y entonces
calculan el area del triangulo equilatero por medio de
Pitagoras. De todas formas, hay alumnos que desco-
nocen Pitagoras (algunos son de 1.° de ESO), y se las
ingenian para intentar descubrir relaciones racionales
de las longitudes. El caso mas remarcable se produjo
en la sesion de 2023, cuando una alumna vio que, si
unia las alturas de 7 tridngulos equilateros, obtenia
una longitud muy similar a los lados de 6 cuadrados
(figura 4). En efecto, 6/7 = 0,857142... es una muy
buena aproximacion racional a la altura del tridngulo

equilatero, que es V3/2 = 0,860254037...

La siguiente dificultad que se presenta es el calcu-
lo del area del rombo blanco, ya que no aparece de
forma inmediata ninguna relacién con el resto de las
figuras. Una primera respuesta es que la superficie del
triangulo equilatero y la del rombo es la misma, pero
de nuevo esta respuesta se basa en una visualizaciéon a
partir de jugar con las piezas (figura 5). En el momento

Figura 3. Medida de los dngulos interiores a partir
de la divisién del angulo completo
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de formalizar dicha relacion se observa que no es co-
rrecta. Después de varios minutos, no es extrano ver
la relacién entre figuras con la construcciéon de un
pentagono equilatero, que lleva a la conclusion de que
el area del rombo blanco es la mitad de la del cuadrado.

De todas formas, en la sesion de 2017, una alumna
descubri6 otra justificacion. Colocando dos rombos
unidos como se muestra en la figura 6, se obtiene un
paralelogramo que tiene la misma altura y base que
el cuadrado v, por tanto, el area del rombo blanco
serd la mitad de la del cuadrado. Esta brillante justi-
ficacidn estd animada, sin lugar a dudas, por el uso
del material fisico.

Después del estudio de las piezas, se propone empe-
zar el estudio de las teselaciones. ; Qué entendemos por
embaldosar el plano? Hay dos condiciones necesarias:
que no queden huecos entre las figuras y que se re-
cubra toda una superficie (que en nuestro caso sera
ilimitada). La pregunta que se traslada ahora es: Si
tomamos piezas de un tinico colot, ;cémo podemos embal-
dosar una supetficie ilimitada? Después de unos minutos
de exploracidn, los alumnos llegan a la conclusién de
que todas las piezas sirven para embaldosar el pla-
no. En este punto, también es bueno animar a los

A

Figura 5. Pentagono
equilatero compuesto
por diferentes figuras

] E

Figura 6. El area del cuadra-
doy el &rea de dos rombos
blancos coinciden

Figura 4. Comparativa
de alturas entre cua-
drados y triangulos
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alumnos a que busquen diferentes formas de embal-
dosar una superficie ilimitada usando piezas de un
unico color (figura 7).

La siguiente propuesta aparece con una situacion:
Vamos a la tienda de materiales de construccién y nos en-
contramos con una baldosa que esta de oferta, pero nos
llama la atencién por su _forma (figura 8).

¢Podremos embaldosar el plano con ellas? Si es posible,
scémo se puede describir la construccion del mosaico de
manera sencilla? Para desarrollar la respuesta, se reparte
una hoja con muchas copias de este cuadrilatero y
tijeras para recortar. De nuevo, un momento de ex-
ploracién manipulativa se hace necesario. Después de
valorar diferentes posibilidades, se llega a la conclu-
sidn que si es posible teselar el plano con estos cua-
drilateros (figura 9). La dificultad ahora se traslada a

la representacion. Se les propone el uso de letras para
los vértices del cuadrilatero, y describen un algoritmo
para construir la teselacién. De todas formas, siempre
aparece una de las descripciones mas simples: «Solo
hay que juntar lados iguales con lados iguales».

A continuacidn, se construye dicha teselacion
en GeoGebra (<https://www.geogebra.org/m/
m9wy8jbz>), teniendo en cuenta que la figura ini-
cial se debe rotar 180°, con el centro en el punto
medio de cada lado. Asi, la construccion depende
unicamente de los vértices iniciales del cuadrilatero
concavo. Una breve manipulaciéon de esta hoja de
GeoGebra hace llegar a la conclusiéon que todo
cuadrilatero simple tesela el plano (figura 10).

Otra actividad que se puede desarrollar con Pa-
ttern blocks, que sera relevante para el estudio de las

Figura 7. Teselaciones con piezas de un Unico color

Figura 8. Baldosa de oferta

Figura 9. Resolucion del embaldosado
con la baldosa céncava

GeoGebra
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Figura 10. Construccién en GeoGebra de la teselacion
con un cuadrilatero céncavo



teselaciones semiregulares, es la basqueda de po-
ligonos regulares, mas alla de los que aparecen en
las piezas. Efectivamente, se puede construir un
dodecagono regular, ya que sus angulos interiores
son de 150°. Entonces, se propone un reto: ;cudntos
dodecagonos regulares sois capaces de construir? A conti-
nuacion, gracias a la camara de documentos, se van

exponiendo diferentes configuraciones (figura 11).

Si se anade la restriccion del uso dnicamente del
triangulo equilatero y del rombo blanco, aparecen
infinidad de soluciones. Una conclusion interesante
a la que llegan los alumnos es que la superficie de
todo dodecagono regular siempre estard formado
por 12 triangulos equilateros y 6 cuadrados, por lo

Figura 11. Construccién de diferentes dodecagonos
regulares
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que cualquier solucién sera componer y descom-
poner estas 18 piezas.

A continuacidn, se propone el estudio de mosaicos
semirregulares, aquellos que se forman con poligonos
regulares, de manera que en cada vértice siempre
aparece la misma configuracion, siguiendo siempre
el mismo orden. Asi, aparecen todos los mosaicos se-
mirregulares (figuras 12 y 13), a excepcion del que
se construye con octéogonos y cuadrados, ya que los
octdégonos no se pueden construir con Pattern blocks.
La consigna para descubrirlos es usando tinicamente
cuadrados y triangulos equilateros, ;como embaldosarias un

espacio ilimitado siguiendo estas restricciones?

/m

Figura 12. Construccion del mosaico 3-3-4-3-4
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Figura 13. Mosaicos semirregulares construibles con pattern blocks
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La sesion finaliza con una construccién de mosaicos a
partir de modelos incompletos, por lo que deben ob-
servar el patron de construccion, y con unos minutos
para construir mosaicos de manera libre (figura 14).

Conclusiones

Como se ha podido comprobar, el estudio de las
propiedades geométricas a partir de material mani-
pulativo, como es el caso de Pattern blocks, puede ser
muy beneficioso a todas las edades, ya que anima
la exploracion y el descubrimiento. De todas for-
mas, después de un momento de manipulacion, debe

Figura 14. Construccién de un mosaico
con sensacion de profundidad

seguir un momento de representacion, formalizaciéon
y justificaciéon de las propiedades observadas, ya que
se pueden generar algunas confusiones asociadas a la
observacidén y la manipulacién del material.
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