Dobble: un proyecto

STEMbach basado

en la Geometria Proyectiva'

José Angel Cid Araujo
Samuel Civeira Corral
Carlos Ferreiro Garcia
Iria Gonzalez Alvarez-Ron

num. 106
pp. 19-26

SUM?

Articulo recibido en Suma en noviembre de 2022 y aceptado en febrero de 2024

En un plano proyectivo finito, dos rectas distintas siempre
tienen un punto en comun y todas las rectas tienen el
mismo numero finito de puntos. En el juego Dobble, dos
cartas distintas tienen una Unica figura en comun y todas
las cartas tienen el mismo numero de figuras. Si llamamos
rectas a las cartas y puntos a las figuras de cada carta,
el modelo se nos antoja adecuado para poder explicar el
juego mediante un plano proyectivo finito, en concreto,
de orden 7. Comenzamos introduciendo cuerpos finitos,
sistemas axiomaticos formales, los planos proyectivos fini-
tos, los planos ciclicos y los discos de Penrose. Finalmente,
vemos que se pueden generar juegos del tipo Dobble con
1 4+ n + n? cartas y n + 1 figuras por carta, siendo n la
potencia de un primo.

Palabras clave: Algebra, Proyecto STEM, Planos proyec-
tivos finitos, Conjuntos con diferencia perfecta, Dobble.

Dobble es un juego de cartas (figura 1), bastante po-
pular, creado, entre otros, por Jacques Cottereau y
Denis Blanchot y en la actualidad existen numerosas
versiones: Harry Potter, Stars Wars, Dobble Infantil,...
La mas conocida, comercializada por Asmodée —y
que en Estados Unidos recibe el nombre de Spot
it'—, consta de 55 cartas en forma de circulo. Cada
carta contiene ocho figuras —de un total de 57—y

A STEMbach project based on Finite Proyective
Geometry // In a finite projective plane, two distinct
lines always have a point in common and all lines have
the same finite number of points. In the game Dob-
ble, two distinct cards have a single figure in common
and all cards have the same number of figures. If we
call the cards straight lines and the figures of each card
points, the model seems adequate to explain the game
by means of a finite projective plane, in particular, of
order 7. We begin by introducing finite fields, formal
axiomatic systems, the finite projective planes, the cyclic
planes and the Penrose discs. Finally, we see that Dobble
type games can be generated by 1+n+n? cards and
n+1 figures per card, where n is the power of a prime.
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Figura 1. Dobble, el juego de cartas
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dos cartas cualesquiera tienen en comun una, y solo
una, de esas figuras. Hay varias formas de jugar, pero
en todas ellas se busca ser el primero en encontrar
la figura comtn que comparten dos cartas y asi po-
der cogerlas, o deshacerse de ellas, mas rapido que
los rivales.

Se presentan, entonces, varias preguntas naturales:
scomo se disena este juego?, ;pueden crearse otras
cartas con las mismas propiedades y con diferente
namero de cartas y figuras en cada carta? Sorpren-
dentemente, las respuestas a estas cuestiones se en-
cuentran en la geometria: de hecho, Dobble compar-
te estructura con un fascinante objeto geométrico
llamado plano proyectivo finito?. En geometria, las
nociones basicas como «linea», «punto»..., perma-
necen sin definir; simplemente se establecen las rela-
ciones que deben satisfacer estas nociones mediante
los llamados «Axiomas». Asi, si en el juego Dobble
llamamos «puntos» a las figuras y «lineas» a las cartas,
la principal propiedad del juego establece que dos
lineas cualesquiera (cartas) siempre se intersecan en
un Unico punto (figura). Como veremos, el modelo
geométrico que se corresponde con Dobble no es
el de la geometria euclidiana —donde existen rectas
que no se cortan (paralelas)— sino el de la geome-
tria proyectiva, donde, ademas de no existir rectas
paralelas, se cumple una bella simetria (dualidad) que
permite intercambiar «lineas» y «puntos» en los teore-
mas sin afectar a su validez (por ejemplo, en Dobble
también se cumple que dos figuras cualesquiera estan
siempre contenidas en una Gnica carta’).

La relacién entre Dobble y la geometria proyectiva
es conocida, empezando por la referencia que se hace
a la misma en las propias instrucciones del juego,
y ha sido analizada en diversos articulos, como por
ejemplo Bourrigan (2011), Deléglise (2013), Polster
(2015), Puzzlewocky (2020) y Sengupta (2016). Sin
embargo, hasta donde nosotros sabemos, no existe bi-
bliografia en castellano sobre este tema. Nuestro ob-
jetivo con este articulo es triple: en primer lugar, nos
gustaria rellenar esta laguna proporcionando una re-
ferencia en castellano sobre esta asombrosa conexion.
En segundo lugar, queremos dar a conocer una cons-
truccion de los planos proyectivos finitos mediante

conjuntos de diferencia perfecta y discos de Penrose
que resulta novedosa en este contexto, ademas de
tremendamente tGtil. En tercer lugar, queremos dar a
conocer algunos de los resultados obtenidos dentro
del programa STEMbach del IES Blanco Amor de
Ourense y animar a otros profesores a desarrollar con
sus alumnos proyectos basados en juegos como el
propio Dobble u otros como SET (Hsu, Ostroff y
Van Meter, 2020).

El presente articulo estd organizado como sigue: en
el primer apartado presentamos las definiciones de
cuerpos finitos y planos proyectivos, en el segundo
apartado indicamos como construir los cuerpos fini-
tos e introducimos los planos proyectivos de orden n
de forma axiomatica, asi como una serie de resultados
interesantes relativos a su nimero de puntos y lineas.
En el tercer apartado se definen los conjuntos de
diferencia perfecta y los discos de Penrose generados
por ellos, que permiten representar de forma sencilla
las lineas de un plano proyectivo de orden #, siendo
n potencia de un primo. En el cuarto apartado se
usan los métodos de la seccion anterior para desvelar
las dos cartas que faltan en Dobble y para construir
nuevos juegos con diferente nimero de cartas y fi-
guras. Finalmente, en el quinto apartado, mostrare-
mos diversas conexiones de la geometria finita con
otras areas.

Cuerpos finitos y planos proyectivos

Cuando un cuerpo K tiene un nimero finito de ele-
mentos se llama «cuerpo finito». Los cuerpos finitos
tienen algunas propiedades sorprendentes, como el
Teorema de Wedderburn (Aigner y Ziegler, 2018),
que afirma que todo cuerpo finito es conmutativo*
—a diferencia del caso infinito donde los cuaternio-
nes son un ejemplo de cuerpo no conmutativo—, e
incluso han sido propuestos como posibles modelos
para la realidad fisica (Penrose, 2006). Para nuestros
propositos, lo relevante es que a partir de cualquier
cuerpo finito con n elementos es posible generar un
plano proyectivo de orden n. Los cuerpos finitos mas
sencillos se obtienen como congruencias modulo un
namero primo.
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DEFINICION

Decimos que a 'y b son congruentes modulo n si am-
bos dejan el mismo resto al dividirlos entre n, 0 equi-
valentemente si a — b es multiplo de n. Escribiremos

a = b (mod n).

La congruencia médulo # es una relaciéon de equi-
valencia, y la clase de equivalencia de un entero a se
denota como [d] , o simplemente [a] si sobreenten-
demos el modulo. El conjunto cociente de todas las
clases de equivalencia modulo # se denota como

Z ={[0],[1],[2], ..., [n — 1]}.

Sean [a] y [b] las clases de equivalencia médulo n
de ay b respectivamente. Se definen las operaciones
suma y multiplicacién mediante:

[a], + [b], = [a + ],
[al, - [b], = [a - 0],

De este modo, Z” se convierte en un anillo con n
elementos que, ademas, es un cuerpo si 'y soélo si n
es un nimero primo. Estos son los cuerpos finitos
mas simples, pero ya en el siglo x1x se demostro,
siguiendo la obra de Galois, que existe un cuerpo
finito con g elementos si y solo si g es potencia de
un primo (se sabe también que este cuerpo es tnico
salvo isomorfismo). Este cuerpo, denotado por GF(q),
llamado el cuerpo de Galois de orden ¢, no es igual
a Zq a no ser que ¢ sea primo. La importancia de los
cuerpos GF(q) en geometria proyectiva finita es que
su existencia nos permite construcciones que pueden
ser extendidas de primos a potencias de primos.

En términos generales, GF(p") con p primoym € N,
m = 1, puede ser construido como sigue:

Encontramos un polinomio f{x) de grado m, con co-
eficientes en Z, que sea irreducible sobre Z, es decir,
que no pueda ser expresado como producto de dos
polinomios de menor grado con coeficientes en Z,.

Luego tomamos como elementos de GF(p") a todos
los polinomios sobre Z, de grado menor que m.Tales
polinomios seran de la forma

a x"'"+a x"?+

m—1 m—2

+ ax + g,

donde hay p posibilidades para cada a; en consecuen-

m

cia, habra p” de tales polinomios.
Se dota a GF(p") con estructura de cuerpo definien-
do las siguientes operaciones:

La suma se realiza sumando los coeficientes corres-
pondientes (mod p).

La multiplicacidn se realiza (mod f(x)), es decir, mul-
tiplicando de manera normal en el anillo de poli-
nomios con coeficientes en Z, y luego tomando el
resto de la division del producto obtenido entre f{x)

EJEMPLO

A continuacidn, construimos un cuerpo de orden 4,
es decir, con 4 = 22 elementos.

Tomamos f{x) = x* + x + 1 como polinomio irredu-
cible®. Los elementos del cuerpo seran 0, 1, x, x + 1,

y la suma y multiplicacion se lleva a cabo como sigue:

+ 0 1 x x+ 1
0 0 1 x x+1
1 1 0 x+ 1 x
x x x+1 0 1
x+1 | x+1 x 1 0

0 1 x x+ 1
0 0 0 0 0
1 0 1 x x+1
X 0 X x+ 1 1
x+1 0 x+1 1 x

Por ejemplo,
x+(x+t1)=2x+1=1 (mod x>+ x + 1),
puesto que 2 = 0 (mod 2);
x-(xt+thHh=x+x=x+x+1)+1=
=1 (mod x>+ x + 1);
x+t1)P=x+2x+1=>+1=
=x+tx+1) +x=x(modx*+ x+1).
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A continuacién, presentamos la definicién axioma-
tica de plano proyectivo finito. Como se ha indicado
anteriormente, los términos basicos permanecen sin
definir, lo que proporciona una gran versatilidad y
potencia a este enfoque.

DEFINICION

Un plano proyectivo finito de orden n,n € N,n > 1
es un conjunto de «puntos» y ciertos subconjuntos
llamados «ineas» que cumplen los siguientes axiomas:

—Ax. 1. Existen al menos cuatro puntos, tales
que ninguna terna de los mismos es incidente
a la misma linea.

— Ax. 2. Existe al menos una linea que contiene
exactamente n + 1 puntos.

—Ax. 3. Dados dos puntos distintos, existe una
Unica linea que los contiene.

— Ax. 4. Dadas dos lineas distintas, existe al me-
nos un punto comun a ambas.

EJEMPLO

El plano proyectivo finito con el menor niimero po-
sible de puntos se obtiene para n = 2,y es el cono-
cido como plano de Fano (7 puntos y 7 lineas con 3
puntos en cada linea) (figura 2).

1

Figura 2. Plano de Fano

Hemos coloreado cada una de las lineas con diferen-
tes colores para distinguirlas, pero en realidad cada
linea tiene solo tres puntos (a continuacién, en cada
columna indicamos los puntos que pertenecen a la
linea correspondiente):

2
2
5
3

[ L e

LD O K~ U
N U1 =N
S W =

1 3
2 2
4 6
1 0

Una caracteristica de los planos proyectivos es la
dualidad que desempenan los puntos y las lineas. En
un plano proyectivo, una afirmacién que contenga
puntos, lineas y relaciones de incidencia entre ellos
se puede dualizar, es decir, intercambiar puntos por
lineas —y viceversa— v, con los ajustes gramaticales
necesarios, la afirmacion sigue siendo cierta. Esto
es asi porque los duales de los axiomas 1-4 son
resultados demostrables (teoremas), lo que permite
dualizar la demostraciéon de cualquier teorema para
obtener una prueba valida del teorema dual. Enun-
ciamos a continuacién los duales de los Axiomas
1-4 cuyas demostraciones pueden encontrarse en

Cederberg (2001).

—Teorema 1 (Dual del Ax. 1). Existen al menos
cuatro lineas, tales que ninguna terna de estas
son concurrentes en un punto.

—Teorema 2 (Dual del Ax. 2). Existe al menos
un punto que estd contenido en exactamente
n + 1 lineas.

—Teorema 3 (Dual del Ax. 3). Dadas dos lineas
distintas, tienen exactamente un punto en co-
mun entre ellas.

—Teorema 4 (Dual del Ax. 4). Dados dos pun-
tos distintos, existe al menos una linea que
los contiene.

A partir de estos resultados no es dificil obtener el
namero de lineas que pasan por un punto y el na-
mero de puntos que contiene cada linea.

— Teorema 5. En un plano proyectivo de orden n
cada punto esta exactamente en n + 1 lineas.
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— Teorema 6 (Dual del teorema 5). En un plano
proyectivo de orden #, cada linea posee exac-
tamente n + 1 puntos.

Finalmente, deducimos un resultado interesante: el
numero de puntos y lineas presentes en un plano
proyectivo de orden n.

—Teorema 7. Un plano proyectivo de orden n
contiene exactamente n*> + n + 1 puntos y
n* + n + 1 lineas.

Como cada carta de Dobble contiene 8 simbolos,
el teorema 6 nos indica que debe modelarse con un
plano proyectivo de orden n = 7. El teorema 7 nos
dice, entonces, que debe contener n* + n + 1 = 57
cartas y 57 simbolos: como Dobble se comercializa
solo con 55 cartas, resulta que «faltan» 2 cartas que
pueden ser construidas sin afladir ningin simbolo
nuevo y conservando la jugabilidad. Veremos, mas
adelante, como descubrir estas cartas perdidas para
poder anadirlas a la baraja y restaurar la simetria
del juego.

Una cuestion natural sin resolver es la determinacion
de los ordenes n para los cuales existe algin plano
proyectivo finito. Se sabe que, si n es la potencia de
un primo, entonces existe un plano proyectivo de or-
den n:basta construir el plano proyectivo [P_(IK) sobre
el cuerpo finito K = GF(n) de n elementos (Ayres,
1971). Como es bien sabido, los «puntos» de P,(IK)
son las rectas del [K-espacio vectorial tridimensional
[<* que pasan por el origen (de las que excluimos el
origen) y las dineas» de PP (IK) son los planos de [K°
pasando por el origen (de las que excluimos el origen).

También existen planos que no derivan de cuerpos
finitos, pero el orden de todos los encontrados has-
ta ahora es siempre la potencia de un primo. Por
ejemplo, se sabe que hay cuatro planos proyectivos
diferentes de orden 9, tres de ellos no desarguesianos

(Cederberg, 2001).

El Ginico teorema general de no existencia de planos
proyectivos es el conocido teorema de Bruck y Ryser
(Bruck y Ryser, 1949).

— Teorema 8.Seann € Ntalquen = 1 o 2 (mod
4) y ademas n no es suma de dos cuadrados en
Z. Entonces no existe ningin plano proyecti-
vo de orden n.

Un corolario inmediato del teorema de Bruck y Ry-
ser es la no existencia de planos proyectivos de orden
6. Este resultado esta relacionado con el problema
de los 36 oficiales de Euler que comentaremos en el
apartado siguiente.

El caso n = 10 no estd cubierto por el teorema
de Bruck y Ryser porque 10 =2 (mod 4) pero
10 = 1% + 37 Sin embargo, tras un prolongado e
intenso programa de investigacion, se ha demostrado
que no existe ningtn plano proyectivo de orden 10
(Fraleigh, 1994,y Lam, 1991).

Nada se sabe sobre la existencia o no de planos pro-
yectivos de orden n para valores de n # 10, que no
sean potencia de un primo y que no cumplan las
condiciones del teorema de Bruck y Ryser. El primer
caso abierto es, por tanto, n = 12.

Conjuntos con diferencia perfecta
y discos de Penrose

Es bien sabido cémo construir un plano proyectivo a
partir de un plano afin completandolo con los puntos
del «nfinito» (Deléglise, 2013). Aqui, sin embargo,
adoptaremos un enfoque menos conocido, pero que
resulta mas comodo para representar planos proyec-
tivos finitos y que sera de gran utilidad a la hora de
elaborar nuestros propios juegos.

DEFINICION

SeaS = {a,a,..a,}donden=2,0=a=k—1
ya€ Zparai=1,.,n+ 1.

Se dice que S, un conjunto con diferencia perfecta de
orden n (con respecto a k) si, para todo m # 0 (mod k),
existe un Gnico par ordenado (a, a) tal quea,a € S
ya,-a= m(mod k).

Por ejemplo, S, = {0, 1, 3} es un conjunto con dife-
rencia perfecta de orden 2 (con respecto a 7) puesto que:
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1=1- 0 (mod7),
= 3— 0 (mod 7),
5=1— 3 (mod7),

2=3—1 (mod?7),
4 =0— 3 (mod 7),
6=0— 1 (mod?7).

Los conjuntos con diferencia perfecta de un orden
dado no son tnicos. Por ejemplo, {1,2, 4} también
es un conjunto con diferencia perfecta de orden 2
(con respecto a 7). De hecho, todos los conjuntos
{i,1+i,3 + i} dondei=1,...,6,conlasuma mo-
dulo 7, son con diferencia perfecta de orden 2. Mas
atn, dos nimeros tampoco determinan de manera
Unica un conjunto con diferencia perfecta, como po-
nen de manifiesto los conjuntos {0,1,3} y {0, 1,5}
que son ambos con diferencia perfecta de orden 2
(con respecto a 7).

— Teorema 9.Si S es un conjunto con diferencia
perfecta de orden n (con respecto a k), enton-
cesk=n+n+ 1.

A la vista del teorema 9, podemos omitir «con res-
pecto a k» cuando definamos un conjunto con dife-
rencia perfecta. La importancia de los conjuntos con
diferencia perfecta es que, a partir de ellos, podemos
construir los llamados planos ciclicos, que son planos
proyectivos de orden n donde las dineas» se expresan
de una forma especialmente sencilla.

DEFINICION
Sea § = {a,a,
rencia perfecta de orden n. Entonces el conjunto

., a_ } un conjunto con dife-

P= {p,p, D,z ) formado por n* + n + 1 pun-
tos y cuyas lineas son

}s
para j € {0,1,...,n° + n},

Ly = {pal_j’ pﬂz_j’ ceeey p

ap1—j

donde todas las restas del tipo «a, — j» que aparecen
en los subindices son mdédulo k = »#?> + n + 1, se
denomina plano ciclico de orden n generado por S .

EJEMPLO

Sea S, = {0, 1, 3} un conjunto con diferencia perfec-
ta de orden 2. Si las letras i y j representan subindices
de los puntos y lineas, respectivamente, el plano ci-
clico asociado se ilustra en la tabla 1.

J
0 1 2 3 4 5 6
i 0 6 5 4 3 2 1
1 0 6 5 4 3 2
3 2 1 0 6 5 4
Tabla 1

Los subindices de puntos sobre la linea L se leen
verticalmente en la tabla (por ejemplo, L, contiene

ap.,pep,)-

Es un ejercicio instructivo probar que todo plano
ciclico es también un plano proyectivo (Singer, 1938).

—Teorema 10. Un plano ciclico de orden #n es
un plano proyectivo de orden n.

Por tanto, podemos utilizar la estructura aritmética de
los conjuntos con diferencia perfecta para generar pla-
nos proyectivos de orden n. Podemos ver a en la tabla 2
una lista de diversos conjuntos con diferencia perfecta.

Con respecto a la omision en la tabla de conjuntos
con diferencia de orden n = 6, 10,12, 14, 15, 18, 20,
21y 18,20,21 y 22, se explica porque se ha demos-
trado que no existen conjuntos con diferencia per-
fecta de esos drdenes. De hecho, para n < 2000000,
la existencia de un conjunto con diferencia perfecta
de orden n implica que n es potencia de un primo
(Gordon, 1994). Ademas, siempre que n sea potencia
de un primo puede construirse un conjunto con di-
ferencia perfecta de orden n (Sengupta, 2016). Tam-
bién debe sefialarse que no todo plano proyectivo
finito puede ser representado a través de conjuntos
con diferencia perfecta.

Las lineas del plano ciclico generado por un conjunto
con diferencia perfecta de orden n pueden obtenerse
mediante un sencillo mecanismo en forma de disco
ideado por Roger Penrose, fisico matematico inglés
—flamante premio Nobel de Fisica en 2020— vy
famoso por sus contribuciones a la teoria de la re-
latividad general, la cosmologia, las teselaciones de
cuasicristales, la matematica recreativa y la divulga-
ci6én cientifica. Es muy conocida su escalera sin fin
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n Conjuntos con diferencia perfecta

2 |{0,1,3}

3 /{0, 1,3, 9

4 |{0,1,4, 14,16}

5 1{0,1,3,8, 12, 18}

7 | {0, 1,3, 13,32, 36, 43, 52}

8 |{0,1,3,7,15, 31, 36, 54, 63}

9 |{0,1,3,09, 27, 49,56, 61,77, 81}

11 ] {0, 1, 3, 12, 20, 34, 38, 81, 88, 94, 104, 109}

13 | {0, 1, 3, 16, 23, 28, 42, 76, 82, 86, 119, 137, 154, 175}

16 | {0, 1, 3,7, 15, 31, 63, 90, 116, 127, 136, 181, 194, 204, 233, 238, 255}

17 | {0, 1, 4, 38, 40, 85, 92, 110, 115, 163, 179, 189, 246, 252, 265, 279, 287, 290}

19 | {0, 1, 4, 22, 47, 61, 81, 111, 116, 147, 149, 160, 189, 201, 252, 284, 310, 358, 366, 375}

23 | {0, 1, 3,17, 36, 42, 64, 93, 131, 149, 161, 193, 204, 214, 219, 227, 264, 273, 313, 400, 448, 452, 472, 479}

Tabla 2

o escalera imposible, ideada en colaboracién con su
padre, que aparece en varios grabados del gran artis-
ta holandés M. C. Escher o en escenas de peliculas
como Los Vengadores (1998) y Origen (2010). Tam-
bién desarroll6 la teoria de los twistores, que vuelve
a estar de actualidad, pero entre todas sus magnificas
aportaciones nos interesa ahora el modesto disefio
de unos circulos que, basandose en los planos ciclicos
que hemos visto, nos permitiran construir un plano
proyectivo de orden n (Penrose, 2000):

Tomemos un circulo de un material apropiado como
cartulina o metacrilato y hagdmosle un agujero en

el centro que nos permita unirlo a otro circulo un
poco mas grande y al mismo tiempo girar sobre éL.

Marquemos en la circunferencia del borde del circulo
grande (disco base), una serie de n* + n + 1 pun-
tos igualmente espaciados, etiquetandolos en sentido

contrario a las agujas del reloj, mediante los nimeros
0,1,...,n* + n (figura 3).

En el circulo mas pequeno (disco rotatorio) mar-
caremos con flechas n + 1 puntos cuidadosamente
escogidos, que seran los indicados por un conjunto
con diferencias perfectas de orden n (figura 4).

Figura 3. Disco base

Figura 4. Disco rotatorio de Penrose
paran=7yn*>+n+ 1=57
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Las lineas del plano ciclico de orden n se obtienen
girando, una unidad de cada vez, el disco rotatorio
sobre el disco base y anotando las posiciones que
marquen las flechas en el disco base.

Completando Dobble
y creando nuevos juegos

A continuacion, describimos el procedimiento para
descubrir las cartas que faltan en el juego Dobble
comercializado por Asmodée, a la luz de la estructura
matematica que hemos expuesto.

Cogemos, al azar, una carta y consideramos el con-
junto con diferencia perfecta {0, 1, 3, 13, 32, 36, 43,
52} asociado al plano ciclico de orden 7. En nuestro
ensayo, la carta que cogimos la determinamos por
las figuras candado (punto 0) y arbol (punto 1), dado
que dos figuras de esta (jdos puntos de una recta!)
bastan, y a las restantes figuras les asignamos puntos
del mencionado conjunto: manzana (punto 3), mano
con ojo (punto 13), bomba (punto 32), gato (punto
36), telarana (punto 43) y muieco de nieve (punto
52).Ya observamos que los conjuntos {0 + i, 1 + i,
340,13 + 4,32+ 4,36 +i,43 +i,52 + i},parai =0,
1,2, ..., 56, son, también, conjuntos con diferencia
perfecta, asi que para continuar utilizamos el disco de
Penrose girando las agujas en cada paso una unidad
hacia la izquierda.

Para el siguiente paso, i = 1, tendremos el conjunto
{1,2,4,14,33,37,44,53} y cogeremos otra carta
con la tnica condicién que contenga la figura ar-
bol (punto 1). En nuestro ensayo, seleccionamos una
carta que también contenia a la margarita, a la que
asignamos el punto 2,y completamos: Copo de nieve
(punto 4), Delfin (punto 14), Zanahoria (punto 33),
Gota de agua (punto 37), Perro (punto 44) y Gafas
(punto 53).

Para i = 2, se considera el conjunto {2, 3, 4, 14, 33,
37, 44,53} y cogeremos la carta determinada por
las figuras margarita (punto 2) y manzana (punto 3).
De esta forma vamos asignando puntos a figuras de
las cartas que vamos seleccionando, cuidando de no

repetir figuras que ya tienen asignacion. Continua-
mos el proceso.

Cuando llegamos al paso i = 16, cuyo conjunto con
diferencia perfecta corresponde a {16,17,19, 29, 48,
52,2, 11}, nos encontramos con que el juego no
contiene la carta con la Hoja de arce (punto 16) y
el cubito de hielo (punto 17). El resto de figuras de
esa carta faltante, en este paso, ya tiene asignacion,
excepto la del punto 29.

A estas alturas, s6lo quedaban por asignar los puntos
29,30y 31. Notese que, si el juego contuviera todas
las cartas segtin la estructura matematica expuesta, se
requeriria llegar al menos hasta el paso i = 18 para
completar las asignaciones, ya que la maxima diferen-
cia entre dos elementos consecutivos de los conjuntos
con diferencia perfecta es 19 y en cada paso desplaza-
mos una unidad las agujas del disco de Penrose.

Con los pasos i = 17 e i = 18, descubrimos las figu-
ras correspondientes a los puntos 30 (caballo) y 31
(ancla). Queda, entonces, por descubrir la figura co-
rrespondiente al punto 29, que lo haremos mirando
otro conjunto con diferencia perfecta que contenga
al punto 29, por ejemplo, {28,29,31,41,3,7, 14,23}
para i = 28, resultando el dinosaurio, completando,
de esta manera, todas las correspondencias entre pun-
tos y figuras.

Finalmente, comprobamos las siguientes cartas segiin
la correspondencia obtenida y en el paso i = 49 nos
encontramos con que falta la carta {49, 50, 52, 5, 24,
28,35, 44}.

El resultado obtenido se presenta en la tabla 3 en la
que hemos escrito el nombre de las figuras que apa-
recen en las cartas del Dobble clasico, asignandoles un
namero entre 0y 56 segtin el procedimiento anterior.

Hemos, por tanto, localizado las dos cartas que le
faltan al juego Dobble (figuras 5y 6).

Llegados a este punto en que somos capaces de ge-
nerar juegos de Dobble con n* + n + 1 cartas, sien-
do n la potencia de un primo, pasamos a describir
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algunos ejemplos de nuevos juegos que hemos crea- notas musicales y los colores del arcoiris. En

do en nuestro proyecto STEMbach: cada carta tendremos n + 1 = 3 notas. Es el
juego mas sencillo y especialmente apto para
—Para n = 2, tenemos que n* + n + 1 = 7, nifios pequenos (figura 7).

por lo que pensamos en un juego con las siete —Para n = 3, tendriamos un juego con n* + n +

+ 1 = 13 cartas y 4 figuras en cada carta. Sigue

Cordade o Gingerman 15 Direcdon 38 siendo un juego muy facil, por eso elegimos
Arbol 1 Splashyellow 20 Iglu 39
Margarita 2 \Vela 21 Fuego 40
Manzana 3 Lapiz 22 Pollito 41
Copo de nieve 4  Tortuga 23 Coche 42
Martillo 5 Bombilla 24 Telarafa 43
Luna 6 Queso 25 Perro 44
Fantasma 7  Corazén 26 Dragén 45
Punto de mira 8 Payaso 27 Tijera 46
Reloj 9 Mariquita 28 Rayo 47
Cebra 10 Dinosaurio 29 Cactus 48
Interrogacién 11 Caballo 30 Ojo 49
Labios 12 Ancla 31 Calavera 50
Mano con ojo 13 Bomba 32 Clave de Sol 51 Figura 6. Carta faltante (i = 49)
Delfin 14 Zanahoria 33 Muieco 52
de nieve 6
Ying-Yang 15 Biberén 34 Gafas 53 )
Hoja de arce 16 Exclamacién 35 Trébol 54 ’RG
Cubito de hielo 17 Gato 36 Arafa 55 &77(
Bacteria verde 18 Gotadeagua 37 Llave 56

Tabla 3

Figura 7. Notas musicales
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motivos de animales y nos aparece apropiado
para niflos pequenos.

—Conn = 4,resulta un juegode n* + n+ 1 =21
cartas y en cada carta 5 figuras. Hemos elegido
figuras de comida y bebida para ese juego.

—Diciembre es el mes de la Navidad y es el mes
de los juguetes por excelencia. Con n = 5, re-
llenamos las n* + n + 1 = 31 cartas de un
juego con 6 motivos navidenos por carta. Este
es el mismo formato que el Dobble Infantil®,
aunque con distintos simbolos.

—Paran = 7,podemos hacerjuegos con la estruc-
tura del Dobble clisico con n* + n + 1 = 57
cartas y 8 figuras por carta. Nosotros nos he-
mos decantado por un juego hecho con ban-
deras que puede considerarse educativo.

—El ano 2019 fue declarado, por las Naciones
Unidas, ano internacional de la tabla perid-
dica, al cumplirse 150 afios de la version que
Mendeléyev cred de la misma. Para celebrarlo,
construimos un juego Dobble para n = 8 con
w + n+ 1 =73 cartas y 9 simbolos de ele-
mentos quimicos por carta (figura 8).

Otras conexiones sorprendentes

En las matematicas, frecuentemente nos encontra-
mos con una variedad asombrosa de conexiones
inesperadas. Por ejemplo, hemos visto la rela-
cién entre planos proyectivos y conjuntos con

Figura 8. Elementos quimicos

diferencia perfecta, pero los planos proyecti-
vos también estan relacionados con los cuadra-
dos grecolatinos: un cuadrado grecolatino de orden
n es una matriz n X n con entradas del conjunto
{1, 2, ..., } tales que cada elemento de {1,2, ..., n}
aparece en cada fila y cada columna de la matriz
exactamente una vez. Se dice que dos cuadrados
grecolatinos A = (aij) y B = (bij) de orden n son
ortogonales si los n? pares ordenados (a,, b,;,-) son dis-
tintos. Es facil comprobar que las tres matrices si-
guientes son cuadrados grecolatinos ortogonales
por pares:

12 3 4 1 3 4 2 1 4 2 3
21 4 3 2 4 31 23 1 4
341 2 31 2 4 32 41
4 3 21 4 213 4 1 3 2

Resulta que la existencia de este trio de cuadrados
grecolatinos ortogonales por pares de tamano 4 es
equivalente a la existencia de un plano proyectivo
finito de orden 4; mas aun, esto es cierto en general

(Roberts y Tesman, 2005):

—Teorema 11.Sea n > 1 un ntmero entero. En-
tonces existe un plano proyectivo finito de or-
den n si y solo si existe un conjunto de cua-
drados grecolatinos de tamano #n — 1 que son
ortogonales por pares.

Segtin lo visto para planos proyectivos, si # es una
potencia de un primo, entonces existe un con-
junto de n — 1 cuadrados grecolatinos de tama-
no n que son ortogonales por pares. Por ejemplo,
al plano proyectivo de orden 2 le corresponde un
conjunto de 1 cuadrado grecolatino de tamano 2,
precisamente:

G 1)

:Qué sucede en el caso de orden 6? La cuestion de
la existencia de cuadrados grecolatinos se remonta
a Leonhard Euler quien en 1782 plante6 el célebre
problema de los 36 oficiales. Se trata de saber si 36
oficiales, de 6 grados diferentes y de 6 cuarteles di-
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terentes pueden disponerse en un cuadrado de 6 filas
por 6 columnas de manera tal que cada grado y cada
cuartel este representado por un oficial, en cada fila y
en cada columna. Es claro que, si disponemos de dos
cuadrados latinos de orden 6 ortogonales, sabremos
como lograr esa disposicion. Entonces Euler intentd
construir un par de tamano 6; al no lograrlo, conje-
turd la imposibilidad de responder afirmativamente
este problema. En su estudio sobre los cuadrados gre-
colatinos, mostré cémo construir un par de tamano #,
sin # 4k + 2,y vio de inmediato que es imposible
construir un par de cuadrados grecolatinos ortogo-
nales de tamano 2,lo que lo impuls6 a proponer la
siguiente conjetura:

—Conjetura. (Euler, 1782). Para cada entero
no negativo k, no existe ningun par de cua-
drados grecolatinos ortogonales de tamafio
n =4k + 2.

En 1900, G.Tarry demostré que Euler tenia razoén
sobre el caso n = 6. Pero Bose, Shrikhande y Parker
en 1960, demostraron que estaba espectacularmente
equivocado para todos los demas valores de la forma
4k + 2 mayores que 6: existe un par de cuadrados
grecolatinos ortogonales de orden n para todo n > 6
(Dembowski, 1968). Nétese que se sigue del resultado
de Tarry sobre el problema de los 36 oficiales, que no
existen planos proyectivos de orden 6, resultado que,
como hemos visto, se sigue también del teorema de
Bruck y Ryser.

Otra aplicaciéon sorprendente de los conjuntos con
diferencia perfecta o planos ciclicos aparece en la
musica (Fauvel, Flood, y Wilson, 2006). Aunque la
mayoria de las composiciones musicales se realizan
en un sistema de escala temperada (o escala de igual
temperamento) basado en 12 semitonos iguales,
también se ha prestado atencién a otros sistemas
obtenidos al dividir la octava en distinto nimero
de notas. En especial, son de interés los sistemas
microtonales basados en k tonos iguales, donde k
es un namero de la forma n* + n + 1, para algin
entero 1, como, por ejemplo, los sistemas de 7 tonos
(n = 2) o de 31 tonos (n = 5), entre otros, donde se
emplean los planos ciclicos para generarlos.
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por tanto, un acto de justicia y belleza matematica.

4 En numerosas ocasiones se reserva el término algebra de division
para estas estructuras, ya que es habitual exigir la conmutatividad del
producto entre las propiedades que definen un cuerpo.

5 En efecto, f(x) es irreducible sobre Z, ya que 0) = (1) = 1+0
y al no tener raices simples no es factorizable. Obsérvese que x* + 1
no seria una eleccion valida puesto que se factoriza sobre Z, como
XX+ 1=K+ DX+ 1).

6 En el Dobble Infantil falta solo una carta, pues se comercializa
con 30 cartas y 31 figuras.





