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En este articulo se aportan ideas visuales para el cal-
culo de areas planas y se utiliza la Historia de las
Matematicas como un recurso didactico que permi-
ta comprender mejor la relacion entre esas areas y
las derivadas.
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Los profesores de matematicas disponemos de dos
excelentes bazas para mejorar la ensefianza de nues-
tras asignaturas: la visualizacion y la historia. El razo-
namiento visual es un recurso poderoso que facilita
la comprension de las caracteristicas de un concepto
matematico (Zimmermann y Cunningham, 1991;
Presmeg, 2006). En el libro de Guzman (1996), se
da una atinada definicién de lo que se entiende por
visualizacién en matematicas:

A historical and visual journey through the calcula-
tion of areas // This article provides visual ideas for cal-
culating areas and uses the History of Mathematics as a
teaching resource that allows a better understanding of
the relationship between calculating areas and derivatives.

Keywords: Visualization, History of Mathematics,
Definite Integral, Fundamental Theorem of Integral
Calculus.

Las ideas, conceptos y métodos de la matematica
presentan una gran riqueza de contenidos visuales,
representables intuitivamente, geométricamente,
cuya utilizacién resulta muy provechosa, tanto en las
tareas de presentacién y manejo de tales conceptos
y métodos como en la manipulacion con ellos para la
resolucién de problemas.

La visualizaciéon matematica tiene que ver con en-
tender un enunciado mediante la puesta en juego de
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diferentes representaciones de la situacion en cuestion
y ello nos permite realizar una accién que posible-
mente puede conducir hacia la solucién del problema
(Hitt, 2003). Como se dice en (Carvajal y Munoz,
2019), tan importante es demostrar de manera formal
una certeza matematica como generar actividades in-
telectuales que sugieran una idea o pensamiento. En-
tre ellas se encuentran las demostraciones visuales, que
no son estrictamente demostraciones formales, pero
son imagenes bellisimas relacionadas con propiedades
o teoremas que generan ideas. También son un recur-
so fantistico para el trabajo intelectual matematico.

Al emplear imagenes, la visualizacion es capaz de
presentar, de una manera atractiva e intuitiva, ideas y
conceptos complicados, lo que facilita el proceso de
enseflanza y aprendizaje de las matematicas. Algunas
de las visualizaciones son muy antiguas, porque los
matematicos siempre han empleado ideas y técnicas
visuales para inspirarse. Otra cosa es obtener la de-
mostracion formal y rigurosa de un resultado: desde
que un matematico tiene una idea hasta que esta se
puede probar pueden pasar siglos y, para hacerlo, sue-
len aparecer nuevas herramientas creadas para poder
llevar a cabo la demostracion del resultado y que
abren nuevos caminos matematicos.

Mostrar el proceso que va desde la concepcion de
una idea hasta su demostracion, da pie a que los es-
tudiantes comprendan el papel destacado que tiene
la historia de las matematicas. Conocer los enfoques
historicos y las ideas que dan lugar a nuevos con-
ceptos v herramientas tiene un gran valor educativo
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y motivador para los estudiantes. Por ejemplo, en
Gonzilez (2004) se reclama una funcién didactica
para la historia de las matematicas como instrumento
para comprender sus fundamentos y las dificultades
de sus conceptos.

Un ejemplo modélico de lo que se ha expuesto es el
calculo de areas planas. Este articulo comienza apor-
tando ideas visuales, antiguas y recientes, para obte-
nerlas. Después se dan algunas formas de aproximar
el area de un recinto plano. Esto altimo da paso al
calculo aproximado del area bajo una curva emplean-
do las sumas de las areas de rectangulos. Este método
es poco efectivo porque para cada caso se requiere
un enfoque distinto. Para hacer factible el calculo se
necesitan nuevas herramientas. Las ideas de matema-
ticos ilustres como Barrow, Newton y Leibniz, que
comenzaron a intuir la relacién entre el calculo del
area bajo una curva con las derivadas, dieron lugar a
una intensa actividad matematica que culmind, en el
siglo x1x, con el descubrimiento del Teorema Fun-
damental del Calculo Integral. Por dltimo, se expone
una sencilla exploracién que puede servir para com-
prender mejor esta relacion, y se concluye con una
demostracion sencilla del citado resultado.

Calculo visual de areas

Tomando como referencia el area de un rectangulo,
en las Matematicas de primero de ESO las areas de
trapecios o triangulos se obtienen empleando senci-
llas manipulaciones (figuras 1 y 2). Descomponiendo

Figura 1
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un poligono regular en tridngulos se puede obtener
su area. Para aproximar el area de un circulo, Arqui-
medes us6 poligonos inscritos y circunscritos: el area
buscada esta entre las areas de esos poligonos.

La idea de manipular un objeto para hallar su area ya
la empled el rabino barcelonés del siglo x11 Abraham

Bar Hiyya, para obtener el area de un circulo (figura 3)
(Garber y Tsaban, 2001).

Bar Hiyya visualizo el circulo como una coleccion de
circunferencias concéntricas. Si se estas se cortan por
el radio y se abren en abanico hasta obtener lineas
rectas, se forma un triangulo cuya area (la mitad del
producto entre el radio y la longitud del circulo)
coincide con la del circulo. La misma idea se emplea
en Mnatsanakian (1997) y en Apostol (2000) para
calcular el area de un anillo circular (figura 4).
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Se observa que los segmentos tangentes interiores
tienen la misma longitud y «barren» el area del ani-
llo. Al recolocarlos con un punto de inicio comun,
se forma un circulo cuya area es la misma que la del
anillo (el mismo resultado se obtiene al sustituir el
circulo interior por un 6valo). La generalizacion de
este proceso consiste en sustituir el circulo o el 6valo
por una curva suave. Trazando segmentos tangentes
de longitud variable se obtiene una region «barrida»
por ellos. Al trasladarlos de forma paralela a si mismos,
haciendo que todos comiencen en el mismo punto,
se obtiene una regién cuya area coincide con la de
la regiéon mencionada (figura 5).

Por ejemplo, si un niflo arrastra un juguete por el
suelo con una cuerda (de longitud L) y camina en
linea recta (por el eje x), la cuerda se mantiene tan-
gente a la curva que traza el juguete. Esta curva es
una tractriz. Trasladando estas tangentes de forma
paralela a si mismas, llevandolas a un punto de inicio
comun, el cilculo del area entre la curva y el eje x
se obtiene de una forma visual: es la cuarta parte del
area del circulo de radio L (figura 6).

Conociendo que la pendiente de la tangente a la
grafica de una funcion en un punto es la derivada de
la funcidn en ese punto, se puede aplicar lo anterior

Figura 5

=

Figura 6



44  Suma 106 - Un recorrido histérico y visual por el calculo de areas planas

al cilculo del area del recinto entre la grafica de la
funcidn la exponencial

F=dr

donde b > 0,y el ¢je x, en el intervalo (— %, a]. La
ecuacion de la recta tangente en x = f es:

Lo
y—ebzgeb(x—t)

Haciendo y = 0 se tiene que la tangente en x = ¢
corta al eje x en x = t — b, por lo que la base de to-
dos los triangulos formados a partir de esas tangentes
es b (figura 7, izquierda). Esto permite recolocar a
todas esas tangentes de forma que rellenen el trian-
gulo de la figura 7 (derecha): el doble del area de este
triangulo es el area buscada.

Nota. La tangente a la grafica de una funcion f(x) en
x = a corta al eje x en

Este concepto es un clasico del analisis. En 1684
Leibniz planted el problema de encontrar todas las
curvas con subtangentes constantes: la solucién son
las curvas exponenciales. El cilculo de otras areas
usando esta herramienta se analiza en Apostol y
Mnatsanakian (2002a y 2002b).

El calculo del area entre una paribola y una o dos
de sus tangentes también se puede obtener median-
te la manipulacidn del recinto. En primer lugar, se
considera la pardbola dada por la funcion f(x) =
= ax’+ bx + cparaa > 0 (el caso a < 0 es similar) y
su recta tangente en x = f, T(x) = f{f) + f(f) (x — 1).
Para calcular el area del recinto comprendido entre

ambas en un intervalo [x,, x|, los estudiantes saben

0’
que deben restar sus ecuaciones. Ademas, debido a
la tangencia, solo debe aparecer un tnico punto de

corte (doble). En efecto:

fix) — T(x) = ax* + bx + ¢ — (af + bt + ¢) —
— (2at + b)(x — ) = a(x — 1)?

La consecuencia de esta operacion se visualiza en
la figura 8: el area buscada es la misma que la del
recinto comprendido ente la paribola y = a(x — 1)*
y el eje x.

Figura 7

Figura 8



En segundo lugar, se considera la parabola dada por
f(x) y sus tangentes T'(x) y T,(x) en ¢, y t,. Para cal-
cular el area del recinto encerrado entre todas ellas se
necesita saber el punto de corte entre las tangentes.

Ya se ha visto que:

El punto de corte entre las tangentes se calcula igua-
lando T (x) y T,(x). De las expresiones anteriores se
obtiene a(x — t)* =

es el punto medio entre £, y

— 2 s s A
a(x — t))% cuya Gnica solucion

t1+t2

2

X =

(figura 9, izquierda).

El dibujo de la figura 9, derecha, se obtiene (a par-
tir del de la izquierda) gracias a la figura 8 (Marti-
nez, 2021). Aparecen dos parabolas, de ecuaciones
y = alx —t)% ey = alx — t)%y se visualiza que
el area buscada es el doble del area bajo una de ellas

t+t
[t1’122]

Nota. El area buscada es:

en el intervalo

t+f
1

2] 2 ax—t)zdx—lz a(t,—t)’

t, (tt)/2 t, t, (02 t,

Figura 9
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Del area de un recinto plano
al area encerrada por la grafica
de una funcién

Saber el valor aproximado del area de un recinto
plano irregular, como puede ser una superficie de
cultivo, ha sido siempre un conocimiento muy pre-
ciado por cualquier propietario de un terreno. Por
ejemplo, en Bourne (1968) se describe el método
empleado por los antiguos anglosajones para calcular
el area de sus tierras: usaban largos surcos del mismo
ancho, obteniendo el area mediante la longitud total
de los surcos (figura 10, izquierda). Otra opcidn, que
se da en Martin y Ponte (1985), consiste en realizar
un dibujo a escala del terreno y elegir un punto cen-
tral desde el que se mide la distancia hasta el borde
(figura 10, derecha). Separando estos «radios» en 10
grados se obtienen 36 sectores «circulares» cuya area

G

La suma total es la aproximacion buscada.

aproximada es

Otra posibilidad es emplear una unidad de area como
puede ser un cuadrado. Una primera aproximacion
consiste en saber cuantas de estas unidades caben en
el interior del recinto (figura 11, izquierda): es un
valor del area por defecto. Si se recubre el terreno
con estas unidades se obtiene un valor por exceso
(figura 11, derecha).

)
:

Figura 10
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\

Figura 11
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El area del recinto esti entre esos dos valores. Uti-
lizando una unidad de area cada vez mas pequena,
los valores por defecto y por exceso tienden al valor
del area.

La idea anterior sirve de introduccién al calculo del
area bajo una curva definida por una funcién f no
negativa en [a, b] y el eje x. En los textos Colera
y Oliveira (2009) y Escoredo (2009), se utiliza una
particion del intervalo [a, b]:

a= XO < xl < X2< “.xn—l < xn: b

Tomando los rectingulos de base x, — x_ y de al-
tura el menor y el mayor valor de la funcién en
cada subintervalo [x_ , x] el rea se aproxima, por
defecto y por exceso, mediante la suma de las areas
de los rectangulos que se obtienen. Si al aumentar el
namero de puntos de la particion su didmetro tiende
a cero, esas sumas dan lugar al valor del area buscada
que se denomina

§0 F)dx

Otra forma consiste en emplear los rectaingulos de
base A x, = x, — x,_, y altura f{x") donde x estd en
[x._,, x] (figura 12, izquierda). El limite de la suma
de las areas de estos rectingulos (suma de Riemann)
es el area buscada (Colera y Oliveira, 2009):

Lbf(x)dx:hm if(xﬁsz

n—oo “

Por otro lado, si f{x) toma valores positivos y negati-
vos en [a,b], el valor

S flnAx
i=1

es la diferencia entre la suma de las areas de los rec-
tangulos que estan por encima del eje x menos las
de los que estan por debajo (figura 12, derecha).

o

Figura 12

Por eso, el valor
[P )dx

se denomina el «area con signo» de f(x) en [a,b].

Como se cuenta en Bressoud (2011),1a idea de con-
cebir la integral definida a través del limite de una
suma fue introducida por Cauchy en 1823, quien
popularizé la notacidon

[0 () dx

(que fue primero sugerida por Fourier en 1822). Lo
hizo para funciones continuas y tomo el valor de la
funcién en el extremo izquierdo de cada subinter-
valo de la particién. Riemman en 1867 introdujo la
idea de elegir un punto cualquiera, y se planted la
integrabilidad de funciones no continuas.

El inconveniente de las sumas de Riemman es que

no son faciles de calcular. Un ejemplo se da en
Schaumberger (1971) donde, para la funcién

en [a,b] con 0 < a < b, se elige la media geométrica
de los extremos de cada subintervalo,

obteniendo:

n

=tim > S5l —lim 2 (5=-+)

n—oo -,
i=1

Simplificando la Gltima expresion se llega al resultado:

1 1

Otros casos donde también se puede hallar la suma
de Riemman son las funciones f{x) = x?y g(x) = x°

en el intervalo [0,1]. Para ello se elige la particion:

o Mo (5]
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Tomando el extremo derecho de cada subintervalo Por tanto, el area buscada es:

se obtienen las sumas:
(2P+22+ ... +n)

llm 3 =
Loy (124224 o "
bim (L)%ﬂ‘i‘%( i = @n+ Du+1) 1
-0 g — lim n 61111 =?

tim >, (£) L =1im

n-00 =7 =00 n

La segunda (la suma de cubos) se obtiene con la

figura 14 (Martinez, 2022).

En ambos casos, las sumas de potencias de enteros

que aparecen se pueden calcular empleando la vi- Se visualiza la relacion:

sualizacién. La primera (la suma de cuadrados) se

obtiene a través de la figura 13 (Kalman, 1991). A+2+3+-+n=1+2-22+3-3"+
+t4-4£4 -+ wP=17+22+3+ -+

El rectangulo grande estd formado por 2n + 1)

(1 +2+ 3+ -+ n) cuadrados, que se pueden Por tanto, el area buscada es:

distribuir en tres grupos de (17 + 22 + 3% + -+ + n?)

cuadrados cada uno. Hay un grupo a la izquierda, (1421 .+ )

otro a la derecha y uno central (formado a partir del lim . =
n—0o0 n

patron de colores de la imagen izquierda). Aplicando

la suma de una progresion aritmética se obtiene: — lim (1+2+3+...+n? _
n—-oo 6
2 2 2 2
12+22+3 + ... +n= _lim(n_'_l)znz_i
S+ (A +243+ .40 oo 4t 4
= 3 =
_@nt Dn(n+ 1)
- 6

1+2+43+...+n

2n+1

[
R

Figura 14
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Notas historicas sobre la relacion
entre el area y la derivada

Como se ha visto, el uso de las sumas de Riemman
no da lugar a una forma sencilla y sistematica de ob-
tener las areas. Fueron los matematicos del siglo xvi
los primeros en reconocer la relacién entre las areas
y las derivadas que desembocd, en el siglo x1x, en el
Teorema Fundamental del Calculo Integral.

En el siglo xviI no existian las funciones. Los objetos
con los que se trabajaba eran las curvas (el paso del
analisis de las curvas al analisis de funciones lo dio
Euler en 1748, en su libro Introductio in analysis infi-
nitorum), y habia dos problemas a los que se dedicaba
mucho esfuerzo: encontrar la tangente a una curva en
un punto (el problema de las tangentes), y calcular el
area bajo una curva (el problema de las cuadraturas).
Hay tres nombres que destacan en la basqueda de la
relacion entre ambos problemas: Barrow, Newton y
Leibniz. Es muy instructivo ver los distintos enfoques
que utilizaron.

BARROW: ENFOQUE GEOMETRICO

Isaac Barrow (1630-1677) fue el primero en darse
cuenta de la relacion entre el problema de las tangen-
tes y el del area limitada por una curva. En 1670 en
su libro Lecturas geométricas expuso un resultado (en
su forma original estd en Wagner, 2001, y Ponce y
Maldonado, 2014) que da paso a esta relacion.

Empleando un lenguaje moderno, se considera una
funcidn festrictamente creciente, positiva y continua
en [a, b]. Se toma la funcién F cuyo valor en cada x
de [a, b] es el area bajo la grifica de f desde a hasta
x. Desde cada punto X del intervalo se levanta una
perpendicular que corta a la funcién F en el punto
D,y ala funcién fen E (figura 15). El teorema de
Barrow dice que:

Si se traza una recta desde D hasta un punto Q del eje
x, de forma que se produzca la siguiente igualdad entre
longitudes: L

XD

X_Q =XE

entonces esa recta es tangente a la grafica de F en D.

Notemos que XDy XE son las alturas respectivas
de Fy de f correspondientes a X.Ya que

XD

XQ
es la pendiente de la tangente a la funcidn area F,

se comienza a intuir la relacidon: la derivada de la
funcidn area F es f.

NEWTON: ENFOQUE DINAMICO

Isaac Newton (1642-1727), el alumno mas destacado
de Barrow, pens6 que la velocidad de un objeto se
podria representar como una curva y que la cuadra-
tura de esa curva (el area bajo ella) serfa la distancia
recorrida por el mismo.

Se parte de una curva ABC'y del area de una region
ADB encerrada por el segmento vertical que empie-
za en D. Un pequeno cambio DE en el tiempo (eje
horizontal) da lugar a un pequeno cambio en la dis-
tancia recorrida representada por el area DEFB (figu-
ra 16). Como se describe en Perkins (2012), Newton
pens6 que en encontrar un rectangulo DEGH con
la misma area que DEFB.

Como el area del rectangulo DEGH es el producto
de las longitudes DH y DE entonces:

cambio en la distancia recorrida

= DEGH durante el tiempo DE

DE cambio en el tiempo DE

F(x)
Sx)
D,
E
Q X
Figura 15



Suponiendo que DE es «infinitamente pequeno»
entonces DH llega a ser igual que DB. En este caso,
el cociente anterior se lee como: DB es la razén del
cambio en el drea ABD en el punto D.

Al ser DB la altura de la curva ABC en D, el resultado
final de la exploracion es el mismo que obtuvo Barrow:
La altura de una curva en un punto es igual a la razon
de cambio de la cuadratura de la curva en ese punto.

LEIBNIZ: SUMA DE AREAS INFINITESIMALES
Gottfried Leibniz (1646-1716) interpretaba una cur-
va como la razén, en cada punto, entre el movimien-
to vertical y el horizontal.

g "

v

A
D E
Figura 16
F E
C
o A D

Figura 17
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En la figura 17, izquierda, la distancia entre las marcas,
AD = OD — OAy FC = OF — OC, las denomin6
con la letra d seguida de una variable. Si x represen-
ta la distancia horizontal entonces AD = dx. Siy
representa la distancia vertical entonces FC = dy.
Denominé «triangulo diferencial» al que tiene lados
dx y dy siendo dy/dx la pendiente de la hipotenusa.
A las cantidades «infinitamente pequefias» dx y dy las
denominé «diferenciales». Por ejemplo, tomando la
parabola y = x* (figura 17, derecha), se observa que:

dy = (x + dx)? — x% = x* + 2xdx + (dx)? — x* =
= 2xdx + (dx)?

C
H G
B
A
D E
Y=y
dy
dx
X x+dx
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Despreciando el valor (dx)* obtenemos que

oy

i =2x

Como la distancia x estd formada por muchos pe-
quenos segmentos AD = dx, Leibniz alargd la la letra
«s» para crear el simbolo de la integral y representar
la suma de todos ellos:

xZde

Esta notacién le permitid expresar el area de una
forma nueva. Por ejemplo, el area bajo la grafica de
y = x?es la suma de infinitos rectingulos de base dx
y altura x?, y se expresa

b
[ f(x)dx
(figura 18, izquierda).

En general la cuadratura de una curva y (el area bajo
ella) se expresa por | ydx. Un pequefio cambio en el
area se expresa como d | ydx 'y se corresponde con la
altura de la curva y, es decir y = d [ ydx (figura 16,
derecha). Surge de nuevo la relacién entre la altura
de la curva y la derivada de la funcién area.

Una exploracién para relacionar areas
y derivadas y conectar con el Teorema
Fundamental del Calculo

Para calcular el rea entre una curva definida por una
funcién continua f no negativa en un intervalo y el

eje x, los estudiantes de primer curso de Calculo en
la universidad utilizan la regla de Barrow. Para fun-
ciones que cambian de signo saben que tienen que
separar la parte positiva de la negativa y cambiar el
signo en este ultimo caso. ;Qué significa el nimero

[° fyde

les pregunto; la respuesta (el area con signo de fen
[a, b]) solo la conoce quien ha aproximado estas areas
usando rectangulos. También les planteo una segun-
da cuestion. Ellos saben que toda funcién derivable
en [a, b] es también continua en ese intervalo. ;Hay
alguna manera de completar la frase si f es continua
en [a, b] entonces...?

La respuesta (f tiene antiderivada) solo la puede res-
ponder quien conoce y ha entendido el Teorema
Fundamental del Calculo Integral. Los estudiantes
que han cursado la asignatura Matematicas II de-
berian saberlo porque en las directrices y orienta-
ciones para las pruebas de acceso a la Universidad
para la asignatura (BOE del 4 de febrero de 2022)
se especifica:

Conocer la nocion de funcién integral (o funcién
area) y aplicar el teorema fundamental del calculo 'y
la regla de Barrow.

Sin embargo, a lo largo del curso los problemas de
tiempo se acumulan y provocan que los tltimos te-
mas se expliquen a toda velocidad. Asi que los as-
pectos historicos se zanjan mencionando a Newton

=

cambio en el drea: djydx

Figura 18



y Leibniz como inventores del Calculo (a Barrow
no saben bien donde ubicarlo), y la integral definida
se obtiene, de una manera mecanica, a través de la
Regla de Barrow. De esta forma, el motivo de que el
calculo del area encerrada por f'se resuelva mediante
una funcidén cuya derivada es f, queda envuelta en un
cierto misterio.

En el caso de la asignatura Matematicas aplicadas a
las Ciencias Sociales II, la directriz para las pruebas
de acceso es:

Calculo de éreas: La integral definida.
Regla de Barrow.

Por lo que los estudiantes que la han cursado desco-
nocen el teorema, y el calculo de areas empleando
derivadas parece algo que tiene que ver mas con la
magia que con la ciencia.

Hay una exploracion sencilla (basada en el articulo de
Johnson, 2010), que puede ofrecer algo de luz sobre
la relacidn entre el calculo de areas y las derivadas y
entender el significado de la expresion

I, f(hdt

una funcidén definida por una integral y cuya variable
esta en su limite superior. Consta de dos pasos.

2x oy

Figura 19
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Paso 1. En la figura 19, esta dibujada la grafica de la
funcién f(f) = 2t en los intervalos [0, x] y [-2, x| para
x=1,2,3,4,5.

En cada intervalo [0, x| la funcién f(r) = 2t es positiva
y el valor de la integral

[, 2udt

representa el area bajo la funcién. Los valores de los
pares

(. J; 2edr)

son:

(1,1);(2,4);(3,9); (4. 16) y (5,25).

En cada intervalo [—2, x] la funcién cambia de signo
por lo que la integral

[7, 2tdt

representa el «area con signo» de la funcién. Los va-
lores de los pares

(. f 7, 2td)

son:

(1, =3); (2,0); (3, 5); (4, 12); (5, 21).

Es claro que los primeros valores se ajustan a los de
la funcién F(x) = x?, mientras que los segundos se
ajustan con G(x) = x? — 4,lo que sugiere que:

F(x)= "= [ 2tdt , y G(x) = x>~ 4 = [, 2¢dt
Ademas F'(x) = G'(x) = f(x) = 2x, y G(x) = F(x) — 4.

Primera conclusién:
[ 2tdt
a
es una funcién cuya derivada es f (x) = 2ux.

Paso 2. Se trata de calcular

125 2xdx

de dos formas distintas.Ya que la funcién f (x) = 2x
es no negativa en [2, 5], el valor de la integral es el
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area bajo fen [2, 5]. Esta area se puede obtener a
través de la descomposicion de la figura 20.

En la figura se aprecia que

[22xdx =25~ 4 = F(5) — F(2)

Ademais, teniendo en cuenta la relacion entre Fy G,
se obtiene:

Por tanto

2 2xdx= G(5) - G(2)

Segunda conclusion:

IZS 2xdx

se puede obtener como la diferencia de valores en
5y 2, tanto de F como de G, siendo la derivada de
ambas funciones igual a f{x).

Una demostracion corta del Teorema
Fundamental del Calculo Integral

Los matematicos del siglo XvIII prestaron poca aten-
ci6n a las ideas de Barrow, Newton y Leibniz. Hubo
que esperar a que Cauchy en 1823, en su libro de
1823 Résumé des lecons données a I'Ecole royale polyte-
chnique sur le calcul infinitésimal, demostrase que la

funcidén

F(x)=[" f(hdt

2x 2x 2x

10 10 10

0 2 5 0 5 0 2 5
Figura 20

es una primitiva de fy que el calculo de la integral
definida se realiza con cualquier primitiva de f. Pos-
teriormente, en 1876, Paul du Bois-Reymond acu-
N6 el nombre de Teorema Fundamental del Calculo
Integral para el enunciado:

Parte 1. Si fes continua en [a, b], entonces la funcién

Fx)= [ f(di
es derivable y F'(x) = f (x) para cada x de [a, b].

Parte 2. Si fes continua en [a, b] y G'(x) = f (x) para
cada x de [a, b] entonces,

' fdx =Gy - Gl

En los textos de bachillerato Colera y Oliveira (2009)
y Escoredo (2009), el teorema se prueba con la misma
demostracion que dio Cauchy. Para la parte 1 se aplica
el teorema del valor medio integral en la definiciéon
de la derivada de F. La parte 2 (denominada regla de
Barrow en los textos) se prueba basandose en que dos
primitivas de fsolo difieren en una constante. Esta
demostracion resulta algo farragosa, pero hay una for-
ma mas corta de probar el teorema (Toumasis, 1993)
que consiste en demostrar primero la parte 2. Se
toma la particiéon a = x, < x, < x,<--x _ <x =b.
La idea es aplicar el teorema del valor medio a G en
cada subintervalo (x_,, x). Al hacerlo se obtiene un
punto x* tal que:

Gx) — G(x_,) = G'(x)(x, — x,_,)
Suponiendo que la longitud de cada subintervalo
tiende a cero si n tiende a infinito, la parte 2 del
teorema sale de la igualdad,

a n—oo

IbG’(x)dx =lim 2 Gl (x—x_q) =

— lim D, G'(x7) — G(x;_ ) = G(b) — G(a)

n—oo .
i=1

Para probar la parte 1 tomamos la funciéon

F)={ f(idt



Por la parte 2 se deduce que si G'(x) = f (x) para
cada x de [a, b], entonces,

F)=["f(0dt=G(x) = Gla)

Finalmente, al ser GG(a) una constante tenemos que

F'(x) = G'(x) = f ().

Resumen final

El desarrollo historico de los conceptos matemati-
cos esta repleto de ideas visuales (empleadas por los
matematicos de cualquier época para analizar sus in-
tuiciones) que pueden ser utilizadas en las clases para
interesar y motivar a los estudiantes, y facilitarles su
comprension. En este articulo se han combinado la
visualizacién y la historia de las matematicas, usan-
dolos como recursos didacticos para la ensefianza del
calculo de areas planas. Para ello se han expuesto téc-
nicas visuales que permiten manipular determinados
recintos planos cuya area se quiere calcular.Y se han
esbozado las ideas del siglo xvi1 con las que matema-
ticos ilustren comenzaron a intuir la relacién entre
el calculo de areas y las derivadas. El resultado fue el
Teorema Fundamental del Célculo Integral, del que
aqui se da una corta y sencilla demostracion.
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