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Cabra es una ciudad de Coérdoba, que se encuentra a
70 km al sur de la capital provincial. Situada a 452 m
de altitud sobre el nivel del mar, marca el limite entre
la campifna cordobesa y la cordillera Subbética. Al
ser el centro geografico de Andalucia se encuentra
muy cerca de otras capitales de provincia andaluzas:
Jaén, Granada, Mailaga y Sevilla. Su término muni-
cipal tiene una extensioén de 229 km? y cuenta con
una poblacion de 20097 habitantes, segtin los datos
publicados por el INE el 21 de diciembre de 2022.

En los alrededores de Cabra, y en la misma ciudad, se
pueden encontrar vestigios de todas las culturas que
han pasado por ella desde la antigliedad: los turdeta-
nos, que la llamaron Licabrum; los romanos, que le

cambiaron el nombre a Igabrum (de donde procede
su gentilicio: egabrense); los visigodos, que la convir-
tieron en un importante enclave, llegando a acunar
en él moneda propia, y que la llamaron Egabro;y
los musulmanes, quienes la denominaron Qabra, de
donde procede su nombre actual.

En épocas mas recientes, intentando aprovechar las
ventajas que ofrecen las técnicas de marketing y de
branding, son muchas las ciudades que han crea-
do simbolos y marcas turisticas que les ayuden a
dar a conocer y a promocionar las bondades de su
localidad y su entorno. Cabra se ha sumado a esta
iniciativa y en la Resolucién de 13 de junio de 2014,
de la Direccion General de Administracion Local, por
la que se admite la inscripcién en el Registro Andaluz
de Entidades Locales del escudo, la bandera, el logotipo
y la marca turistica del municipio de Cabra (Cérdoba),
aparece recogida la descripcion de la marca turistica
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de Cabra, como un simbolo que pretender aunar
y mostrar los aspectos mas significativos de Cabra
como destino historico.

Como fondo de la marca turistica aparece la estrella
andalusi de ocho puntas, como uno de los simbolos
historicos de Andalucia, y en su interior se encuentra
una media luna que embute la imagen estilizada de
una cabra, a la que se le han eliminado los atributos
sexuales, que, evidentemente, hace referencia al nom-
bre de la ciudad.Ver figura 1 y también la imagen en
la esquina superior izquierda de <https://turismode
lasubbetica.es/cabra>. Ademas, con el fin de situarla
geograficamente se incluye el eslogan «CABRA, la
cordobesa», cuyas fuentes estin —segun la mencio-
nada Resolucion— en proporciéon 2:1 (el nombre
de «CABRAD» tiene el doble de puntos que el lema
«la cordobesa»), aunque, observando la figura 1, no
esta claro qué significa esto: el tamafio de las letras de
«CABRA» parece mayor que el doble del tamaiio de
las letras de «la cordobesan.

En este articulo usaremos, precisamente, esta marca
turistica como una oportunidad para avanzar en una
triple direccion:

—para proponer un ejemplo de las «matematicas
de la vida real», de las «matematicas en contex-
to», que podria utilizarse en una ensefnanza de las
matematicas que utilice el «aprendizaje basado
en la investigaciéon» (Inquiry-Based Mathema-
tics Leaning, IBML, véase, por ejemplo, Dorier
y Mass (2020) para una reciente descripcion de
esta metodologia), un enfoque que esta implici-
tamente muy presente en el curriculo actual. Por
ejemplo, en el curriculo de Bachillerato (véase

la cordobesa

Figura 1. Marca Turistica de Cabra
Fuente: <https://sites.google.com/site/
simbolosdecordoba/subbetica/cabra>

Ministerio de Educacién y Formacién Profesio-
nal (2022)), se senala que:

La resolucién de problemas y la investigacion mate-
matica son dos componentes fundamentales en la
ensefianza de las matematicas. [...] Las conexiones
establecidas entre las matematicas y otras areas de
conocimiento, y la resoluciéon de problemas en con-
textos sociales, estan relacionados con la competen-
cia ciudadana.

—Un ejemplo que, al desarrollar una investiga-
cién en el ambito del razonamiento geomeétri-
co a través de imagenes que pretenden repre-
sentar y establecer un vinculo visual con una
localidad, aporta, ademas, una relacién con el
ambito STEM (Science, Technology, Enginee-
ring, Mathematics), que es otra de las caracte-
risticas recogidas en el curriculo —el cual, al
incluir una referencia a aspectos humanisticos
y culturales, tal vez deberia referirse mas bien
a STEAM (A=Arts)— cuando menciona que:

El razonamiento y la argumentacion, la modeliza-
cién y el pensamiento computacional son elementos
caracteristicos de la competencia STEM. [...] Debe
resaltarse el caracter instrumental de las matematicas
como herramienta fundamental para areas de cono-
cimiento cientifico, social, tecnolégico, humanistico
[...] el mismo conocimiento mateméatico como expre-
sion universal de la cultura contribuye a la competen-
cia en conciencia y expresion culturales.

—Un e¢jemplo que plantea la realizacién de esas
tareas de investigacién matematica planteadas
en un contexto artistico/cultural, mediante el
uso de herramientas tecnoldgicas tales como el
bien conocido y facilmente accesible progra-
ma de geometria dinimica y calculo simbolico,
GeoGebra'. Se sigue, de este modo, otra de las
indicaciones del curriculo, cuando sefiala que:

El uso de herramientas digitales para investigar,
interpretar y analizar juega un papel esencial, ya que
procesos y operaciones que con anterioridad reque-
rian sofisticados métodos manuales pueden abor-
darse en la actualidad de forma sencilla mediante el
uso de calculadoras, hojas de calculo, programas de
geometria dindmica u otro software especifico, favo-
reciendo el razonamiento frente a los aprendizajes
memoristicos y rutinarios.
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La idea de aprovechar matematicamente la marca
turistica de Cabra surge en el blog” de la segunda
autora de este articulo, Pilar Sabariego, quien desa-
rrolla toda una serie de propiedades geométricas de
la imagen de Cabra. En este articulo, por una parte,
nos limitaremos solo a alguna de dichas propiedades
(por lo que animamos al lector a visitar el blog para
un estudio geométrico mas amplio de dicha marca
turistica) y, por otra, presentaremos la exploraciéon de
las mismas tanto del modo tradicional (como en el
blog mencionado) como usando herramientas digi-
tales de razonamiento automatico.

En la siguiente seccion haremos una rapida referencia
a GeoGebra y a una versidén avanzada en términos
de razonamiento automatico, GeoGebra Discovery, y
plantearemos ya una primera y sencilla investigacion
relativa a la construccion de la imagen de marca de
Cabra, usando este programa de geometria dinimica,
con sus ventajas y limitaciones. A continuacion, en la
seccidn «Segmentos de interés» planteamos el estudio
de las longitudes de distintos segmentos que se des-
tacan en la figura 4,y que proporcionan informaciéon
relevante sobre las caracteristicas de la marca, tales
como la relacién entre las diagonales de los cuadra-
dos y el radio de la circunferencia que se aprecia en
la marca, etc.

La seccion «Modo tradicional» (con resultados ya ex-
puestos en el blog antes mencionado) obtiene tales
relaciones al modo tradicional, con razonamiento
«<humano», constituyendo un ejemplo de investiga-
cién elemental —solo requiere usar el teorema de
Pitagoras y también argumentar que los dos posibles
segmentos denominados b en la figura 4 son igua-
les— pero ciertamente interesante, por el contexto
cultural y aplicado de la investigacion y la necesidad
de modelizar la imagen geométricamente.

La seccién «Utilizando GeoGebra Discovery» mues-
tra como GeoGebra Discovery es capaz, de mane-
ra inmediata, de obtener automaticamente las rela-
ciones buscadas entre los mismos segmentos, salvo
ciertas dificultades de interfaz app/usuario que
explicaremos someramente alli, como la necesidad
de no usar angulos en la construcciéon de la figura,

ni nombres que involucren ntimeros, es decir, es
necesario usar un nombre tal como d’ en vez de
d/ 2 para obtener propiedades de la mitad del seg-
mento d, o la obtencidn, a veces, de varias rela-
ciones posibles en un solo caso..., que obligan al
usuario a decidir cudl es la que considera valida en
su contexto.

Es decir, tanto el planteamiento del proceso auto-
matico, como la obtencidn de las relaciones entre los
objetos considerados, como su interpretacion exigen
cierta reflexion en el usuario, que varia seglin su nivel
matematico: puede ser una simple aceptacion de la
«ingularidad» que requiere el trabajar con este pro-
grama de ordenador, o comprender la problematica
geometria compleja vs. geometria real que esta detras
de estas peculiaridades. Esto es, como insistiremos en
las conclusiones, el uso de herramientas de razona-
miento automatico requiere y fomenta, en cualquier
caso, una colaboracién hombre/maquina que que-
rriamos ejemplificar y a la que querriamos contribuir
como el objetivo final de nuestro trabajo.

Dos maneras de construir
la estrella andalusi

GeoGebra Discovery® es una version de GeoGebra
con mas herramientas de razonamiento automatico,
que utiliza algoritmos de geometria algebraica com-
putacional, trabajando en un contexto de geometria
algebraica compleja. Es decir, GeoGebra Discovery,
internamente, traduce en términos de ecuaciones
polinémicas (rectas por dos puntos, condiciones de
paralelismo, perpendicularidad, circunferencia con
centro en un punto y radio dado, intersecciéon de dos
rectas, etc.) cada paso de una construccion geométri-
ca sobre la pantalla grafica.

Pero no tiene en cuenta aspectos relacionados con
el signo (para, por ejemplo, distinguir entre los dos
puntos que resultan de la interseccién recta/circulo,
o para establecer que la longitud de un segmento
es la raiz positiva de la suma de los cuadrados de las
diferencias de coordenadas de sus extremos) porque
eso seria propio de la geometria real y, actualmente,
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en aras a una mayor eficiencia, GeoGebra Discovery
desarrolla algoritmos de geometria compleja, una
geometria mucho mas sencilla que la version real,
como es bien sabido: una ecuacién de grado n tiene
n raices complejas, pero no hay teorema equivalente
en el caso real, por ejemplo.

Teniendo en cuenta esto, si queremos aplicar estos al-
goritmos de demostracién automatica, no podemos
realizar un giro de 45° a un cuadrilatero inicial a par-
tir del cual comenzar a construir la estrella andalusi,
puesto que esto implica, en general, utilizar senos y
cosenos, y estos no son polinomios, por lo que no esta
programado en GeoGebra Discovery el manejo de an-
gulos, en el caso de usar herramientas de demostracion
automatica. Para empezar, esta restricciéon plantea ya
la necesidad de realizar una investigacion elemental. ..

Una solucioén, para construir el cuadrado girado 45°
con respecto al cuadrado inicial, podria ser el pro-
ceder del siguiente modo alternativo: tras construir
el cuadrilatero inicial, ABCD, usando el comando
«Poligono regular» de GeoGebra, comenzando por
los puntos A y B e indicando que queremos construir
un poligono de cuatro lados, calculamos el centro del
cuadrilatero, E, como interseccion de las rectas j =
DBy k = AC. Luego construimos la recta [ perpen-
dicular al segmento h = DC,y la circunferencia, ¢, de
centro E 'y que pasa por C. De este modo, hallamos el

» Algebra

® A=(-117, 1.46)

® B =(1.61, L.41)

® f=Segment A, B

® polyl = Polygon(A, B, 4)
® j=LlineD, B

k=Line A, C

E = Intersection of j and k

F = Intersection of cand |
= Intersection of h and |
* = F mirrored at j

m = Segment F, F'

poly2 = Polygoni(F, F, 4)

J = Intersection of h and m
d" = Segment E, C

a' = Segment E, G
t=Segment G, F

b = Segment G, |

r = SegmentE, ]

cal = a' sart(2 (-sqrt(2) + 2))

Input:

| = Line through E perpendicular to h
¢ = Circle through C with center E

punto F como interseccion de la recta [y la circunfe-
rencia, c. A continuacidn, hallamos el simétrico de F
respecto de la recta j = DB, F’,y con los puntos Fy
F,y la herramienta «Poligono regular» de lado FF,
y cuatro lados, construimos el cuadrado que resulta
de girar 45° el cuadrado inicial (ver figura 2).

Segmentos de interés

Si nos fijamos en la marca turistica de Cabra, dentro
de la estrella andalusi hay una circunferencia de la
no se dice nada en la Resolucion de 13 de junio de
2014, a pesar de que es la que rodea a la media luna.
Asi que iniciamos la investigacion sobre las matema-
ticas de la marca preguntandonos ;cual sera su radio
si suponemos que el lado de los cuadrados mide a?
(figura 3). Mas generalmente, ;cual sera el valor relati-
vo de los distintos segmentos que han sido destacados
en la figura 4?

Veamoslo de dos modos distintos: tradicional o cla-
sico y utilizando GeoGebra Discovery.

Modo Tradicional

Trabajemos con el tridngulo y algunos de los seg-
mentos marcados en la figura 4.

pilar cabra.ggb

D A 18] ORI 2] ] =l

* = Graphics X|
Bin[C~

Figura 2. Construccion de la estrella andalusi
sin realizar un giro de 45°
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Comencemos indicando que la longitud del segmen-
to discontinuo, b, es

d
b=~

a
2

debido a la simetria y a la semejanza de los triangulos
que se forman en la estrella andalusi.

Por otro lado, por el teorema de Pitagoras:

Por tanto,

_V2-1
a a
2 2 2

Si aplicamos de nuevo el Teorema de Pitagoras en el
triangulo marrén, hallaremos cudl es valor del radio
de la circunferencia:

=)+ (5

RV 2
r? :(%) [12+ V2 -1) ]
P = (% 2o 2yZ+0)

R

Figura 3. Circunferencia interna
de la estrella andalusi

Utilizando GeoGebra Discovery

Conviene tener en cuenta que en el resultado final
la nomenclatura puede cambiar segtin el orden en el
que se realice la construccidn.

Comencemos construyendo varios segmentos:

—El segmento r, que va desde E hasta ], la in-
terseccidon de los dos lados h 'y m de los dos
cuadrados.

—El segmento d’, que va desde E hasta C, que
en el modo tradicional es d/2, pero que Geo-
Gebra Discovery no permite nombrar con un
cociente.

—El segmento a’, que va desde F hasta G, el pun-
to de corte de [y el lado DC, que es la mitad
del lado del cuadrado inicial, a/2 en el modo
tradicional, pero que, como ya sabemos, Geo-
Gebra Discovery no nos permite nombrar asi.

—El segmento ¢, que es GF.

—El segmento b, que es JG.

Una vez construidos todos los estos segmentos, le
pedimos a GeoGebra Discovery que nos diga qué
relacion existe entre algunos de ellos, usando, precisa-
mente, el comando Relacién(<objeto>, <objeto>), que
en este caso es, por ejemplo, Relacion(b, t). Asi, Geo-
Gebra Discovery nos permite comprobar (la respues-
ta no es solo numérica, aproximadamente correcta,
sino matematicamente rigurosa, puesto que los algo-
ritmos que usa GeoGebra Discovery internamente

terminan, finalmente, verificando si 1 = 0, 0 no) que:

Figura 4. Algunos segmentos de interés
dentro de la estrella andalusi
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1. by t miden lo mismo (ver figura 5). 4. Finalmente, GeoGebra Discovery nos dice
B ) que la relacién entre ry a’ también es doble
b= (\E— 1> a en el contexto complejo:

GeoGebra Discovery nos da una relacién

doble ya que trabaja en geometria compleja

y no elige los signos de las raices (ver figura

6), pero es facil comprobar que, desde el

punto de vista real, la relacién es la indicada y
tomando la raiz positiva de 2.

3. Del mismo modo obtenemos la relacién
existente entre 'y a’:

d,:\/é‘a,

(figura 7).

[P L 1, 0,0 4N =14
* Algebra * = Graphics
® A=(-117, 146) W a[Cr
® B=(L61, 141) I
® f=279
® polyl = 7.77 L
® - 2.B4x + 2.73y = B4

® i -2.73x + 2Bay =7

® E = (0.25, 2.83) o

F = (0.28, 4.8)

y2 = 7.77
(-0.3,4.23)
1.97

v
-

Inpur:

r=2-(2-22)a

r=, 2~(2+2\/§)‘a’

aunque en el contexto real la correcta es la
primera (figura 8).

tand b are perpendicular

tchecked numerically) More...

Itis generally true thar: 4
*thas the same length as b

under the cendition:
* A and B are not equal

ok

Figura 5. GeoGebra Discovery nos dice que ty b son numéricamente iguales y que la respuesta es

; . .
Rl 58, 0] 4l N =)
* Algebra = Graphics
® A=(-117, 1.46) [ ]@]nalc~
® B =(161,1.41) i [
e f=2790
® polyl = 7.77 "
® [ 2.84x% + 2.73y = 84
® ki-2.73x+ 284y =7 1
® E = (0.25, 2.83) <

® 43.3x - 0.83y = 8.3

®cix-025" +(y-2

® F = (0.28, 4.8)

® G =(0.27,4.22)

® F =(-1.72, 2.86)
m=279

Input:

matematicamente fiable, no aproximada

LR Relation

b and a' are perpendicular
ichecked numerically}

It is generally true thar:

*b=((y2-1))-a'orb = 4
f2+13) - 2

under the condition:

= the construction is not
degenerate

0K

Figura 6. GeoGebra Discovery nos dice que b = (\/E—1 )~a’ desde el punto de vista real
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Conclusiones

Creemos que en este articulo ha quedado patente
tanto la posibilidad de investigar matematicamente,
con conocimientos elementales y en contextos apa-
rentemente muy alejados del curriculo y muy proxi-
mos real, como la sorprendente —y todavia poco
conocida— capacidad de los programas de geometria
dinamica para resolver, instantaneamente, cuestiones
de cierta complejidad y dificultad, como la obtenciéon
de la razén radio/diagonal de la figura 8.

Pero también se ha mostrado cémo el uso de tales
herramientas exige, para su manejo y, sobre todo,

&1 -1 B 1, GO &) N =2 )
* Algebra bt

® A=(-117,146)
#® B = (L61,1.41) ~
®f=279

® polyl = 7.77

® ji2.84x + 2,73y = B4
® ke -2.73x 4+ 284y =
E = (0.25,2.83)

I 43.3x - 0.83y = 8.3
(- 0250 +1(y-2

ene Relation
It is generally true that:
ad' = (/2) - 2"

= (0.28, 4.8)
- under the condition:

.
.
®c
®F
® G = (0.27,4.22)
aF

' = (-1.72, 2.86)

0K

Input:

Figura 7. GeoGebra Discovery nos dice que d’ = \/E-a’

DAl

+ Algebra | ~ Graphics
® A=(-117, 1.46) | SlricT

® B = (161, 1.41) i |
®f=279

® polyl = 7.77
2.B4x 4+ 2.73y = 84
F3x + 2.84y =3
0.25, 2.83)
43.3x- 0.83y =83
(x-0.257 +(y-2
= (0.28, 4.8)
=10.27,4.22)

ase Relation

It is generally true that:

W2r2 - a'
under the condition:

oK

para su interpretacion, la competencia humana,
mostrando, de esta forma, como la colaboracién
hombre/maquina permite desarrollar —tal vez
de una manera distinta, pero no menos podero-
sa que la tradicional— «Las competencias espe-
cificas de resolucidon de problemas, razonamiento
y prueba...» a las que hace referencia el vigente
curriculo.

Contribuir a la divulgacion de estas herramientas,
a su cuidada aplicacién en el ambito escolar, y a su
utilizacidon en contextos STEAM como el que nos
ha proporcionado la marca turistica de la bella ciudad
de Cabra, es nuestro deseo.

= the construction is not degenerate

or = (/(24-J2+20) - ' or r = (/2

* the construction is not degenerate

Input:

Figura 8. GeoGebra Discovery nos dice que en el contexto real r = \

[2.(2-2+2)-a
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sencilla y muy completa introduccion a GeoGebra Discovery: qué es,
quién lo desarrolla, cobmo se puede descargar o usar sin descargar,
cudles son sus principales comandos, algunas referencias. Esta pagina
forma parte del libro GeoGebra que desarrolla en paralelo el articu-
lo «Inclinando la botella de Piaget con GeoGebra Discovery», véase
Losada-Liste y Recio (2023).





