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Este articulo tiene como objetivo demostrar la importan-
cia indispensable de la representacién en el desarrollo
de una competencia matematica robusta, explorando
sus fundamentos tedricos, los beneficios que aporta a
la comprensién y resolucion de problemas, ilustrando
su aplicacion a través de ejemplos practicos en diversos
dominios matematicos, analizando los desafios y errores
comunes derivados de una representaciéon inadecua-
da, y proponiendo estrategias didacticas basadas en la
evidencia para fomentar una fluidez representacional
efectiva.
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matematica.

La representaciéon no es meramente un complemento
en la ensenanza de las matematicas; es un cataliza-
dor esencial que impulsa la comprensiéon profunda
y el desarrollo de una competencia matematica ro-
busta. Las representaciones externas actiian como
sustitutos tangibles de los conceptos abstractos, ha-
ciéndolos mas concretos y accesibles al encarnar sus

Representation in mathematics: a fundamental
pillar for the development of competence // This
article aims to demonstrate the indispensable importance
of representation in the development of robust mathe-
matical competence, exploring its theoretical foundations,
the benefits it brings to the understanding and resolution
of problems, illustrating its application through practical
examples in various mathematical domains, analyzing the
common challenges and errors derived from inadequate
representation, and proposing evidence-based teaching
strategies to foster effective representational fluency.
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propiedades clave. Permiten a los y las estudiantes
visualizar y explorar las ideas matematicas desde mul-
tiples perspectivas, lo que solidifica su comprensién
y les permite ver el significado de los conceptos mas
alla de los nimeros o simbolos aislados. Un estudian-
te demuestra una comprension soélida de una idea si
puede reconocerla en una variedad de sistemas de
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representacion cualitativamente diferentes, manipu-
larla flexiblemente dentro de un sistema dado y tra-
ducirla con precisiéon de un sistema a otro.

La competencia matematica, un constructo esencial en
la educacidén matematica contemporanea, trasciende
la mera capacidad de realizar calculos. En el nicleo
de esta competencia se encuentra la representacion
matematica, un puente indispensable que conecta el
pensamiento abstracto con la comprension tangible.
Los objetos matematicos, por su naturaleza, son cons-
trucciones mentales y no son directamente accesibles
a través de la percepcion sensorial. Por lo tanto, se
requiere de representaciones para interactuar con ellos,
haciéndolos visibles, manipulables y comprensibles.

Fundamentos teoricos
de la representacion
en la educacion matematica

NATURALEZA Y FUNCION

DE LA REPRESENTACION

El término representacion ha sido empleado con fre-
cuencia en la Psicologia y la Didactica de la Ma-
tematica para describir tanto la actividad cognitiva
subyacente como las diversas formas de expresion
utilizadas por los individuos. Las representaciones son
fundamentales para la comprension de la matematica,
dado que sus objetos de estudio son construcciones
mentales. Consecuentemente, se necesitan represen-
taciones para interactuar con ellos. Estas herramientas
ayudan a evidenciar estructuras matematicas y, me-
diante la reflexién, permiten a los individuos tomar
conciencia de sus ideas y de las relaciones existentes
entre ellas. La seleccion adecuada de simbolos puede
ser de gran ayuda para evocar los conceptos correctos,
mientras que una eleccion inadecuada puede conver-
tirse en un obstaculo. De hecho, el nivel y tipo de
matematicas que pueden ser abordadas y comprendi-
das estan fuertemente condicionados por los sistemas
de simbolos y representaciones empleados.

MODELOS CLAVE DE REPRESENTACION
Diversos modelos tedricos han articulado el papel
de la representacion en el aprendizaje matematico.

La teoria de Jerome Bruner postula que el apren-
dizaje de nuevos conceptos progresa a través de tres
etapas de representacion:

—Enactiva: basada en la accién y la manipula-
cion de materiales concretos. En esta etapa,
el estudiante necesita interactuar fisicamente
con los objetos para comprender un concepto,
aprendiendo a través del «hacer.

—Iconica: basada en la visualizaciéon. El estu-
diante representa el mundo a través de dibu-
jos, imagenes y esquemas, aprendiendo a través
del «ver».

—Simbdlica: basada en la abstraccidon, utilizando
c6digos o simbolos, como el lenguaje mate-
matico (nameros, letras, formulas). Esta es la
etapa mas abstracta, donde el conocimiento se
codifica en simbolos.

El modelo de Richard Lesh amplia las formas de
representacion, incluyendo:

—Concreta (manipulativos): implica el uso de
objetos fisicos o digitales, como bloques mul-
tibase o regletas, para manipular y expresar
ideas matematicas.

—Pictoérica (visual): se refiere al uso de dibujos,
diagramas, graficos o imagenes, ya sean hechos
a mano o generados por ordenador, para ilus-
trar conceptos.

— Situaciones reales (contextual): conecta las ma-
tematicas con situaciones y objetos del mundo
real, permitiendo a los estudiantes aplicar lo
aprendido en contextos practicos.

—Simbolos escritos: utiliza letras, digitos y otros
simbolos matematicos para expresar relaciones
numéricas, algebraicas o geométricas.

—Simbolos verbales: consiste en describir con-
ceptos matematicos en palabras, ya sean habla-
das o escritas.

Raymond Duval postula que los objetos matematicos,
al no ser accesibles directamente a la percepcion, solo
pueden ser aprehendidos a través de representacio-
nes semioticas. Propone la existencia de diferentes
«registros» de representacion (textos, tablas, graficas,



figuras, esquemas, expresiones algebraicas, simbolos.

Duval distingue dos tipos de transformaciones esen-
ciales para la actividad matematica y el aprendizaje:

— Tratamientos: transformaciones internas que
ocurren dentro del mismo registro de represen-
tacion, siguiendo sus reglas especificas.

— Conversiones: transformaciones que implican
cambiar de un registro de representaciéon a
otro sin alterar el objeto matematico denotado.

El National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) enfatiza que la ensefanza efectiva de las
matematicas involucra a los estudiantes en la creacion
de conexiones entre las representaciones matemati-
cas. Debido a la naturaleza abstracta de las matema-
ticas, las ideas matematicas son accesibles solamente
a través de sus representaciones. El NCTM identifica
cinco tipos clave de representaciones en la ensehanza
de las matematicas: visual, simbdlica, verbal, contex-
tual y fisica. Para desarrollar la «competencia repre-
sentacional», y propone tres estrategias especificas: fo-
mentar la seleccion intencionada de representaciones,
promover el didlogo explicito sobre las conexiones
entre ellas y alternar la direccidon de las conexiones
realizadas entre representaciones.

En la matematizacion horizontal, el alumnado debe
comenzar por matematizar un contenido o tema de
la realidad para luego analizar su propia actividad
matematica. El alumnado utiliza herramientas mate-
maticas para organizar y resolver problemas situados
en situaciones de la vida real. Esto implica actividades
que incluyan:

— Identificar las matematicas que pueden ser re-
levantes respecto al problema.

— Traducir el problema a un modelo matematico.

—Representar el problema de modo diferente.

— Comprender la relacion entre los lenguajes
natural, simbdlico y formal.

— Encontrar regularidades, relaciones y patrones
en la situacién que se considera.

—Reconocer isomorfismos o analogias con
otros problemas ya conocidos.

— Utilizar herramientas y recursos adecuados.
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La matematizacién vertical se refiere al proceso de
reorganizacion dentro del sistema matematico que
resulta en atajos mediante el uso de conexiones entre
conceptos y estrategias. Se trata de moverse dentro
del mundo abstracto de los simbolos. Esto implica
actividades que incluyan:

— Ultilizar diferentes representaciones y modelos.

— Usar los lenguajes simbdlico, formal y técnico,
y sus operaciones.

—Refinar y ajustar los modelos matematicos;
combinar e integrar modelos.

— Argumentar, inducir y generalizar.

Facilitacion de la resolucion
de problemas

Las representaciones son elementos esenciales
para apoyar la comunicaciéon de ideas matemati-
cas, tanto a uno mismo como a los demas, y para
reconocer conexiones entre conceptos matema-
ticos relacionados. La competencia matematica
incluye la habilidad para interpretar y expresar
con claridad y precisiéon informaciones, datos y
argumentaciones.

La fluidez representacional, definida como la capa-
cidad de usar y traducir con facilidad entre diversas
representaciones, conduce a una comprension mas
flexible y conectada de las matematicas. La inter-
conexion y la fluidez en el uso de multiples repre-
sentaciones no solo profundizan la comprension de
conceptos matematicos individuales, sino que tam-
bién cultivan una forma de pensamiento matemati-
co mas adaptable, flexible y abstracta. La flexibilidad
en el uso de representaciones permite al alumnado
seleccionar la mas efectiva para un problema, lo que
tortalece sus habilidades de resolucién y fomenta
una comprensiéon mas completa de los conceptos.
La habilidad de moverse fluidamente entre repre-
sentaciones (por ejemplo, una descripcién de una
situacion, una expresion algebraica, una tabla y un
grafico para una funcién) permite a los y las estu-
diantes construir un modelo mental mas robusto y
completo del objeto matematico.
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Ejemplos ilustrativos
de la importancia de la representacion
en diversos dominios matematicos

COMPRENSION DEL VALOR POSICIONAL

Para representar el nimero 325, se pueden usar blo-
ques multibase: tres placas para centenas, dos barras
para decenas y cinco cubos pequefios para unidades,
o dibujar esquemas de los bloques multibase, escribir
el niimero «325», o describir el nimero como «tres-
cientos veinte y cinco» (figura 1).

FRACCIONES

Si tomamos una manzana y la cortamos por la mitad
podemos mostrar que cada parte es «la mitad» o un
«medio» (figura 2).

También podemos dibujar un circulo dividido en
dos partes iguales, coloreando una de ellas para re-
presentar 1/2. O dibujar una pizza y dividirla en dos
porciones (figura 3).

Y ubicar el punto 1/2 entre el O y el 1 en una recta.
O escribir el nimero 1/2 (figura 4).
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Figura 1. Bloques multibase

Figura 2. Manzana en dos partes

OPERACIONES CON FRACCIONES

Para comparar fracciones como 4/6 y 3/8, o resolver
problemas de la vida diaria que involucren fracciones,
como ajustar una receta o calcular el consumo de
liquidos, podemos utilizar regletas o fichas de fraccio-
nes para representar 4/6 y 3/8 y compararlas fisica-
mente, observando cual ocupa mas espacio, también
podemos dibujar fracciones como parte de un todo
(por ejemplo, un circulo o rectangulo dividido en
partes iguales y sombreadas) o usar diagramas de ba-
rras para visualizar las cantidades y sus proporciones.
También podemos escribir las fracciones como 4/6
y 3/8 y comparar sus valores o usar la notacion de
fracciones para sumas y restas (figura 5).

MODELIZACION DE RELACIONES

Y PATRONES (FUNCIONES LINEALES)

Para describir la relacion entre variables, como el cos-
to de un servicio en funcioén del uso (por ejemplo,
un plan de telefonia) o el crecimiento/decrecimien-
to de una cantidad a lo largo del tiempo, podemos
hacer una descripcidn de la situacién problematica
en lenguaje natural (por ejemplo, «<Una compania de
telefonia cobra 6 céntimos de euro por establecimien-
to de llamada y 3 céntimos por minuto hablado»).
U organizar pares de datos (por ejemplo, minutos
hablados vs. costo total) en una tabla para mostrar la

Figura 3. Pizza en dos porciones

1/2

-1 0 1 2

Figura 4. Representacién de la fracciéon
en la recta numérica
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Figura 5. Regleta de fracciones



relacién numérica entre las variables.Y trazar los pun-
tos de la tabla en un plano cartesiano para visualizar la
relacidn lineal como una linea recta, lo que permite
identificar la pendiente y la interseccidn con los ejes.
Por altimo, podemos escribir la funcién lineal en
su forma y =mx + b (ej.,y = 0.03x + 0.06), donde m
es la pendiente (tasa de cambio constante) y b es la
ordenada al origen (valor cuando x = 0).

CALCULO DE AREAS Y PERIMETROS

CON EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Para determinar el area total de una figura geomé-
trica compuesta o las dimensiones de un cuadrado
cuando su lado aumenta y su area cambia. Podemos
realizar una representaciéon visual de la figura geomé-
trica, a menudo dividida en sub-areas mas simples
(por ejemplo, un terreno rectangular compuesto por
cuadrados y rectangulos mas pequenos). O escribir
expresiones algebraicas para el area de cada parte y
luego sumarlas para obtener el area total (por ejem-
plo,x-x+4-(1-x)+3-(1-1) o (x+3)(x+ 1) para
un terreno). También, ecuaciones para el perimetro
o el area de cuadrados (por ejemplo, x* para el drea
de un cuadrado de lado x) (figura 6).

INTERPRETACION Y COMUNICACION

DE CONCEPTOS ESPACIALES

(COORDENADAS Y DISTANCIAS)

Para ubicar puntos en un plano cartesiano, calcu-
lar distancias entre ellos, o determinar el area de un
triangulo a partir de las coordenadas de sus vértices,
podemos usar pares ordenados como A(2,-3) para el
centro de una circunferencia o N(2,4) para un punto,
que son representaciones abstractas de ubicaciones en
el espacio. O trazar los puntos y figuras geométricas

Figura 6. Divisiéon del area en sub-areas
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(circunferencias, triangulos, regiones de pastoreo) en
un sistema de referencia cartesiano, permitiendo una
visualizacién de las relaciones espaciales. O describir
la posicidn de objetos en el espacio (por ejemplo, «50
km al norte y 40 km al oeste») o las caracteristicas de
las figuras en lenguaje natural.

PROPIEDADES DE FIGURAS

Y TRANSFORMACIONES

Si queremos calcular la medida de un angulo ex-
terior de un poligono regular (por ejemplo, un
hexagono) o comprender las propiedades de figuras
bajo transformaciones. Podemos utilizar un dibujo
del hexagono regular con el lado prolongado para
mostrar el angulo exterior, permitiendo una obser-
vacion directa de la relacion. O usar de ecuaciones
para determinar el valor del angulo (por ejemplo,
360° + 6 = 60° para el angulo central de un hexa-
gono regular, o la suma de angulos interiores de un
triangulo). También podemos explicar las caracte-
risticas de un hexagono regular, la relacién entre
angulos interiores y exteriores, o las propiedades de
las figuras bajo transformaciones en lenguaje claro

(figura 7).

ANALISIS E INTERPRETACION DE DATOS
Aqui aparecen las notas de los alumnos cuatro clases
de primero de la ESO en matemiticas (tabla 1).

¢Determina la media un conocimiento de la
situacion de estas cuatro clases, respecto la nota en
matematicas? Si calculamos las medias de las cuatro
clases, resulta que la media de las cuatro es 5. Con
lo que la media no nos proporciona suficiente in-
formacion de cémo se distribuyen las cuatro clases.

Figura 7. Medida del angulo exterior
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Si calculamos sus desviaciones tipicas, obtenemos
que: 0,=1,21;0,=1,75;0.=3,06 y 0, =4,05.
Esto nos aporta un poco mas de informacion, sobre
todo en cuanto a la dispersion de las notas en cada
clase. Pero no es hasta que tenemos una representa-
ci6n mas adecuada, en este caso diagramas de barras,
que no nos hacemos una idea de como se distribu-
yen las notas en cada clase (figura 8).

PREDICCION Y MODELIZACION
(PROBABILIDAD)

Si consideramos el enunciado habitual del teorema
de la probabilidad total:

SiA,A, ... A son un sistema completo de sucesos
tal que P(A)=0,Vi=1 ...n, entonces la probabilidad
de un suceso B cualquiera es:

P(B)=P(A)PB|A)+PA)PB|A)+ - + PA)

Observamos que no aporta un conocimiento pro-
fundo de la relacién entre los sucesos. Sin embargo,
s1, para el caso de dos sucesos, consideramos una re-
presentacion en arbol (figura 9).

P(B)=P(A)P(B|A) + P(NoA)P(B | NoA)

La relacién entre los sucesos se justifica de forma
natural.

En el caso del teorema de Bayes:

SiA,A, ... A son un sistema completo de sucesos
tal que P(A)=0,Vi=1 ...n, entonces para un suceso
B cualquiera se verifica:

P(A |B)=

P(A)P(B|A)
P(ADP(B|A)+P(A;)P(B[Ag) + -+ + P(A,)P(B|A,)
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Tabla 1. Notas de cuatro clases de primero de la ESO
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Figura 8. Diagramas de barras con la distribucion de las notas de las cuatro clases



esto para cualquier i=1 ... n.

Y si consideramos los datos en una tabla de contin-
gencia:

SUCESOS

A P(AyB) P(AyNoB) P(A)
NoA P(NoAyB) P(NoAyNoB) P(NoA)
P(B) P(NoB) 1

P(AyB) =P(B|A)-P(A)
P(B) P(B)

P(A[B) =

Desafios y errores comunes
por representacion inadecuada

Una de las principales dificultades surge de la falta de
comprension del lenguaje matematico, que es preci-
so y riguroso, a diferencia del lenguaje natural. Esto
puede llevar a la memorizaciéon de férmulas sin un
significado subyacente, dificultando la notacion y la
organizacién de datos para la resoluciéon de proble-
mas. Se observan errores especificos en diversas areas:

— Decimales: confusion del valor posicional (dé-
cimas con centésimas) y falta de alineacion de
cifras en operaciones.

— Fracciones: falta de comprension de una frac-
cién como un solo nimero, operando nume-
rador y denominador como entidades inde-
pendientes. Esto lleva a errores mecanicos en
la divisién, como invertir el dividendo en lugar
del divisor.

P(B|A)

A

P(A
) P(NoB|A) NoB
P(BINoA) 2
P(NoA)

No A

P(NoB|NoA) No B
Figura 9
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—Potencias y raices: interpretacién incorrecta
del significado de las potencias (multiplicar
base por exponente en lugar de multiplicaciéon
iterada) y de los exponentes negativos. En rai-
ces, se puede confundir el calculo con una di-
vision del subradical por el indice.

— Algebra y geometria: errores algebraicos y el
uso de definiciones o teoremas deformados
son comunes. En geometria, la dificultad para
obtener informacién espacial a partir de re-
presentaciones visuales inadecuadas es un pro-
blema recurrente. La representaciéon grafica
de superficies cuadraticas, por ejemplo, es una
fuente frecuente de errores, a menudo ligada a
fallos algebraicos previos.

Los y las estudiantes pueden confundir la represen-
tacién con el objeto matematico en si, lo que limita
su comprension del concepto abstracto. A menudo,
al analizar maltiples representaciones, tienden a cen-
trarse en la mas familiar y en sus caracteristicas su-
perficiales, en lugar de las que son conceptualmente
relevantes. Las representaciones iconicas inadecuadas
pueden llevar a errores en la interpretacion de la
informacién espacial. Ademas, el uso prematuro de
conceptos o una base de conocimientos insuficiente
pueden generar obsticulos didacticos. Las representa-
ciones visuales desorganizadas también pueden obs-
taculizar la resolucién precisa de problemas. Un error
comun es la falta de verificacion de las soluciones, lo
que indica una comprension superficial del proceso.

Cuando la ensenanza de las matematicas se centra ex-
cesivamente en lo abstracto sin el apoyo de represen-
taciones concretas, surgen problemas de aprendizaje
que se traducen en bloqueos y pérdida de motivacion
a medida que la complejidad aumenta. Las ideas ma-
tematicas pueden permanecer abstractas e inaccesi-
bles para algunas personas. Los y las estudiantes pue-
den llegar a saber cdmo aplicar una térmula, pero sin
comprender para qué lo hacen o el significado de sus
resultados, lo que hace que estos carezcan de sentido
para ellos. Este enfoque promueve un aprendizaje
pasivo, basado en la repeticién y la memorizacion
de asociaciones estimulo-respuesta, en lugar de una
comprension significativa.
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Estrategias didacticas para fomentar
la fluidez representacional

ENFOQUE CONCRETO-PICTORICO-ABSTRACTO
(CPA)

Este enfoque sistematico desarrolla la comprension
matematica. Implica una progresion desde la ma-
nipulacidon de materiales concretos, pasando por la
representacioén pictérica, hasta la comprension de
simbolos abstractos. Es crucial hacer conexiones
explicitas entre estas modalidades, de modo que el
alumnado comprenda como se relacionan. A medida
que el alumnado avanza en su comprension, se de-
ben reducir progresivamente los apoyos concretos,
animandole a construir una comprensién abstracta
mas completa.

FOMENTO DE LA TRADUCCION

Y CONEXION ENTRE REGISTROS

La capacidad de traducir y conectar entre diferentes
representaciones es un indicador clave de la fluidez
representacional. Para ello, se deben fomentar las si-
guientes practicas:

— Seleccion intencionada: animar al alumnado a
elegir la representacion mas adecuada para un
problema o situacién especifica.

—Diilogo explicito: promover discusiones donde
el alumnado articule como diferentes represen-
taciones se relacionan entre si. Esto puede in-
cluir pedirles que expliquen sus procesos utili-
zando distintos tipos de representaciones.

— Alternar la direcciéon de las conexiones: impul-
sar al alumnado a moverse en ambas direccio-
nes entre representaciones (¢j., de un grafico a
una ecuacién y viceversa).

— Actividades de conversion: disefiar actividades
que requieran explicitamente la conversion
entre diferentes registros, como de representa-
ciones graficas a algebraicas.

— Uso multiple: alentar al alumnado a utilizar
multiples formas de representaciéon para dar
sentido a los conceptos matematicos.

—Juegos y practica variada: incorporar juegos y
ejercicios variados que permitan al alumna-
do practicar y consolidar la fluidez en la tra-

duccién entre representaciones, haciendo el
aprendizaje mas atractivo.

La tecnologia ofrece oportunidades valiosas para en-
riquecer el uso de representaciones. La integraciéon de
aplicaciones interactivas y software que proporcionan
«dmagenes en movimiento» o manipulativos dina-
micos puede mejorar la comprensiéon de conceptos
numéricos complejos. Los errores deben ser vistos
como oportunidades de aprendizaje. Es fundamental
abordarlos de forma constructiva, proporcionando
retroalimentacion especifica y detallada sobre los mé-
todos y procesos utilizados por los estudiantes.

Conectar los conceptos matematicos con experiencias
reales y contextos cotidianos ayuda a los estudiantes
a internalizar y aplicar los conocimientos de manera
mas efectiva. Mostrar la utilidad real del tema impar-
tido puede incrementar el entusiasmo y la motivacion
de los estudiantes. Planificar didacticamente procesos
que permitan al alumnado interaccionar con objetos
reales de su entorno (personas, juguetes, etc.) facilita la
construccion reflexiva del conocimiento matematico.

Conclusiones

La representacion matematica emerge como un pi-
lar insustituible en el desarrollo de la competencia
matematica. Como se ha demostrado, los objetos
matematicos son inherentemente abstractos y solo
se hacen accesibles a la mente humana a través de
diversas formas de representacion. Estas no son meras
ayudas didacticas, sino el medio fundamental por el
cual se construyen, se comprenden y se comunican
las ideas matematicas. Sin embargo, la falta de una
representacion adecuada o una fluidez limitada en
su uso conduce a errores conceptuales y procedi-
mentales significativos, obstaculos cognitivos y una
ensenanza abstracta que puede generar bloqueos y
desmotivacion. Estos desafios resaltan la necesidad
critica de una instruccién intencionada en el uso
de representaciones.

En suma, para fomentar una competencia matema-
tica robusta, es imperativo que la practica didactica



se centre en un enfoque que promueva activamente
la traduccidn y conexidon entre registros, integre es-
tratégicamente la tecnologia, aborde los errores de
manera constructiva y contextualice los conceptos
matematicos en situaciones relevantes. Al hacerlo, la
educaciéon matematica puede trascender la memo-
rizacién mecanica, transformandose en una expe-
riencia significativa, accesible y poderosa para todo
el alumnado, equipandolo con las herramientas ne-
cesarias para comprender y transformar el mundo
que le rodea.
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