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La escasez de tiempo es uno de los obstaculos a 69
los que los profesores de matematicas tenemos sma%
que enfrentarnos, y que debemos superar, para
poder llevar a cabo nuestra tarea educativa y for-
mativa. Esto ocurre en todos los niveles de la
enseflanza, y provoca que los profesores no po-
damos detenernos a profundizar en algunos con-
ceptos que, por su interés, merecerfan ser tratados
con mayor intensidad de lo que se hace.
En bachillerato, el problema se acrecienta de-
bido a la gran cantidad de materia que se debe
impartir. Ademas, los examenes de ingreso en la
universidad son un pensamiento permanente en
la mente de los estudiantes. Para los profesores,
el objetivo es ofrecer una preparacion que per-
mita superar estos examenes. Hs por esto que
los temas que tienen especial incidencia en esas
pruebas, son prioritarios. Esto debe ser asi, y no
puede ser de otra manera, por la responsabilidad
En este articulo se propone mejorar la ensefianza de la que tenemos los profesores con nuestros alum-
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Visual resources in relation with the inverse function . .
rior. Es muy raro que en los examenes de acceso,
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llerato se expone de manera algo superficial, y
los estudiantes tienen la percepcion de que las
féormulas que se relacionan con él, no son dema-
siado importantes. Como consecuencia, entre los
estudiantes de primer curso de Calculo en la uni-
versidad es facil detectar, ademas de una cierta
desgana en relacion a este tema, algunos errores
de tipo conceptual. En realidad, ya la propia no-
tacion () resulta confusa porque se trata de un
«simbolo matematico polisémico» (Mamolo,
2010), es decir puede tener distintos significados
(puede interpretarse como un reciproco, 0 como
la inversa de una funcién). En (Kontorovich,
2017) puede verse un estudio sobre la confusion
que provoca esta notacion en los estudiantes.

En este articulo se analiza la forma de intro-
ducir el tema de la funcién inversa en algunos li-
bros de texto de bachillerato, y se exponen algu-
nos de los errores de concepto detectados ente
estudiantes universitarios. Pero el foco principal
del trabajo, son las posibilidades visuales que
ofrece este tema, y que permiten que muchos
aspectos relacionados con €l puedan explicarse
de una forma atractiva y motivadora para los es-
tudiantes. Se hace un recorrido por algunas de
ellas: la relacion entre las graficas de una funcion
y su inversa, las técnicas visuales para obtener
formulas sobre sus derivadas e integrales, y un
tipo de férmulas con gran importancia en la his-
toria de las matematicas.

El concepto de funcidn inversa
en el bachillerato

En el bachillerato, la forma usual de motivar el
concepto de funcién inversa (Colera y Oliveira,
2009; Gonzalez y otros, 2009), es la de mostrar
dos funciones cuya composicion da el valor x:
cada una de ellas deshace lo que hace la otra.
Se denominan fy /7', y se tiene que f(a) = b siy
s6lo si a=f'(b). Se aclara que fdebe ser inyec-
tiva para que pueda existir su inversa y se men-
ciona la simetria de sus graficas respecto de la
recta y = x.

Para obtener la férmula de la inversa de
J=/(x), se aplica el método que consiste en in-
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tercambiar la variable x por y en la expresion de
la funcién. Despejando y se obtiene y= ().

Suponiendo que f'(a) # 0, el valor de la deri-
vada de /™' en b=f(a), 1/f'(a), se obtiene apli-
cando la regla de la cadena en la expresion
F(f7(x)) =x (Cdlera y Oliveira, 2009; Escoredo
y otros, 2009).

En la lista de derivadas, se dan las correspon-
dientes a las funciones trigonométricas inversas.
También, en el tema de la integracion, la lista de
integrales inmediatas incluye aquellas cuyas pri-
mitivas son el arcotangente y el arcoseno.

Esta exposicién provoca la aparicién de al-
gunos errores de concepto entre los estudiantes,
que se exponen a continuacion.

— El hecho de no especificar si la funcion
debe ser continua o no para que exista la
inversa, contribuye a sembrar ideas con-
fusas. Por ejemplo, los estudiantes de pri-
mer curso de Calculo en la universidad no
saben a qué atenerse cuando se les pre-
gunta si la funcion de la figura 1 tiene in-
versa. Comprenden que la funcion es in-
yectiva, pero la discontinuidad de salto en
b, y el hecho de que no sea ni creciente ni
decreciente en el intervalo (g, ¢), les hace
inclinarse a pensar que no tiene inversa.

— También tienen cierta confusion en rela-
cién con las variables. Si se les dice que es
x=f(y) la funcion inversa de y= f(x), no
entienden muy bien que en el proceso de
calcularla se cambie x por y para obtener

IS

— En cuanto a la simetria de las graficas res-
pecto de la recta y= x, es algo que los es-
tudiantes parecen asumir sin estar dema-
siado convencidos de ello y de lo que
significa.

Figura 1



— La regla de la cadena no puede aplicarse
en la composicion fof !, a no ser que se
sepa ya que /' es derivable. Por tanto,
aunque la férmula de la derivada de la in-
versa es correcta, el método empleado
para obtenerla no es una demostracion
valida.

Los estudiantes miran a las funciones invetsas,
y en especial a las de las funciones trigonométri-
cas, con una mezcla de recelo, aprension y fasti-
dio. Estas ultimas aparecen en la lista de derivadas
que deben memorizar. A veces simplemente se
incluyen a la manera de entes extrafios y, aparen-
temente, solo para engrosarla (Gonzalez y otros,
2009). En ocasiones la lista se da primero y des-
pués se da la férmula para el calculo de la derivada
de la inversa (Escoredo y otros, 2009). Finalmente
se incorporan en la lista de integrales inmediatas.
En ambos casos el tratamiento que se les da no
es nada motivador.

La visualizacion, es una de las mejores bazas
de las que dispone un docente para motivar a los
estudiantes y conseguir que el aprendizaje de los
conceptos matematicos sea eficaz y atractivo al
mismo tiempo. El tema de las funciones inversas
es especialmente proclive a ello, ya que sus as-
pectos visuales son muchos y variados.

Construcciones visuales de la grafica
de la funcién inversa

En una funcién y= f(x), la x se denomina variable
independiente. Si conseguimos despejar x en-
tonces tendremos una expresion en la que la va-
riable independiente es y. Esta expresion se co-
noce como inversa de £ x=/"'(y).

La primera forma de visualizar la grafica de
la inversa de una funcioén inyectiva, es partir de
cada punto (a, b) de la grafica de /'y obtener el
correspondiente punto (4, ) de la grafica de /.
Para ello, en (Ayoub, 1987) se propone observar
que los puntos (4, b) y (b, a) son los vértices de
una diagonal de un cuadrado de lado a— &, cuyos
otros dos vértices (4, a), y (b, b), estan sobre la
recta y = x. Por eso las graficas de fy de /' son
simétricas respecto de esa recta (figura 2).

Figura 2

El proceso de obtencion de la inversa consiste
en intercambiar la variable x por y para obtener
y=/"(), lo cual choca con la denominacién ini-
cial x=/7'(y). La visualizacién es una forma in-
teresante de aclarar este baile de variables que
fomenta cierta confusion. En la expresion
x=f"() la variable independiente es y, por tanto
podemos visualizarla si miramos a la grafica de
la funcién y= f(x) desde el eje y (figura 3, arriba).
Si queremos que la variable independiente y esté
en el eje horizontal basta girar ese dibujo 90° en

=

Figura 3
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sentido positivo. Invirtiendo el dibujo para que
la parte derecha del eje horizontal sea la parte
positiva (figura 3, abajo) se obtiene una vision
directa de la grafica de (Spivak, 1980).

En la secciéon dedicada a la integracion, se
utilizara la figura 3 (arriba) como herramienta
para obtener primitivas de funciones inversas, y
otras propiedades de las integrales, de una manera
visual.

Finalmente, intercambiar x por y permite que
x sea la variable independiente de las dos fun-
ciones fy /7, lo que hace que la grafica de ambas
puedan observarse desde el mismo punto de
vista (figura 4).

Figura 4

Graficas de la funcidn exponencial
y logaritmica

Uno de los ejemplos mas socorridos para ilustrar
la grafica de una funcién y la de su inversa, es el
de la funcién exponencial y= "y la logaritmica
y=log x, donde >0 (figura 5).

La figura 5 es valida para muchos valores de
a como 2, 10, ¢, pero no para todos: se muestra
solo una parte de la realidad sin decitlo, y al

Figura 5
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actuar de esta forma los profesores somos res-
ponsables de la formacion de ideas erréneas en
los estudiantes.

En Couch (2002) se analiza el caso «>1. Si
a'>t se verifica que &'>#>log 7 Asimismo si
a'< tentonces &' < #<log . Por tanto si las grafi-
cas de y=4"y de y=log xse cortan en 7 entonces
a'=1. Por otro lado si a’=7 entonces log 7="7y
las graficas se cortan en z Conclusion:

Para a>1, las graficas de y= 4"y de y=log x
se cortan en 7siy solo si a’=#",

En la figura 6 estan dibujadas la grafica de
f(x) = x'*junto con la de la recta y=a.

Ambas se cortan en dos puntos si 1 <a<e'/,
en uno si =¢"* y no se cortan si a>¢"/* por
tanto, para «> 1, el dibujo correcto de la funcion
exponencial y logaritmica es el de la figura 7.

1/e

Figura 6

/

]<a<e]/e

/azel/e

a>e]/e

Figura 7



Si 0<a<1 (Bilan y Jelic, 2014), existe un
punto de corte si 1/e<a<1 y tres puntos de
corte si 0<a<1/¢. La figura 8 corresponde al
caso a=1/1000.

Figura 8

Sumas de arcotangentes

La visualizacion y la historia son dos excelentes
recursos que pueden usarse para despertar el in-
terés de los alumnos por las matematicas. Ambos
se aunan perfectamente en la funcién arcotan-
gente. Entre los siglos XVIII y XIX, los matemati-
cos se emplearon a fondo para obtener decimales
del nimero . Para ello disponfan de la conocida
como serie de Leibniz de 1674:

1 1. _m

1
tanl=1——+ .
arctan 3 5 = 4

Esta serie permite calcular decimales de T, el
problema es que su obtencion es muy lenta. Por
eso optaron por emplear la férmula de James
Gregory de 1671:

305 T
arctanx = x — o4 2 X4 ...

3 5 7
Combinando esta férmula con identidades
relativas a la suma de arcotangentes se consiguio
calcular una buena cantidad de esos decimales
de una forma mas rapida.
Por ejemplo en 1737, Euler obtuvo la fér-
mula:

J

2

x” oy +1

arctan l = arctan +arctan

X x+y
Para x=y=1, se obtiene:

T — arctan 1 + arctan 1
4 2 3

Para x=2, y=1, se tiene que
arctan 1 = arctan 1 —+ arctan 1
2 3 7

Sustituyendo en la primera expresion se ob-
tiene:

T — Darctan+ + arctan &
4 3 7

Esta férmula la publicé Hutton en 1776. Fue
utilizada en 1789 por Greg Von Vega para calcu-
lar 143 decimales de T, y por Clausen en 1847
para calcular 248 decimales de .

Existen numerosas identidades como las an-
teriores, pero aqui nos interesamos solo en las
que pueden demostrarse visualmente. Esto ocu-
rre con la féormula de Euler. Se parte de la
tigura 9.

En la figura 9 (arriba), las longitudes de los
lados del triangulo grande son las del pequefio
multiplicadas por (x+ ). Es decir:

(x4 ), (x+ )%, (x+ yWl+x7

En la figura 9 (abajo), se ha girado el pequefio
en un angulo recto, manteniendo el vértice co-
mun de los triangulos, y después se ha trasladado
hacia arriba.

En la figura 10 (Wu, 2004), se ha completado
el rectangulo y se observa que 2= b+ ¢ Final-
mente, la formula de Euler se deduce de los si-
guientes valores de las tangentes:

X+y a

x(x+y) 1

1
Figura 9
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Figura 10

Otras sumas de arcotangentes se pueden vi-
sualizar con un solo dibujo (Wu, 2003). Para ello

se parte de la figura 11.

74 En la figura 11 (arriba) se ha inscrito un cua-
suma drado dentro de otro, por tanto el angulo mar-

. 86

la parte de abajo del dibujo anterior, y se han re-
saltado dos triangulos. Es obvio que tana=1/3
y que tanb=1/2. Por ser sen(w/4)=a+ b, se

tiene que:

T — arctan 1 + arctan 1
4 2 3

Partiendo de la figura 11 (abajo), y poniendo
el énfasis en los distintos angulos que se sefialan,

a=

Figura 11
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cado es /4. En la figura 11 (abajo) se ha tomado

se obtienen otras identidades parecidas. Tome-
mos la figura 12.

En la figura 12 (arriba) vemos que tana=3y
que tanb=2. Por ser a+b+ /4=, se tiene
que w=arctanl +arctan2 +arctan3. De forma
similar, la figura 12 (abajo) permite deducir la
féormula:

1

% —arctan1+ arctan% -+ arctan 5

=

Figura 12

Tomemos la figura 13.

En la figura 13 (arriba) se aprecia que
tan(a+7/4)=3 y que tana=1/2. Por setr
a+ T /4=arctan3, se obtiene w/4 =arctan3—
—arctan (1/2). De forma similar la figura 13
(abajo) permite deducir la férmula w/4=
arctan 2—arctan (1/3).

Figura 13

Otras dos identidades pueden visualizarse en
las figuras 14 y 15 (Nelsen, 2013).

En la figura 14 se observa que 2a+ b=1/4,
siendo tana=1/3 y tanb=1/7, de donde se de-



duce la férmula de Hutton. Finalmente en la fi-
gura 15, se ve que a+ b+ c=7/4, de donde se
deduce la férmula de Strassnitzky:

% = arctan% + arctan% + arctané

con la cual Dahse en 1844 calcul6 200 decimales
de .

Q _r///‘ i
Figura 14
\
\
\
b
Figura 15

Derivacion de funciones inversas

Ya se mencioné antes que no basta con que
f'(a) #0 para asegurar que /' sea derivable en
f(a). En Ionin (1993) esto se comprueba a través
de la siguiente funcion.

Se define para f(x) =x para x=0. Para cada
numero natural 7z, se define f(x)=(1+1/n)x si
1/(n+1)<x<1/n Por ahora la funcion f estd
definida en (—00, 1), es estrictamente creciente y
su imagen esta formada por (—o0, 0] junto con
los intervalos [1/7,1/n+1/#%). Los huecos entre
estos dltimos se rellenan definiendo f en cada
[, n+ 1) como la recta que aplica este intervalo
sobre [1/(n+1)+1/(n+1)% 1/n), es decir f(x) =
=x/n(n+1)*+1/(n+1) si x€[n, n+1). La gra-
fica de la funcion se observa en la figura 16, y en
la figura 17 se muestra un fragmento ampliado
de esta grafica.

2-
1.5
1 /
0.51 ///
1 2 3 4
Figura 16

1/n+1/n?

1/n

Win+ D+ 1/n+17

Yn+1)

Figura 17

Su dominio es todo R, su imagen es (—00, 2)
y tiene inversa. Ademas f(0) =0y /'(0)=1 ya que
lim_ (f(x)/x)=0. Sin embargo, la funcién
/! no puede ser derivable en el origen porque
no es continua. Y esto ocurre porque Nno esta
acotada en ningun entorno del mismo. Invir-
tiendo la figura 17 se aprecia visualmente esta
propiedad.

El problema es que para asegurar la derivabi-
lidad de la inversa en 0 es necesario que f sea
continua en un entorno abierto de 0, lo que no
sucede porque fes discontinua en cada 1/7.

En este ejemplo lo importante no son las de-
mostraciones analiticas sino visualizar como se
va construyendo la funcién para lograr las ca-
racteristicas deseadas. Legitimamente, a los pro-
fesores nos asalta una pregunta: jes necesario
todo este esfuerzo para mostrar que las hipotesis
de los teoremas deben ser las correctas?

Derivada de la funcidon arcotangente

Las listas de derivadas incluyen las de las inversas
de las funciones arcotangente, arcoseno y arco-
coseno. Estas féormulas a veces se deducen de la
formula general y otras no. Pero los estudiantes
siempre parecen tener la sensacion de que se in-
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Povevere cluyen solo para fastidiarlos. En cualquier caso,
deberan memorizarlas y eso ya es una molestia.

Ya se mencioné antes la importancia historica
de la funcién arcotangente. Este hecho podria
ser una motivacién para obtener su derivada con
un cierto carifio. En Schaumberger (1982) se
propone hallarla mediante un proceso visual que
incluye conceptos como la semejanza de trian-
gulos y el area de un sector circular. Merece la
pena conocer el proceso.

Como la funcién arcotangente es impar, al
serlo la tangente, basta obtener su derivada para
el caso x> 0. Se parte de una circunferencia de
radio /14 x” y centro el origen, y se toma la fi-
gura 18.

Se observa la siguiente desigualdad:

Area triangulo OED <
< Area sector circular OBD <

< Area triangulo OBC [1]
76 Ahqra sigue el calculo de cadz,t area.
st 1. Area t{iéngulo OBC= Area triangulo
8 OAC—Area triangulo OAB =
x+Ax x_ Ax
2 2 2

2. Para calcular el area del triangulo OED,
observamos la figura 19.

C(1,x+2x)

B(1,x)

0 A(1,0)
Figura 18

C(1,x+2X)

B(1,x)

Figura 19
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Se aprecia que los triangulos OED y
OBC son semejantes, por lo que el cociente
entre sus areas es el cuadrado de la razén
de semejanza, es decir:

; —\2
Areade OED _|OD| _ 147
Atrea de OBC oC 1+ (x+ Ax)?

Por tanto

, 2

Area de OED = _ It Ax

1+ (x+Ax? 2

3. Para calcular el area del sector circular
OBD, observamos la figura 20.
Como el radio de la circunferencia del
principio es v1+ x”, entonces el 4rea del
sectot circular OBD vale

(\ll—l—xz )2 B (\/1—|—x2 )2 .

2 2
:1—|—x2<
2

arctan(x + Ax) —arctan x)

Por dltimo sustituyendo en [1] el valor
de cada area se obtiene:
1+’ Ax
T+ (x+Ax) 2

2
< l-‘_Tx(arctan(x + Ax)—arctan x) < %
pot tanto:
1 _<
14 (x+ Ax)
arctan(x + Ax) —arctan x o1
Ax 142
Haciendo tender a cero el incremento de x se

obtiene la derivada de la funcién arcotangente.

Figura 20

Derivada del arcsen y del arccos

La derivada de la funcién arcoseno también
puede obtenerse con un proceso geométrico si-



milar al anterior (Schaumberger, 19806). Pero para
esta funcién hay otras dos formas visuales de
obtener su derivada, y en ambas se utiliza como
herramienta la integracion. Se basan en la figura
21 (Spiegel, 1956) y en la figura 22 (Johnson,
1998).

El dominio de la funcién inversa del seno es
el intervalo [-1,1]. Como la funcién seno es im-
par entonces también lo es su inversa, y basta
hallar la férmula de la derivada en [0, 1]. En la fi-
gura 21, el area de la regién sombreada se puede
obtener de dos formas. Aplicando la férmula del
area de un sector circular, su valor es (1/2)arcsenx,
mientras que a través de la integracion, su valor
es:

f NI dz‘—%x\ﬂ—xz
0
Por tanto:

arcsenx = 2f =2 df — sl — &2
0

Finalmente, del teorema fundamental de
calculo se deduce que:

2
(arcsenx)' = 21— &2 —[\/1 ot _Xiz] —
1—x

V1 — &2

1

N +Y=1
arg¢senx i
¥ I
Figura 21
L
xy=1
aresenx
X 1
Figura 22

En la figura 22 observamos que la longitud
del arco de circunferencia I es arcsenx. Por tanto
tomando la funcién f(x)=1—x", la derivada

buscada sale de la igualdad:

arcsenx:L:foleJr(f'(f))Z dt =
I
Jo i A

Finalmente, la derivada de la funcién arcoco-

dr

seno se puede obtener de una forma visual a
partir de la del arcoseno utilizando la figura 23
(Moran, 1991).

El dibujo de la figura 23 (arriba) representa la
grafica de la funcién y=arcsenx. El dibujo del
centro es la grafica de y=—arcsenx. Trasladandolo
unidades hacia arriba se obtiene la grafica de
_y=arccosx;, y se visualiza la relacion:

arccosx=T/2—arcsenx

En conclusién, (arccosx)' =—(arcsenx)'.

rr/2/

y=darcsenx

/2

/2

Y=-afcsenx

/2

\ )
/2
V= anm

Figura 23

Integracion de funciones inversas

La relacion entre las graficas de una funcion y la
de su inversa, da lugar a una técnica que es util
para visualizar propiedades relativas a la integra-
ci6én de una funcién inversa. Al observar la grafica
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Povevere y= f(x)de desde el eje x;, y la de x=/7() desde
el eje y, se obtienen rectangulos que pueden di-
vidirse en zonas cuyas areas son faciles de calcu-

lar. Tomemos las figuras 24 y 25.

Y=lnx

””””””””” T y=arctanx

S
Figura 25
/8
e En la figura 24 se observa que xlnx=5+1T.

Ya que S se calcula integrando la funcion y= f(x) =
=lnx, y que T'se calcula integrando x=/7'()) = ¢/,
se verifica:

X Inx
xlnx:f lntdz‘—l—f ¢’ dy =
1 1

zf Intdr+x—1
1

Por tanto, las primitivas de y=Inx son:
F(x) = xlnx—x+ C.

En la figura 25 se observa que
xarctanx =S+ T, y la misma técnica anterior da
lugar a:

X arctan x'
xarctan x = f arctan z df + f tan ydy
0 0

Con ayuda de la identidad sec’x=1+ tan’x,
se calcula la segunda integral:

f V tan ydy = —1n<cos(arctan x)) =
0

= ln(sec(arctan x)) =In (\/1 + tan” (arctan x)) =
= in(1+x%)
Por tanto:

f arctan 7 df = xarctan x — %ln(l +x%)
0

FELIX MARTINEZ DE LA ROSA

y las primitivas de y = arctanx son .
F(x)= xarctanx — %ln(l + xz) +C

Esta técnica (Holley, 1981) que se ha utilizado
en los dos ejemplos anteriores para el calculo de
primitivas, también se emplea para visualizar re-
laciones entre una funcién y su inversa. Tomemos
la figura 26.

La figura 26 (arriba) corresponde a una fun-
cién continua y creciente. Se verifica que

A+ B=xf(x)—af(a), por tanto:
x f(x)
tﬁf@ﬂIVW%ﬁwr-ﬂ@fﬂﬁ@

Derivando respecto de x se obtiene:

| of () — af (a) — T d}: x
Lge—ga-[ 0= 1

Es decir, si x=G(y) es una primitiva de
x=f"(y) se verifica:

ff(X)dX =2/ (%)= G(f(x)+C

La figura 26 (abajo) corresponde a una fun-
cién decreciente. Se verifica que A+B=
=x( fla)—f(x)), por tanto:

J(

S .
- _.f(ﬁ@+w—@ﬂ@—j‘ﬂnﬁ:
) a

S(a

=x(f(a)= f(x))

fix

fla)

fia) |-

f(x)

Figura 26



Simplificando y derivando respecto de x se
obtiene el mismo resultado que en el caso ante-
riof.

Por altimo, para funciones no negativas y es-
trictamente crecientes que pasen por el origen,
la técnica anterior permite visualizar (figura 27)

la conocida desigualdad (Young, 1912):
a b
[ st [ oz a
0 0

a
b=fla)

Sa)

b<ffa)

Figura 27

Resumen final

La funcién inversa es un concepto al que se le
dedica poco tiempo en bachillerato y poco espa-
cio en los libros de texto. Esto da lugar a que los
alumnos que ingresan en la universidad tengan
carencias y una cierta confusion sobre el mismo.

En este articulo se propone aprovechar las
posibilidades visuales que tiene para hacer mas
atractiva su enseflanza. Hstas permiten establecer,
de una manera atractiva y sencilla, la relacion en-
tre la grafica de una funcién y la de su inversa.
Como consecuencia directa de ello, se pueden
visualizar facilmente algunos resultados relativos
a la integracion de ambas funciones.

La funcién arcotangente tiene una gran im-
portancia histérica en la busqueda de los deci-

males del nimero 7. La visualizacion de algunas
de las férmulas utilizadas para ello, junto con la
referencia a la historia de las matematicas, es un
recurso que hace que el proceso ensefianza-
aprendizaje sea mas fluido y motivador.

Las visualizaciones, en relacion con la deriva-
cion de las funciones inversas, no son tan directas
como en otros aspectos que se han mencionado.
Sin embargo se basan en conceptos sencillos y
atractivos, como la semejanza de triangulos o el
area de un sector circular, que se salen del camino
estrictamente analitico que se emplea habitual-
mente.
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