Tareas ricas para trabajar
con potencias y raices

DaviD BARBA URIACH
CEcILIA CALVO PESCE

En esta seccion dedicada a las matematicas en
primaria, nuestra intencion es la de analizar di-
namicas de clase centradas en la conversacion y
la comunicacion. Nos interesamos especialmente
por actividades ricas que podemos proponer para
generar este ambiente de clase y por las preguntas
que podemos formular a los alumnos durante la
ejecucion y discusion de estas actividades para
fomentar conversaciones que les permitan cons-
truir nuevos conocimientos y los inviten a co-
municar sus razonamientos.

En esta entrega de «Ella@s tienen la palabra»
propondremos analizar un conjunto de tareas ri-
cas asociadas al estudio de potencias y raices que
permiten generar un ambiente de clase centrado
en la comunicacién y en la construccion del co-
nocimiento a partir de la voz de los alumnos. Al
igual que Afzal Ahmed en su libro Better Mathe-
matics: A Curriculum Development Study, entendemos
por tareas ricas aquellas que en un inicio son ac-
cesibles a todos los alumnos pero permiten plan-
tear nuevos retos a partir del enunciado inicial.
Aquellas que invitan a los alumnos a tomar deci-
siones, a que especulen, que formulen hipotesis,
que justifiquen, que expliquen, que reflexionen,
que interpreten..., tareas que promueven el de-
bate y la comunicacién, alentando preguntas del
tipo «qué pasaria si»



En esta ocasion analizaremos tareas relacio-
nadas con un tema que aparece en los ultimos
cursos de primaria: la potenciacién, una opera-
cién que presentaremos simplemente como una
manera de abreviar multiplicaciones (esto es po-
sible porque las potencias que se trabajan en esta
etapa escolar tienen todas exponente natural el
cual indica la cantidad de veces que debe multi-
plicarse por si mismo el nimero que aparece en
la base).

Ejemplos de tareas

Las tareas ricas sirven para introducir un tema,
para practicarlo, para profundizar en su estudio
o como colofén de su trabajo en el aula. En la
serie de ejemplos que presentaremos en relacion
a «potencias y raices» buscamos ilustrar todos
estos momentos. Acompafiamos cada tarea de
un pequeflo comentario, en ocasiones sobre la
gestién y en ocasiones sobre la solucion.

En la siguiente tarea nuestro proposito es es-
tudiar el potencial de las potencias de una misma
base para generar nimeros pares.

Tarea 1. Potencias de base 10

Presentamos estas seis tarjetas, en el reverso de las cuales los
alumnos pueden anotar su valor y les pedimos que se repar-
tan la tarea de investigar qué niumeros pares menores que
120 pueden obtener sumando algunas de estas tarjetas.

Cuando los alumnos hayan comprobado que
todos los nimeros pares hasta 120 pueden obte-
nerse combinando algunas de estas tarjetas (por
ejemplo: 60 = 2° + 2% + 2% + 22 0 64 = 2% pode-
mos preguntarles, qué otros pares se pueden con-

seguir con esas tarjetas (122, 124 y 126), qué nu-
mero anotarfan en una tarjeta extra para obtener
todos los numeros hasta 120 (pares o impares),
hasta qué nimero llegarfan si agregaran una
nueva tarjeta con la potencia séptima de base 2,
etc...

En la siguiente tarea el propésito es estudiar

cémo se comportan los numeros cuadrados.

Tarea 2. Numeros cuadrados

¢Cual puede ser la cifra de las unidades de un nimero cua-
drado? Y si miramos las dos ultimas cifras de estos nimeros
écudles son las posibilidades?

¢Cual es el menor nimero cuadrado que comienza en 57, éy
en7?

Aunque es conocido el hecho de que solo las
cifras 0, 1, 4, 5, 6 y 9 aparecen en el lugar de las
unidades de los numeros cuadrados, no lo es
tanto que menos del 25% de numeros de dos ci-

fras pueden aparecer en los ultimos dos lugares
de este tipo de nimeros.

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 79
80 81 82 83 84 85 86 87 88 89
90 91 92 93 94 95 96 97 98 99

Figura 1. Cifras finales de niumeros cuadrados

Entre los primeros treinta numeros cuadrados
aparecen todos los digitos entre 1 y 9 como cifra
inicial, pero ciertamente el 5 y el 7 son los que
més se hacen esperar (23* = 529 y 27 = 729);
eso no quiere decir que esos digitos sean menos
probables que otros como cifra inicial. Podemos
proponer a los alumnos que se repartan los 100
primeros numeros cuadrados y que estudien es-
tadisticamente su cifra inicial (el resultado no va-
rfa sustancialmente al hacerlo en el rango 1-100
respecto a hacerlo en el rango 1-1000 como



muestra la siguiente imagen y este no varfa res-
pecto a hacerlo en el rango 1-10000) y que se
sorprenderan al observar cémo la frecuencia de-
cae con el aumento de la cifra®.

Figura 2. Frecuencia relativa de los digitos 1 al 9 como
primera cifra de los primeros 100 nimeros cuadrados

Figura 3. Frecuencia relativa de los digitos 1 al 9 como
primera cifra de los primeros 1000 nimeros cuadrados

En la tarea siguientes queremos dar sentido
al hecho de llamar nimeros cubicos al resultado
de potencias de base natural y exponente 3.

Tarea 3. Numeros cubicos

Completar estas cuatro sentencias y que detecten el patron
subyacente pidiendo que escriban cuales serian las dos igual-
dades que seguirian a estas

3+5=__ 3

7+9+11=__ 3

13+15+17+19=__ 3

21+23+25+27+29=__ 3

Trabajando con material manipulativo pode-
mos ir un paso mas alld y entender por qué todos
los nimeros cubicos se pueden descomponer
como suma de impares consecutivos:

Figura4.43=42+42+42+ 4% =
= (42-3)+ (42-1) + (42 + 1) + (42 + 3)

Figura 5.53=52+52+52+52=
=(52-4)+(5%-2) + 52+ (52 +2) + (5°+ 4)

En la tarea siguiente se trata de dar sentido a
las potencias con base racional. Los numeros
cuadrados y cubicos aparecen al usar exponente
2y 3 combinado con una base natural, pero la
potencia debe entenderse en primaria como una
operacion aplicable a cualquier base positiva y
exponente entero. Es asi que podemos calcular,
tanto de manera exacta como aproximada, por
ejemplo, 2,7% Para el cilculo exacto recurtimos
a los conocimientos sobre multiplicaciones de-
cimales y planteamos 2,7 X 2,7 = 7,29 y para el
calculo aproximado podemos plantear razona-
mientos de este tipo: «como 2,7 = 3, 2,7 = 32 =
9». Este calculo apoyado en el «redondeo» puede
complementarse con un razonamiento de acota-
cion: «como 2,7 estd entre 2 y 3, 2,77 esta entre
2% =4y 3% = 9». Afirmaciones como esta ayudan
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a entender que el calculo exacto no es el Gnico
que trabaja con afirmaciones de total certeza.

Proponemos a continuacion una tarea que in-
vita a explorar este tipo de razonamientos que
puede ser apoyado por el contexto del calculo
de areas.

Tarea 4. Potencias con base racional

Ya sabemos que 3,52 esta entre 3%y 4% pero ¢de cual de los
dos estd mas cerca? Compara la aproximacion asi obtenida
con 3x4.

¢Podrias generalizar las respuestas anteriores a otros nime-
ros como 11,5u 8,5?

Superponiendo un cuadrado de lado 3, uno
de lado 3,5 y uno de lado 4 se puede ver que la
diferencia entre los dos cuadrados mas pequefios
es menor que la diferencia entre los dos cuadra-
dos miés grandes y de alli deducir que (#+0,5)
estd més cerca de (#+1)? que de 7~

Ea 3,5 d
: —

Figura 6. Superposciones de cuadrados de lados
respectivos 3,3,5y 4

Superponiendo un cuadrado de lado 3,5 y un
rectangulo de lados 3 y 4 se puede ver que el rec-
tangulo de lados desiguales tiene un 4rea ligera-
mente menor que el cuadrado (el area que sobra
por la derecha, 0,57 X 3, es menor que la que sobra
por debajo, 0,5 X 3,5) por lo que ofrece una muy
buena aproximacion por defecto: 3°<3 x4 <
<3,5*< 4% Pero podemos decir més: la diferencia
entre las areas que sobran por un lado y por el
otro es de 0,25, de lo cual deducimos que 3 X 4
da una aproximacion por defecto que difiere del
valor real en 0,25, o lo que es lo mismo, 3,5*=

=12.25.
q !

Figura 7. Superposicién de cuadrado de lado 3,5y
rectangulo de 3 x 4

3,5 3x4

La generalizacién del razonamiento anterior

permitirfa decir 11,57~ 11 x 12=132u 8,5°=8 X

X 9=72, o calcular mentalmente 11,5?=13225
u 8,5°=72,25.

En la tarea siguiente se trata de dar sentido a
las raices cuadradas. Si estudiamos las potencias
de exponente 2 es natural preguntarse qué na-
mero elevado al cuadrado tiene un determinado
resultado. Es un hecho matematico importante
saber que para numeros positivos esta pregunta
siempre tiene respuesta y que a ella le llamamos,
la rafz cuadrada del nimero en cuestion.

Cuando el numero al que queremos calcular
la rafz cuadrada es un cuadrado perfecto la res-
puesta es un nimero natural, cuando es otro tipo
de numero natural la respuesta es un numero
real que tiene una expresion decimal infinita. La
bisqueda de la raiz cuadrada de un nimero po-
sitivo es muy previa a plantearse la existencia de
un algoritmo para realizar ese calculo y en este
sentido, puede y debe estar presente en las aulas
de primaria’.

Los alumnos de primaria, luego de elevar al
cuadrado con naturalidad nimeros entre 1 y 20
pueden determinar \/1, \/4, \9.. . V361. En este
contexto les podemos presentar esta tarea, como
un reto para ir completando entre todos durante
unos cuantos dias

Tarea 5. Raices cuadradas
¢Qué resultados enteros entre 0y 20 se pueden obtener

usando un 1,un 6,un 9, una o mas Vv y la cantidad que se
desee de estos simbolos: +, -, x, : y ()?

Algunas de las soluciones posibles son:

1=6:V9-1 2=9-6-V1 3=6:V9+1
4 =V(1+6+9) 5=vV(16+9) 6=6xV1°
7=6+V1° 8=6+V9-1 9=1x6+V9
10=1+6+V9 11=9+VW16 12 = V(16x9)
13 =v169 14 =V196 15=Vvix6+9
16=Vv1+6+9 17=6xV9-1 18=1x6xV9
19=16+V9 ¢Se puede conseguir el 20? ¢Y el 0?

Un dltimo comentario antes de dejar el tema
de las raices cuadradas. La busqueda de, por
ejemplo, 8 deberfa ser entendida por los alum-
nos como un reto que les permitird profundizar
sus conocimientos sobre los nimeros decimales.



No hay ningin nimero natural que elevado al
cuadrado dé 8 por lo tanto, habran de buscar un
decimal que cumpla esta condicion. La busqueda
de ese decimal ha de realizarse en el rango de 2 a
3 ya que 2°=4<8<9=3%, por lo cual podtia
estudiar los resultados de 2,12, 2,22 ..., 2,9% Nin-
guna de estas potencias tiene resultado 8 pero
2,87<8<29% y eso permite volver a afinar el
rango de busqueda’, calcular 2,817 2,822, ., 2,89*
y continuar este proceso hasta dar sentido al re-
sultado que le devuelve la calculadora al pedirle
que calcule V8: 2,828427125.

Reflexion final

En esta entrega de «Ell@s tienen la palabra» nos
hemos centrado en tareas para trabajar con po-

1 Se pueden encontrar otras tareas similares en el post «Las
primeras potencias» del blog Puntmat <http://puntmat.
blogspot.com.es/2015/10/les-primeres-potencies.html>.

2 Se pueden encontrar otras tareas similares en los dos posts
sobre «Los primeros numeros cuadrados» del blog Puntmat
<http://puntmat.blogspot.com.es/2015/09/els-primers-nombres-
quadrats-i.html y http://puntmat.blogspot.com.es/2015/09/els-
primers-nombres-quadrats-ii.html>.

3 Se pueden encontrar otras tareas similares en el post «Los
primeros numeros cubicos» del blog Puntmat

tencias y raices. Las tareas que planteamos sobre
potencias buscan combinar calculo exacto y apro-
ximado (para elevar un nimero decimal que esta
exactamente en la mitad de dos numeros natura-
les consecutivos, basta multiplicar esos dos nu-
meros naturales y sumar 0,25), buscar patrones
(sila cifra de las decenas de un numero es impar
solo podra ser un numero cuadrado si acaba en
0), resaltar propiedades fundamentales (todo nu-
mero entero se puede obtener como suma de
potencias de base 2) o dar sentido al vocabulario
habitual en este tema (cuando el exponente es 3
decimos que estamos elevando al cubo). En el
caso de la tarea relacionada con la rafz cuadrada,
hemos puesto el acento en la nocién de raiz cua-
drada como operacion inversa de la potencia de
exponente 2, que es suficiente para plantear tareas
que inviten a nuestros alumnos a resolver pro-
blemas y a hablar de matematicas.
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<http://puntmat.blogspot.com.es/2015/09/els-primers-nombres-
cubics.html>.

4 En <https://puntmat.blogspot.com.es/2018/04/arrels-qua-
drades-primaria-i-tant.html> se recogen enlaces a diversas entradas
del blog Calaix +ie de Joan Jarefio que permiten reflexionar sobre
los algoritmos asociados al calculo de la raiz cuadrada.

5 Hemos comprobado la conveniencia de visualizar el efecto
lupa relacionado con la densidad de los decimales tal como se ex-
plica en <http://ateneu.xtec.cat/wikiform/wikiexport/cursos/
curriculum/inf_pri/aramat/m2/m2s2>.



