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El objetivo de este articulo es mostrar las poten- 21
cialidades de GeoGebra, como herramienta tec- SMdﬁ;)
noldgica, para la resoluciéon de problemas que
requieren la formulacién de conjeturas y sus de-
mostraciones. Este tipo de problemas resulta, en
ocasiones, tedioso para el alumnado de secunda-
ria cuando se realiza en la clase tradicional con
lapiz y papel. Esto ha provocado que, de alguna
manera, estos problemas dejen de realizarse en
el aula, a pesar de ser interesantes desde el punto
de vista matematico, ya que fomentan el razona-
miento légico, el desarrollo de estrategias, la ca-
pacidad de abstraccion y generalizacion, e incluso
la creatividad.

En este articulo mostraremos un ejemplo de
resolucion mediante una setie de applets GeoGebra
para un problema en concreto, que puede servir
de guia al profesor de segundo ciclo de secundaria
y bachillerato para aprovechar esta herramienta en
el aula, con este u otros problemas similares. En
particular, se ha seleccionado el famoso problemza de
la galeria de arte; propuesto originalmente por Victor
Klee en 1973 y resuelto posteriormente por otros
autores como Vasek Chvatal y Steve Fisk (Aigner
y Ziegler, 2005). A continuacion, presentaremos el
problema y mostraremos como puede ser atacado
por el estudiante de segundo ciclo de secundaria y
bachillerato: inicialmente se plantea el problema y
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se propone una experimentacion de casos parti-
culares con GeoGebra que conduce a la formula-
ci6én de una conjetura solida y su postetior forma-
lizacion, para terminar, demostrandola también
con la ayuda de esta herramienta. Ademas, se pre-
senta una ampliacion que sugiere una posible adap-
tacion del mismo a los diferentes niveles académi-
cos del alumnado.

El problema de la galeria de arte:
experimentacion y formulacion
de una conjetura

El enunciado del problema es el siguiente:

¢Cual es el minimo nimero de cdmaras que se ne-
cesitan para vigilar una galeria de arte?

Consideramos la planta de la galerfa de arte
como un poligono simple del plano formado
por lados, es decir, la galerfa de arte esta cerrada
por paredes (segmentos en el plano) que no se
intersecan entre si. Las camaras de vigilancia per-
manecen en una situacion fija dentro de la galerfa,
aunque pueden controlar cualquier punto a su
alrededor girando 360°. Los lugares vigilados son
aquellos puntos del interior de la galerfa que se
pueden conectar mediante un segmento con el
punto en el que esta situada la camara; no esta
permitido atravesar las paredes. A lo largo del
texto, utilizaremos el término sala para referirnos
a la planta poligonal de la galerfa.

o= 128°
)

PuntoPared

Camara

Figura 1. Sala convexa — Camara Sala Convexa
<https://bit.ly/2006Prd>

Para resolver el problema con GeoGebra los
alumnos podrian empezar experimentando con
salas convexas, desarrollando el applet que se ilus-
tra en la figura 1. Desde el punto Camara se traza
un segmento que gira en torno a dicho punto
3607 el otro extremo del segmento, que llamamos
PuntoPared, se sitta en las paredes de la sala.

Se trata de imitar la emision de un rayo laser.
Para ello, hemos implementado en dicho applet
un script, realizado en GGBSeript, un lenguaje de
seripting propio de GeoGebra, que ejecuta el al-
goritmo encargado de realizar las siguientes ac-
ciones:

1. Permitir colocar la camara tanto en el in-
terior de la sala como en sus paredes, pero
nunca en el exterior.

2. Mantener siempre el rayo, es decir, el seg-
mento que une los puntos Camaray Punto-
Pared, en el intetior de la sala.

3. No permitir que dicho segmento atraviese
ninguna pared de la sala.

4. Facilitar la animacion del giro del rayo, de
0°a 360°, en torno a la camara.

5. Posibilitar que los vértices de la sala pue-
dan moverse libremente.

Sin entrar en detalles sobre la programacion
del script, este es el aspecto mas complicado a la
hora de disenar el applet, puesto que el comando
Interseca de GeoGebra tiene un error de disefio:
devuelve distintos puntos de interseccion, aunque
estos no varfen en realidad.

Desplazando el deslizador o pulsando el bo-
ton play se activa la animacion. Ademas de utilizar
el deslizador, los estudiantes pueden experimentar
moviendo los diferentes vértices. Siempre que la
sala se mantenga convexa percibiran que la co-
locacién de una tnica camara es suficiente para
vigilarla en su totalidad, independientemente del
namero de paredes y de que sea regular o irregu-
lar. De esta experimentacion los alumnos pueden
generar una primera conjetura:

Cualquier sala poligonal puede vigilarse con una
Unica camara.

Tras esta primera experimentacion podriamos
preguntarnos si la conjetura se cumple para cual-
quier poligono no convexo. Entonces, pedirfamos



a los alumnos que construyan diferentes poligo-
nos no convexos y que verifiquen si pueden vigi-
larse con una unica camara, y si esta puede estar
situada en cualquier punto de la sala. Por ejemplo,
si disponemos de una sala como la representada
por la figura 2 no sera suficiente una sola camara.
El alumnado comprobaria esto experimental-
mente al activar el rastro de PuntoPared: seleccio-
namos PuntoPared, pulsamos el botén derecho del
raton y marcamos la casilla Mostrar el rastro. Inde-
pendientemente de donde esté colocado el punto
Cimara, el alumnado comprueba que PuntoPared
no alcanza a recorrer la totalidad de las paredes.

o = 360°

PuntoRared

O
o,

Camara

Figura 2. Sala poligonal no convexa
<https://bit.ly/200Au30>

Al encontrar salas que necesitan mas de una
camara, desechamos nuestra primera conjetura
y surge la siguiente pregunta: squé es lo que ca-
racteriza a estas nuevas salas?

El alumnado suele responder a esta ultima
cuestion diciendo que tienen pios. En lenguaje
matematico, diremos que se trata de poligonos no
convexos, es decir, hay al menos dos puntos del
poligono que definen un segmento no contenido
en dicho poligono. No estarfa de mas comentatles
esta caracterizacion, para que se hagan una idea
de como se formalizan ciertas ideas matematicas.

Como nuestro objetivo consiste en hallar el
menor nimero de caimaras necesario, no nos queda
mas remedio que estudiar siempre el caso mas pro-
blematico; es decir, figuras no convexas con mu-
chos picos. En este momento el profesor podtfa
mostrar un poligono como el de la figura 3 que
tiene un unico pico y que puede vigilarse con
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una sola camara, si esta se sitda en un lugar con- B

creto. Como puede observarse en dicha figura,
la camara podria situarse en cualquier punto del
trapecio PRSQ, que resulta de la interseccion del
rectangulo BCDE vy el triangulo PAQ, ya que
desde esos puntos se puede trazar un segmento
al resto de puntos de la sala sin que interfiera
ninguna pared por medio.
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Figura 3. Sala heptagonal concava con un pico
<https://bit.ly/2NWiFuz>

En poligonos con dos picos consecutivos que
tienen un punto en comun, como en el penta-
gono de la figura 4 (el punto D es comun a los 23
picos E y C), los alumnos podrian también ex- SW‘%—()
perimentar que toda la sala se puede vigilar con
una unica camara situada en este caso en la in-
terseccion de los triangulos AEQ y PCB.

« = 200°
()

PuptoPared

F C

Figura 4. Salas pentagonal (superior)
y hexagonal (inferior)
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En el caso de poligonos con dos picos con-
secutivos que no tienen ningin punto en comun,
como por ejemplo, el hexagono de la figura 4, se
necesitarfan como minimo dos camaras: una si-
tuada en cualquier punto del triangulo AFQ y
otra en PCB. Estas estructuras poligonales con
picos consecutivos, unidos por segmentos, donde
los triangulos que contienen a los picos no se in-
tersecan entre si, las denominaremos poligonos
tipo rastrillo.

La experimentacién con GeoGebra permite
a los alumnos establecer la siguiente conjetura:

Las salas con estructura poligonal tipo rastrillo ne-
cesitan tantas cdmaras como picos tienen para ser
vigiladas.

Formalizacion de la conjetura

Estamos en condiciones de realizar un estudio
de las salas poligonales que tengan forma de ras-
trillo. Los alumnos podrian recoger con Geo-
Gebra, de forma sistematica, los distintos casos
de salas con 7 = 1, 2, 3... picos. El resultado
podtia sintetizarse en la figura 5.

1 pico
1 camara
2 picos
2 camaras
3 picos
3 camaras

n picos

n cdmaras

Figura 5. Salas poligonales con forma de rastrillo
(los triangulos que contienen a los picos no se intersecan)

y puntos en azul donde pueden situarse las cdmaras

De la recogida sistematica de datos se deduce
que salas poligonales tipo rastrillo de 7 = 1 pico
se corresponden con poligonos de # = 3, 4, 5 la-
dos, salas con 7 = 2 picos se corresponden con
poligonos de # = 6, 7, 8 lados, y asi sucesiva-
mente. El nimero de camaras minimo coincide
con el nimero de picos. Un analisis de estos

datos indica que dada una sala poligonal con un
numero de lados 7 = 34, el nimero minimo de
camaras necesarias sera dicho factor £, o lo que
es lo mismo, la parte entera de /3. Si se aumenta
el nimero de lados en una o dos unidades, el
numero de camaras serd el mismo y no cambiara
hasta conseguir el siguiente multiplo de 3. De lo
anterior los alumnos pueden establecer la si-
guiente conjetura:

El nimero minimo de camaras necesario para vigilar
una sala de n lados es ln/3J.

Una vez establecida la conjetura, conocida
como el zeorema de la galeria de arte, se ha de indicar
al alumno que es necesario proceder a su de-
mostracion, ya que en matematicas la compro-
bacién de una serie de casos particulares no im-
plica necesariamente su validez en general.

Pasos previos
a la demostracion de la conjetura

Antes de atacar la demostracion, serfa conve-
niente introducir al alumnado en dos proposi-
ciones sobre las que se va a sustentar: la 3-colora-
cion de los vértices de una triangulacion y el
principio del efecto domind (o principio de induccion).

3-coloracion de los vértices
de una triangulacion

Respecto a la 3-coloracion de los vértices de una
triangulacion de la sala, trabajaremos con el applet
GeoGebra de Maiz y Mufioz (2014). Para pintar
los vértices de una triangulacion de una sala, sin
agregar nuevos vértices, se necesitan solo 3 co-
lores, de manera que no haya dos vértices del
mismo color consecutivos, es decir, unidos por
un mismo segmento.

Cuando en la hoja de GeoGebra marcamos la
casilla 1er triangulacion, la sala poligonal mostrada
queda dividida automaticamente en vatios trian-
gulos. Los vértices estan todos pintados de azul; 1 o
2 clics sobre ellos permite cambiarlos de color: 1
clic cambia a rojo, 2 cambia a verde y 3 vuelve al
azul. Cuando un triangulo tiene sus vértices de



Rojo  Verde Azul
4 3 5

Figura 6. Hoja GeoGebra para la 3-coloracion
de la triangulaciéon de una sala

color diferente, este queda marcado automatica-
mente con un color que lo resalta. Una vez que
tengamos todos los triangulos resaltados, esco-
geremos el color que se haya empleado menos
veces para pintar los vértices de la sala. Asi, por
ejemplo, en la figura 6, solo hemos empleado el
color verde en 3 ocasiones. Si colocamos una ca-
mara en todos los vértices de color verde, ten-
dremos vigilada la totalidad de la sala poligonal.

Por supuesto, esta actividad se ocupa solo de
un caso particular y no puede sostener una afir-
macion general, sin embargo, ilustra la estrategia
que vamos a adoptar con nuestros alumnos para
demostrar la conjetura. Para completar dicha es-
trategia necesitaremos extender la 3-coloracion
al caso general; es aqui donde entra en juego el
efecto dominé o principio de induccién.

El principio del efecto domind

El principio del efecto dominé establece que, si
se coloca un conjunto cualquiera de fichas de
dominé de pie, una detras de otra, todas las fichas
del conjunto caen si se cumplen las dos condi-
ciones siguientes:

I. Cae la primera ficha.
II. Si cae una ficha cualquiera, entonces tam-
bién cae la siguiente.

~ -,
\ ’
~ .
~ 7’ Ver triangulacién
A 7/
~ s
Se deberian colocar las camaras
N ¥ en los vértices de color Verde
AN '
I N
70 e
/! I AY | Y
/ \ \
’ ! v \
7 1 Al \
’ 1 vl \
/ 1 Y| \

Demostracién de la conjetura

En primer lugar, consideraremos una triangula-
cion de la sala que no necesite agregar otros vér-
tices. Siguiendo la estrategia anterior, trataremos
de probar que toda triangulacion es 3-coloreable, me-
diante el principio del efecto domino.

1) La primera ficha de nuestro dominé sera
la sala mas simple. Es decir, una triangular
de # = 3 lados. Esta ficha cae, es decit,
esta sala es 3-coloreable.

1) Consideramos una ficha distinta de la pri-
mera, es decir, una sala cualquiera con un
namero de lados # > 3 y suponemos que
todos los poligonos con menos lados que
n pueden ser 3-coloreables. Entonces, se
podria preguntar a los alumnos si también
caera esta ficha.

Dada una triangulacion de esta sala de #lados,
con 7> 3, vamos a dividirla en dos mitades. Para
ello, escogemos dos vértices cualesquiera que es-
tén conectados mediante una diagonal. En la fi-
gura 7, hemos escogido la diagonal AC, que se-
para en dos la triangulacion total del poligono de
n lados ABCD... Por un lado, tenemos el trian-
gulo ABC, y por otro, la triangulaciéon del poli-
gono ACD... Estas dos triangulaciones pertene-
cen a poligonos cuyo nimero de lados es menor
que 7. Como habfamos supuesto que todas las
salas con menos de 7 lados son 3-coloreables, en-
tonces la triangulacion ACD... también lo sera ,
debido a la suposicién (i) antetior.

D
Figura 7. Triangulacion de una sala con n lados, siendo n >3
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Para acabar de ver que toda la triangulacion
ABCD...
el vértice B de un color distinto al que tengan .4
y C en la triangulacion ACD... (figura 7). Asi
pues, toda triangulacion de una sala cualquiera

es 3-coloreable, solo faltara colorear

dada es 3-coloreable.

Por tltimo, como hay 7 vértices, existe al menos
un color que se utiliza como mucho para V / 3}
vértices. Ahora bien, este color estara presente en
todos los triangulos de la triangulacion; si coloca-
mos una camara en cada uno de esos vértices ten-
dremos asegurada la vigilancia de la totalidad de la
sala poligonal, tal y como querfamos demostrar.

Una suposicidon no tan evidente

La primera demostracion del Teorema de la galerfa
de Arte fue realizada por Chvatal (1975). Steve
Fisk (1978) realizé una demostracion simplificada
que también puede encontrarse en O’Rourke
(1987) y Tucker (1994), y que fue merecedora de
estar en E/1ibro de las Demostraciones, denominado
por Paul Erd6s «como el libro donde Dios reco-
pila las demostraciones perfectas de los teoremas
matematicos» (Aigner y Ziegler, 2005). El motivo
de incluir la demostracion de Fisk en el presente
articulo se debe a dos razones fundamentales:

— Creemos que existe un nimero significa-
tivo de alumnos, en segundo ciclo de se-
cundaria y bachillerato, que reconocerian
cierto grado de belleza y elegancia en dicha
demostracion, adquiriendo nuevos criterios
para una valoracion de las matematicas.

— En la demostracion damos por sentado que
todo poligono puede ser triangulado, sin ne-
cesidad de agregar nuevos vértices, sin em-
batgo, ses posible asegurarlo en general?

La existencia de triangulacién de un poligono
puede parecer natural y evidente; se encuentran
evidencias de este hecho en Garey, Johnson, Pre-
parata y Tarjan, (1978) asi como en Fournier y
Montuno (1984). Sin embargo, creemos conve-
niente resaltar que en el espacio no esta garanti-
zada la existencia de dicha triangulacion. Asi, exis-
ten poliedros que no pueden ser descompuestos
en tetraedros sin agregar nuevos vértices.

&

» Algebra

Uno de los casos mas simples es el poliedro de
Schonbardt (1928) cuya implementacion en Geo-
Gebra 3D es un buen ejercicio para trabajar la
vision espacial del alumnado. La idea basica de
su construccion consiste en imaginar un prisma,
cuya base sea un triangulo equilatero, como si
fuera un bote de conserva, para luego girar la tapa
hasta ofr cébmo se abre. Las figuras 8 y 9 propoz-
cionan unas vistas realizadas con GeoGebra de
este poliedro.

B

C

Figura 8. Vistas del poliedro de Schénhardt

Lo D DB e A O LN ke b

X' » Graphics =X » 3D Graphics
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Figura 9. Applet en Geogebra del poliedro de Schonhardt
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<https://bit.ly/2QbExU3>

A continuacion, se detalla el proceso de cons-
truccion:

— Paso 1: Construimos el triangulo equilatero
ABC contenido, por ejemplo, en el plano
XY. En nuestro caso, el triangulo estara ins-
crito en la circunferencia centrada en el ori-
gen y de radio »= 3, de modo que el vértice
A tiene coordenadas (0, 3, 0) en el espacio.

— Paso 2: A continuacion, reproducimos los
vértices del triangulo anterior en un plano
paralelo, por ejemplo, en g = 4, siendo 4 el
valor que tome un deslizador. Esto pode-
mos hacerlo definiendo tres puntos D, E y
F, en funcién de las coordenadas de A, By
C, respectivamente. Asi, en linea de coman-
dos ejecutarfamos las siguientes sentencias:



D=(x(A).(4).4)
E=(~(B).,(5).7)
v F=(x(c).y(c))

— Paso 3: Aplicamos una rotacion axial para
cada vértice del triangulo DEF, mediante
un angulo « respecto al eje OZ (el que une
los centros de los triangulos .ABC'y DEF).
Asi, a partir de los vértices D, E y F, ob-
tendremos D, E’y I, respectivamente (ver
figura 10). Unimos estos vértices para for-
mar el triangulo equilatero D’E’F’. El an-
gulo o de la rotacion axial, lo definiremos
mediante un deslizador con valor angular
comprendido entre 0° y 60°. Tiene esta res-
triccion puesto que para o = 0° tenemos
un prisma triangular y para oo = 60° las
aristas que unen 4BC con D’E’F’se cortan
en un unico punto. Para o > 60° se obtie-
nen poliedros con mas de 6 vértices.

A

Figura 10. Paso intermedio de la construccion
del poliedro de Schonhardt mediante GeoGebra

— Paso 4: Para finalizar, trazamos las aristas:
AD’, AF°, BE’, BD’, CE’y CF’, y, mediante
la herramienta Poligono, marcamos los trian-
gulos que faltarfan por marcar: AD’F’,
ACF’, BD’E’, ABD’, CE’F’y BCE’, que
conforman las caras del poliedro de

Schonhardt de vértices ABCD’E’F”.

Es importante observar que cada uno de los
seis vértices del poliedro de Schénhardt esta co-
nectado mediante atistas con otros cuatro, es de-
cir, en cada vértice inciden solo cuatro atistas.
Esto hace que no sea fetraedrizable, es decir, que
no se pueda formar ningun tetraedro contenido

en el poliedro sin agregar nuevos vértices, ya que
siempre quedarfa una arista del tetraedro fuera
del poliedro. Schénhardt demostré esta cuestion
y también que todo poliedro no tetraedrizable
debe tener al menos seis vértices (Bagemihl, 1948).

Figura 11. Vista en 3D <https://bit.ly/2NBOwnr>
del archivo STL generado a partir del applet
del poliedro de Schénhardt <https://bit.ly/2QbExU3>

La vista grafica 3D de GeoGebra permite que
el alumnado visualice el poliedro de Schonhardt,
asi como su no tetraedrizabilidad. Existe una in-
teresante posibilidad, que consiste en generar un
archivo en formato .s#/ para su posterior impre-
sion en 3D. En Lieban (2018) tenemos las indi-
caciones necesarias para exportar disefios en 3D
realizados con GeoGebra a STL; la figura 11 es
el resultado de aplicar dicha exportacion al applet
del poliedro de Schonhardt (figura 9). En cualquier
caso, circulan multiples disefios predefinidos de
libre distribucion en internet (Taalman, 2015; Char-
ters, 2017) para utilizar en una impresora 3D con-
vencional.

Para concluir esta seccion y volviendo al pro-
blema de la galeria de arte, convendria indicar
distintos resultados que lo amplian y comple-
mentan. Por ejemplo, la posibilidad de que la
sala poligonal contenga Juecos (O’Rourke, 1987).
De este modo contribuiremos a mostrar que la
actividad cientifica no cesa cuando resolvemos
un determinado problema, sino que se abren
nuevos interrogantes.
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Conclusion

En este articulo se ha presentado un ejemplo de la
utilizacion de GeoGebra como herramienta tecno-
légica para la resolucion y demostracion de proble-
mas matematicos. En particular, se han mostrado
algunas de sus potencialidades que pueden motivar
su uso en el aula para trabajar las matematicas.

Como hemos podido observar, GeoGebra
facilita el estudio sistematico de casos particulares
en la resolucion de problemas, asi como la ela-
boracién de conjeturas y el desarrollo de demos-
traciones. Gracias a los applets dinamicos e inte-
ractivos esta tarea resulta mas visual y quiza mas
estimulante que una resolucion tradicional con
lapiz y papel. GeoGebra permite generar y ana-
lizar en menos tiempo un nimero mayor de casos
particulares, posibilitando de este modo un de-
sarrollo mas rapido de las conjeturas, evitando
que algunos alumnos, sobre todo los menos in-
teresados en esta materia, no se involucren sufi-
cientemente y abandonen la tarea.

Las caracteristicas de GeoGebra permiten
también variar las hipotesis de los problemas,
planteando nuevos retos que estimulen la inves-
tigacion y curiosidad del alumno en el aula. He-
mos pasado, por ejemplo, en la actividad anterior
de trabajar en el plano a trabajar en el espacio,
con applets que permiten la construccién de fi-
guras 3D, tras plantearnos si la existencia de trian-
gulaciones para poligonos en el plano es una
propiedad que puede extenderse al espacio.

Las posibilidades de disefio y construccion
de GeoGebra también ayudan a resaltar el atrac-
tivo y la belleza de las matematicas. El valor de
exponer al alumnado ante resultados catalogados
como bellos y elegantes permite elaborar una
opinion critica sobre el atractivo de las matema-
ticas; un aspecto que no deberfa desaprovecharse.
Para conocer mas sobre el uso de GeoGebra en
actividades y problemas matematicos se reco-
mienda visitar Garcfa-Piqueras (2015).
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