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El titulo de este articulo habra escandalizado al 43
lector. Nada mas leerlo pensara: jfalso! Cierto, es gm@;)
falso, las longitudes de la diagonal y el lado de
un cuadrado tienen distinta longitud. Quiza el
lector piense también que cualquiera lo sabe. Sin
embargo, esta ultima afirmacion también es falsa
y motiva este articulo. No todo el mundo sabe o
es capaz de ver que la diagonal de un cuadrado
es mayor que el lado. Para casi la mitad de los
dos centenares de personas que he tenido en mis
clases de 1.° de la ESO estos ultimos tres cursos
la afirmacion de que la diagonal de un cuadrado
tiene la misma longitud que el lado era verdadera.
No resultara dificil imaginar la magnitud de mi
sorpresa cuando tuve conocimiento de ello.

Mis alumnos utilizan cuadernos con hojas
cuadriculadas de 5 mm X 5 mm. Cada vez que
se trabajan con esas cuadriculas cuestiones de
perimetros y de areas ha aparecido la cuestion:
muchos atribuyen a la diagonal de cada celda de
la cuadricula la misma longitud que al lado.

Las actividades a realizar eran bastante senci-
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con vértices en las intersecciones de la cuadricula

d e u n a c I a S e con un petimetro y/o un area determinados. Otro

tipo pedia hallar el perimetro y el area de figuras
ya dibujadas. No se pretendfa que averiguasen los
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algtn tramo diagonal, pero si que, por lo menos,
pudiesen decir si esa diagonal era mayor o menor
que cada uno de los lados que la formaban. Es-
peraba, por ejemplo, que fuesen capaces de ex-
presar que el perimetro de la figura A es de 6 cm
y que el perimetro de la figura B, algo menor, es-
tarfa entre 5 cm y 6 cm (figura 1). Aventuré tam-
bién que alguien mencionase el hecho de que la
figura B ocupa un area mayor, pese a tener menor
perimetro. L.a mayoria respondié correctamente
la primera cuestion; otra mayorfa algo distinta,
no pudo responder la segunda ni, consecuente-
mente, realizar la Gltima observacion.

Figura 1. Dos figuras en una cuadricula de 5 mm

Al escuchar que para una parte significativa
de la clase ambas figuras tenfan el mismo peri-
metro (6 cm) me di cuenta de que muchos pen-
saban que la diagonal de una celda de la cuadri-
cula tenfa la misma longitud que cualesquiera de
los cuatro lados que la determinaban. Cuando
les pregunté por ello su respuesta dejaba clara
tal erronea interpretacion. Otros alumnos y yo
mismo nos preguntamos coémo era posible.
¢Acaso no vefan que la diagonal de un cuadrado
es mayor que un lado (figura 2)? (Hasta un ciego
se darfa cuental

2

Figura 2. Diagonal de una celda de 5 mm x 5 mm

No, no lo vieron. Miraban, pero no vefan. Me
vino a la mente esa famosa expresion tan oida
hoy en dia de que los jévenes, por el hecho de
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haber nacido en la era digital, se les supone una
competencia digital muy superior a los que na-
cieron mucho antes. Acababa de comprobar que
un grupo de personas que llevaban 12 afios utili-
zando la vista y que habfan nacido en la mas
visual de las épocas eran incompetentes visual-
mente. Asi que abti un didlogo entre ell@s que
se desarroll6 de la manera siguiente':

—Profesor: Los que pensais que no son iguales,
¢qué les diriais a los que creen que la diagonal mide
también 0,5 cm?

—Ell@s: iSe ve claramente!

—Ell@s: Para ir de lado a lado, es mas largo el
de la esquina.

—Ell@s: Silo mides, te dara mas, seguro.

—Profesor: Hacedlo todos. Medid la diagonal y
decid cuanto os da.

Se midi6 la diagonal. No resultaba sencillo
dada la escasa magnitud de la celda, pero los re-
sultados fueron bastante claros: el lado media
0,5 cm; y la diagonal, 0,7 cm. La primera conclu-
sion fue clara y objetiva a todas luces: la diagonal
(D) era mayor que el lado (L)). Hubo quien fue
incluso mas alla y saco otra conclusién: que la
diagonal es mas pequefia que dos lados, ya que
0,7cm <1 cm. Por tanto: L <D <2 -L.

Este problema surge también al estudiar el
circulo, pues no son pocos los que creen que el
perimetro del circulo es igual a su diametro o al
doble de este. He podido comprobar que muchos
creen que el arco AB en la figura 3 tiene la misma
longitud que la poligonal AOB, que es de dos ra-
dios (un diametro). Pese a que esta relacion quiza
no sea tan clara de dilucidar visualmente, tam-
poco se les ocurre medir ambas lineas para com-
probar la validez de su afirmacion.

Dos son las cuestiones primordiales asociadas
a esta dificultad de interpretacion visual. Una, es
de caracter conceptual y tiene que ver con que el

(0] B

Figura 3. Para muchos alumnos, el arco AB y la linea AOB
tienen la misma longitud



segmento es la mas breve de todas las lineas que
pueden trazarse entre dos puntos. La otra, la es-
casa practica en la medida de objetos reales. EIl@s
dan por sentado que su juicio (no lo considero
verdaderamente una intuicion) justifica sus afir-
maciones. Pero lo cierto es que no distinguen en-
tre intuicién y razonamiento y que los juicios que
realizan son un tanto caprichosos, pues no toman
como referentes elementos objetivos como puede
ser el de la medida. Los que piensan asi suelen
justificar que la diagonal es igual al lado porque
«avanza una unidad hacia la derecha o una unidad
hacia arriba, lo mismo que cada lado de la celda»
(horizontal o vertical, respectivamente).

La concepcion del segmento como linea mas
breve entre dos puntos es una definiciéon de la
que Galileo Galilei ya dio pruebas de la imposibi-
lidad de su su demostracion en su Didlogo sobre los
dos madximos sistemas del mundo ptolemaico y copernicano
(177-179). No me pareci6 apropiado en ese mo-
mento enfocar por ahf la cuestion, sino tirar hacia
la vertiente mas practica y experimental ya men-
cionada: en general, el alumnado de 1.° de la ESO
no ha medido lo suficiente y pese a usar cuadernos
de hojas cuadriculadas apenas conoce sus medidas.
Con la medida se zanjo la cuestion.

La diagonal es mayor que el lado
en cualquier cuadrado

El curso siguiente daba clase en 2.° de la ESO a
gran parte de esos mismos alumnos. Como suele
ocurtir, algunos habfan olvidado ya esa conclusion
y volvian a situarse en la concepcion previa de
que el lado y la diagonal del cuadrado eran iguales.
Fue entonces cuando tomé una decision didactica
y basé en esa concepcion erronea todo el desa-
rrollo del teorema de Pitagoras procurando que,
de forma constructivista, tanto ell@s como yo
dedicasemos al proceso el tiempo necesatio.

Se volvieron a medir los lados y diagonales de
las celdas de las cuadriculas y se obtuvieron los
mismos resultados: 5 mm y 7 mm. Volvi6 a quedar
claro que la diagonal superaba un lado, pero era
inferior a dos. Incité entonces un dialogo nuevo:

—Profesor: Y esto de que la diagonal esté entre uno
y dos lados del cuadrado, ¢ocurre en vuestro cua-
drado particular o pasa en todos los cuadrados?

—Ell@s: Si pasa en un cuadrado pasa en todos,
ya que todos tienen el mismo formato: son seme-
jantes.

—Profesor: ¢Y pasa en todos los infinitos cua-
drados que puedan existir, por pequeios y grandes
que sean?

—Ell@s: Estamos seguros de que en estos si
que pasa.

LLa cuestion planteaba ciertas dudas. El hecho
de compartir formato y relacionarlo con la se-
mejanza de figuras fue esgrimido porque en las
sesiones anteriores se habia trabajado la seme-
janza precisamente a partir de los formatos rec-
tangulares (pantallas, monitores y dispositivos
electrénicos). Pero esto no acababa de convencer
a todos. Como a nadie se le ocurrié una argu-
mentacion definitiva, la dejamos estar para reto-
marla mas adelante. Entonces alguien propuso
resolver la cuestion de forma tacita con el com-
pas, sin medir ninguno de los dos segmentos:

—Ell@s: Si ponemos el lado encima de la diagonal
con un compas, el lado no llega al extremo de la
diagonal.

Invité al autor de la propuesta a que la expli-
case en la pizarra. Lo que hizo fue dibujar una
serie de vifietas a modo de comic en las que ilus-
traba el proceso para transportar el lado sobre la
diagonal del cuadrado. Ese alumno utiliz6 el bo-
rrador como herramienta de dibujo para trazar
el cuadrado: el lado de este serfa la longitud de
aquel y la perpendicularidad de sus lados la ob-
tuvo de la perpendicularidad de las esquinas del

borrador (figura 4).

Figura 4. Uso de la longitud y el dngulo recto del borrador
para construir un cuadrado
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Dovevere Este comic matematico tuvo mucho éxito y
pese a que muchos disponian de compas y lleva-
ron a cabo la practica descrita en esas cinco vi-
fietas (figura 5) decidieron incorporar las vifietas
a sus apuntes (figura 6). De esta forma registraban
un proceso de construccion por etapas sucesivas

en las que predominaba la imagen.
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Figura 5. Comic original en el que se traslada la diagonal
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De nuevo se confirmaba, aunque de modo
distinto, que . < D <2 -L.. Retomamos entonces
la cuestién de la universalidad de la conclusion:

—Profesor: Lo que ha hecho vuestro compafiero,
évale para este cuadrado que ha construido o vale
para todos?

—Ell@s: Para todos. Aunque fuese mayor, se
podria hacer igual.

—Ell@s: O si fuese mas pequefio.

Profesor: Y si el cuadrado tuviese 1 km de lado,
é¢también valdria?

—Ell@s: Este no puede dibujarse, no cabe en
la pizarra.

—Ell@s: Pero todo seria igual, el tamafo no
importa.

—Profesor: ¢ Cuanto miden el lado y la diagonal
de los cuadrados de vuestras cuadriculas?

—Ell@s: 5mmy 7 mm.

—Profesor: La conclusién de que la diagonal es
mayor que el lado al medirlos, ¢para qué cuadrado
vale?

—Ell@s: Para el de la cuadricula.

—Profesor: Lo que se ha hecho en la pizarra,
épara qué cuadrado vale?

—Ell@s: Para el de la pizarra.

—Profesor: ¢Y qué medidas se han tomado en
el cuadrado de la pizarra?

—Ell@s: Ninguna.

—Profesor: Entonces, écon qué medida pode-
mos imaginar el cuadrado?

—Ell@s: Con cualquiera, también el de 1 Km.

—Profesor: Luego...

—Ell@s: ... vale para todos los cuadrados.

—Profesor: éPor qué?

—Ell@s: Porque vale para todas las medidas.

La diagonal es mayor, épero cuanto?

La cuestion ahora era averiguar qué relacion exis-
tia entre la diagonal y el lado. Si estaba entre uno
y dos, era 1,... Pero, ¢cual era esa parte decimal?
¢Bra1,2,1,5,0 1,87 La percepcion visual permitia
aventurar que serfa un poco inferior a 1,5. Les
propuse que dibujasen un cuadrado en un folio
en blanco, trazasen su diagonal y midieran ambos
segmentos. Los cuadrados que se construyeron
fueron diversos, algunos se reducfan a la celda
de la cuadricula del cuaderno; otros (figura 7),
construyeron el mayor cuadrado posible en una
hoja DIN A4.

Una vez terminada la tarea, se recogieron los
resultados correspondientes a cuadrados distintos



en una hoja de calculo proyectada en la pizarra (fi-
gura 8). Alguien observo que la moda de la distri-
bucion era 1,4 (utiliz6 el término «moda» porque
habfa sido introducido el curso anterior). Sin em-
bargo, habia en esa tabla de datos un detalle que
les llamoé la atencion:

—Ell@s: Aqui hay algo que falla.

—Profesor: ¢El qué?

—Ell@s: Hay un cuadrado de lado 4 cm con dia-
gonal de 5,5 cm y otro igual con diagonal de 5,3
cm. No puede ser.

—Ell@s: Uno de los dos esta mal.

Figura 7. Relacidn entre la diagonal y el lado del cuadrado

—Profesor: Pero no podemos saber cudl de los
dos es el erréneo, habra que volver a medir y cal-
cular.

—Ell@s: El que estd mal es el de diagonal 5,3
cm.

—Profesor: ¢ Porque tu lo digas?

—Ell@s: No, porque el resultado de este esta
mas lejos de la moda que el del otro.

Esa respuesta extraordinaria basada en un ar-
gumento estadistico impresioné al resto de la
clase. Y 2 mi, mas todavia:

—Profesor: jExcelente!, esta es una muy buena jus-
tificacién basada en la estadistica que hemos reali-
zado.

Sobre la proyeccion de dicha hoja de calculo
se escribieron las conclusiones obtenidas (figura
8). La relacion apuntaba hacia un nimero inferior
a 1,5; aproximadamente 1,4.

Relacion exacta entre la diagonal
y el lado de un cuadrado

El siguiente paso serfa averiguar cual era el
valor exacto de dicha relacién, un auténtico
problema matematico que la experimentacion
no podia resolver. Por eso les invité a que cons-
truyesen cuatro triangulos rectangulos isosceles
iguales, que los recortasen y tratasen de com-
poner con ellos un nuevo cuadrado. La tarea
se ejecuto segun tres métodos de construccion:
17 personas dibujaron, uno a uno, los cuatro

Figura 8. Relacion entre la diagonal y el lado
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triangulos, 6 los obtuvieron dividiendo dos cua-
drados por sus diagonales, y solo una los ob-
tuvo trazando las dos diagonales de un unico

cuadrado (figura 9).
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i
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Figura 9. Tres modos de obtener cuatro triangulos
rectangulos isdsceles e iguales

A todo el mundo le quedd claro que con
los cuatro triangulos rectangulos isosceles igua-
les de lados 4, a y b, podian componerse un
cuadrado de lado 4y dos cuadrados de lado a
(figura 10).

Figura 10. Cuadrados hechos con dos y con cuatro
triangulos rectangulos isdsceles iguales

Ahora tocaba sacar conclusiones de este fe-
némeno mas alld del aspecto de la composicion.
Era evidente que dos cuadrados y un cuadrado
son cosas distintas. Pero hubo una intervencion
que nos acerco a lo que yo esperaba:
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—Ell@s: El cuadrado solo es mayor que los otros.

—Ell@s: ¢Qué quieres decir?

—Ell@s: Que el que tiene cuatro tridngulos es
mas grande que los otros que tienen dos.

—Profesor: ¢Y lo es porque esta hecho con cua-
troy no con dos?

—Ell@os: No, porque es mayor.

—Profesor: ¢ Mayor en qué?

—Ell@s: El lado es mas grande.

—Ell@s: iPero el papel es el mismo!

—Profesor: Exacto. ¢ Qué significa que el papel
es el mismo?

—Ell@s: Que lo pintado es igual, no puede ser
mas grande.

—Ell@s: Pero si el lado es mas grande, el cua-
drado es mas grande.

—Profesor: ¢ Qué se necesita para componer el
cuadrado grande?

—Ell@s: Cuatro tridngulos.

—Profesor: ¢Y para componer los dos peque-
fos?

—Ell@s: Cuatro tridngulos.

—Profesor: éEn qué son iguales entonces?

—Ell@s: En la pintura.

—Profesor: Geométricamente, écomo se llama
eso?

—Ell@s: Ah, te refieres al drea.

—Profesor: Eso es. El area es la misma.

A continuacién escribimos simbdlicamente
esta relacion de igualdad entre las areas de los
dos cuadrados y el cuadrado grande:

vV =a+a
Esta igualdad simbolica no expresa otra cosa
que la que se habia dicho con palabras del lenguaje
corriente: que el area del cuadrado construido so-
bre el lado desigual del triangulo tiene area doble
que el cuadrado construido sobre el lado pequefio

(figura 11). A este resultado le llamamos la version
chill ont del teorema de Pitagoras.

PN
uv

Figura 11. Versidn Chill out del teorema de Pitagoras



Asi que la busqueda de la relacion entre la
diagonal y el lado de un cuadrado nos habfa con-
ducido a la versién mas sencilla del teorema de
Pitagoras:

P =2-a

Volvimos entonces a la celda cuadrada de las
cuadriculas de sus cuadernos, de lado 5 mm. Co-
nociendo ¢=5 mm, calculamos (muy despacio,
pues no tenfan conocimientos de algebra) el valor
de 4. Comenzamos introduciendo el dato en la
expresion simbolica:

b =2-5"=2:25=50
Y si un nimero al cuadrado es 50, el original

es su raiz cuadrada. Con eso no hubo problemas.
La calculadora hizo el resto:

b =A/50 =7,071067811865475

¢Y qué relacion obtenemos entre la diagonal
by el lado a de cada uno de los cuadrados pe-

quenos?
% _ 7»071067i11865475 — 1,414213562373095

Tomando un cuadrado de lado unidad vimos
que, en el fondo, esta relacion es de:

P=21=2=b=+2
Podria haber insistido mas en la expresion
algebraica y formal, pero eso lo dejarfamos para
mas adelante, al retomar la cuestion como excusa
para introducir el algebra. Serfa entonces cuando
llegarfamos a la conclusion y expresion definitiva
de dicha relacién:

D
L _ ./
n V2

Relacion entre la diagonal y los lados
de un rectangulo

A continuacién propuse realizar la misma acti-
vidad, pero sin la restricciéon de que los trian-
gulos rectangulos fuesen isdsceles: componer
un cuadrado con cuatro triangulos rectangulos
iguales.

Para ello algunos adaptaron a dos rectangulos
la solucién mas econémica que un estudiante
habfa aplicado a dos cuadrados: cortatlos por su
diagonal. Sin embargo, no conseguian componer
un cuadrado con los cuatro triangulos rectangu-
los. Una primera aproximacion a la solucion les
dio la idea de que podian aparecer agujeros cua-
drados en la figura resultante, pero el perimetro
exterior de su figura no era lo suficientemente

regular (figura 12). El contorno no era ni cua-
drado ni rectangular.

triangulos rectangulos iguales

Les invité a modificar su disefio para hacer
el contorno mas regular, pero persistian en co-
nectar los triangulos por los vértices rectangu-
lares. Miraba adentro y no afuera. De haberlo
hecho, probablemente habria visto donde es-
taba la clave: que las hipotenusas debfan formar
un cuadrado, estuviese este dentro o fuera. No
les sali6 y les di la solucién mostrada en la
figura 13.

Figura 13. Cuadrado con tridngulos rectangulos iguales
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Entretanto, alguien exclamé: {lo tengo, lo
tengo! (figura 14).

Figura 14. Cuadrado con agujero cuadrado compuesto
con cuatro triangulos rectangulos iguales

Y entonces se desarrollaron dos didlogos. En
el primero se razond por qué la figura resultante
y su agujero eran cuadrados. En el segundo se
relacionaron las areas del cuadrado compuesto
con las del agujero y los triangulos. La figura 15
muestra el modo en que dos de ell@s registraron
€sos razonamientos.

El registro escrito de las argumentaciones se
ha convertido en una actividad de clase a la que
se le da el tiempo requerido. En clase de mate-
maticas el alumnado debe disponer de tiempo
para recopilar, ordenar y organizar aquello que
oralmente y de un modo espontaneo puede ex-
presarse con términos poco rigurosos. Las dos
imagenes de la figura 15 constituyen excelentes

mejoras de lo que quedo escrito en la pizarra.
Ambas, como todas las demas, se hicieron en
caliente y en el aula, justo al término de los razo-
namientos dialogados. Evidentemente, la capa-
cidad comunicativa de esos registros forma parte
de la evaluaciéon. Ell@s lo saben y por eso se es-
meran en que su registro comunique matematicas.
El segundo didlogo consistia en utilizar la
cuestion ya resuelta para el caso de los triangulos
rectangulos is6sceles buscando una expresion del
area del cuadrado como la suma de las areas de
los cuatro triangulos mas la del agujero cuadrado.
Ell@s no eran conscientes de que estdbamos
aplicando la metodologfa de George Polya para
resolver problemas adaptando la resolucion de
un problema conocido para resolver otro mas
dificil. La diferencia estaba en que el cuadrado
anterior no tenfa agujero; el de ahora, si. Y ese
agujero aparecfa precisamente cuando los trian-
gulos dejaban de ser isosceles. Siendo ¢ el lado
mayor de los triangulos y 2 y & los otros dos:

Area cuadrads = Areas tridngulos + Area agnjero
2 1 2
c=4-=a-b+\b—a

No hubo problemas para pasar de esta ultima
igualdad a la siguiente:

o =2-a-b+(l7—a)2

El problema lo tenfamos ahora: jcomo cal-
cular el cuadrado de (h—a)? Pese a que conocfan

Figura 15. Dos registros de por qué la figura compuesta y su agujero son cuadradas
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todos que la potencia 2 significa multiplicar un
nimero por si mismo, necesitaron ayuda para
relacionar esta expresion simbélica con este he-
cho. Por fin, se comprendié que:

(b—ﬂ)z = (17-0)-([7—61)

Pero ahora, scomo calcular ese producto de
dos paréntesis? Necesitabamos algebra para ha-
cerlo. Asi que esta version definitiva del teorema
de Pitagoras a la que habiamos despojado ya de
su aspecto chill ont se quedd a la espera de desa-
rrollar un modo de comprender el resultado del
producto de (b—a) por si mismo, lo que permitiria
afirmar que el area del cuadrado construido con
la hipotenusa es igual a la suma de las areas de
los cuadrados construidos con los catetos™

=at 4 b
Aparecia aqui otra dificultad. En el producto
de (b—a) por (b—a) hay que efectuar el producto

de —a por —a. Habria que justificar que menos
por menos da mas:
—2:(=3)=+6

Como profesor me encontraba en una triple
encrucijada. En primer lugar, habfa llevado a mis
alumnos a una situacion en la que, si bien era
cierto que quedaba claro que necesitaba el alge-
bra, vefa complicado salir del apuro. Habfamos
topado con las operaciones simbdlicas en las que
letras representan nimeros y a las cuales aplica-
bamos las reglas operativas propias de los nu-
meros. En segundo lugar, el teorema de Pitagoras
habfa perdido peso e incluso habia sido despo-
jado de su caracter eminentemente geométrico
para convertirse en algebraico. Dirfa incluso que
el teorema en sf habfa desaparecido ya. Cierto es
que las aplicaciones del teorema son siempre al-
gebraicas, pues se utiliza para calcular longitudes
de hipotenusas (y no medirlas). Pero el teorema
es esencialmente geométrico. Y en tercer lugar,
si el teorema figura en el curriculo de matematicas
es porque tradicionalmente siempre ha figurado
en cualquier curriculo, siempre ha estado ahi, y
este curriculo es heredero de los precedentes.
No digo que haya que sacarlo, nada mas lejos de
mi intencién. Digo que estoy faltando a la verdad
intrinseca de ese teorema cuando lo convierto
en una cuestion puramente algebraica. Como

matematico y como profesor siento como si le
faltase al respeto. Sin embargo, el teorema de Pi-
tagoras se usa para calcular, no para comprender,
y es en el calculo donde se desarrolla todo el po-
tencial de sus aplicaciones. Se calcula con ¢l en
trigonometria, en espacios vectoriales, en la di-
ferenciacion, en variable compleja, en cinematica,
en dinamica de fuerzas. ..

Entonces pensé que tal vez habfa dado con
el quid de la cuestion. Los griegos demostraron
el teorema geométricamente y asf lo pensaban,
pero no fue hasta que el dlgebra se asoci6 con la
geometria euclidiana en la trigonometria que la
aplicabilidad del teorema impulsé las matemati-
cas. He ahf la paradoja: un teorema geométrico
cuyo valor se mide por sus aplicaciones algebrai-
cas.

En la duda me vinieron a la mente los E/e-
mentos de Euclides. La demostracion que alli se
da del teorema (Libro I, proposicién 47) jamas
se trabaja en secundaria y apenas en la universi-
dad, como no sea en aspectos concretos de his-
toria de las matematicas. Quien haya leido los
Elementos tal vez opine que se trata de una de-
mostracién compleja, sobre todo si se compara
con las sencillas demostraciones tipo puzle
como la que se ha ilustrado aqui. Pero debemos
tener en cuenta dos cosas. La primera, que la
demostracion euclidiana no es algebraica, sino
puramente geométrica y que, al menos en este
sentido, respeta el enunciado del teorema (que
el cuadrado construido sobre la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados construidos
sobre los catetos del triangulo rectangulo). La
segunda, que dicha demostracion es coherente
con todo el sistema axiomatico deductivo pre-
sentado en los Elementos. La demostracion eu-
clidiana, a diferencia de las demostraciones tipo
puzle, no busca alcanzar un fin a cualquier pre-
cio, sino que procura ser coherente con las de-
finiciones, postulados, nociones comunes y pre-
posiciones previos. La demostracion euclidiana
no solo no es algebraica, sino que no puede
serlo.

Esto deberia hacernos reflexionar sobre cual
es el modelo axiomatico que damos por valido
en nuestras clases y de qué modo es validado.
En cuestiones de geometria a veces parece que
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no solo el alumnado, también nosotros los pro-
fesores no sabemos a qué atenernos, qué pode-
mos dar por sentado y qué no. De ahi que las
ideas brillantes se antojen a menudo inalcanzables
para ell@s. Esta es una dificultad del pensamiento
geométrico en general, pues no disponemos de
un modelo claro, un punto de partida por el que
sepamos con qué herramientas contamos, es de-
cir, en qué definiciones, postulados y nociones
comunes podemos basar las preposiciones de
geometria. Todo ello conlleva dificultades didac-
ticas y de aprendizaje.

Creer no es aprender

Quedaban pendientes los problemas de calculo
algebraico: la propiedad distributiva y que menos
por menos es mas. Para la propiedad distributiva
del producto con relacién a la suma opté por
enfocar la cuestion experimentalmente (en un
sentido matematico de la expresion). Primero se
trabajo con numeros concretos. Luego se reali-
zaron conjeturas. Y, por ultimo, se expreso la
propiedad como generalizaciéon de forma alge-
braica: con letras representando numeros. Ell@s
ya conocfan que en una operaciéon combinada
hay que calcular antes los paréntesis. Pero lo sa-
bian porque se lo habian dicho en Primaria. Con
nimeros es posible calcular primero un paréntesis
en una operaciéon combinada:

3-(4+5)=3-9=27
Con letras, no:
3-(a+!9):<'...?

Ahora se trataba de hacer una operaciéon com-
binada sin efectuar primero el paréntesis:

3-(4+5)=3-4+43-5=124+15=27

Para ello se hicieron una serie de calculos
con diversos numeros para evidenciar la conje-
tura: si @, by ¢ son tres nimeros cualesquiera
(los nimeros que en ese momento se tenfan en
mente eran positivos), entonces se cumplen dos

propiedades:
a-(/ﬂ—l—f): a-b+a-c
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a-b—l—am:a-(b—i—f)

Por iniciativa mifa, a la primera la llamamos
propiedad distributiva; y a la segunda, extraccion
del factor comun.

También trabajamos la cuestiéon desde una
perspectiva historica y geométrica (figura 106),
dado que el teorema que nos habia llevado hasta
ahf lo era. Mi intencidon era que al ver una equi-
valencia de areas comprendiesen mejor unas
propiedades que habian sido validadas por un
gran numero de casos de calculo. La perspectiva
geométrica, interpretando un producto de dos
nimeros como el area de un rectangulo, serfa
mas universal. Ademas, la percepcion visual ha-
bia jugado un papel determinante en toda la his-
toria. No olvidemos que no vefan que la diagonal
de un cuadrado era mayor que su lado. El fondo
de la cuestion habia nacido de ver para com-

prender.
a a-c
b c
a a-(b+c)
b+c

Figura 16. Origen geométrico de la extraccion del factor
comun y de la propiedad distributiva

La justificaciéon de que menos por menos da
mas la realicé aplicando la propiedad distributiva
a una situacién concreta con ceros y unos. Se
trata de una propuesta similar a la de Courant y
Robbins (1996) y que a ell@s les result6 excesi-
vamente abstracta. Ya habfa utilizado en clase
diversos argumentos populatres para comprender
que menos por menos tiene que ser mas (ascen-
sos y descensos por tramos de escaleras). Pero
dichos argumentos me parecian destinados a fa-
vorecer una creencia y yo buscaba la compren-
sion. Sin embargo, la comprension resulté dificil
a todas luces, pues como ya se vio en el primer
articulo de esta seccion hay relaciones que incluso
los matematicos debemos aceptar por ser hijas



de nuestra propia logica. Les costdé menos trabajo
creerse la propiedad que comprenderla a partir
de la aplicacion de la propiedad distributiva a los
numeros 0 y 1 que Courant y Robbins y yo
mismo les habfamos propuesto:

—1-(1-1)=—1-1-1-(-1)=—1—-1-(—1)
~1-(1-1)=-1:0=0
4
(-1)=0
y
—1-(=1)=+1

—1-1.

Los actos de fe no cuestan demasiado. Tras
un primer perfodo de incomodidad lo crefdo
acaba por adherirse a nuestra conciencia pasando
a formar parte de nuestro «yo». Una vez efectuado
el acto de fe, resulta muy dificil cuestionatlo y re-
formularlo desde una mirada critica y reflexiva.
En matematicas, deberiamos rechazar los actos
de fe en la medida en que nos sea posible. De lo
contrario, estaremos incumpliendo el curriculo,
pues no estaremos educando a ciudadanos criti-
cos, pues estaremos bloqueando su aprendizaje.

Creer no es aprender. Aprender no es obede-
cer. Aprender significa ir rechazando esos actos
de fe que muy posiblemente hemos llevado a
cabo cuando éramos pequenos y que a lo largo
de la vida deberfamos revisar. Los actos de fe
que uno pueda hacer en primero o segundo de
la ESO deberfan ser puestos en entredicho en
tercero o cuarto y descartados en bachillerato.

Esto plantea una critica sobre los proceso de
asimilacion y acomodo defendidos por Piaget

(1970), pues lo crucial de ambos procesos es el
modo en que se produce esa asimilacién y su
posterior acomodo. Solo un aprendizaje cons-
tructivista y social ctitico con dichos acomodo y
asimilacion impide la asimilacién y el acomodo
por acto de fe.

Regreso a los inicios

LLa sorpresa de que muchos estudiantes pensaran
que la diagonal y el lado de un cuadrado tenfan
la misma longitud surgié buscando el perimetro
de poligonos cuyos vértices se situan en las en-
crucijadas de una cuadricula. Gracias al teorema
de Pitagoras estos perimetros pueden calcularse
de forma precisa sin grandes dificultades (figura
17). Basta para ello averiguar qué triangulo rec-
tangulo tiene por hipotenusa el segmento del que
queremos conocer su longitud y aplicar el teo-
rema a dicho triangulo.

El teorema de Pitagoras

Excluyendo al teorema de Tales, no hay teorema
matematico mas conocido y aplicado que el de
Pitagoras. Se trabaja en toda la educacion secun-
daria de todo el mundo. Si en un futuro se des-
cubre una civilizacion y queremos darnos a co-
nocer, en lugar de presentarnos con banderas e
himnos muy bien podrfamos hacerlo con los teo-
remas de Tales y de Pitagoras.
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Figura 17. Aplicaciones del teorema de Pitagoras
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Siun profesional de la educaciéon matematica
considera que el curriculo determina su labor,
tratard el teorema sin discusion alguna. Pero si
su perspectiva es la de interpretar el curriculo
como una orientacién, quiza se pregunte por qué
haya que tratar el teorema mas famoso de las
matematicas y, en caso de hacerlo, como enfo-
carlo didacticamente.

A lo largo de mi vida profesional he tratado
el teorema en clase muchas veces y jamas he
puesto en duda su relevancia. El teorema ya me
parecfa importante antes de ser profesor, no tanto
por su utilidad practica en matematicas y fisica
como por lo que implica matematicamente: la
inconmensurabilidad de la diagonal con relacion
al lado de un cuadrado. Pero desde una perspec-
tiva constructivista del aprendizaje me preguntaba
qué motivo puede tener un adolescente para in-
corporar el teorema y sus aplicaciones a su bagaje
cultural o competencial. Aqui se ha expuesto un
motivo fundamental relacionado con la interpre-
tacion de la percepcion visual y que fue la causa
de varias clases no anunciadas.

No pretendo que lo expuesto constituya el
modo adecuado de plantear y desarrollar el teo-
rema, pero si lo fue para las personas que tenia en
el aula porque el teorema respondi6 a sus dificul-
tades de interpretacion visual. Con el teorema no
solo vemos mas, vemos infinitamente mas. ¢ Vale
este enfoque para todo el mundo? Las personas
son distintas de un curso a otro, de un centro a
otro y de un lugar a otro. También los profesores,
aunque de la misma asignatura, somos diferentes,
pero es evidente un cierto grado de universalidad
en muchos aspectos de los tratados.

La perspectiva educativa clasica es distinta de
la perspectiva historica, pues la demostracion

1 Utilizaré el término «ell@s» creado por David Barba y Cecilia
Calvo en su seccion Ell@s tienen la palabra, para referirme a las
expresiones manifestadas por algin alumno o alumna sin especi-
ficar diferencias aun cuando pueda tratarse de personas distintas.
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mas antigua del teorema son las de las proposi-
ciones 47 y 48 de los Elementos de Euclides.
Hablo en plural porque la proposicion 48 es la
reciproca de la 47. Que el reciproco del teorema
de Pitagoras muy raramente se trabaje en secun-
daria no deja de ser un contrasentido, pues el
triangulo egipcio de 30 cm, 40 cm y 50 cm se
utiliza en el ambito de la construccion (Albert,
2009) para levantar del suelo paredes perpendi-
culares entre si como las de nuestros hogares.
En algin momento de la educacién secundaria
no estarfa mal comprender por qué un triangulo
de lados 5 cm, 12 cm y 13 cm es rectangulo.
Pero para esto harfan falta mas clases no anun-
ciadas como las expuestas’, quizd en 3.°, en 4.°
de Ia ESO o, incluso, mas alla.
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2 Los términos hipotenusa y cateto no fueron utilizados en
ese momento, los lados del triangulo rectangulo fueron nominados
tiempo después.

3 El proceso descrito llevd cuatro semanas de clase.



