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En este trabajo nos centramos en el muestreo, resaltando
su importancia como idea estocastica fundamental.
Analizamos también los contenidos basicos del muestreo
y describimos algunas dificultades relacionadas con las
mismas descritas en la investigacién didactica. Se
presentan también ejemplos de tareas propuestas en
dicha investigacion que podrian utilizarse en el aula para
desarrollar la comprensién del muestreo.
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Sampling: a fundamental stochastic idea

In this paper we focus on sampling, highlighting its
importance as a fundamental stochastic idea. We also
analyze the basic contents of the sampling and describe
some difficulties related to them described in the didactic
research. We also present some examples of tasks
proposed in this research that could be used in the
classroom to develop the understanding of sampling
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El muestreo es la base de la inferencia estadistica,
cuyo objetivo es proporcionar modelos matema-
ticos que extiendan las conclusiones de estudios
realizados en una parte de la poblacién (muestra)
a la poblacion en su conjunto, dando una medida
de la incertidumbre en los resultados.

Tanto Heitele (1975), como Burrill y Biehler
(2011) describieron ideas fundamentales en pro-
babilidad y estadistica, entre las cuales destacaron
el muestreo. Las ideas fundamentales son aquellas
que, histéricamente, supusieron saltos conceptuales
que contribuyeron al crecimiento de estas discipli-
nas. Por aparecer en muchas situaciones cotidianas,
han de ser ensefiadas, pero tienen algunos aspectos
contra intuitivos, que deben ser tenidos en cuenta
por el profesor. Ademas de ser el fundamento de
la inferencia, Heitele (1975) indica que el muestreo
es un vinculo entre estadistica y probabilidad. En
el dia a dia, inconscientemente tomamos muestras;
por ejemplo, cuando controlamos nuestro peso o
tension arterial peribdicamente, o cuando obser-
vamos el comportamiento de nuestros conocidos.
Usamos estas muestras para construir nuestro co-
nocimiento y realizar predicciones, pues no nos es
posible observar completamente todos los fené-
menos que Nos interesan.

Los medios de comunicacion e Internet di-
funden estudios y encuestas que utilizan muestra
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para hacer predicciones generales, cuya validez
debe ser juzgada por el lector. Es por ello que
documentos como el proyecto GAISE (Franklin,
Kader, Mewborn, Moreno, Peck, Perry y Scheaf-
fer, 2007) consideran que los conocimientos ele-
mentales sobre muestreo deben ser parte de la
cultura estadistica de cualquier ciudadano.

La ensefianza del muestreo se incluye en mu-
chas licenciaturas, grados y estudios postdocto-
rales, asf como en el Bachillerato en algunos pai-
ses (por ejemplo, Common Core State Standards
Initiative, CCSSI, 2010; Ministerio de Educacion,
Cultura y Deporte, MECD, 2015; Senior Secon-
dary Board of South Australia, SSBSA, 2002).
Igualmente se sugiere comenzar desde la Edu-
cacién Secundaria Obligatoria con algunos con-
ceptos elementales relacionados, como los de
poblacién y muestra, representatividad y sesgo y
tipos de muestreo.

En lo que sigue analizamos los contenidos
basicos del muestreo, describimos algunas difi-
cultades relacionadas con las mismas y propo-
nemos actividades tomadas de diversas investi-
gaciones que pueden ayudar a superarlas.

Contenidos basicos del muestreo

El término muestreo remite en realidad a una
serie de contenidos, los mas elementales de los
cuales, detallamos a continuacion.

Muestra y poblacion. El estudio del muestreo
requiere de la distincion entre poblacion y mues-
tra (subconjunto de la poblacién). Por diversas
razones, como, por ejemplo, limitacion del
tiempo o de los recursos o que el estudio sea
destructivo, no se puede siempre trabajar con
una poblacion completa. Por ello se estudia una
parte de la poblacion (muestra), que se trata de
seleccionatr de una forma adecuada. Por tanto, la
comprension del muestreo comienza con la con-
cepcion de muestra.

Variabilidad aleatoria: 1.a estadistica estudia la
variabilidad y trata de medirla, predecirla vy,
cuando sea posible, controlarla. Aunque las va-
riables y la variabilidad aparecen en todas las ra-
mas de la matematica, juegan un papel especial
en estadistica. Los estudiantes deben aprender a
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reconocer las diferentes fuentes de variabilidad
en un estudio estadistico (Reading y Shaughnessy,
2004): a) variabilidad de resultados en un experi-
mento aleatorio; b) variabilidad en los datos; c)
variabilidad en una variable aleatoria; d) variabi-
lidad en las muestras. Todas estas fuentes de va-
riabilidad aparecen en el muestreo, por lo que
serfa necesario dotar al estudiante de experiencias
con las mismas; por ejemplo, mediante el empleo
de simuladores.

Distribucion. Este es un concepto propiamente
estadistico, que no se utiliza en otras ramas de
las matematicas. Algunos estudiantes tienen di-
ficultad en considerar la distribucién como un
todo y no como un agregado de datos. Igual-
mente les cuesta trabajo asumir que un estadis-
tico, como la media, es una propiedad de la dis-
tribucién, considerada como un todo y no de un
elemento particular.

La distribucién interviene en el muestreo con
tres niveles de complejidad (Harradine, Batanero
y Rossman, 2011): a) la distribucién tedrica de
probabilidad que modela una variable aleatoria
tomada de una poblacion; b) la distribucion del
conjunto de datos que constituye una muestra
aleatoria simple; c) la distribucion de un estadistico
(como la media muestral) en todas las posibles
muestras del mismo tamafio y condiciones (dis-
tribuciéon muestral). La coordinacién de estos tres
niveles de distribucion, y su diferenciacion, supone
una gran dificultad conceptual para los estudian-
tes. Shaughnessy, Ciancetta y Canada (2004) iden-
tifican tres niveles progresivos de comprension
de estas distribuciones: 1) nivel de razonamiento
aditivo, que consiste en considerar las diferentes
muestras como subconjuntos disjuntos de la po-
blacién y utilizar en las estimaciones unicamente
la frecuencia absoluta, sin tener en cuenta la pro-
porcion del suceso; 2) nivel de razonamiento pro-
porcional, donde se utilizan las proporciones al
realizar las estimaciones y se comprende el valor
esperado de la distribuciéon muestral; y 3) nivel
de razonamiento distribucional (el menos fre-
cuente), donde se integra la comprension del valor
esperado y de la variabilidad de la distribucion
muestral al realizar las estimaciones.

Estimacion. 1a idea basica en estimacion es
que es posible generalizar los datos de una mues-



tra a una poblaciéon mayor. Estudiamos la distri-
bucién de una variable en la poblacion (por ejem-
plo, el peso de los chicos de 18 afios, que esta
caracterizada por unos parametros; en el ejemplo,
el peso seguirfa una distribucién normal N(u, o)
cuyos parametros son la media p y la desviacion
tipica 0. La estimacion es el proceso de obtencion
de los valores de los parametros a partir de una
muestra de la poblacién; en el ejemplo, podria-
mos tratar de obtener el valor de p a partir de la
media X de una muestra de la misma. LLa estima-
cion ha permitido aplicar las matematicas a las
ciencias no exactas y ha llevado a la actual socie-
dad basada en la evidencia (Batanero y Borovenik,
2016). Por supuesto, las conclusiones tendran
siempre un grado de incertidumbre, que la teorfa
del muestreo trata de estudiar.

Representatividad y variabilidad muestral. En la es-
timacion es necesario tener en cuenta dos carac-
teristicas de las muestras (Saldahna y Thompson,
2002). La primera de ellas es la representatividad,
que implica que si no hay sesgos en el método
de seleccion, un estadistico muestral debe ser un
buen estimador del parametro poblacional. La
variabilidad nos sugiere que diferentes muestras
de la misma poblaciéon podrian dar distintos va-
lores del estadistico. La variabilidad en las mues-
tras depende de la variabilidad en la poblacion
de partida, pero puede disminuirse si se aumenta
el tamano de la muestra.

Meétodos de muestreo y sesgo. Un proceso correcto
de estimacion se basa en el método de seleccion
de la muestra. Para poder estudiar el error proba-
ble, el método de seleccion debe asegurar que
podemos calcular la probabilidad de que cada ele-
mento de la poblacién forme parte de la muestra
y que los elementos sean independientes entre si.
La primera forma de conseguirlo es utilizar un
método de seleccion aleatoria, pero es posible
también utilizar métodos equivalentes (como el
muestreo sistematico) o métodos donde, aunque
no todos los miembros de la poblacion tienen la
misma probabilidad, podemos medir esta proba-
bilidad, como el muestreo estratificado. Si no so-
mos capaces de asegurar las condiciones adecua-
das, diremos que hay un sesgo en el muestreo. Este
sesgo se transmite a las conclusiones y no dismi-
nuye aunque aumente el tamafo de la muestra.

Algunas dificultades de comprensién
en el muestreo

De acuerdo a Ben-Zvi, Bakker y Makar (2015),
son los fallos en comprension de las ideas de va-
riabilidad y representatividad muestral los que
impiden una correcta comprension de la distri-
bucién muestral. Por ejemplo, algunos estudiantes
tienden a asumir que una muestra, aunque sea
pequefia, siempre representa a la poblacion, in-
dependientemente de coémo se ha seleccionado
(Tversky y Kahneman, 1982). Esta creencia con-
duce a graves consecuencias en el trabajo esta-
distico, pues se espera una convergencia esto-
castica a la distribucion tedrica incluso en pocas
repeticiones de un experimento, porque se ge-
neraliza indebidamente la Ley de los Grandes
Nuameros. Algunos sesgos asociados son los si-
guientes:

— Falacia del jugador, o suponer que el resul-
tado de un experimento aleatorio afectara,
al repetirlo en el futuro, a la probabilidad
de los sucesos de dicho experimento. Esta
creencia es infundada cuando los experi-
mentos aleatorios son independientes. La
influencia del resultado de un experimento
aleatorio en el calculo de probabilidades
futuras es una creencia que se denomina
recencia positiva, si se supone que los siguien-
tes resultados de un experimento aleatorio
seguiran el patrén observado, y recencia ne-
gativa, si se piensa que se compensaran los
resultados futuros con los observados.

— Sesgo de equiprobabilidad (Lecoutre, 1992),
que consiste en pensar que los resultados
de cualquier fenémeno aleatorio, en parti-
cular, cualquier valor de un estadistico
muestral, son igualmente probables.

— Falacia de la composicion (Chernotf y Rus-
ssel, 2012), que consiste en transferir a
un todo una propiedad que se cumple en
alguna de sus partes. Asi, por ejemplo,
puesto que todos los puntos al lanzar un
dado son equiprobables; algunos estu-
diantes consideran equiprobables todas
las sumas o productos obtenidos al lanzar

dos dados.
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— Ilusion de control (Langer, 1975), o creencia
de poder controlar los resultados de un
proceso aleatorio (una muestra). Este
sesgo aparece frecuentemente en los ju-
gadores compulsivos y se refuerza cuando
se incrementa la motivacion (por ejemplo,
si se espera un fuerte premio) y la persis-
tencia (cuanto mas se juega).

Una vez comprendidas la representatividad y
variabilidad muestral, se debe pasar al estudio de
la distribucion muestral. Sin embargo, como ya
se ha indicado los estudiantes confunden los tres
tipos de distribucion implicitos en el muestreo.
En especial, tienen mucha dificultad en visualizar
la distribucién muestral.

Como indican Saldahna y Thompson (2002),
aunque la estimacion se realiza a partir de una
unica muestra, la comprension de la distribucion
muestral requiere imaginar todas las posibles mues-
tras del mismo tamafio que podrfan tomarse de la
poblaciéon dada. Shaughnessy, Ciancetta y Canada
(2004) investigaron esta compresion con estudian-
tes de 10 a 19 afos. La cuarta parte de ellos espe-
raban obtener el mismo resultado en las dos mues-
tras repetidas del mismo tamafio y algunos
propusieron en sus muestras resultados muy poco
probables (como todos los sucesos idénticos). Los
autores identifican tres niveles progresivos en el
razonamiento sobre la distribucion muestral: 1) el
nivel de razonamiento aditivo (el mas frecuente),
que consiste en considerar las diferentes muestras
como subconjuntos disjuntos de la poblacion y
utilizar en las estimaciones unicamente, la frecuen-
cia absoluta, sin tener en cuenta la proporcion del
suceso; 2) el nivel de razonamiento proporcional,
en el que se utilizan proporciones al realizar esti-
maciones y se comprende el valor esperado de la
distribucion muestral; y 3) el nivel de razonamiento
distribucional (el menos frecuente) donde se inte-
gran las ideas de valor esperado y de variabilidad,
al realizar estimaciones.

Ideas para el aula

En esta seccién retomamos las ideas basicas re-
queridas para la comprension del muestreo y su-
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gerimos algunas tareas utilizadas por autores que
han investigado la comprensiéon del muestreo
por estudiantes de educacién secundaria que pue-
den ser utilizadas en el aula, para desarrollar dicha
comprension.

Poblacién y muestra. En primer lugar, es impor-
tante que los estudiantes discriminen correcta-
mente la muestra de la poblacién y reconozcan
las situaciones en que es necesario recurrir al
muestreo. Esta comprension se puede desarrollar
con preguntas como la planteada en la actividad
1 (Meletiou-Mavrotheris y Paparistodemou,
2015). Watson y Moritz (2000) proponen a alum-
nos entre 8 y 15 afios preguntas similares y dife-
rencia tres niveles de desarrollo en la compren-
sion del concepto: en el primero solo se
comprende la terminologfa del muestreo; en el
segundo, se comprenden ademas las aplicaciones
del mismo y en el tercero se adquiere una capa-
cidad critica para discutir conclusiones obtenidas
a partir de muestras sesgadas.

Actividad 1

¢Has oido la palabra muestra antes? ¢ Qué significa para ti? Pon
algunos ejemplos de muestras e indica por qué fue necesario
tomar una muestra.

Sesgo en muestreo. Como hemos indicado, se
suele tener excesiva confianza en la representati-
vidad muestral, independientemente del tamafio
de la muestra. Ademas, Saldahna y Thompson
(2002) concluyen que muchos estudiantes pre-
fieren métodos sesgados y no confian en el mues-
treo aleatorio para producir muestras represen-
tativas. Sera importante entonces plantear
actividades como la 2, tomada de Watson (2004).

Actividad 2

Alrededor de 6 de 10 estudiantes de los institutos de los

Estados Unidos dicen que ellos conseguirian una pistola si

quisieran una, de los cuales, una tercera parte aseguran que les

costaria menos de una hora conseguirla. La encuesta dirigida a

2508 estudiantes en Chicago mostraba también que el 15%

habia llevado realmente una pistola los ultimos 30 dias, y el 4%

llevaba una al colegio.

a) ¢Harias alguna critica de la afirmacion de este articulo?

b) Si tu fueras un profesor, ite llevaria esta informacion a
rechazar una oferta de trabajo en otra ciudad de los Estados
Unidos, como Colorado o Arizona? ¢Por qué?




Meétodos de muestreo. Una vez aceptada la posi-
bilidad de sesgo en el muestreo, se puede propo-
ner la siguiente tarea adaptada de Meletiou-Mav-
rotheris y Paparistodemou (2015) que, ademas
de reforzar la idea de sesgo en el muestreo, per-
mite introducir diferentes métodos estadisticos
para seleccion de las muestras.

Actividad 3

Los estudiantes en un colegio realizaron una encuesta con el fin

de determinar la proporcion de nifios que reciclan en sus casas.

Compara los siguientes métodos de elegir la muestra e indica

cudles te parecen fiables. Si tuvieras que elegir uno de los

métodos, écual elegirias y por qué?

1. Mari preguntdé a 60 amigos.

2. Rafa hizo una lista con los nombres de todos los nifios del
colegio y eligié 60 nifios al azar.

3. Andrés pregunto a 60 estudiantes que eran miembros de un
club de medio ambiente.

4. Elena envid el cuestionario por correo electrénico y uso las
primeras 60 respuestas.

5. Ana preguntd a 5 chicos y 5 chicas de cada uno de los cursos
de 1.° a 10.° para tener una muestra representativa.

Generacion de muestras. Como hemos indicado,
los estudiantes han de visualizar la idea de que es
posible tomar muchas muestras de la misma po-
blacion. Una actividad interesante es peditle for-
mar muestras. Por ejemplo, podemos proponer
la actividad 4, tomada de Gémez y otros (2014).
En esta tarea, el valor esperado del nimero de
chinchetas que cae con la punta hacia arriba en la
siguiente repeticion del experimento sera proximo
a 68, pues la proporcion muestral observada es
esa (p=0,68) y, por tanto, setfa el mejor estimador
de la proporcion en la poblacion. Sin embargo,
cabe esperar alguna variabilidad en las cuatro
muestras diferentes, debido a la variabilidad en el
muestreo. Una respuesta razonable serfa, por
ejemplo, indicar los valores 65, 70, 71 y 64 para
las cuatro nuevas muestras. Sin embargo, algunos
estudiantes dan estimaciones proximas a 50 chin-
chetas con la punta hacia arriba, o bien intentan
compensar el resultado del profesor dando mues-
tras con el numero de chinchetas alrededor de
30. También hay estudiantes que dan valores muy
extremos, como 100 chinchetas con la punta hacia
arriba, o mezclan las anteriores respuestas (Begué,
2016). Ademas de discutir las soluciones en clase,
se pueden realizar experimentos con chinchetas

reales o utilizar el simulador presentado en la fi-
gura 1 para hacer ver a los estudiantes el com-
portamiento previsto en diferentes muestras..

Actividad 4

Un profesor vacia sobre la mesa un paquete de 100 chinchetas
obteniendo los siguientes resultados: 68 caen con la punta
para arriba y 32 caen hacia abajo. Supongamos que el profesor
pide a 4 nifios repetir el experimento, lanzando las 100
chinchetas. Cada nifio vacia una caja de 100 chinchetas y
obtendrd algunas con la punta hacia arriba y otras con la punta
hacia abajo. Escribe cuatro resultados posibles si se repite el
experimento cuatro veces.
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Figura 1. Simulacion de muestras de lanzamiento
de monedas

Ditribucion muestral. 1a discusion en clase de
la actividad 4 y la produccién de una grafica con
los resultados de los diferentes estudiantes per-
mite introducir la distribucion muestral. Para re-
forzar su comprension y ayudar en la diferencia-
ciéon con la distribuciéon de la poblacion y la
distribucién de los datos en la muestra, es con-
veniente realizar alguna actividad de simulacion.
Por ejemplo, por medio del applet de la coleccion
de Allan Rosman y Beth Chance disponible
en <http://www.rossmanchance.com/applets/
OneSample.html> se visualizan las tres distribu-
ciones. El applet permite seleccionar el tipo de dis-
tribucion y el estadistico; también se puede cambiar
el tamafio de la muestra y ver el efecto del tamafio
de la muestra sobre la distribuciéon muestral.

Nosotros podemos (o incluso los mismos es-
tudiantes pueden) construir un simulador de este
tipo usando Excel. Con la opcién de generacion
de nimeros aleatorios, se pueden generar se-
cuencias de diferentes longitudes de valores 0 y
1 (representando la cara y la cruz). En la figura 1
se han generado de tamafios 10 y 30 para com-
parar los resultados del lanzamiento de 10 o 30
monedas equilibradas. Ia poblacion en este caso
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es la variable aleatoria que solo toma dos valores,
0y 1; las muestras (de tamafio 10 y 30 se visuali-
zan en la figura 1, donde también se han afiadido
dos columnas sumando el numero de caras en
las 10 primeras monedas y en las 30. El estudiante
puede examinar cada una de las muestras y ver
no solo que cambia el numero total de caras,
sino también el orden en que se presentan caras
y cruces. Ademas, se puede identificar la presencia
de rachas de resultados iguales seguidos.

LLa simulacion se puede complementar con la
representacion grafica del numero de caras obte-
nidas en los dos tipos de muestras (figura 2). No-
sotros hemos realizado 100 simulaciones (100
filas en la hoja Excel representada en la figura 1),
pero se puede ampliar el nimero. Lo que repre-
sentamos en las dos graficas de la figura 2 son las
distribuciones muestrales del nimero de caras,
de modo que el estudiante puede diferenciarlas
de la distribucion en la poblacion y de la distribu-
cién de cada muestra que aparecen en la figura 1.

Pueden también observar que el valor espe-
rado o media de la distribuciéon muestral serfa en
el primer caso igual a 5 y en el segundo a 15.
Pero mientras que los valores muy alejados de
esta media aparecen ocasionalmente en la mues-
tra pequefa, son muy raros en la de mayor ta-
mafio. La diferencia de variabilidad se puede ver
mejor si en vez de representar el nimero de caras
representamos la proporcion de caras, que es
sencillo, sin mas que dividir por el tamafio de
muestra el nimero de caras obtenido.

N. de caras en 10 monedas

N. de caras en 30 monedas

Figura 2. Representacién del nimero de caras en
muestras grandes y pequefias en Excel
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Para finalizar

Los disefios curriculares actuales permiten co-
menzar la enseflanza del muestreo desde la etapa
secundaria, donde las tareas que proponemos en

CARMEN BATANERO, NURIA BEGUE, MARIA M. GEA Y RAFAEL RoA

este trabajo pueden ser implementadas. Todas
estas tareas, y otras analizadas en Batanero (2013)
y Batanero y Borovenik (2016), podrian englo-
barse dentro de lo que hoy se denomina como
razonamiento inferencial informal, desde el que
se intenta iniciar a los estudiantes en la inferencia
estadistica, gradualmente y con apoyo en tareas
simples, recursos manipulativos o simulacion.

El analisis de las ideas fundamentales en el
muestreo nos sugiere que no es suficiente ensefiar
a los estudiantes las reglas y conceptos con el fin
de llegar a la comprension integral del tema. Nu-
merosos applets interactivos proporcionan un en-
torno dinamico y visual en el que los estudiantes
pueden participar en el muestreo, el azar y la cons-
truccion de las distribuciones muestrales. En con-
creto, la disponibilidad actual de software y tecno-
logfa hace que sea posible dedicar el tiempo, que
previamente se invertfa en tareas rutinarias y de
calculo, en trabajar de forma mas intuitiva y reforzar
el razonamiento y sentido sobre el muestreo.

Por tanto, es importante que los estudiantes
logren una comprension suficiente del muestreo,
antes de continuar con el estudio de la inferencia,
pues de lo contrario, los errores de comprension
del muestreo van a proyectarse en los contenidos
posteriores.
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