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Pido a mis alumnos que no borren la pizarra de 73
la clase anterior a la mfa. A menudo aprovecho r
los vestigios que han dejado otros para relacionar
sus materias con las matematicas e incluso ba-
sarme en lo trabajado en ellas para incitar el
aprendizaje matematico.

A continuacion expondré tres ejemplos reales
ocurridos en algunas de mis clases de matemati-
cas que se basaron en los trazos que encontré en
las pizarras de materias como Inglés, Catalan,
Pensar sobre el pensar y Expresion visual y plas-
tica de primer curso de la ESO.

De entrada puede pensarse que lo trabajado
en otras materias no tiene por qué estar relacio-
nado con lo que se trabaja en matematicas, menos
todavia en un momento tan concreto como son
un dfa y una hora de clase concretas: alguna de
las previas a la mia. Esto serfa asi en una educa-
ci6on matematica basada en contenidos en la que
lo primordial es el qué. Sin embargo, una educa-
cién por competencias basada mas en el como
permite centrarse mas en aspectos metodologi-
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C ro n I Ca cos. Esto se pondra de manifiesto mas adelante.

Solo anticiparé que de la pizarra de Inglés

d e u n a C I a Se mis alumnos aprendieron algo més importante

que el algoritmo de la divisién. Aprendieron a
dar significado al resto y al cociente de cualquier

n o a n u n C I a d a divisiéon. Y eso es algo que la calculadora no
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puede hacer. Aproveché la pizarra de Catalan
para introducir las coordenadas cartesianas
viendo la necesidad de ellas. Y de la pizarra de
Pensar sobre el pensar aprendieron qué resulta
esencial para reconstruir un rectangulo del que
se conoce solo un pequefio fragmento.

Inglés: ejercicios tres y seis

Al entrar en clase vi en la pizarra los deberes de
la materia de Inglés que se habfan encargado a
mis alumnos (figura 1). Eso me inspir6 el plan-
teamiento del siguiente problema:

¢Donde estaria el 2018 en este esquema?
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Figura 1. Deberes de Inglés: actividades 3y 6

Primera solucion: inalcanzable

Algunos dijeron que serfa muy largo averiguarlo,
pues la serie acababa en el numero 6 y llegar
hasta el 2018 llevaria muchisimo tiempo. Pero
una cosa estaba clara, el 2018 caeria en la primera,
segunda o tercera filas. De eso, no habia duda.

Segunda solucion: probando

Tras la mencion del término «filas» alguien observo
que no estarfa en la tercera fila, ya que en ella es-
taban los nimeros «de la tabla del 3». El siguiente
serfa el 9, luego el 12, etc. Como 2018 no era mul-
tiplo de 3 (la divisién por tres no era exacta), el
2018 estarfa en la primera o en la segunda. Se ha-
bian reducido las opciones de tres a dos.

Hubo quien intent6 aplicar el mismo razona-
miento a la segunda fila. Pero los nimeros que
contenfa no pertenecian a ninguna tabla multi-
plicativa: 2, 5, luego vendria el 8... Les invité a
ampliar esa tabla para ver si se les ocurria algo
mas (figura 2).
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Figura 2. Ampliacién de la serie con dos columnas més

No vefan pauta reconocible en las dos prime-
ras filas: 1, 4, 7 y 10 no eran parte de ninguna
tabla multiplicativa; 2, 5, 8 y 11, tampoco. Ademas,
en ambas filas habfa pares e impares, por lo que
ese criterio tampoco servia para situar el 2018.

Tercera solucion: definitiva

Estabamos en punto muerto. Entonces les sugerf
reflexionar como habfan decidido que en la ter-
cera fila estaban los maltiplos de 3:

—Profesor: ¢éComo sabéis que 3, 6, 9... estan en la
tabla del 3?

—Ell@s: Porque 3 por 1 es 3, 3 por 2 es 6, 3 por
3es9..

—Profesor: De acuerdo, pero écdmo sabéis que
2018 no es multiplo de tres?

—Ell@s: Habia una norma: si sumas 2,0,1y 8
tenia que dar...

—Ell@s: Si, tenia que dar 3 o un nimero de la
tabla del 3.

—Profesor: ¢Y qué da?

—Ell@s: Da 11.

—Profesor: éY como sabéis que 11 no es multiplo
de 3, que no estd en la tabla del tres?

—Ell@s: Porque la division no es exacta.

—Profesor: ¢ Qué da la division de 2018 entre 3?

—Ell@s: 672,6666666...

—Profesor: Lo has hecho con la calculadora, éno?

—Ell@s: Si, no da exacto. 2018 no es multiplo
de 3.

—Profesor: ¢Sabriais hacer la division a mano?

—Ell@s: Claro.

—Profesor: Muy bien, pues dividid a mano 7, 8
y 9 entre 3.

—Ell@s: El 7 da 2 coma...

—Profesor: No saquéis decimales, dejad el resto
como quede (figura 3).

—Ell@s: EI 7 da 2 y resto 1.

—Ell@s: EI 8 da 2 y resto 2.

7 3 8 3 9 3
1 2 2 2 0 3
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Figura 3. Tres divisiones por tres



—Ell@s: El 9 da 3y resto 0.

—Profesor: ¢éY en qué fila estan el 7, el 8 y el 9?

—Ell@s: En la primera, segunda y...

—Ell@s: Ah, jya lo veo! Si el resto es 1, esta en
lal.2fila;sies 2, estdenla2.2;ysies0,enla3.2

—Profesor: Ahi esta la cuestion. Y si dividis ahora
2018 entre 3, ¢cudl es el resto? (figura 4).

—Ell@s: Da 672,6666666667.

—Prof.: Pero necesitamos el resto, éno?

—Ell@s: Da 672y el resto es 2. jEstard en la 2.2
fila!

2018 | 3

21 672
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2
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Figura 4. Dos mil dieciocho entre tres

Todos sabian dividir, incluso por nimeros de
dos, tres y mas cifras. La mayorfa habfan hecho
centenares de divisiones a mano. Pero los restos
de esas divisiones no habian servido de nada.
Alguien lo expres6 en voz alta:

—Ell@s: Por fin sé para qué sirve el resto.

—Profesor: ¢Sabriais averiguar ahora en qué
fila estaria un millén?

—Ell@s: Claro: el resto nos lo dice.

—Profesor: ¢Y si en lugar de tres filas hubiese
cuatro?

—Ell@s: Entonces habria que dividir por 4.

—Profesor: ¢Y qué significa el 6727

—Ell@s: ...

—Profesor: Hemos visto que el resto de la divi-
sion nos dice en qué fila estd el nimero en cuestion.
¢Qué significa el cociente 672?

—Ell@s: jLa columna, es la columna!

—Ell@s: Si.

—Ell@s: No. Si estd en la segunda fila, habrd
pasado la columna 672. Estara en la 673.

—Ell@s: Como el 8, que da resto 2 y esta en la
tercera.
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Asi expresamos la solucion definitiva (tabla 1).

Col. 1 Col. 2 Col. 3 Col. 673
Fila1 1 4 7 2017
Fila 2 2 5 8 2018
Fila 3 3 6 9 2019

Tabla 1. Solucién definitiva al problema

Catalan: conectores situacionales

Nada mas entrar en el aula observo en la pizarra
una tabla con los conectores de localizacion en
catalan (figura 5). Los alumnos me dicen que es
lo que acaban de trabajar en la materia de Catalan.
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Figura 5. Restos de una pizarra de Catalan

Puesto que tarde o temprano tendremos que
utilizar las coordenadas cartesianas se me ocurre
que este puede ser un momento fantastico para
llegar a construirlas a partir de lo estudiado en
catalan. Asi que formulo la pregunta siguiente:

¢Alguien podria expresar con un dibujo cada uno
de esos conectores?

Enseguida levantan la mano dos personas y
les invito a que realicen sus propuestas en la pi-
zarra (figura 0).

n . /\ L
-l da wmun b (@ x=la t £ B
- Sobre e /><>(”'a Ao D U R
ek swpein/ infar o —— e =
e Oﬂ &\/@L e /5\ Q,MCL\"M'\G\ S D e & .‘c:}
Cenmia s o

L L5 umim\’f/\% { X QLO‘QWRD

Figura 6. Dos representaciones figurativas de los conectores de localizacidn
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ILa mayoria de la clase se inclina por las re-
presentaciones de la izquierda, pues las considera
mas claras. Pero se observa una primera ambi-
giiedad, pues al hablar de encima de, debajo de,
alaizquierda de o a la derecha de, no se distingue
si el objeto en cuestién esta 0 no en contacto
con el otro que le sirve de referencia.

Por ejemplo, cuando decimos que el borrador
esta encima de la mesa, se da por entendido que
se apoya sobre ella, que esta en contacto con
ella. Sin embargo, si sostengo el borrador a una
altura de un palmo por encima de la mesa, se en-
tiende que el contacto no existe. L.a Gnica dife-
rencia estriba en esa proposicién afiadida: «por
encima de». En cambio, si decimos que el borra-
dor esta debajo de la mesa, nadie pensara que
esta enganchado a ella como un chicle, sino que
se encuentra en el suelo, en la parte del suelo
que queda por debajo de la mesa. Algo parecido
ocurre con izquierda y derecha, pues si una per-
sona esta a la derecha o izquierda de otra, puede
estar en contacto o no con ella.

Se llega a la conclusion de que los conectores
de localizacion lingtisticos no distinguen clara-
mente entre cosas adosadas y cosas separadas.
Un aspecto que se pone de manifiesto cuando
pasamos a determinar las zonas de localizacion
de un punto en un rectangulo. Si arriba y abajo
dividen el espacio en dos mitades, una superior y
otra inferior separadas por un eje horizontal (en
matematicas, se llama mediatriz); izquierda y de-
recha hacen lo mismo con un eje vertical (la otra

Para afinar mas todavia la localizacion se frac-
cionan en mitades y/o tercios esas partes del rec-
tangulo. Al final, llegamos a una fragmentacioén
como la ilustrada en la parte central de la figura 7.

Llegados a este punto el problema esta claro.
Querer precisar mas aun la localizacién nos con-
duce a utilizar el término «cuanto». Es decir, si
un objeto esta a la derecha, izquierda, encima o
debajo de otro, el Gnico modo de determinar
con exactitud su posicién es saber cuanto a la
derecha, a la izquierda, encima o debajo. Es decir,
conocer la distancia que lo separa del objeto que
nos sirve de referencia. Introduciendo la cuanti-
ficacién hemos convertido los conectores de lo-
calizacién lingtifsticos en matematicos. Pero en
matematicas, las localizaciones precisas no se dan
en términos lingiisticos. ¢Coémo hacerlo?

Para ello podemos aprovechar las hojas de pa-
pel cuadriculado de los cuadernos con los que tra-
baja el alumnado. Del mismo modo en que lin-
gifsticamente localizamos una cosa con relacién
a otra en que establecemos como referente, en
matematicas haremos lo mismo. Por tanto, lo pri-
mero es determinar qué utilizaremos de referente.

Por ejemplo, un vértice de la cuadricula. Ahora
se trata de localizar otros vértices que estén a su
derecha, izquierda, encima o debajo. Para ello
hemos de saber a qué distancia se halla. ;Cémo
cuantificamos o medimos esta distancia? Hay
unanimidad: en cuadritos o celdas de la cuadri-
cula. De este modo localizamos cuatro puntos
concretos (figura 8). La pizarra ya no es de Cata-
lan, sino de Matematicas.
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Figura 7. Pizarra de Matemdticas inspirada por los vestigios de una pizarra de Catalan
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Acabamos viendo la necesidad de utilizar dos
nimeros (cantidades de cuadritos o celdas) para
determinar sin ambigiiedades las localizaciones.
Hemos introducido las coordenadas cartesianas
a partir de los conectores de localizacion lingtis-
ticos. Solo falta introducir la nomenclatura propia
de las matematicas (tabla 2).

tematicas. De hecho, podria afirmarse que gran
parte de la geometria tradicional y de la modeli-
zacion geométrica elemental se basa en una apro-
ximacion a los elementos platonicos que tan fun-
damentales han sido en la historia de nuestra
materia.

No cref conveniente abordar la cuestion desde
ese ambito en primero de la ESO y opté por
plantear una pregunta sobre el pa-

Lenguaje corriente

Vértice de la cuadricula Punto
Vértice referente

Celdas a derecha o izquierda del referente
Celdas arriba o abajo del referente

Par de dichas cantidades

Linea horizontal por el punto de referencia
Linea vertical por el punto de referencia
Conjunto de conectores de situacion geométrica

Lenguaje cientifico matematico

Origen de coordenadas

Abscisa (positiva o negativa)
Ordenada (positiva o negativa)
Coordenadas del punto

Eje de abscisas

Eje de ordenadas

Sistema de coordenadas cartesiano

sado que la investigacion cientifica
trata de reconstruir a partir de los
vestigios del presente. Pregunté:

Imaginad que esto (tracé un segmento
vertical en la pizarra) es lo que nos hemos
encontrado de un rectangulo. ¢Sabriais o
podriais averiguar como era el rectangulo
completo, el original?

Tabla 2. Conectores de localizacion de ambito lingliistico y geométrico

Pensar sobre el pensar:
reconstruir el pasado

Encuentro la pizarra filos6fica escrita durante la
sesion de Pensar sobre el pensar. En esta ocasion
trata sobre el didlogo filos6fico sobre la cuestion
del pasado. Las conclusiones a las que se ha lle-
gado durante la sesion son que hay diversos tipos
de pasado: el pasado inmutable y platonico (el
ocurrido y que no podemos cambiar) y el pasado
reconstruido dfa a dia por la historia a partir de
la investigacion cientifica.

Mucho hemos estudiado los matematicos el
pasado inmutable y platonico de las propias ma-
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Figura 8. Localizacién de puntos con relacién a otro

Varias manos se alzan apun-
tando el techo del aula. Invito a
tres persona a que tracen sus propuestas en la
pizarra, una tras otra. La primera, toma el seg-
mento ya trazado como lados verticales del rec-
tangulo. La segunda, extiende dicho rectangulo
aizquierda y derecha. La tercera, se sale de ambos
limites (figura 9).

Conclusiéon 1: con un segmento se pueden
hacer infinitos rectangulos. Y entonces abro un
dialogo:

—Profesor: ¢Qué necesitamos conocer para poder
averiguar el rectangulo sin ninguna duda?

—Ell@s: Dos lados.

—Ell@s: No, dos no. Hacen falta tres lados.

—Profesor: ¢ Quién quiere completar el rectan-
gulo (dibujo los tres lados)?

Figura 9. Tres posibles pasados rectangulares
de un segmento
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Mareo Una persona completa el rectangulo (figura
2019

10). Pero enseguida se alzan voces considerando
que existen mas posibilidades.

Figura 10. Posible pasado rectangular de una poligonal

—Ell@s: Con tres, tampoco. Se puede estirar hacia
la derecha.
—Ell@s: También son infinitos.

Conclusion 2: con tres lados de un rectangulo,
se pueden hacer infinitos rectangulos.

—Profesor: Entonces, é qué necesitamos como para
saber cual es el rectangulo?
—Ell@s: Cuatro lados.
—Ell@s: Toma, claro.
—Profesor: Pero, ¢no puede conocerse el rec-
78 tangulo con menos?
—Ell@s: Bueno, si. Recortados.
90 —Profesor: ¢Qué quieres decir?
—Ell@s: Cuatro lados, pero no enteros.

Y se dibuja en la pizarra (figura 11).

Figura 11. Vestigio de un rectangulo (mucho vestigio)

—Profesor: ¢No se podria con menos que eso?
—Ell@s: Si, pero con las esquinas.
—Ell@s: Hay que tener las tres esquinas.
—Profesor: Los tres angulos rectos, éno?
—Ell@s: Si los alargas, por fuerza te da.

Y lo hacemos (figura 12). La extension de los
dos lados interrumpidos conduce a un unico
punto correspondiente al cuarto vértice de la fi-
gura: el rectangulo completo.

Figura 12. Reconstruccion de un rectangulo conociendo
tres de sus cuatro vértices
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Conclusioén 3: Para reconstruir un rectangulo
hacen falta, como minimo, los tres vértices (tres
angulos rectos).

Expresion visual y plastica:
mi cara es asimétrica

En esta ocasion no se trata de una pizarra, sino
de una exposicion de imagenes en una pared del
aula que los alumnos de un grupo habian llenado
de parejas de fotos con sus rostros. Cada pareja
estaba compuesta por una imagen frontal natural
y por otra formada con dos mitades perfecta-
mente simétricas. Pero ninguna cara es perfecta-
mente simétrica. Al entrar en el aula y ver multi-
tud de caras duplicadas del alumnado les pregunté
de qué se trataba.

Eran trabajos de EVP consistentes en hacerse
un selfi, seccionarlo segun el aparente eje de si-
metria vertical y enganchar una copia simétrica a
la mitad original. El resultado eran lo que parecfan
caras humanas perfectamente simétricas, pero en
las que se evidenciaba el aspecto irreal de las re-
producciones simétricas.

No pude evitar preguntar a los alumnos como
sabfan cual de las dos imagenes de una misma
persona, la real y la simétrica, era la auténtica. La
respuesta fue que bastaba con mirar ala caraala
persona en cuestion y percatarse visualmente de
que sus facciones no respondian al patréon geo-
métrico de simettfa.

Insisti diciendo que en las familias siempre
hay familiares que ven en el semblante de un
nifio o nifia los rasgos de su padre y que otros,
en cambio, ven los de su madre. ;Quién tiene ra-
z6n? ¢Acaso basta la percepcion visual para de-
cidir si una imagen se corresponde con la real o
no? ;Hasta qué punto eso serfa cientifico?

No lo es. Es una conclusion subjetiva. ¢Como
convertirla en cientifica? Para ello es necesaria la
cuantificacion. Al estilo de unos CSI podemos
medir detalles de las imagenes y ver si la simétrica
se corresponde o no con la real, pero no segun
el parecer de una persona u otra, sino de forma
objetiva en base a las medidas tomadas. Pero
para ello también es necesario conocer el signifi-



cado de la simetria axial. ;Qué reglas debe cum-
plir un punto del rostro para decir que es homo-
logo de otro por simetria?

Esto nos llevo a una reflexioén sobre un feno-
meno que muchos tipos de software reproducen
automaticamente. La cuestion estriba en qué re-
lacion guardan un punto, el eje de simetria y el
homologo de aquel reflejado por este. Ante la
figura 13, todos consideraban que los puntos P
y Q sf eran simétricos el uno del otro, pero no
tenfan la misma opinién de Py R, de Py S ni de
P y T. Sin embargo, nadie sabia el motivo. Mira-
ban la figura como el rostro de un conocido.

Llevé tiempo acabar concretando las condi-
ciones con respecto del eje que hace las veces
de espejo. A saber: un punto y su homologo de-
ben estar sobre la perpendicular al eje y a la
misma distancia de este. Los puntos Py Q de la
figura 13 son los unicos que cumplen estos re-
quisitos.

Figura 13. Solo Q es simétrico de P repecto al segmento

Una vez concretado esto, se trataba de averi-
guar objetivamente las diferencias entre la foto
de la cara real y la compuesta con dos mitades
simétricas. Bastaba tomar puntos que deberfan
ser homologos y ver si lo eran o no con relacion
a un ¢je de simetria que, en la mayoria de casos
sigue la linea del tabique nasal. Per ejemplo, los
0jos, las comisuras de la boca, las orejas, las fosas
nasales, las cejas. ..

La figura 14 muestra el rostro de un gato. De
la observacion visual concluirfamos que se trata
de un animal de rostro simétrico y de que la fo-
tograffa ha logrado captar bien dicha simetria,
aunque su eje no sea vertical. Sin embargo, esa
simetrfa es tan solo aparente.

La transversalidad definitiva es la del
profesorado

La incitacion al aprendizaje matematico puede
llevarse a cabo de muchas formas. En el proyecto
IINSITU el principal recurso es el dialogo, pero
se complementa con la practica. LLos vestigios
que otras materias dejan en la pizarra representan
la prueba de que se han realizado una serie de
actividades en el aula cuya realidad es incuestio-
nable. Merece la pena aprovechar la oportunidad
que esas pizarras nos brindan, no solo para rela-
cionatr otras materias con las matematicas, sino
para que el alumnado aprenda y construya mate-
maticas a partir de ellas dandose cuenta de pri-
mera mano de la transversalidad inherente.

La verdadera interdisciplinariedad entre Ma-
tematicas y Catalan, Matematicas y Pensar sobre
el pensar, y Matematicas y Expresion visual y
plastica resulté tan extraordinaria como impre-
vista. No hubo aspectos transversales ni inter-
disciplinares entre Matematicas e Inglés, pues la
actividad trataba sobre la organizacién de los
¢jercicios del libro de texto referentes al /Jistening
y en clase de matematicas no los escuchamos.

Las conexiones de esas pizarras con las ma-
tematicas se fraguaron en la organizacion de nu-
meros en una tabla (Inglés), los conectores de
localizacion (Catalan), la reconstruccion cientifica

Figura 14. La geometria demuestra que la simetria
absoluta puede ser solo aparente

Marzo
2019

79

UML u[)“

LOS VESTIGIOS EN PIZARRAS DE OTRAS MATERIAS COMO RECURSO DE APRENDIZAJE MATEMATICO



Marzo
2019

del pasado a partir de los vestigios del presente
(Pensar sobre el pensar) y la introduccion de la
cuantificacion objetiva (Expresion visual y plas-
tica). ¢Para cuando otras materias construiran al-
guna parte de sus competencias a partir de las
matematicas?

Que de esta forma el aprendizaje resulté muy
significativo se hace evidente cuando se observan
los resultados. De la pizarra de Inglés muchos
aprendieron qué significa dividir y que el dominio
de un algoritmo no nos hace competentes si no
sabemos interpretarlo. Saber dividir es saber in-
terpretar el cociente y el resto de la division.

De la pizarra de Catalan se llevé a cabo una
aproximacion linguistica y figurativa, mas natural
para el alumnado que la que realizé el propio
Descartes, a las coordenadas cartesianas. A esa
edad las personas utilizan conectores situaciona-
les en su lenguaje corriente, aun cuando quiza
no sepan su significado ni que forman un grupo
de términos llamados asi. El enfoque cuantificado
de la cuestion ayudo, ademas, a mejorar la com-
prension lingiifstica de dichos términos ganando
precision. Como consecuencia de ello se vio la
necesidad de disponer de un término o un modo
mas preciso de diferenciar un punto u objeto
que esté encima, pero en contacto con una mesa,
de otro que esté encima pero no la toque.

De la pizarra de Pensar sobre el pensar apren-
dieron el enfoque cientifico para reconstruir el
pasado. La reconstruccion del rectangulo sirvio
ademas para profundizar en su conocimiento.
Del mismo modo en que muchos no supieron
dar significado a la division, también en el caso
del rectangulo se obtuvo mayor grado de com-
petencia al analizarlo con mayor profundidad: fi-
jandose en sus angulos rectos.

MiQUEL ALBERTI PALMER

En cuanto a las caras asimétricas de Expresion
visual y plastica debemos reconocer que la so-
ciedad tolera mucho mejor la incompetencia de
una persona para trazar una figura simétrica a
otra que el hecho de no saber dividir a mano,
aunque la calculadora sea capaz de dividir y la
division se haga sin conocer el significado de la
division. Gracias a las imagenes de los rostros se
reflexiono sobre qué aspectos (de nuevo cuanti-
ficados) garantizan la simetria axial: equidistancia
del eje que actia como espejo y la perpendicula-
ridad a €l de un punto y su reflejo. Si estas con-
diciones no se respetan, no existe simetrfa axial.

¢Cémo no relacionar esas pizarras con las
matematicas? ¢Qué sentido habria tenido que el
profesor de matematicas borrase esas pizarras
como si jamas hubiesen existido y comenzar la
sesion matematica hablando siguiendo el hilo de
su materia? Pretendemos que con los hilos de
las materias el alumnado va tejiendo la malla de
su aprendizaje. Sin duda, se trata de una labor
dificil a la que con clases no anunciadas como
esas podemos contribuir, ayudar, guiar.

No es aportando perspectivas diferenciadas
y aisladas a la consecucion de un trabajo que en-
focamos la educacion desde una perspectiva ver-
daderamente interdisciplinar o transversal, sino
mostrando al alumnado que nos creemos la trans-
versalidad y la interdisciplinariedad porque siem-
pre han existido. De ahf la necesidad de relacionar
las metodologfas de otros colegas con las nues-
tras. Hay, por tanto, necesidad urgente de coor-
dinacion entre profesorado de ambitos diversos,
lo cual también resulta harto dificil. La transver-
salidad pasa por la interdisciplinariedad, pero la
transversalidad definitiva no es la de las matetrias,
sino la de su profesorado.
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