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El analisis epistemoldgico permite identificar
concepciones, dificultades o rupturas ligadas al desarrollo
histdrico de un concepto. Como una forma de explicar el
contexto de ensefianza en el que el concepto de recta
tangente esta inmerso, nos planteamos la cuestion de
como se ha configurado el concepto de recta tangente
histéricamente y cdmo su evolucion ha determinado la
manera en que se presenta actualmente a nuestros
estudiantes. Ello nos ha permitido identificar tres
concepciones (euclidea, cartesiana y leibniziana).

Palabras clave: Aprendizaje matematico, Recta tangente,
Analisis epistemoldégico.

Historical evolution of the concept of tangent line

Epistemological analysis allows to identify conceptions,
difficulties or ruptures in the historical development of a
concept. As a way of explaining the context of teaching of
the concept of tangent line, we wonder about how this
concept has configured historically and how this evolution
has determined the way in which it is presented now to
our students. This work allowed us to identify three
conceptions (Euclidean, Cartesian and Leibnizian).

Keywords: Mathematical learning, Tangent line,
Epistemological analysis.
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del concepto
de recta tangente
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La recta tangente es uno de los conceptos del
curticulo de Matematicas de Bachillerato (RD
1105/2014). Los estudiantes acceden a este con-
cepto en 1. ESO desde un punto de vista geo-
métrico ligado a la circunferencia (concepcion
euclidea: recta tangente como aquella que toca
pero no corta a la circunferencia). Al llegar a
bachillerato estudian el concepto de recta tan-
gente a la grafica de cualquier funcion desde el
punto de vista del analisis matematico (concep-
cién cartesiana: recta tangente como la recta li-
mite de las rectas secantes). La transiciéon desde
la perspectiva geométrica a la analitica no es in-
mediata sino que se constituye como un obsta-
culo epistemoloégico que dificulta una adecuada
comprension del concepto de recta tangente
(Orts, 2017).

Como una forma de explicar el contexto de
enseflanza en el que este concepto estd inmerso,
nos planteamos la cuestion de como se ha con-
figurado histéricamente y como su evolucién ha
determinado la manera en que se presenta ac-
tualmente a nuestros estudiantes. Para abordar
esta cuestion utilizamos el analisis epistemoldgico

(Radford, 2016; D’Amore, 2008).
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Andlisis epistemoldgico

El analisis epistemoldgico es una herramienta
util para el analisis de problemas de ensefanza y
aprendizaje, identificando concepciones, dificul-
tades o rupturas ligadas al desarrollo del concepto
y que se pueden presentar en los estudiantes
(Schubring, 1987). En ocasiones, las reacciones
de los alumnos son similares a las encontradas
en la historia de las matematicas (Tall y Vinner,
1981) y tal correspondencia puede ser una he-
rramienta importante para los profesores (Haus-
berger, 2015; Steinbring, 1998).

En este trabajo se ha seguido un marco teérico
basado en la revision de documentos historicos
(fuentes primarias y secundatrias). Para ello se uti-
liza una metodologfa que analiza los elementos
de significado institucional histérico (Contreras
y otros, 2003) del concepto de recta tangente. La
revision ha permitido identificar dos grandes co-
rrientes en la forma de tratar la recta tangente:
una que arranca en Arquimedes y a través de Ro-
berval y Torricelli llega a Newton, y otra que par-
tiendo de Euclides y Apolonio lleva a Descartes
y Fermat y desemboca en Leibniz.

En la época griega, las aportaciones de Eu-
clides y Apolonio, por una parte, y de Arquime-
des, por otra, son radicalmente diferentes y van
a marcar las dos tendencias que los posteriores
autores van a seguir. Arquimedes piensa en la
recta tangente como la direccion instantanea del
movimiento que sigue la funcién. En cambio,
Euclides y Apolonio la conciben como la recta
de minimo contacto (toca pero no corta). Esta
vertiente desembocaria en la concepcion de Des-
cartes, Fermat, Barrow y Leibniz, como limite
de rectas secantes (Boyer, 1986).

Esta segunda corriente es la que aparece en
los libros de texto y, por tanto, la que aprenden
nuestros estudiantes. Hay un corte entre la con-
cepcién euclidea, donde la recta tangente es la
recta que toca pero no corta a la conica (introdu-
cida en ESO) y la posterior concepcion cartesiana,
donde la recta tangente es considerada como el
limite de las rectas secantes a una funcion en el
punto considerado (introducida en Bachillerato).
Son, por tanto, las dos concepciones dominantes
que se pueden observar en los alumnos. Este
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salto historico también se reproduce entre los es-
tudiantes. Es importante destacar también una
tercera concepcion. Se trata de la forma que tiene
Leibniz de concebir una curva como formada
por infinitos segmentos. Al prolongar el segmento
en el que se encuentra el punto de tangencia ob-
tenemos la recta tangente (Duran, 1996).

Hemos considerado adecuado dividir la evo-
lucién del concepto de recta tangente en cuatro
etapas. En la primera consideramos las aportacio-
nes de tres matematicos griegos clasicos, Euclides,
Arquimedes y Apolonio; en la segunda las contri-
buciones de los predecesores a la etapa del calculo;
en la tercera incluimos los trabajos de los funda-
dores del calculo, Newton y Leibniz; y en la dltima
nos centramos en tres libros de texto significativos
que nos permiten observar como ha llegado hasta
nosotros desde los siglos xvIiI y XIX.

1.9 Etapa: Euclides (325-265 a. C.),
Arquimedes (287-212 a.C.)
y Apolonio (262-190 a.C.)

Los primeros vestigios de lo que conocemos
como recta tangente se remontan a la época
griega. Sobresalen tres matematicos: Euclides, Ar-
quimedes y Apolonio. Euclides define, en el tercer
libro de los Elementos, la recta tangente a un circulo
como aquella que tocando al circulo y siendo pro-
longada, no corta el circulo (def. 2). En esta misma
linea, Apolonio, autor de la obra Cénicas, propone
un concepto de recta tangente como la recta que
toca a una conica en un unico punto Py tal que
no es posible trazar otra recta pasando por P e
incluida entre ambas (recta tangente y conica), es
decir, la linea recta de contacto mas cercano.

Esta definicion ya aparecia como proposicion
16 en el tercer libro de los Elementos:

La (recta) trazada por el extremo del didmetro de
un circulo formando angulos rectos (con el mismo)
caerd fuera del circulo y no se interpondra otra
recta en el espacio entre la recta y la circunferencia;
y el angulo del semicirculo es mayor y el restante
menor que cualquier angulo rectilineo agudo.

En la proposicion 17 explica el método de cons-
truccion de la tangente a un circulo (figura 1):
«Desde un punto dado trazar una linea recta tan-



gente a un circulo dado». El método de cons-
truccion es el siguiente:

Sea el punto A y el circulo BrA. Asi pues, hay que
trazar desde el punto A una linea recta tangente al
circulo Bra.

Tomese, pues, el centro del circulo, E, y tracese
AE y con el centro E y la distancia EA describase el
circulo AZH y a partir del (punto) A tracese AZ for-
mando angulos rectos con EA y tracese EZ, AB.

Digo que ha sido trazada AB desde el punto A
tangente al circulo BrA.

A

<

=

Figura 1. Método de Euclides para el trazado
de la recta tangente a un circulo (Euclides, 1991)

Arquimedes calcula la recta tangente a una
espiral OPR identificando la direccion de la tan-
gente con la direccién instantanea del movi-
miento. Asi, considera un punto genérico de la
espiral P sometido a dos movimientos simulta-
neos, uno radial uniforme de alejamiento del cen-
tro de coordenadas y otro circular de centro el
mismo origen de coordenadas. Asf, a partir del
movimiento resultante de ambos determina la
direccion instantanea del movimiento y, por tanto,
la direccion de la recta tangente PQ a la espiral

(tigura 2) (Boyer, 1986).
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Q

Figura 2. Método de Arquimedes para el trazado
de la recta tangente a una espiral (Boyer, 1986)

Estas dos definiciones de recta tangente ca-
racterizadas, por un lado, como la recta de mi-
nimo contacto con la conica, es decir, aquella
recta que roza la conica sin atravesarla, y por
otro, como aquella recta que determina la direc-
ci6én instantinea de movimiento, van a marcar
las diferentes formas de concebir el concepto de
recta tangente en los siglos posteriores.

2.% Etapa: René Descartes (1596-1650),
Pierre de Fermat (1601-1665),
Evangelista Torricelli (1608-1647)

e Isaac Barrow (1630-1677)

Descartes plantea sustituir la definicién de recta
tangente como recta de contacto mas cercano,
pues esta era valida para las secciones conicas
estudiadas por los griegos pero resultaba pro-
blematica para el creciente nimero de curvas
que iban apareciendo en el siglo xvii. Asi, pro-
pone una declaracion equivalente a la afirmacion
de que la tangente es la posicion limite de la se-
cante. Fermat adopta también esta definicion.
Descartes reduce el problema de determina-
ci6én de la tangente a una curva a la construccion
de una tangente a un circulo. Utiliza un método
algebraico para evitar recurrir al concepto de li-
mite. Asi, en primer lugar, halla la ecuaciéon de
una circunferencia con centro en el eje de coor-
denadas y que pasa por dos puntos Py 0, donde
P es el punto de tangencia y ¢ un punto variable
sobre la curva. A continuacion, iguala a cero el
discriminante de la ecuacién que determina las
intersecciones de la circunferencia con la curva,
obteniendo el centro de la circunferencia tal que
QO coincide con P. La tangente a la circunferencia
en ese punto sera la tangente a la curva (el método
para determinar tangentes a circunferencias era
conocido desde la época griega). Se trata de un
método algebraico que evita el uso de cantidades
infinitesimales que tantos problemas planteaban
en esta época. En cambio, este procedimiento,
que solo era aplicable a funciones definidas me-
diante un polinomio sencillo, no era tan facil de
aplicar como el de Fermat (Boyer, 1980).
Fermat propone un método para obtener ma-
ximos y minimos muy similar al empleado ac-

NOVIEMBRE
2019

29

+
Suuw% 2

EVOLUCION HISTORICA DEL CONCEPTO DE RECTA TANGENTE



NOVIEMBRE
2019

30

+
SMW@) 2

tualmente, aunque, claro esta, sin la incorporacion
del concepto de limite. En esencia, dicho método
se basa en la convicciéon de que en un punto ma-
ximo o minimo la diferencia entre f(x) y f(x + E)
es muy pequefa cuando la longitud de E es casi
nula. Asi, Fermat iguala las expresiones de las
imagenes de la funcién en ambos puntos, divide
por E y luego sustituye E por cero (Rey Pastor y
Babini, 1997).

A continuacion, Fermat utiliza su método
para obtener maximos y minimos al calculo de
la recta tangente (Kline, 1992). Sea PT']a tangente
buscada a la curva por el punto P. Llamamos
subtangente a la longitud TQ (figura 3). Fermat
obtiene dicha subtangente a partir de la cual se
obtiene T'y TP.

v
M

L~

P R

E
f
T S
! Q

Figura 3. Método de Fermat para el calculo
de la recta tangente (Kline, 1992)

Sea 0S un incremento de longitud E del seg-
mento TQ. Entonces, por semejanza de triangu-

los (TPQ ~PRI") se cumple:

Q — £
PO IR
Pero VK es practicamente MR (al ser E pe-
queno el punto sobre la tangente estara aproxi-
madamente sobre la curva), por lo que:

'R~ MR = MS —RS = MS —PQ
1o__ E
PO MS—-PQ
Si llamamos f(x), como en nuestra notacién
moderna, a PQO:

10 E

PO f(x+E)— f(x)
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Y despejando:

E f(x)
Fx+E)= ()

Por ultimo, Fermat divide numerador y de-

TO =

nominador por E y, haciendo E = 0, obtenemos
la subtangente TQ que determina univocamente,
junto con el punto P, la tangente buscada. En
esencia, lo que obtiene Fermat es una expresion
equivalente (sin el concepto de limite) a nuestra
actual:

i S E) = f(x)
E—0 E

Sin embargo, este procedimiento obtenido

por Fermat solo lo podia aplicar a curvas del
tipo y = x”.

En 1638, Roberval, Fermat y Descartes ob-
tuvieron la tangente de la cicloide (Duran, 1996).
Cada uno utiliz6 un procedimiento diferente:
Descartes su método geométrico, Fermat el suyo,
mucho mas analitico. Roberval (1602-1675), en
cambio, define la recta tangente en un punto
como la direccién del movimiento (compuesto
por uno de rotacion y otro de traslacion de idén-
tica velocidad) que en ese instante tiene un punto
que estd describiendo la curva, definiciéon que
recuerda a la expresada por Arquimedes para la
determinacion de la tangente de la espiral. Unos
afios mas tarde, Torricelli public6 también sus
resultados siguiendo un método similar al de Ro-
berval. Torricelli considera que un punto P de la
cicloide esta sujeto a un movimiento de traslacion
horizontal en la direccién PS'y a otro de rotacion
alrededor del centro O de la circunferencia ge-
neratriz, por tanto, en la direcciéon PR tangente a
la circunferencia generatriz, cuando esta gira so-
bre la recta 4B (figura 4). Puesto que ambos

A B

Figura 4. Método de Torricelli para el célculo
de la recta tangente (Ausejo, 1992)



movimientos son iguales, se tiene que la bisectriz
PT del angulo SPK es la tangente a la cicloide en
P (Ausejo, 1992). Este método era aplicable a
funciones del tipo y = .

Posteriormente Barrow, cuyo método seria se-
guido por Newton y Leibniz, considera una curva
como el limite de un poligono cuyos lados son
infinitamente pequefos, y afirma que el lado del
poligono infinitamente pequefio se convierte, en
el limite, en la tangente a la curva. Los resultados
son coincidentes con las definiciones de Roberval
y Barrow, pero la controversia en cuanto a qué
definicion era la correcta fue intensa. Continuando
con el estudio de las tangentes, Pascal (1623-1662)
se interes6 también por la cicloide y obtuvo, ade-
mas, la construccion de la tangente a una conica
deduciéndolas de lo que hoy se conoce como
teorema de Pascal. A ¢l también se debe la utili-
zacion del triangulo caracteristico o diferencial,
usado tanto para el calculo de tangentes como de
cuadraturas y que posteriormente serfa utilizado
por Leibniz. De hecho, es precisamente este tra-
bajo de Pascal el que inspira a Leibniz para darse
cuenta de la relacion inversa existente entre los
problemas de tangentes y los de cuadraturas.

En 1652, Sluse (1622-1685) obtuvo un método
para determinar la recta tangente a una curva
dada por una ecuacion de la forma f(x, y) = 0,
donde f es un polinomio (Boyer, 1986). Este pro-
cedimiento se basaba en la determinacion de la
subtangente como el cociente obtenido situando
en el numerador los términos del polinomio
S, 9) que contengan la variable y, cada uno de
ellos multiplicado por el exponente de la potencia
de y, y en el denominador los términos en los que
aparece la variable x, multiplicado cada uno de
ellos por el exponente de x'y divididos todos ellos
por x. (Equivalente a nuestro actual y A /f.)- Se
puede reconocer en este proceder la influencia
del método de Roberval y Torricelli.

Barrow propone un método geométrico, ba-
sado en el triangulo caracteristico, y para ello uti-
liza dos cantidades infinitesimales (¢, @) en lugar
de una unica como hacifa Fermat (E). Este pro-
cedimiento, que generaliza el de Fermat, es prac-
ticamente idéntico al que se utiliza en nuestro
calculo diferencial salvo en la notacion empleada.
Este método es valido para funciones del tipo

f(x, 9) = 0, donde fes un polinomio. Barrow
considera el triangulo formado por un segmento
de la recta tangente (hipotenusa) y dos longitudes
infinitamente pequefas ¢ y « (catetos). Puesto
que estas longitudes son infinitamente pequefias
podemos considerar, por aproximacion, que el
punto (x — ¢, y — a), que esta sobre la recta tan-
gente, también lo esta sobre la curva, por lo que
se cumplira la ecuacion siguiente:

Sx—e,y—a)= f(x,9)=0

En esta ecuacion se pueden simplificar todos
los términos en los que no aparezca alguna po-
tencia de ¢ 0 4. A continuacion, Barrow elimina
las potencias de ¢ y 2 de exponente mayor que
uno y los productos de ambos factores infinita-
mente pequefos (por ser despreciables frente a ¢
y a). Asi, unicamente quedan términos que de-
penden de ¢y a. De esta expresion podemos des-
pejar el cociente a/e que, por construccion, es la
pendiente de la recta tangente (figura 5). Y de esta
forma queda determinada la recta (Duran, 1990).

x,y,

(x-e,y-a)

e

Figura 5. Método de Barrow para el célculo
de la recta tangente (Duran, 1996)

3.% Etapa: Isaac Newton (1642-1727)
y Gottfried Leibniz (1646-1716)

Newton y Leibniz son considerados los funda-
dores del calculo diferencial. Varias son las razo-
nes que podemos apuntar. Siguiendo a Durin
(19806), las principales aportaciones son:

— Frente a los razonamientos particulares de
los matematicos anteriores, Newton y
Leibniz desarrollan un método general
para el calculo de la variacion de una va-
riable con respecto al tiempo (Newton) o
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la diferencial de una variable (Leibniz).
Con ello, crearon una teorfa general, apli-
cable a todas las funciones tanto algebrai-
cas como trascendentes (Boyer, 1980),
donde tenfan cabida los problemas de tan-
gentes, los de maximos y minimos, etc.

— El reconocimiento claro y contundente de
que los problemas de tangentes y cuadra-
turas son reciprocos. Ademas, dotaron de
mayor contenido analitico y generalidad a
los resultados patciales que habia presen-
tado Barrow.

ILa primera obra de Newton dedicada al calculo
es De analysi per aequations numero terminorum infinitas
(1669) en la que presenta un método de diferen-
ciacion similar al de Barrow, sustituyendo la @y la
¢ de este por po y go, donde o representa un inter-
valo de tiempo muy pequefio y po y go representan
incrementos pequeflos que experimentan x €
durante dicho intervalo. El cociente ¢/p simboliza
la razén entre las velocidades instantaneas del
cambio de las variables yy x, es decit, la pendiente
de la curva f(x, ) = 0 (Boyer, 1986). Mas adelante,
al trabajar con una funcién explicita y = f(x),
utiliza Gnicamente ¢ como un incremento pe-
quefio de x. También en esta obra aparece el mé-
todo de Newton para resolver ecuaciones de ma-
nera aproximada utilizando la recta tangente:

S(x)

x x .
1 ")
Posteriormente, en su obra De Methodis serierum
et fluxionum (1671), Newton introduce los con-
ceptos de fluente (variable funcién del tiempo) y
Sfluxion de la fluente (derivada de la variable res-
pecto al tiempo). A partir de ellos, y con ayuda
del desarrollo en serie de potencias y de sus in-
crementos evanescentes, presenta un método ge-
neral que le permite resolver problemas de tan-
gentes, asi como de maximos y minimos o
cuadraturas (Rey Pastor y Babini, 1997).
Newton tiene una concepcion dinamica de las
curvas, como si fueran generadas por un movi-
miento. Por su parte, Leibniz considera las curvas
como si estuvieran formadas por segmentos indi-
visibles de longitud infinitesimal. De esta manera,
al prolongar dichos segmentos, se obtienen las
rectas tangentes. Tras estudiar la obra de Pascal,
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Leibniz es consciente de que la determinacion de
la tangente a una curva depende de la razén entre
las diferencias de las ordenadas y las abscisas,
cuando se hacen infinitamente pequefas estas di-
ferencias. Leibniz trabajaba en términos de incre-
mentos pequefios dx'y dy de las cantidades xe y, y
utilizaba su razén para determinar la tasa de cam-
bio de y como funcién de x:

b= flx+ )= [y L= LT

dx

que es la pendiente de la recta tangente (el co-
ciente de los catetos del triangulo caracteristico
de Pascal se convierte en la pendiente de la recta
tangente).

Leibniz publica en 1684 sus resultados en la
revista Acta Ernditornm con el titulo «Un nuevo
método para maximos y minimos, y también para
tangentes, que no se ve obstruido por las canti-
dades fraccionarias ni por las irracionalesy. Para-
lelamente al desarrollo de su método, Leibniz
introduce una acertada notacién, tanto que, en
esencia, seguimos utilizandola actualmente.

Las teorfas de Newton y Leibniz difieren cla-
ramente en su misma concepcién. Para Newton
una curva es generada por el movimiento de un
punto y su fluxién es la variacion en el fluir de
dicha curva. Para Leibniz una curva es entendida
como una poligonal de lados infinitesimales y la
diferencial es el cociente de los catetos en el trian-
gulo caracteristico asociado en cada segmento de
la curva. Asi, en la teorfa de Newton juega un pa-
pel fundamental la idea de limite (cantidades eva-
nescentes que se van desvaneciendo) y en la de
Leibniz lo hacen las cantidades infinitesimales
que no es posible eliminar usando el concepto
de limite. De hecho, Leibniz trata la idea de curva
como una cantidad infinitesimal. En este sentido,
Leibniz estudia el orden y la magnitud de estas
cantidades infinitesimales (Duran, 1990).

4.° Etapa: Siguiendo el rastro hasta
la actualidad (L’Hépital (1661-1704),
Bézout (1730-1783), Lacroix (1765-1843)

Por dltimo, revisamos tres textos relevantes que
nos permiten seguir la pista de como se ha ido
transmitiendo el concepto de recta tangente hasta



llegar a la actualidad. Se trata de tres libros de in-
fluencia capital en la elaboracion de los manuales
de texto posteriores. Estos libros son:

— Andlisis de los infinitamente pequerios para el es-
tudio de las lineas curvas del marqués de I’Ho-
pital, escrito en 1696.

— Primeros Principios de Calenlo Diferencial ¢ In-
tegral, o Doctrina de Fluxiones de Bézout, es-
crito en 1768.

— Tratado Elemental de Célenlo Diferencial e In-
tegral de Lacroix, escrito en 1802.

El Andlisis de los infinitamente pequerios del mar-
qués de I’Hopital es el primer libro de texto pu-
blicado sobre Analisis. Comienza I Hopital
dando la diferencia entre el analisis ordinario,
que trata de las magnitudes finitas y el que se va
a presentar en esta obra que

[...] penetra hasta el infinito mismo. Compara las
diferencias infinitamente pequefias de las magni-
tudes finitas, descubre las razones de estas dife-
rencias [...]. Solo un analisis de esta naturaleza po-
dria conducirnos hasta los verdaderos principios de
las lineas curvas. Pues las curvas, al ser poligonales
de una infinidad de lados, y al diferir entre ellas
solo por la diferencia de los dngulos que estos infi-
nitamente pequefios lados forman [...]

Ya en el inicio del prefacio podemos encontrar
la concepcion leibniziana (una curva considerada
como la unién de infinitos segmentos infinitesi-
males). Unas lineas después, incide en este as-
pecto destacando que los poligonos inscritos o
circunscritos, por la multiplicacion infinita de sus
lados, se confunden con las curvas.

A continuacion, realiza una sucinta descrip-
cion de los métodos utilizados por Descartes,
Fermat o Barrow en los que, segiin I’Hopital, se
va ganando en sencillez. Tras nombrar a Pascal,
cita a Fermat y Barrow y su método de calculo

¥ S c-ANALYSE | -

A SECTION IL _
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Figura 6. Definicidn de recta tangente (L'Hopital, 1696)

de tangentes basado en el tridangulo caracteristico.
Por dltimo, se ocupa de las aportaciones de Leib-
niz (su método de calculo permiti6 avanzar en el
método de Barrow) y los Bernouilli como los
matematicos mas habiles de Europa.

La seccion donde trata la recta tangente es la
segunda: «Donde se hace uso del calculo de di-
ferencias para encontrar las tangentes de todo
tipo de lineas curvas» (figura 6).

La seccion 2 comienza con la definicion de
recta tangente (figura 7):

Si se prolonga uno de los pequefios segmentos Mm
del poligono que compone la linea curva, ese pe-
quefio segmento sera llamado la Tangente de la
curva en el punto M o m.

Figura 7. Interpretacién grafica de la definicion
de recta tangente (L'Hbpital, 1696)

Para I’Hopital, las ordenadas PM y pm estan in-
finitamente cerca la una de la otra y la recta tangente
a la curva dada en el punto M se define como la
prolongacion del segmento infinitésimo M.

Enla nota V a la que hace referencia la defi-
nicién se hace un repaso de las conicas. Com-
pletan esta segunda seccion 16 proposiciones en
forma de problema en las que se explica como
obtener la recta tangente a una curva en diferen-
tes situaciones.

El segundo libro analizado es Primeros Principios
de Calenlo Diferencial e Integral, o Doctrina de Fluxiones
de Bézout, escrito en 1768. Bézout define 1a recta
tangente a una curva a partir de la concepcion
leibniziana (figura 8):

JApplication to the Subtangents, Tangents, Subnormals, &c. of
Curved Lines.

#g. 1. 29. To draw a tangent to any carve line AM (fig. 1), we con-
ceive this curve to be a polygon of an infinite number of infinite-
Iy small sides, The prolongation MF of M m, one of these sides
is the tangent

Figura 8. Definicidn de recta tangente (Bézout, 1824)
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El ultimo de los tres textos que consideramos
es el Tratado Elemental de Calenlo Diferencial e Integral
de Lacroix escrito en 1802. En dicho texto se
compilan los resultados obtenidos por Euler, La-
grange, Monge o Laplace, entre otros. Lacroix
es considerado por Schubring (1987) como el
autor que contribuyé mas decisivamente a las
matematicas escolares en Francia, ademads de ser
el modelo de referencia para los autores espafioles
relevantes del siglo Xi1x y primera mitad del xx.
El estudio de la recta tangente se aborda en el
apartado «Aplicaciones del Calculo diferencial a
la teorfa de curvasy. El concepto de limite pasa a
desempenar un lugar central sustituyendo aque-
llos que hasta ese momento se utilizaban de
forma poco rigurosa (incrementos evanescentes,
cantidades infinitamente pequenas, etc.). Asi, en
este texto aparece la concepcion cartesiana (que
usa la nocion de limite) para definir la recta tan-
gente en lugar de la concepcion leibniziana utili-
zada hasta ahora (figura 9).

75. La tangente d’une courbe étant la limite de toutes.
les droites qui rencontrent cette courbe en deux points,

Figura 9. Definicidn de recta tangente (Lacroix, 1802)
Analogamente, la definicion de recta tangente
que aparece en los manuales actuales es la que

usa la concepcion cartesiana (Spivak, 1992; Apos-

tol, 1984) (figura 10).

fa+ b, fla + AY)

e, flay}

Figura 10. Concepcion cartesiana para definir
la recta tangente (Spivak, 1992)

La recta tangente
en los textos espafioles

En Espafa los Principios de Matemiticas de 1778
de Bails reproducen la misma definiciéon de Bé-
zout (figura 11).

ABILIO ORTS MuNOz Y FRANCISCO JOSE BOIGUES PLANES

sAplicacion del cdlculo diferencial 4 la doctrina
de ias lineas curvas.

664 Indagarémos primero como se ha de tirar una
tangente 4 una curva qualquiera, dada que sea sa equa-
cion ; esto nos dari 4 conocer el angulo que la curva
forma en el punto de contacto con su ordenada , 6 con
el exe de las abscisas, y por consxgmeme écm qtle lado
es convexa 6 céncava.

Para tirar uha tangente 4 una linea curva 4N,
se la considera como un poligono de una infinidad
de lados infinitamente pequefios ; la prolongacion MT
de uno de sus lados Mm serd su tangente, y la de-
terminarémos respecto de cada punto M con calcu~
iar el valor de la subtangente PT', é de la porcion
de la linea en la qual se cuentan las abscisas, que co-
ge desde la ordenada PA/ hasta el punto T de la tan-
gente.

AT 55

Figura 11. Definicion de recta tangente (Bails, 1778)

Posteriormente, el Tratado Elemental de Mate-
maticas de 1832 de Vallejo introduce la definicion
de Lacroix (figura 12):

582 Las considernciene étricas prueban de un modo muy.
exacto que la relaci de los i de (una. funci ydem
nml:le es en geweral susceptible de limites.

Toda fi de una sola hle se puede reg porh or-.

denada de ‘una curva, dela que esta variable es la abscisa; porque si
« vamos dando valones-particulares & ja ahscisa,  tomamos estas.
tes:d lo largode una lines, yen los estremos se lewantan lindas, | pu‘l
lelas entre si, de la magwitud que esprese la fi en . cads casoy
tendrémos construida una curva, ecuacion sea-la 'igualacion de
la funcion propuesta con una variable; ahora, la relacion de ld orde<
nada de la-curva con susubtan, nueormponda al primer coeficiente
diferencial de la funcion. En et.o,nenlmnmnGD(E 79)
ll-pqrdup\mll'yl‘mmm ongadaLu
encuentre en S af gje AB de las -bmuu se bajan despues las orde-
nadas PM,P'M/, y se tira la recta MQ' panhhoon AB, los tridngulos
MQM' y PMS min nmupmus[l HSQnor 2.%), y darin
ar

PM:PS:M/Q:MQ; de donde
PM |

=—; y pasando i los limites,

nmdﬁmda;iaﬂmihde—;pemdlimiudd primer
g Az

miembro es PT--u=—, porque 4 medida que el punto M’ se aproxi-
M

E:‘hwmo M, se ;Tm SaT, l,l por e;:]sngnun;e la ‘Mmh ante
como el limite ndo miembro es

e o

— serd ——c=— § subt.=2x—, que es la férmula general que de-

dz z dz .

termina la subtangente de una curva cualquiera; y nos dice que de-

x
bemos hallar el valor del coeficiente W!;Jo la absciza com

relacion d la ordenada , multiplicarle por el valor de la ordenada,y
este serd el valor de la subtangente.

Figura 12. Definicion de recta tangente (Vallejo, 1832)

De igual modo, los libros de texto que utilizan
los estudiantes de Bachillerato del sistema educativo
espafiol presentan la recta tangente a través de la
concepcidn cartesiana (Ozts, 2017) (figura 13).

Es decir, en la cuarta etapa hemos mostrado
como los primeros textos presentaban la recta
tangente mediante la concepcion de Leibniz. As,
los trabajos de I”Hopital y Bézout, y por tanto



en Espafia el de Bails que reproduce el texto de
este ultimo, usan esta definicion leibniziana para
introducir el concepto de recta tangente. Sin em-
bargo, y con la intencion de ser mas riguroso, en
el texto de Lacroix, y por tanto en el libro de Va-
llejo que reproduce el de Lacroix, se opta por
sustituir la definicion leibniziana por la utilizada
por Descartes y asi, los estudiantes espafioles
desde este momento estudian el concepto de recta
tangente a partir de la concepcion cartesiana.

0 X

Figura 13. Ejemplo de uso de la concepcidn cartesiana
en libros de texto (Matematicas |, SM)

Implicaciones para la ensefianza

Del estudio historico nos interesa remarcar dos
aspectos:

Por un lado, el analisis epistemoldgico ha per-
mitido identificar tres maneras diferentes de con-
cebir el concepto de recta tangente a lo largo de
la histotia:

— Concepcion euclidea: la recta tangente
como aquella que toca, pero no corta a
una conica.

— Concepcidn cartesiana: la recta tangente
como el limite de las rectas secantes.

— Concepcion leibniziana: toda funcion esta
formada por segmentos infinitesimales; al
prolongar el segmento en el que se en-
cuentra el punto de tangencia obtenemos
la recta tangente.

Por otro lado, se ha identificado una evolucion
significativa de estas concepciones en la utiliza-
cién en los manuales escolares. Los primeros
textos (IHopital, Bézout) definfan la recta tan-
gente a partir de la concepcion leibniziana. En
Espafia los textos reproducian esta definicion
como hemos visto, por ejemplo, en el texto de

Bails. A partir del siglo x1x, con la busqueda del
rigor matematico en los libros de texto y la con-
siguiente introduccion de la formalizacion ma-
tematica en los manuales, la concepcion leibni-
ziana es sustituida por la concepcion cartesiana.
Y asi, a partir del texto de Lacroix, de gran in-
fluencia tanto en Espafia como en gran parte de
Europa, se produce un cambio radical y, desde
este momento hasta la actualidad, los estudiantes
de Bachillerato acceden al concepto de recta tan-
gente como un proceso de aproximacion al limite
siguiendo la concepcioén cartesiana. En cambio,
en la ESQO, los libros de texto definen la recta
tangente como aquella que corta a la circunfe-
rencia en un solo punto (concepcion euclidea),
matizando la idea del minimo contacto pero ob-
viando que es la recta que mas se ajusta a la cir-
cunferencia.

En Orts (2017) hemos mostrado cémo in-
troducir el concepto de recta tangente a la grafica
de una funcion a través de la concepcion leibni-
ziana (usando la idea de linealidad local de una
funcién en el entorno de un punto con la ayuda
de asistentes matematicos como GeoGebra),
como hacian los primeros textos, puede ayudar
a desarrollar una comprension mas adecuada del
concepto de recta tangente.
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