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¢ Cuantos cuadrados hay
en un tablero de ajedrez?

MIQUEL ALBERTI PALMER

Me diriji al instituto pensando que X e Y, alumnos
del Master de Didactica de las Matematicas y de
la Filosoffa respectivamente, iban a asistir a mi
clase con un grupo de 1.° de la ESO. LLa noche
anterior decidf plantear a este grupo un problema
sobre un patrén numérico de los ejercicios de
inglés ya tratado con otros dos grupos del mismo
nivel educativo. Asi, X e Y podrian hacerse una
idea de como es una clase de matematicas basada
en el didlogo filoséfico como es propio del pro-
yecto IVINSITU que estamos desarrollando.
Nada mas llegar, la profesora de filosoffa me
informé de que no llegarfan hasta una hora mas
tarde para asistir a una clase mfa con otro grupo
de 1.°. {Vayal En este grupo ya tratamos el pro-
blema en el que venia pensando y lo que estaba-
mos haciendo ahora no iba a mostrara X e Y la
esencia del proyecto por el que acudfan al centro.
Asi que decidi cambiar de problema y tratar el
de cuantos cuadrados hay en un tablero de aje-
drez. La realidad imponfa otra clase no anunciada.
Tras las presentaciones, X e Y me acompafa-
ron al aula. Justo en la puerta nos topamos con
dos alumnas, una de ellas estaba llorando. ¢Qué
ha pasado?, les pregunté. Entre sollozos dijo que
un alumno habia empujado a otro y que este, de
rebote, la habia hecho caer al suelo haciéndose
dano. Hice salir de clase al responsable y le recri-
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miné su actitud. Fl traté de justificarse diciendo
que otro compafiero le habifa empujado antes a
él. Le repliqué si acaso crefa que habia que res-
ponder con un empujoén a otro empujon: «no
ves que asi acabarfamos todos en el suelo?».
Como la alumna afectada no era de mi clase con-
duje a ambos al despacho de direccion y dejé la
cuestion en manos de jefatura de estudios. Luego
regresé al aula y entré con X e Y.

La clase ya se habfa enterado del conflicto.
Por ello comencé la sesion reflexionando que la
violencia no debe responderse con mas violencia,
por muy logica que parezca tal respuesta. Iba a
enfocar la cuestion de resolucion de problemas
cuando un alumno levant6 la mano. Dijo que
aun no me habian entregado los trabajos que les
habia encargado. Se trataba de un comentario a
los estudios estadisticos sobre temas muy diver-
sos realizados por alumnos de ciencias experi-
mentales de cursos superiores durante la Semana
de la Ciencia. Una veintena de trabajos habfan
sido expuestos en posteres a lo largo de pasillos
y escaleras del centro.

Antes de recoger los trabajos de quienes ya
los habfan acabado, me entretuve un poco en
esa cuestion para que X e Y conociesen de qué
estabamos hablando. Pregunté a la clase si alguien
podria explicarles en qué consistia el encargo.
Una alumna lo intentd, pero no acabé de expli-
carse con claridad. Di la palabra a otra. Mejoro
un poco la explicacion, pero no lo suficiente. Asf
que recordé a todos los presentes de qué se tra-
taba. La tarea consistia en realizar, por trios, un
comentario de las investigaciones de ciencias
atendiendo a tres aspectos principales:

— Expresiéon y comprension: Jtanto la ex-
presion lingtifstica (ortografia, sintaxis,
puntuacién) como la cientifica (numeros,
simbolos, calculos, graficos) eran apropia-
das?

— Coherencia y logica: las conclusiones del
estudio, ¢se desprendian de la investifacion
realizada?

— Aportaciones y prospeccion: sen qué po-
dria mejorarse la investigacion y qué otras
investigaciones podria inspirar?
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Algunos grupos me entregaron sus trabajos,
pero habfa dos que aun no los habian acabado.
Les propuse que fuesen terminandolos a lo largo
de la sesion. Se pusieron a ello.

El problema

Este problema fue inspirado por un video mate-
matico realizado por alumnos del ciclo inicial de
Primaria de la Escola Vall Ondara (Sant Antoli i
Vilanova, Lleida) para el VideoMAT 2015, un
concurso de videos matematicos consistente en
exponer y resolver un problema matematico en
un maximo de tres minutos. La cuestién del video
era averiguar cuantos cuadrados hay en un tablero
de ajedrez. Los alumnos de primaria que lo pre-
sentaban acababan concluyendo que eran 64,
pues no hacfa falta contarlos uno por uno, sino
que bastaba con multiplicar los que componfan
la vertical y la horizontal del tablero. Ademas de
eso, acababan con una reflexion que iba mas alla
del problema, pues se daban cuenta de que habia
nimeros que merecfan ser llamados cuadrados
porque con ellos puede componerse tal figura
geométrica. Viendo las posibilidades que ese pro-

blema podria generar en secundaria lo planteé
en esa clase de 1.° de la ESO:

¢éCuantos cuadrados hay en un tablero de ajedrez?

Pedi a mis alumnos que nadie dijese la res-
puesta en voz alta, sino que la pensasen durante
un rato. Al poco pregunté quienes crefan tener
ya la solucién. Solo 6/23 levantaron la mano.
También pregunté cuantos consideraban que no
sabfan por donde coger el problema: 3/23. El
resto, 14/23, pidieron poder ver un tablero de
ajedrez.

Solucién elemental

En problemas contextualizados no debe darse
por sentado que todo el mundo conoce el con-
texto, por muy corriente que pueda parecernos.
Abri el ordenador, busqué imagenes de tableros
de ajedrez y les proyecté una en la pantalla, pero
no era una imagen frontal, sino en perspectiva,



con las casillas distorsionadas en cuadrilateros.
Algunos empezaron a contar las filas y las co-
lumnas del tablero.

—Profesor: ¢Dénde estan los datos del problema?
—Ell@s: En el tablero.

Les di unos instantes mas antes de preguntar
por la solucién y el modo en que se habia obte-
nido:

—Ell@s: Creo que hay 64, porque hay ocho filas y
ocho columnas. Y ocho por ocho da 64.

Sinapsis lingUistica

A muchos les pareci6 bien, pero entonces otra
persona levant6 la mano:

—Ell@s: Yo creo que son 65, porque el tablero en-
tero también es un cuadrado.

Esta intervencion marcé un punto de infle-
xién porque nada mas escucharla varios levanta-
ron las manos y comenzaron a gritar:

—Ell@s: iNo, hay mds, muchos mas!
—Profesor: ¢A qué os referis?
—Ell@s: Si. Mira. Se pueden hacer de 2x2.

Volvi a preguntar cuantos crefan poder averi-
guar la solucion. Ahora ya eran 14/23 y no que-
daba nadie, 0/23, que no supiera por déonde coger
el problema. Un alumno se levanto y se acerco a
la pizarra para trazar encima del tablero virtual
diversos cuadrados 2x2.

—Profesor: Entonces, ¢qué ha contado como cua-
drados la persona que ha dicho que eran 64?
—Ell@s: Las casillas. Hay 64 casillas. Pero cua-
drados, juf!, hay un monton.
—Profesor: Bien, pues contadlos todos.
—Ell@s: jHala!
—Profesor: Aunque sean muchos, podran con-
tarse.

En el lenguaje corriente es aceptable llamar
cuadrado a una casilla, pero en matematicas los
términos no pueden tomarse a la ligera. La so-
lucién elemental de 64 cuadrados es consecuen-
cia de tomar como sin6nimos los términos cua-
drado y casilla. Todas las casillas del tablero son
cuadradas, pero no todos los cuadrados del ta-
blero son casillas. Cuando alguien vio ese cua-

drado de mas, el tablero completo, no solo se
asomo a la profundidad del problema, sino lo
abri6 a la solucién deshaciendo la sinonimia atri-
buida a esos dos términos lingtisticos, dando al
término cuadrado su verdadero significado.

El problema es el recuento

Después de que un alumno trazase algunos cua-
drados 2 X 2, otro trazo6 en la pizarra los cuadra-
dos de todas las dimensiones posibles (figura 1).

Figura 1. Cuadrados posibles en un tablero de ajedrez

Basandose en esa idea decidié contarlos uno
a uno (figura 2). Otros comenzaron a realizar di-
bujos en sus cuadernos cuadriculados. Pero no
acababan de lograr el objetivo. Algunos contaban
de forma desordenada; otros, no conseguian or-
denar el recuento. Hubo quien dijo que eran 112.
Otros le dijeron que habfa mas todavia.

Figura 2. Contar, uno a uno, todos los cuadrados
de un tablero de ajedrez es tarea impracticable
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Dovevere El problema era organizar el recuento. Lo in-

tentaban pero no conseguian encontrar un modo
de enumerar los cuadrados. Entonces intervino
alguien:

—Ell@s: De cuadrados 1x 1, hay 64; de cuadrados

2x2, hay 16.

—Profesor: ¢Por qué 16? ¢Alguien estd de
acuerdo con eso?

—Ell@s: Son 16 porque en uno 2x2 hay 4,y 64
dividido entre 4 da 16.

—Profesor: ¢Qué opinais?

—Ell@s: Hay mas porque...

No acaban de dar con un argumento y se
produjeron varios intentos fallidos (figura 3).

Pensando que se trataba de un problema de
expresion, les invité a hacer una tabla en la que
ordenasen la informacién disponible. Confié en
que ello les ayudase a establecer las relaciones
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necesarias para resolver la cuestién. Y continué
el dialogo:

—Profesor: Esos 16 cuadrados 2x 2, ¢donde estan?

—Ell@s: Silos dibujas, veras que son 16, cuatro
por linea.

—Profesor: ¢Y no hay mas?

—Ell@s: Si, los de enmedio.

—Profesor: Estos 16, ése solapan?

—Ell@s: No.

—Profesor: Pero hay otros mas, éno? ¢Donde
los ponemos?

—Ell@s: Entre los otros.
—Profesor: ¢Y cuantos hay en total?

La cuestién no cuajo. Asi que retomé la idea
primigenia de la alumna que habia dicho que
eran 64. Lo hice porque no considero pedagdgico
zanjar una intervencion declarandola errénea o
permitiendo que el alumnado puede tomarla
como inutil. Quien se arriesga a intervenir merece
ver que su aportacion, aunque incorrecta, sirve
para impulsar otras ideas o que puede corregirse.

—Profesor: ¢ Recordais que alguien dijo al principio
que los cuadrados eran 64?

—Ell@s: Si.

—Profesor: ¢Cémo se justifico eso?

—Ell@s: Porque eran ocho por ocho.

—Profesor: Pero, éocho qué?

—Ell@s: Filas y columnas.

—Profesor: Exacto. Ocho filas y ocho columnas
de cuadrados 1x1, éno?

—Ell@s: Si.

—Profesor: ¢Y cudntas filas y columnas de cua-
drados 2x2 hay en el tablero?

Sinapsis espacial

Se quedaron dudando. Nadie lograba concretar
una respuesta. Entonces tomé una hoja de papel y
la doblé de forma que abarcase un cuadrado 5x5,
la puse sobre un tablero dibujado en la pizarra y
fui deslizandola de izquierda a derecha (figura 4).
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Figura 4. El desplazamiento de un cuadrado 5x5 sobre un tablero dibujado en la pizarra provocé una nueva sinapsis
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Justo entonces se produjo una sinapsis:

—Ell@s: jAh!

Hasta aqui lleg6 el tiempo de clase. X e Y
consideraron que habia sido muy util, que el
alumnado se mostré muy participativo y que ha-
bia resultado extraordinario ver cémo con la co-
laboracion de todos se habia llegado a resolver
el problema. Confesaron que al plantearlo duda-
ron de si me atreveria a profundizar tanto como
para resolverlo completamente.

Al dfa siguiente retomamos la cuestion. Al-
guien habia recortado cuadrados de varias di-
mensiones para desplazatlos sobre un cuadrado
8% 8. Desplazando un cuadrado 6X6 en hori-
zontal y en vertical vemos que de este tipo hay
tres filas y tres columnas, esto es, 3:3 =3*=9
cuadrados 6X6 en el tablero (figura 5).

Con ello se hacfa evidente el patrén subya-
cente ilustrado en la tabla 1: en el tablero de aje-
drez hay (9—#)* cuadrados de # X 7 casillas.

Cuadrados éCuantos hay?

Ix1 8-8=64
2x2 7-7=49
3x3 6-6=36
4x4 5-5=25
5x5 4-4=16
6x6 3-3=9
7x7 2:2=4
8x8 1-1=1

Tabla 1. Relacién entre
dimensiones y cantidades
de cuadrados en el tablero
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Figura 5. La primera fila de 3 cuadrados 6x6

Puede pensarse que este problema quiza vaya
un poco grande al alumnado de 1.° de la ESO.
Sin embargo, ha habido ocasiones en las que en-
seguida alguien se ha dado cuenta de que la solu-
cién supera y mucho al nimero de casillas. Incluso
hubo un grupo en el que la bisqueda de organi-
zacion de los datos en una tabla les condujo a ha-
llar por si mismos la solucion (figura 6). Asi vieron
que la solucion era la suma de los cuadrados de
los ocho primeros numeros naturales:

87+ 77+ 6> +5 +47+3* +2° +1° =204

Plus ultra

Terminado el problema les pregunté si podrian
plantear alguna cuestién adicional inspirada en
¢l. Lo hice evitando los términos generalizacion
y ampliacién. Sus propuestas no fueron las que
un matematico pensarfa en primer lugar:

Si en un tablero de ajedrez hay 64 casillas, écudntas
casillas tocan a cada pieza del juego?

¢Cuantas formas geométricas hay en un tablero de
ajedrez?

¢Qué porcentaje de tablero es cada casilla?

¢Cudntas casillas hay de color blanco? ¢Y negras?

Era légico que propusieran preguntas
asi, ya que se trata de lo que se ha trabajado
en clase ultimamente (estadistica, porcen-
tajes).

wK o
i

Figura 6. A un paso de la solucién definitiva
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gg;‘;MBRE —Profesor: En estas cuestiones estais todavia en el
tablero de ajedrez, pero podéis saliros de él. No
hay por qué limitarse tanto.

Mi comentario inspiré una nueva pregunta:

—Ell@s: ¢ Cuantos cuadrados pueden formarse con
las casillas blancas? ¢Y con las negras?

Puesto que no se planteaba una generalizacion
del problema, intervine a mi pesar:

—Profesor: Y si en lugar de ser 8 x8, el tablero tu-
viese 100x 100 casillas, écudntos cuadrados podrian
formarse?

Alguien acab6 dandose cuenta de que se tra-
tarfa de extender la suma de los cuadrados:

—Ell@s: Tendriamos que sumar igual, pero hasta
cien: uno al cuadrado, mas dos al cuadrado, mas
tres al cuadrado y asi, hasta cien al cuadrado.

Les dije que los matematicos han encontrado
un modo de ahorrarse tantas sumas y que con

72 una férmula puede realizarse el calculo de forma
g[,uwa',;-z directa. I.a buscamos en Internet:
n{n+1)(2n+1
P42+ 4= ( >6< )

Les informé también de que podrian deducirla
en algin curso posterior, pero que podiamos
aplicarla cambiando la letra # por el numero 100.

—Profesor: Si n es 100, ¢cuanto sera n+1?
—Ell@s: 101.
—Profesor: ¢Y 2n+1?
—Ell@s: 200 mas 1: 201.
—Profesor: ¢Y cuanto da todo?
—Ell@s: 338350.

Otro contexto para el mismo
problema

A primera hora de la mafiana, cuando las fruterias
acaban de abrir, puede observarse su género dis-
puesto de forma bien ordenada (figura 7). Ese
orden va deshaciéndose a lo largo del dia y tendra
ocupados a los fruteros, quienes se pasaran gran
parte del tiempo recomponiendo los apilamientos
de manzanas, naranjas, aguacates y tomates.
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La gente escoge los productos sin prestar
atencion a su disposicion espacial, pero a un ob-
servador matematico no le pasara desapercibida
la distribucién piramidal de la mercancia. Esas
piramides se componen de varios niveles en los
que los frutos de un nivel se asientan en los in-
tersticios concavos que dejan las piezas del nivel
inferior. Si el nivel de la base se compone de
3 x4 frutos; el superior, es de 2 3; y el siguiente,
de 1x2. En un caso asf no habra mas niveles, ya
que el ultimo fruto no se mantendria en equili-
brio. Mejor resultado se obtiene con piramides
cuadradas en las que la serie consta de 4 x4, 3x 3,
2% 2y, ahora si, 1x1 frutos.

Entonces surge la pregunta: scuantas piezas
componen dicha piramide? Tomando la base cua-
drada, la respuesta es evidente: la suma de los cua-
drados de los nimeros cuatro, tres, dos y uno. Es
decir: 4* + 3% + 2% + 12 = 30 piezas. Pero el interés
matematico no acaba ahi, sino que incita la pre-
gunta general: scual es el resultado si la piramide
se compone de 7 niveles? La respuesta es la suma
de todos los cuadrados, desde 12 hasta 7.

Sila piramide no es cuadrada, sino rectangular
con s filas y # columnas de piezas en su base, la
respuesta es:

min(,n)—1

e

k=0

Veamos como deducir visualmente una ex-
presion cerrada de la suma de cuadrados. Para
hacerlo enfoquemos la cuestion desde una pers-
pectiva que Polya (1988) destac6 en su metodo-
logfa de resolucion de problemas: basarse en un
problema similar, pero mas sencillo, tratando de
adaptar su estrategia de resolucion al problema

Figura 7. Frutas en un mercado



que tenemos entre manos. En nuestro caso, mas
facil que sumar cuadrados es sumar numeros,
sin sus cuadrados: 1+2+3+...+7.

El calculo de esta suma puede efectuarse
como hizo Gauss de nifio o componiendo una
version geométrica del problema (figura 8).

Figura 8. 1+2+3+4 = (4-5)/2

Como se aprecia en la figura 8, la suma de
dos figuras idénticas compuestas por 1+2+3+4
piezas da como resultado un rectangulo de 4 -5
piezas. Lo mismo vale para 1+2+3, siendo el
rectangulo resultante de 34 piezas. L.a suma
1+2+3+4 es la mitad de 4 - 5, la suma de 1+2+3
es la mitad de 3 -4y, en general:

ﬂ-(ﬂ-i-l)

1+243+...+n= >

Si para sumar los numeros naturales conse-
cutivos hemos recurrido a esta version geomé-
trica contando cuadrados. Para sumar sus cua-
drados vamos a recurrir a una version
tridimensional en la que contaremos cubos de
ceramica. Recomponemos la piramide de la fru-
terfa (12 + 2>+ 3%+ 4 piezas) reorganizando las
piezas (ahora cubos de ceramica) en una arista
vertical (figura 9, izqda.). A continuacion, afiadi-
mos 1 cubo, 4 cubos y 9 cubos (figura 9).

Todavia queda espacio para repetir este proceso
y afladir 1 cubo, 4 cubos y 9 cubos (figura 10).

Para completar el espacio restante del cubo
de arista 4 solo queda espacio para afiadir 1 cubo
(figura 11, izda.), 2 cubos (figura 11, centro) y 3
cubos (figura 11, dcha.). En total, son 6 cubos
que completan las 64 = 4° unidades del cubo de
arista 4 (figura 11, pag. siguiente).

Hemos levantado el cubo de arista 7 sumando
los cuadrados desde 1 hasta 7, dos veces la suma
de cuadrados desde 1 hasta #»—1 y afiadiendo
también la suma de los numeros naturales desde
1 hasta n—1.

Figura 10. Afiadimos de nuevo otras unidades: 12 (izda.) 22 (centro) y 32 (dcha.)
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Doetvere Dado que ya conocemos la suma de los 717

primeros nimeros naturales, llamando § a la
suma de los cuadrados des de 1 hasta #» podemos

escribir:
n = S +2-5 —|—M
2
Pero como:
S =5+ "
Tenemos:

2
”3:”2_’_3'5”71_’_” 2_”

Despejando §

74 S _nB—nz_nz—n_2n3—3n2+n
sma}*)'z nl 3 6 6
Es decir:

12+22+...—|—<ﬂ—1>2—

Para la suma hasta # substituimos todas las #
de esta expresion por #+7 y simplificamos:

24224 ante n(n+1)(2n+1)
—6

Con algebra hemos obtenido una expresion
cerrada, sin puntos suspensivos, de la suma de
los cuadrados. No es una demostracion rigurosa
de la igualdad, pues se basa en una conjetura ex-
perimental, pero esta cerca de la demostracion
por el método de induccion en el que se basaria
una prueba en el ambito formal. Ello no impide
valorar el resultado inspirado en la realidad coti-
diana por ser ahf donde nace la induccion.

¢Cuantos cuadrados hay en una hoja
de papel cuadriculado?

Nada mas cotidiano que una hoja de papel DIN
A4. Casi tan cotidiano como ella lo es también
una hoja de papel DIN A4 cuadriculada. Cabe
preguntarse cuantos cuadrados hay en una hoja
de papel cuadriculado como las utilizadas por
millones de escolares en todo el planeta. Esas
cuadriculas componen un rectangulo de 5436
celdas. El mayor cuadrado posible es uno de
36x36. Veamoslo con mayor claridad organi-
zando los datos (tabla 2).

Cuadrados éCuantos hay?
1x1 (54-0)+(36-0)=54-36=1944
2x2 (54-1)-(36-1)=53-35=1855
3x3 (54-2)-(36-2)=52-34=1768

4x4 (54-3)-(36-3)=52-33=1683

28x22  (54-35)-(36-35)=18-1=18

Figura 11. Solo faltan afiadir dos (izquierda) y tres unidades (centro) para completar el cubo de arista 4 (derecha)
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En total, son 1944+1855+1768+1683+...+18
cuadrados. Si el rectangulo es de 72 X7 celdas, con
m>n, y llamamos § _ ala suma total:

n—1

Suns =D =) (1 =)=

k=0
n—1

:Z(wn—éﬂ—mé—l-/éz):

£=0

= mn’ —(w+n>-i/€+i/€2
£=0 £=0

Teniendo en cuenta que los valores de estas
dos sumas ya fueron calculados y simplificando:

_n(n41)-(3m—n+1)

w>n 6

Para m=n esta expresion se convierte en la de
la suma de los cuadrados. Aplicandola al caso de
m=53y n=36 (53x36 celdas), obtenemos los
cuadrados en una hoja cuadriculada: 28 194.

Conclusiones

Generales

La incitacién al planteamiento de nuevos pro-
blemas es una de las 12 competencias basicas
del ambito matematico. Concretamente, la cuarta
de la primera dimension competencial (Resolu-
ci6n de problemas). En matematicas, cada reso-
lucién de un problema supone un trampolin
para el planteamiento de uno nuevo. El modo
mas natural de hacerlo es mediante la ampliacion
o generalizacién. En el estudio expuesto los es-
tudiantes mostraron dificultades para hacerse
nuevas preguntas de caracter matematico. No
es raro que las que finalmente propusieron es-
tuviesen centradas en cuestiones propias del en-
torno matematico trabajado recientemente: la
estadistica y el cambio de expresion (numérica y
figurativa) de un todo y sus partes (fracciones y
porcentajes).

Pero no solo dentro del ambito matematico
encontramos excusas para plantear problemas. La
observacion y el analisis de la realidad puede ins-
pirarlos. Al hacerlo, no estamos aplicando cono-
cimiento matematico a la realidad, sino al contratio,
sirviéndonos de esta para generar matematicas.

Obsérvese lo util que resulta organizar los
datos en una tabla para hacer visibles las relacio-
nes existentes entre ellos (identificaciéon de un
patron) y que son las que nos daran pistas de la
estrategia a seguir. Si los datos son los elementos
de trabajo para resolver un problema, las rela-
ciones entre ellos indican qué es lo que hay que
hacer cuando no se sabe qué hacer con ellos. He
ahi un modo de empezar. Relacionar una mon-
tafa de frutos con una tabla de datos numéricos
es la asociacion fundamental para relacionar ma-
tematicas con realidad. No hace falta mucho para
ello, basta con pararse a observar esa distribucion
espacial, contar los niveles de la montafia, contar
los frutos en cada uno de ellos y sacar ahi mismo
las primeras conclusiones: piramide de base cua-
drada o rectangular cuyos lados disminuyen a
cada nivel segin un patrén. Sila base es cuadrada,
el total de frutos es una suma de cuadrados.

Competenciales

El proceso dialégico y las resoluciones desarro-
lladas aqui ponen de manifiesto la intervencion
de las doce competencias basicas del ambito ma-
tematico (CBAM) segin el documento marco en
Catalufa editado por Gencat (2017). La primera
solucion elemental al problema se fragué to-
mando como sinénimos los términos cuadrado
y casilla, pero no fue hasta que esa sinonimia fue
invalidada que el problema fue realmente com-
prendido y su enunciado pasé a ser enteramente
matematico (CBAM 1).

LLa organizacion del recuento de los cuadrados
de diferentes medidas en una tabla de datos volvio
a demostrar lo util que resulta esta estrategia de
resolucioén de problemas (CBAM 2y 5). Gracias
al cambio de representacion entre el lenguaje vi-
sual geométrico (tablero de ajedrez) y el tablero
numérico (tabla de datos) se hizo visible la relacién
subyacente (CBAM 9) que condujo a la resolucion
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del problema. Todo fue posible mediante el dia-
logo filoséfico (CBAM 5, 6, 10 y 11). Incluso
permiti6 ensayar estrategias diversas (CBAM 3) y
formular nuevas cuestiones (CBAM 4).

Ese fue el contenido didactico de la sesion
de clase. El desarrollo posterior elaborado rela-
cionando contextos tan diversos como la fruterfa
y la geometria espacial facilité nuevas dimensio-
nes competenciales (CBAM 6, 7, 8). Por dltimo,
la formalizacién algebraica es la Gnica que per-
mite cerrar todas esas cuestiones (CBAM 12) y
declarar el problema como acabado tras utilizar
las relaciones entre diferentes partes de las ma-
tematicas (CBAM 7), unas relaciones que desta-
can, al estilo de Polya (1988), la adaptacion de la
estrategia de resolucion de un problema sencillo
a otro mas complejo.

Aprender a pensar matemdticamente

La dificultad del problema planteado no tiene
por qué asociarse a un nivel educativo determi-
nado, sino que puede plantearse en diferentes
niveles y resolverse con los recursos propios de
cada nivel, sean estos del tipo que sean (materia-
les, digitales, manipulables o de pensamiento).
Desde el ciclo inicial de Primaria (Ambito educa-
tivo donde se desarroll6 el video que dio origen
al problema) hasta el ambito universitario es un
problema muy rico porque la pregunta que plan-
tea invita a interpretarse con diferentes grados
de profundidad. E incluso, incitar nuevas pre-
guntas: Jexiste una expresion cerrada para la
suma de la serie de los cubos? ¢y para la suma de
cualquier serie de potencias?

Lo expuesto puede ilustrar coémo se piensa
matematicamente, cémo puede aprenderse a ha-
cerlo y como puede gestionarse dicho aprendi-
zaje. LLa mayorfa de estudiantes no han aprendido
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a pensar matematicamente, pues ante cualquier
pregunta tienden a ofrecer siempre una respuesta,
por inverosimil que sea. Nunca callan o admiten
desconocimiento. Lla mayorfa de decisiones en
su vida las toman otros por ellos, generalmente
sus progenitores. Por ser menores, tampoco se
les exigen responsabilidades relevantes. Y ademas,
tienden a tomar como fuera de la realidad vital
las habilidades de pensamiento que aprenden en
el ambito académico. Lo que sucede en la escuela
o en el instituto se queda ahi, raramente se le
atribuye la importancia suficiente como para ser
incorporado a su personalidad.

Pensamos desde que nacemos, pero no se
nace pensando matematicamente. Las habilidades
de pensamiento matematico suelen aprenderse
en la escuela y nada tienen que ver con creencias
aprioristicas. Suelen verse rechazadas al suponer,
no ya un esfuerzo mental, sino un cambio de
pensamiento, una transformacion del yo. Creer
es comodo; pensar criticamente, no. El creyente
queda exento de responsabilidad, pues asume
verdades ajenas. La responsabilidad del pensador
critico es extraordinaria porque no solo cuestiona
las creencias de los demas, sino también, este es

el quid de la cuestion, las de uno mismo.
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