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Casi todos los domingos del invierno de 1933, un
pequenio grupo de estudiantes se reunia en algin
lugar —un parque o un café— de Budapest para ha-
blar de matematicas.

Ese especial grupo estaba formado, entre otras per-
sonas, por Paul Erdds', Esther Klein, Marta Svéd?,
George Szekeres® y Pal Turan® (figura 1).

En una de estas reuniones, Esther propuso el si-
guiente problema:

Dados cinco puntos en el plano en posicién general,
demostrar que cuatro de ellos forman un cuadrilatero
convexo.

Tras dejar al resto del grupo un tiempo para refle-
xionar sobre el problema, Esther explico a sus colegas
la demostracion que ella habia pensado. Era una bella
y sencilla prueba.

Figura 1. En esta fotografia aparecen tres de los
protagonistas arriba citados, pero con algunos afios
mas. De izquierda a derecha: Carole Lacampagne,
Roger Eggleton, Esther Szekeres (Klein de familia), Paul
Erdos, George Szekeres y John Selfridge (1984)
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El problema del final feliz

Empecemos por aclarar los conceptos involucrados
en la proposiciéon de Esther. Que varios puntos del
plano estén en posicidon general significa que no
existe ningtin subconjunto formado por tres de ellos
que sean colineales, es decir, que estén situados sobre
la misma linea recta. Un cuadrilitero —poligono
con cuatro vértices y cuatro aristas— es convexo si
todos sus angulos interiores son menores que 180
grados.

Esther razonaba teniendo en cuenta que existen tres
formas distintas en las que un poligono convexo en-
cierra cinco puntos. Dicho de otra manera, dados
cinco puntos en posicién general, su envolvente con-
vexa’® puede ser uno de los tres poligonos siguientes:

1. Un cuadrilatero cuyos vértices son cuatro de
los puntos del conjunto inicial y que deja en
su interior el punto restante. En este caso, la
solucion ya es inmediata, ya que es el cuadri-
latero dado.

2. La envolvente convexa puede ser un penta-
gono cuyos vértices son los cinco puntos dados.
Entonces cuatro de esos puntos pueden conec-
tarse para formar un cuadrilatero convexo.

3. Finalmente, si la envolvente es un triangulo,
los dos puntos que quedan dentro de la figura
definen una recta que divide el tridngulo en
dos partes. En una de ellas hay dos puntos y
en la otra uno de los del conjunto de cinco
puntos inicial. Estos dos puntos junto con los

Y

dos interiores son los vértices de un cuadrila-
tero convexo (figura 2).

En 1935 Erdds y Szekeres publicaron un articulo en
el que se generalizaba el resultado de Esther (figura
3); es uno de los trabajos fundamentales de la geo-
metria combinatoria®. Paul Erdds denomind el pro-
blema original como «El problema del final feliz»
porque Esther y George se casaron en 1937, ;quizas
tras conocerse mejor gracias a este enunciado?

El articulo de Erdds y Szekeres generalizando el
enunciado de Esther comenzaba del siguiente modo:

El problema que nos ocupa ha sido sugerido por la
sefiorita Esther Klein en relacion con la siguiente pro-
posicién.

A partir de cinco puntos del plano de los cuales no
hay tres en una misma linea recta, siempre es posible
seleccionar cuatro puntos que determinan un cuadri-
latero convexo.

[...] La seforita Klein sugirié el siguiente problema mds
general. Dado un entero positivo n,  es posible encon-
trar un numero N(n) tal que de cualquier conjunto que
contenga al menos N(n) puntos sea posible seleccionar
n puntos que formen un poligono convexo?

Hay dos preguntas particulares: (1) ;existe el nimero
N(n) correspondiente a n? (2) Si es asi, ;como se de-
termina el menor N(n) en funcidn de #n? (denotamos
el menor N por N, (n)).

En su articulo Erdds y Szekeres demostraban que el
numero N(n) existe (para n mayor que 2) y conjetu-
raban que N (n)=2""*+1, basindose en algin caso

Figura 2. Los tres casos posibles de envolventes convexas y los cuadrilateros convexos

obtenidos (sombreados)
Imagen: Marta Macho Stadler.



A Combinatorial Problem in Geometry
by

P. Erdos and G. Szekeres
Manchester

InTRODUCTION.

Our present problem has been suggested by Miss Esther Klein
in connection with the following proposition.

From 5 points of the plane of which no three lie on the same
straight line it is always possible to select 4 points determining
a convex quadrilateral.

We present E. Klein’s proof here because later on we are
going to make use qof it. If the least convex polygon which en-
closes the points is a quadrilateral or a pentagon the theorem
is trivial. Let therefore the enclosing polygon be a triangle A BC.
Then the two remaining points D and E are inside A BC. Two
of the given points (say 4 and C) must lic on the same side of
the connecting straight line DE. Then it is clear that AEDC
is a convex quadrilateral.

Miss Klein suggested the following more general problem. Can
we find for a given n a number N(n) such that from any set con-
taining at least N points it s possible to select n points forming
a convex polygon?

There are two particular questions: (1) does the number N
corresponding to n exist? (2) If so, how is the least N(n) deter-
mined as a function of n? (We denote the least N by Ny(n).)

We give two proofs that the first question is to be answered
in the affirmative. Both of them will give definite values for
N(n) and the first one can be generalised to any number of
dimensions. Thus we obtain a certain preliminary answer to
the second question. But the answer is not final for we generally
get in this way a number N which is too large. Mr. E. Makai
proved that Ny(5) =9, and from our second demonstration, we
obtain N(5) =21 (from the first a number of the order 21000),

Thus it is to be seen, that our estimate lies pretty far from

Figura 3. Principio del articulo (Erdds y Szekeres)
Captura de pantalla
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particular demostrado por otros autores. De hecho, es
obvio que N (3) = 3; Esther Klein demostré que N, (4)
=5 vy en Erdds y Szekeres se afirma que E. Makai
probo que N, (5) =9,aunque no existe evidencia escrita
de ello’. Afios mas tarde Szekeres y su alumna Lindsay
Peters (ver Szekeres) demostraron, con ayuda de un or-
denador, que N, (6) =17, consolidando asi la conjetura.

De momento nadie ha sido capaz de confirmar o re-
futar la conjetura, aunque mucha gente ha trabajado

en ello. De hecho, la propuesta se ha reformulado
proponiendo la alternativa siguiente (ver, por ejem-
plo, Freyland):

anz +1§ No(n) §211+O(W)’

donde la O maytscula se refiere a la notacion de
Landau®. Ojald que mis pronto que tarde se conoz-
can mas detalles sobre esta interesante acotacion re-
lacionada con tan bello problema geométrico.
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Esther Szekeres, la protagonista
de esta historia

Esther Klein naci6 en el seno de una familia judia,
en Budapest, en 1910. Parece que desde muy pe-
quena destacd en matematicas. Compartia aula de
secundaria, en Budapest, con Marta Svéd, con la que
mantuvo durante toda su vida una estrecha amistad.
Las limitaciones impuestas a los judios en Hungria
a finales de la década de 1920 solo permitian que
dos estudiantes de su clase pudieran cursar carreras
de ciencias en la Universidad de Budapest: Marta
eligid la plaza de matematicas y Esther optd por la
de fisica.

Esther Klein conoci6é a George Szekeres en la uni-
versidad y alli intimaron. Como ya hemos comen-
tado, compartieron con algunos de sus colegas
reuniones dominicales para hablar de matematicas.
Se casaron en 1937.

A pesar de sus capacidades matematicas, George se
vio obligado a estudiar quimica. En un momento
econ6émico delicado, su familia deseaba que se for-
mara en materias que le permitieran continuar con
el negocio familiar centrado en el cuero. Tras seis
afnos trabajando en Budapest como quimico analitico,
y huyendo de la amenaza nazi, en 1939 George
aceptd un puesto en Shanghii (China) como espe-
cialista en quimica del cuero. La fabrica cerré un afio
después. Esther y George Szekeres entraron a formar
parte de la comunidad de 15000 refugiados judios
procedentes de Europa Central en Hongkou. Alli vi-
vieron los rigores de la Segunda Guerra Mundial, la
ocupacion japonesa’ y los inicios de la Revolucion
comunista china'’. Pero sobrevivieron vy, de hecho, su
hijo mayor, Peter nacié en Shanghai.

En junio de 1948 la familia Szekeres emigrd a Aus-
tralia: la Universidad de Adelaida ofrecié un puesto
como profesor a George. Durante los primeros tres
afios de estancia en Australia debieron compartir un
pequefio apartamento con sus amigos George y
Marta Svéd. Su segunda hija, Judy, nacié en 1954. Allj,
en Australia, George florecié como matematico pro-
fesional.

En 1964, 1a familia Szekeres se mudoé a Sidney, cuando
a George le ofrecieron el cargo de profesor de Mate-
matica Pura en la Universidad de Nueva Gales del
Sur. Compraron una hermosa casa en Turramurra, si-
tuada en un lugar privilegiado, muy por encima de
sus posibilidades. Pudieron adquirirla gracias a que
nadie deseaba comprarla: era la residencia habitual de
una de las dos personas fallecidas en un crimen pa-
sional''. Los Szekeres no dieron ninguna importancia
a esa mala fama, e hicieron de esa vivienda su hogar
hasta 2004, cuando George no pudo ya renovar su
permiso de conducir. El matrimonio regres6 a Ade-
laida para poder estar cerca de su familia.

Como ya hemos comentado, George brill6 en ma-
tematicas, trabajando en campos muy diversos: alge-
bra, combinatoria, teoria de ntmeros, analisis
matematico, analisis numérico, relatividad, cosmolo-
gia o filosofia de las matematicas.

Mientras tanto Esther cuidaba de sus hijos, aunque
también impartié algunas clases en las universidades
de Adelaida y de Macquarie (Sidney). Su pasiéon ma-
tematica se centraba en la geometria, un area en la
que superaba a George.

En 1984, Esther y George comenzaron a impartir
clases semanales de enriquecimiento matematico en
el colegio Mercy de Chatswood (Sidney). Eran clases
gratuitas y abiertas a estudiantes procedentes de cual-
quier sistema escolar. Durante veintiin anos, Esther
plante6 alrededor de mil problemas de geometria,
algunos de los cuales se utilizaron como ejercicios
propuestos en la Olimpiada Internacional de Mate-
maticas.

La historia de amor —el «final feliz» entre sus dos
colegas, como lo denominaria Erdds— de Esther y
George fue larga —casi 70 afos de vida compar-
tida— e incluso poética en su despedida: ambos fa-
llecieron el 28 de agosto de 2005, con una hora de
diferencia. Ella tenia 95 afos, él 94... Esther estaba
ingresada en Wynwood Nursing Home —una residen-
cia de personas mayores en Wynwood, en la que tuvo
que entrar debido a sus problemas de salud— de
Adelaida desde el afio 2004 y George se mudo a la



misma habitacidén que ocupaba su esposa siete sema-
nas antes del fallecimiento de ambos.

Por cierto, tanto Esther como George poseen na-
mero de Erdds igual a 1'%
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cuela secundaria privada para nifas en Adelaida. Mientras
tanto, su vieja amiga Esther Klein se habia casado con el mate-
matico George Szekeres. El matrimonio huyé de Europa, debido
a la persecucién a los judios, hacia Shanghai. Tras la Segunda
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pequeio apartamento en Adelaida.
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craneofaciales.
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metria euclidiana mientras Whatif realiza preguntas
controvertidas y perspicaces. Aunque con mas carga matematica
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