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Cada uno de estos ultimos cursos académicos se ha
hecho una conferencia sobre arqueologia dirigida al
alumnado de 1.° de la ESO en el Institut Valles de Sa-
badell. La realiza Ot Ordeig, arquedlogo de la Uni-
versitat de Barcelona. Como profesor, me ha tocado
acompanar a mis alumnos a algunas de estas sesiones
en las que todos, alumnado y profesorado acompa-
nante, hemos prestado mucha atencién.

El profesor Ordeig suele insistir en que la arqueo-
logia se diferencia de lo que algunas peliculas popu-
lares puedan dar a entender y que su objetivo no es
desenterrar dinosaurios fosilizados (figura 1). El in-
terés de la arqueologia son los restos humanos, estén
bajo tierra o en el fondo del mar.

Ademas de acompafiar su amena exposicién con
imagenes de excavaciones realizadas por él mismo
junto a otros equipos de arquedlogos en diferentes
lugares de Cataluna, trae algunas piezas recuperadas

durante su labor. Esto incluye objetos tan diversos
como monedas, balas de candn, cuentas de collares o

fragmentos de ceramica.

Figura 1. El profesor Ordeig definiendo la arqueologia:
La arqueologia es una disciplina cientifica que tiene
por objetivo estudiar los restos que han dejado los
humanos para comprender el pasado
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Matematicas en la arqueologia

Al regresar al aula de matematicas no puedo dejar es-
capar la oportunidad de relacionar las matematicas
con la arqueologia. Una vez los alumnos, algunos de
ellos por lo menos, se han cautivado por lo visto y
escuchado, no me parece razonable que se olviden
del tema simplemente porque un timbre ha puesto
fin a la conferencia. Por eso, de acuerdo con el pro-
yecto LINSiTU procuro incitar un didlogo basado
en la charla. Pero la pregunta de inicio no es una
cuestion simple y superficial como seria preguntarles
qué les ha parecido, sino profundizar directamente
en la relacidon con las matematicas. Eso si, de forma
abierta:

—Profesor: ; Podriais decir qué cosas de matematicas
han salido en la conferencia?

—Ell@s: Tiene que medir.

—eEll@s: Y poner fechas a lo que encuentra.

—eEll@s: Usar el jalon.

—Ell@s: Encontrar angulos.

—Ell@s: Hacer escalas para saber las estaturas de los
esqueletos.

—Ell@s: Usar el laser para las distancias.

Los arquedlogos de hoy en dia utilizan rayos laser
para conocer distancias inaccesibles. Las escalas a las
que se referia ese alumno era lo que en matematicas
llamamos proporcionalidad geométrica (figura 2).

—Profesor: Ot también ha mencionado las cuadricu-
las. ; Tienen algo que ver con las matematicas?
—eEll@s: Bueno, tienen cuadrados.

Figura 2. Recreacion arqueolégica en el aula utilizando
un jalén para hallar la estatura de un cuerpo

—Ell@s: Para hacerlas hay que saber los angulos.
—Ell@s: Hay paralelas y perpendiculares, y angulos
de noventa grados.

Un problema matematico
del arquedlogo

Como me temia, nadie ha mencionado un problema
matematico con el que los arquedlogos se topan fre-
cuentemente cuando hallan fragmentos de vasijas,
platos o enseres circulares (figura 3):

—Profesor: ¢Se os ocurre algun problema o cuestién
matematica que tenga que resolver el arqueélogo?
—eEll@s: ... (permanecen en silencio)

—Profesor: {No habéis visto fragmentos de platos o
de vasijas dentro de los tuppers que ha traido el pro-
fesor Ordeig (figura 3)?

—Ell@s: Si.

—Profesor: ;Y qué ha dicho de los platos que encon-
traban?

—eEll@s: Lo grandes que eran, el tamafio.

—Ell@s: Si, daba la medida.

—Profesor: La medida, ;de qué?

—Ell@s: Del plato.

—Ell@s: Lo grande que es el plato.

—Profesor: ¢Y qué medida hay que dar para saber
cdmo es de grande un plato?

—eEll@s: El diametro.

—Profesor: Y si solo tenemos un fragmento del plato,
icomo sabe el arquedlogo cudl es el diametro del
plato entero?

Otra vez se hace el silencio tras mi pregunta, pero
esto no significa un cese de pensamiento. Les invito

Figura 3. Algunas piezas corrientes que aparecen
en las excavaciones



a pensar como puede averiguarse el diametro de un
plato redondo a partir de un pequefio fragmento.

La clase se pone a pensar. Algunos dibujan un circulo
y quienes la recuerdan de su etapa de primaria, sacan
a colacidn la formula del perimetro de una circun-
terencia. Pero claro, para obtener el perimetro, que
no es lo que buscamos, se necesita el diametro o el
radio. Algunos proponen hallar el radio midiendo la
distancia desde un punto del borde circular del frag-
mento del plato hasta su centro. Pero lo mas co-
rriente es que el centro no forme parte del
fragmento. En cualquier caso, esta observacion plan-
tea un problema anexo:

—Profesor: ;Como saber dénde estd exactamente el
centro de un circulo?

Dan vueltas sobre lo mismo sin llegar a ningtn re-
sultado. Por eso les hago la siguiente propuesta:

—Profesor: El arquedlogo trabaja con el fragmento
de plato real que ha encontrado. Puede tocarlo, mo-
verlo, pesarlo, sentirlo entre sus dedos. Os he plan-
teado un problema sobre un plato del que no tenéis
ningun fragmento, habéis estado pensando sola-
mente con la imaginacion. ;Creéis que os serviria de
ayuda tener en vuestras manos un trozo de plato?
—Ell@s: jSi!

La afirmacién es unanime.Y yo sé que las ideas que
se nos ocurren trabajando in situ manipulando los

objetos tangibles de los que queremos conocer algo

'-;g‘sb_ A

Figura 4. Buscando el centro del plato y su radio
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resulta muy productivo y creativo. Es el papel de la
cognicidn en la practica de Jean Lave (1988). De se-
guir unicamente por el camino del diadlogo razonado
no llegaremos a buen puerto. Se diria que no hay
ideas sobre las que dialogar y que hace falta que su-
ceda algo para que las inspire. Por eso les digo:

—Profesor: Voy a buscar unos fragmentos de platos
y os dejaré mas tiempo para que penséis alguna so-
lucién al problema.

En la sala de profesores hay un armario en uno de
cuyos cajones hay un montén de platos de plastico.
Tomo un puilado de ellos y vuelvo al aula. Una vez
alli pido unas tijeras con las que recorto los platos en
pedazos pequenos y los reparto entre los 24 alumnos
que componen la clase. Con esos pedazos de platos
rotos empiezan a realizar algunas pruebas. Los hay
que han recibido fragmentos que parecen alcanzar el
centro del plato. Se afanan en buscar ese centro para
obtener el radio a partir de él, pero no acaban de
conseguirlo (figura 4). Otros, transfieren al papel el
perfil del plato obteniendo arcos circulares, pero tam-
poco vislumbran solucién alguna (figura 5).

Mientras van trabajando, abro GeoGebra en mi ta-
bleta e inserto un recorte de la fotografia de los ma-
teriales que ha traido el arquedlogo en el que se
aprecia un fragmento de ceramica de perfil circular.
Luego, senalo tres puntos encima de dicho arco y uso
la aplicacion «circunferencia que pasa por tres puntos

del programa».Y ahi esta (figura 6): la circunferencia

o, ' e AR
Figura 5. Transfiriendo al papel el perfil de un plato
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que pasa por esos tres puntos seria un modelo de la
forma del plato completo. Hallar el diametro seria ya
cuestion de proporcionalidad.

No he acabado todavia de hacer esto cuando oigo a
alguien gritar:

—eEll@s: jYa lo tengo!

Conectando sucesivas copias del arco del fragmento,
una al final de la otra, como cuando desplazamos una
regla para construir un segmento mas largo que ella,
alguien habia logrado cerrar la circunferencia. En
realidad, casi la habia cerrado porque la circunferen-
cia entera no cabia en la hoja DIN A4. La figura 7
reproduce dicho proceso con el perfil de un vaso.

Una vez recompuesto el circulo a partir del arco,
habia que determinar su didmetro. Eso planteaba otro
problema porque no se sabia donde estaba exacta-
mente el centro, lo que incité un nuevo dialogo.

—Ell@s: Podemos trazar una linea que pase por el
centro, de lado a lado, y la medimos.

—Ell@s: Pero si no sabes el centro, ;cémo va a pasar
por ahi?

—Ell@s: Se puede hacer aproximadamente. Al final

Figura 6. Reconstruccion de un plato
circular con GeoGebra

todo serd aproximado, {no?

—Profesor: Aunque el resultado sea aproximado, ¢no
podriamos encontrar un modo de hacerlo mejor, mas
riguroso?

—Ell@s: Pero sin el centro, no se puede encontrar la
linea que pase por él.

—Profesor: A ver. ;Sabéis como se llama la linea que
va de un punto a otro de una circunferencia?
—Ell@s: Cuerda, me acuerdo de primaria.
—Profesor: Bien. ;Cuantas cuerdas pueden hacerse?
—Ell@s: Muchas.

—eEll@s: Infinitas.

—Profesor: ;Y todas son distintas?

—Ell@s: Si.

—Profesor: ;En qué son distintas?

—eEll@s: En el angulo.

—Ell@s: No, unas son mas largas y otras mas cortas.
—Ell@s: Si, pero estan repetidas.

—Ell@s: No pueden estar repetidas, todas seran dis-
tintas. Si empiezas cerca, luego se van haciendo mas
largas.

—Ell@s: Pero las del otro lado seran las mismas.
—Profesor: ; Cuales del otro lado?

—Ell@s: jAh, claro! Hay una mas larga. Y no esta re-
petida.

—eEll@s: Es el didmetro, la mas larga de todas.
—Profesor: Entonces, ;se puede definir el diametro
sin hablar ni conocer el centro del circulo? ; Cual sera
la definicion?

—Ell@s: La cuerda mas larga.

—Profesor: Pues asi podéis hallar el didmetro del
plato.

Figura 7. De arco en arco se cierra
la circunferencia de un vaso



Lo hicieron y obtuvieron un resultado de 24,4 cm.
Pero entonces alguien hizo una observacion:

—Ell@s: Pero el plato medird un poco menos.
—Ell@s: ¢ Por qué?

—Ell@s: Porque el dibujo en el papel es mas ancho.
El borde del plato no es el mismo que el del lapiz.
—Profesor: ; Qué significa esto?

—eEll@s: Que al perfilar lo hacemos mas grande.
—Ell@s: Si, hay un poquito de distancia entre el plato
y la punta del lapiz.

—Profesor: ; Qué distancia?

—Ell@s: Un milimetro o dos, aproximadamente.
—Profesor: Entonces, icuanto hay que restar al dia-
metro obtenido?

—Ell@s: Pues eso, dos milimetros.

—eEll@s: No, son cuatro. Por el otro lado también hay
dos milimetros de mas. Seran, aproximadamente, 24
cm de diametro.

Teniamos pendiente todavia el problema de hallar el
centro del circulo de un arco circular. Les mostré
c6mo hacerlo doblando el papel para trazar dos me-
diatrices distintas en sendos pares de puntos del arco
(figura 8). Pero no profundizamos en las justificacio-
nes matematicas del fendmeno, solo les mostré la téc-
nica aprovechando las hojas de papel.

Se habia hallado una definicién de diimetro poco co-
rriente en la que no intervienen ni el radio ni el cen-
tro del circulo y a través de la cual pudo encontrarse
este. Tratando de medir el grosor del circulo, un grupo
de estudiantes lleg6 a la conclusién de que el didmetro
seria el mayor de todos los grosores obtenidos al fijar
el punto 0 de la regla en un punto de la circunferencia

Figura 8. Centros de los arcos circulares de unos platos
hallados con la interseccion de dos mediatrices
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e ir girando el otro extremo hasta obtener la mayor
longitud. Sin usar términos técnicos definieron asi el
didmetro de un circulo como la mayor de todas sus
cuerdas (figura 9). Una vez hecho esto, les basté con
dividirlo por dos para conocer el radio y marcar en su
punto correspondiente el centro del circulo.

Acabada la clase me dirigi a la biblioteca donde el
profesor Ordeig habia concluido la charla con otro
grupo. Me acerqué a él y antes de comentarle que
habiamos tratado el problema del plato roto en clase
le pregunté como lo resolvian ellos, los arquedlogos.
Me confirmé que lo hacen como los alumnos, des-
plazando el fragmento hasta recomponer el circulo
entero. Después, se mide el diametro. Nuestro mo-
delo de resolucion era afin a la realidad que lo habia
inspirado.

Conclusiones

MATEMATICAS DEL ARQUEOLOGO
Esencialmente se trata de un inventario de los ins-
trumentos de medida que utiliza (regla, jalon, cinta
métrica, transportador de angulos, laser de distan-
cias) y de los problemas matematicos identificados
a los que se enfrenta (trazo de cuadriculas, angulos
rectos, paralelas y perpendiculares, determinar lon-
gitudes mediante proporcionalidad geométrica, lo-
calizacidn espacial y reconstruccion de circulos a
partir de un arco).

9,8cm

9,3cm

Figura 9. El didmetro de un circulo o circunferencia es
la mayor de todas sus cuerdas
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PROBLEMAS INSPIRADOS EN EL PLATO ROTO
Existen diversas formas de recomponer un plato roto,
siendo tres las presentadas aqui: por traslaciéon de un
arco hasta completar el circulo como cuando se tras-
lada un regla para trazar con ella un segmento mas
extenso, hallando el centro mediante dos mediatrices,
ya sea con papel y lapiz o con papiroflexia y con la
aplicacion del circulo que pasa por tres puntos del
programa GeoGebra.

Estas resoluciones plantean cuestiones matematicas
mas profundas, algunas de las cuales van mis alla de
1.% de Ia ESO. Una es la concepcion de la recta como
circunferencia de radio infinito. Otra, el hecho de
que un arco circular se cierre siempre sobre si mismo
al ser trasladado consecutivamente. La tercera, justi-
ficar que el punto de interseccion de las mediatrices
es precisamente el centro del circulo. La cuarta, que
dicho centro no depende de los puntos del arco es-
cogidos. Quinta, que hacen falta tres y solo tres pun-
tos para determinar una circunferencia.Y sexta, hallar
el centro de un circulo ya trazado.

DIALOGO FILOSOFICO Y PRACTICA SITUADA
Jean Lave (1988) tenia razon: en la practica el pensa-
miento esta al servicio de la accidon. Algunos estudian-
tes lograron resolver el problema cuando tuvieron un
fragmento del plato roto en sus manos y pudieron
manipularlo in situ. Solo entonces se les ocurri6 tras-
ladar su arco al papel. Haciéndolo se dieron cuenta
de que sus acciones eran muy similares a las que se
llevan a cabo al trazar un segmento con una regla. Asi
cerraron el circulo y el problema.

Ni la practica situada ni el didlogo filoséfico, por si
solos, son suficientes para alcanzar conclusiones sobre
cuestiones que tengan que ver con eso que llamamos
realidad tangible.Vemos también que los arquedlogos
comparten una serie de técnicas matematicas con las
que llevan a cabo su trabajo. Segun Wenger (1999),
constituirian una comunidad de practica al compartir
un lenguaje propio, instrumentos especificos y estra-
tegias desarrolladas para resolver los problemas a los
que se enfrentan. Pero resulta muy dificil o casi im-
posible que un grupo de clase se convierta en una
comunidad de practica. Tampoco creo que tenga que

ser este el espiritu que la guie. Sin embargo, no habria
nada que objetar a dedicar mas clases no anunciadas
para llegar a desarrollar todo el conocimiento que se
puso en juego en esa sesion y justificar la validez de
sus argumentos.

Profundizando mas en la cuestién veriamos como
los estudiantes se sienten abocados a crear nuevos
términos para concretar lo que ocurre durante su
practica, pues el hecho de que la serie de arcos acabe
por cerrarse o no depende de lo que los adultos ma-
tematicos convinieron en llamar grado de curvatura.
Curvatura es el término y establecer su grado signi-
fica buscar un modo objetivo de cuantificarla, lo que
nos lleva a Scribner (2002).

Esta experiencia matematica vivida por los estudiantes
pone de manifiesto que el dialogo filosofico y la prac-
tica situada deben combinarse y retroalimentarse para
desarrollar un aprendizaje constructivista. Se necesitan
y se complementan mediante incitaciones: las con-
clusiones del didlogo incitan una puesta a prueba en
la practica; y la practica, incita un didlogo por el cual
se obtienen nuevas preguntas y nuevas conclusiones.

«EQUITRIZ» ANTES QUE MEDIATRIZ
Hagamos un ejercicio mental consistente en trans-
cribir en palabras escritas el proceso doblar una hoja

de papel.

Marquemos dos puntos Py P’ en una hoja de papel
y doblémosla llevando uno encima del otro: P = P".
Presionemos la arruga creada alisandola en toda su
extension. Aparece un pliegue rectilineo. El punto A
del pliegue mas cercano a P = P’ es aquel que hace
que el segmento AP sea perpendicular al pliegue,
cosa que sabemos gracias al reciproco del teorema
de Pitagoras.

Pero, ;por qué es rectilineo el pliegue? Marquemos
otro punto B del pliegue y undmoslo a P = P’ con un
segmento. Si desdoblamos ahora el papel veremos
que BPy BP’ forman un tridngulo isésceles con PP’.
Lo mismo valdria para cualquier otro punto del plie-
gue rectilineo, el cual se compone de la sucesién de
vértices de todos los tridangulos isdsceles con base PP/,
esto es, de puntos situados en su altura comun. Ma-
tematicamente, esto equivale a decir que los puntos
del plano equidistantes de dos puntos dados forman
una linea recta.



Dicha linea recta recibe el nombre de mediatriz, pero
ese término tiene otras connotaciones geométricas
gue en este fendmeno resultan secundarias. Aqui lo
primordial es la equidistancia. Mereceria llamarse
«equitriz», pues esta es su naturaleza intrinseca. Si
bien es verdad que coincide con la mediatriz del seg-
mento PP’ no es asi como se ha construido. Alisando
el papel doblado se traza la equitriz.

Imaginemos ahora que hemos trazado un arco cir-
cular en un papel. Marquemos un par de puntos
cualesquiera sobre dicho arco y doblemos el papel
hasta llevarlos uno encima del otro. Presionemos
ahora la arruga hasta conseguir la equitriz de ese
par de puntos. Escojamos ahora otro par de puntos
diferente y repitamos la operacion. Tendremos dos
equitrices que se cortan en un punto. Ese punto de
corte equidista de los dos primeros y de los dos se-
gundos por estar en ambas equitrices. Luego es el
centro del arco circular sobre el que se tomaron los
dos pares de puntos.

No se han ilustrado adrede los tres parrafos anteriores
con imagenes ni se han utilizado términos geomé-
tricos mas precisos que habran acudido rapidamente
a la mente del lector. La intencién era triple. Por una
parte, mostrar lo dificil que resulta describir un fe-
némeno sin un lenguaje que permita abreviarlo y
precisar sus detalles sin ambigiiedades. Por otra, por-
que este seria el lenguasje que usaria una persona que
reflexionase por primera vez con este fendmeno tan
corriente como es doblar una hoja de papel y sobre
el que en algin momento de la ESO valdria la pena
incitar un dialogo filosofico y una practica situada.
El fendmeno ha sido incitado aqui por la arqueolo-
gla, pero la reflexion lo ha llevado al ambito mate-
matico. Por tltimo, obsérvese lo dificil que resulta
expresar con palabras, aunque se hiciese con un len-
guaje técnico mas efectivo, lo que la mente piensa o
imagina, lo que el ojo ve y lo que la practica inspira.
¢No es este un ejercicio lingtistico e, incluso, litera-
rio? ;No deberian potenciarse mas las actividades
descriptivas de fenémenos corrientes en la materia
de Matematicas? ;Y en la materia de Lengua? ;De
ambas, quiza?

Posiblemente los arquedlogos no necesiten hallar los
centros de los fragmentos de platos circulares que en-
cuentran junto a los restos humanos que estudian;
pero el matematico, si; en matematicas, si; en la edu-
cacién matematica, si. Solo asi avanzaremos en la
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comprension de fenémenos reales como el de doblar
una hoja de papel. Ahora bien, debemos ser cons-
cientes de que aprender a distinguir causa de conse-
cuencia y de lo necesario que es asignar nombres a
los objetos y a las relaciones entre ellos requiere
tiempo. Es nuestra responsabilidad apropiarnos de él.

GRADO DE CURVATURA

El circulo suele definirse a partir del radio: el con-
junto de los puntos del plano que equidistan de otro
llamado centro. Pero, ;puede definirse también a par-
tir de su curvatura? Pensemos en un poligono de n
lados convexo no necesariamente regular. La suma
de sus angulos interiores es:

zn:oci =n-(n—2).

Si todos los angulos son iguales, como ocurre en los
poligonos regulares:

n‘cx:ﬂ~(n—2):>04:ﬂ'(”_2) .

n—00
n

Luego cuando los lados del poligono regular tienden
a infinito, sus angulos interiores tienden a ser planos.
Aventuramos asi el caso limite de un poligono circular
con infinitos vértices: otra definicién de circulo.

Pero la practica llevada a cabo con los platos rotos
prueba que si la curvatura de una curva es constante
en todos sus puntos, entonces acaba por cerrarse y la
figura que la cierra, la unién de los arcos curvilineos
sucesivos es también una circunferencia. Si la curva es
nulamente curvilinea, podria tratarse incluso de un
segmento. En tal caso, la sucesion de arcos nunca nos
devolvera al punto de partida. Podemos asignar nt-
meros al grado de curvatura de manera que si los arcos
se cierran el grado de curvatura k sea un nimero po-
sitivo. De lo contrario, sera nulo (k = 0) como corres-
ponderia a un segmento rectilineo.

¢Y como establecer una gradacién curvilinea o cur-
vatura? Es evidente que un arco circular es mas ce-
rrado que otro si el radio de este es mayor que aquel.
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Por tanto, el grado de curvatura debe ser inversa-

mente proporcional (o algo similar) al radio del arco.

Algunas opciones plausibles serian definir el grado
de curvatura k de un arco de radio r como:

k=1 =1 =1
r r r

Pero quiza debamos tener en cuenta otro aspecto. Las
longitudes de los arcos, pongamos de 90°, de una
curva de radio ry otra de radio 2-r cumplen la misma
relacién que sus radios (figura 10): el segundo arco
posee longitud doble que el primero, aunque sus am-
plitudes sean idénticas.

Seria razonable que las relaciones entre las curvaturas
pudiesen someterse a dicha relaciéon entre los radios y
las longitudes, aunque a la inversa. Como consecuen-
cia de ello, lo mejor seria definir el grado de curvatura
como inversamente proporcional al radio constante
de la curva: k = 1/r. Asi preservamos nuestra intuicion:
el grado de curvatura aumenta a medida que la curva
se cierra y al revés, el grado de curvatura de un seg-
mento es nulo (r = 0o, k = 0) y una curva de curva-
tura doble que otra posee la mitad de su radio.

RN

Figura 10. Aceptamos que un arco de radio doble se
aprecia la mitad de curvado que otro de la misma
amplitud pero con radio mitad

Mas adelante, en el estudio de las funciones y de las
curvas diferenciables en el plano convendra asignar
también un signo al grado de curvatura para cono-
cer los puntos de inflexidn en que la curva cambia
de tendencia doblandose hacia un lado u otro de su
trayectoria. Y resultard extraordinario merced al
calculo diferencial poder averiguar cual es el radio
del circulo que gobierna la orientacién de la curva
en cualquiera de sus puntos, como si del volante de
un conductor se tratase.

Merece la pena observar que el grado de curvatura
es una creaciéon. No hemos descubierto ese grado
de curvatura. Nada impediria definirlo de otro
modo, pero se ha optado por este porque concuerda
mas que las otras opciones con nuestra intuicion vi-
sual. Si en el futuro hubiese que revisarlo por hallar
curvas cuya percepcidn visual no encajase en dicha
concepcidén de la curvatura, no habria problema.
Por tanto, el grado de curvatura no «es» asi, sino que
se ha definido de esta manera, se ha decidido que
«sear asi.
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