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Alguien dijo que la habilidad matematica consiste en
la capacidad de pensar mucho tiempo sobre un pro-
blema, y yo estoy de acuerdo. Pasas afios pensando
sobre lo mismo, a veces te obsesionas, te equivocas,
pero aprendes mucho por el camino. Y a veces tienes
suerte y resuelves el problema. A veces el problema
no es muy importante, pero en el proceso de resolu-
cion se desarrollan matematicas que si lo son (Efim
Zelmanov, Medalla Fields).

En esta seccion se reproducen actividades que pro-
vienen de las sesiones realizadas por el autor con los
alumnos de segundo curso de EsTalMat Castilla y
Leon. Con este articulo el autor rinde debido ho-
menaje a Ezequiel Santamaria, amigo y companero.
El, junto con el autor, eligieron estas actividades y
empezaron el proyecto EsTalMat en Castilla y Ledn.
iQué gran maestro se estan perdiendo nuestros alum-
nos!

A lo largo de dos afos del programa EsTalMat se han
resuelto muchas cuestiones. Se han trabajado muchos

métodos y fases en la resolucion eficiente de proble-
mas (de matematicas o no) y revisado variadas estra-
tegias.

Una vez resueltos, o no, los problemas, se da mas im-
portancia a averiguar si se puede mejorar el proceso
seguido (cada uno el suyo) para encontrar la soluciéon
y aprovechar el protocolo empleado al maximo, sacar
conclusiones, mejorar (;se puede?, ;como?...) el
modo, proceso, en que se atacan los problemas, utili-
zar ese mismo método o esa misma idea en otros
problemas, ampliar lo averiguado aplicindolo a un
problema mas complejo o mas general...

Sacar todo el jugo a nuestra investigacion, ya que le
hemos dedicado un tiempo precioso (somos personas
importantes, nuestro tiempo es muy valioso...).

A esa importantisima tltima fase de la resolucion de
problemas (RdP) se le llama la «Revisién y extension
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del problema». {Ojala hubiese tiempo para ella mas a
menudo!

Con ese objetivo en mente, se divide la investigacién
en tres fases:
— La revision: generar el protocolo de resoluciéon
de un problema. Evaluacién y consecuencias.
— Extension del problema: aprovechar el proceso
de su resolucién al maximo.
— Investigaciones matematicas: generalizar, hacer
conjeturas, comprobarlas. ..

Revision

Es la cuarta fase en la resolucién de problemas segtin
el modelo de Polya (1965) y Miguel de Guzman
(2011),y la tercera en el modelo de Mason-Burton-
Stacey (1988). Como se puede ver, no hay modelo
que no incluya esta fase.

— ¢Puedo verificar el resultado?

— ;Soy ordenado?

— ¢Mi proceso es eficiente?

— ¢Puedo verificar la validez del razonamiento
que he hecho?

—¢Se puede obtener el resultado de alguna
forma diferente?

— ;Puedo ver el proceso de un solo golpe?

— ¢Podré emplear en mi problema el resultado o
el método de algiin otro problema?

—Y al revés, ;se podra emplear el resultado o el
método que he empleado en el mio a algin
otro estilo de problema diferente?

Miguel de Guzman (1992), en una conferencia que
imparti6é en Burgos, con motivo de la fundacion de
la Asociacion de Profesores de Matematicas de Cas-
tilla y Ledn, explicéd la importancia de esta fase:

Cuando uno se pone a hacer problemas, no porque
se los han propuesto y tiene prisa en resolverlos, sino
porque uno quiere mejorar su propia forma de en-
frentarse a ellos, lo realmente util es que, junto a la
resolucién de los mismos, vayamos teniendo una
forma de examinar y analizar como se produce el pro-
ceso de enfrentamiento entre el resolutor (yo mismo)

y el problema. Pero seguro que nos estamos pregun-
tando... ;como se aprende esto? Probablemente eso
no se aprende mas que experimentando uno mismo
la resolucion de problemas y examinando sus propios
procesos de pensamiento.

Este examen de los propios procesos de pensamiento
enlaza de una manera natural con la etapa mas im-
portante, que probablemente se lleva a cabo muy
pocas veces en nuestra ocupacién con problemas, es
«la Revision del Proceso».

Esto consiste en examinar a fondo el camino tomado,
tratar de entender por qué ha sido adecuado, mirar
si podemos encontrar un camino mas simple, analizar
hasta déonde llega el método, sus posibilidades de
aplicacion a otras situaciones parecidas, reflexionar,
en fin, sobre el propio proceso de pensamiento se-
guido.

Como facilmente podéis comprender, después de un
par de horas de ocupaciéon con un problema verda-
dero, esto no se puede hacer, a menos que uno tenga
un método, pues normalmente a todos se nos olvidan
los vericuetos por los que hemos ido caminando. El
protocolo no es mas que un acta de los procesos de
pensamiento utilizados, que tenemos a nuestra dis-
posiciéon para su estudio. Este protocolo hay que exa-
minarlo para diagnosticarnos y mas tarde establecer
un tratamiento: ;C6mo mejoro yo aquellos puntos
que me han resultado mal o aquellos en que con mas

ACTIVIDAD 1: ;{SOY INDUCTIVO

O DEDUCTIVO? (CONOCIENDOSE)

Queremos investigar cOmo es nuestra «personalidad»
a la hora de enfrentarnos e intentar resolver un pro-
blema.Vamos a estudiar en primer lugar si somos mas
bien inductivos, nos gusta experimentar, ir probando,
rectificando, tanteando e ir sacando conclusiones y

Figura 1



caminos a seguir de esta practica; o deductivos, casi
sin intentar haber trabajado el problema ya tenemos
nuestras teorias y tenemos pensadas las pautas para
su resolucién, que luego confirmamos y comproba-
mos su validez.

Para esto vamos a intentar lo siguiente. Es importante
que sea totalmente individual, queremos evaluar
nuestra habilidad.

Se empieza con el caso 1, se dejan unos tres, cuatro
minutos y si hay alumnos que no lo descubren se
dice la solucidn en la pizarra.

Caso 1
Dividir la figura 1 en cuatro piezas exactamente igua-
les.

A continuacién el caso 2, que requiere algo mas,
unos cuatro o cinco minutos, y si hay alumnos que
no lo descubren se dice la solucion en la pizarra.

Caso 2

Dividir la figura 2 en dos piezas exactamente iguales.

Y el Gtimo caso de esta actividad, el 3. También unos
tres o cuatro minutos, y si hay alumnos que no lo
descubren se dice la solucién en la pizarra.

Caso 3
Dividir la figura 3 en cinco piezas exactamente igua-
les.

Figura 2
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Figura 3

Figura 4. Soluciones casos 1, 2y 3

En este punto vemos el resultado y se habla de esto
con los alumnos.Aquellos de los alumnos que no
vean lo facil de esta dltima prueba y no consigan re-
solverla, o tarden mucho en hacerlo, parece que son
mas «inductivosy, es decir, intentan sacar conclusiones
de las experiencias anteriores. Primero experimentan
y después sacan conclusiones de como funciona para
resolver el problema. Por eso, por la experiencia de
la dificultad de las dos pruebas anteriores, tardan mas
de la cuenta en esta o ni siquiera ven la solucidn.

Por el contrario, aquellos que vean rapidamente la
solucién son mas deductivos: primero buscan teorias
y sacan conclusiones y después las comprueban y de-
ciden si son buenas, no se basan en las soluciones de
las figuras anteriores.

ACTIVIDAD 2: PROTOCOLO DEL PROCESO

DE RESOLUCION DE PROBLEMAS

Miguel de Guzman, en su libro Para pensar mejor nos
cuenta como seguir el protocolo del proceso de re-
solucién de un problema para poder mejorarlo. No-
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sotros vamos a intentar seguir los pasos que nos re-
comienda en los procesos que sigamos al intentar re-
solver los problemas que seguiran.

La realizacion del protocolo del proceso: durante
nuestra ocupacién mental con un problema ocurren
muchas cosas interesantes. Normalmente, cuando
anotamos algo de ello, sefialamos nuestros calculos,
los esquemas, figuras o diagramas que pensamos que
nos van a ayudar a resolverlo. Pero para lo que aqui
nos interesa hay muchos otros fenémenos que, a
menos que hagamos un poderoso esfuerzo, nos pa-
saran desapercibidos.

El mero borrador de nuestros intentos sucesivos de
acercamiento a la solucion no es el protocolo del pro-
ceso. Y mucho mas lejos de él estd, naturalmente la
solucion en limpio que podamos elaborar tras nues-
tro trabajo.

El protocolo ideal del proceso deberia hacerme capaz
de reproducir, para su estudio, cuanto ha pasado por
mi mente, a lo largo de él, en lo que se refiere

— a lo que he ido realizando,

— a lo que he ido pensando,

— a los sentimientos y situaciones afectivas por las
que he ido pasando.

Una técnica concreta que nos puede ayudar en la rea-
lizaciéon del protocolo consiste en ir trabajando en bo-
rrador con orden, sin corregir nada de él,
ocupandonos con ahinco, por supuesto, de resolver
nuestro problema, pero procurando también sefialar
brevemente los aspectos de la situacion de nuestro
espiritu que inciden de algin modo en el proceso.
Para contrarrestar que las reflexiones acerca del con-
tenido del problema lo llenen todo, se puede acudir
a la ayuda de un reloj que cada cierto intervalo de
tiempo, por ejemplo cada diez minutos, nos recuerde
que debemos echar una mirada a los otros aspectos
del proceso, tales como nuestro estado de dnimo, las
vueltas y revueltas de nuestro pensamiento, la fase
del proceso en que nos encontramos, segun se deta-
Ilard mas adelante (familiarizacién, busqueda de es-
trategias, seleccion, realizacion, verificacion).

¢ Qué anotar? Se trata de dejar sefalados los elemen-
tos que nos parezcan Utiles para realizar el analisis
del proceso. Fundamentalmente, el color afectivo de
mi toma de posicién ante el problema, la fase del pro-
ceso en que me encuentro, mi estado de aburri-
miento, desesperacién, interés, entusiasmo..., los
cambios en el tipo de actividad mental ante el pro-
blema..., los origenes de las posibles ideas que van
apareciendo en mi mente...

En las siguientes actividades vamos a examinar un
par de protocolos de resolucidon de problemas como
ejemplo de lo que vamos a intentar hacer en los que
nos surjan estos dias. Lo importante no sera la solu-
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Figura 5

ci6n del problema, sino lo que anotemos de aquello
que pase por nuestra cabeza mientras pensamos en
su solucion. ..

ACTIVIDAD 3: HUEVOS DE GALLINA

Y DE PATA

Resolver el siguiente problema apuntando todo lo
que podemos del proceso que seguimos en su reso-
lucioén.

Un huevero tiene ante si seis cestas con huevos. Cada
una tiene huevos de una clase, de gallina o de pata.
Cada cesta tiene el numero de huevos que se indica
en la figura 5. El huevero dice, sefialando una cesta
que no acierto a ver cudl es exactamente: «Si vendo
esta cesta, me quedara el doble de huevos de gallina
que de pata». ;Podrias ayudarme a averiguar de qué
cesta estad hablando?

Dejamos un tiempo de resolucion, avisando cada tres
minutos para obligarnos a ir apuntando regularmente
nuestros pensamientos acerca del problema.Leemos,
analizamos y evaluamos algunos de los protocolos de
los chicos.

Si se desea, se puede ver el protocolo de resolucion
de este problema que plantea el libro Para pensar mejor
en las paginas 115 y siguientes (apartado 9: ejemplo,
analisis y evaluacion del protocolo) y las comenta-
mos.

ACTIVIDAD 4: PARTIENDO LA TABLA
Queremos cortar una tabla, con la forma que se
muestra en la figura 6, en tres partes que puedan co-
locarse formando un cuadrado. ;Cémo tenemos que
hacerlo?

Después de intentarlo un tiempo, obligindonos,
como en la actividad anterior —es bastante dificil—
comentamos el siguiente protocolo de resolucién a
modo de ejemplo.



Empiezo por enterarme bien del enunciado: la figura
es un cuadrado rematado por la cuarta parte de este
(figura 7).

Se me ocurre, en primer lugar, suponer el problema
resuelto, es decir dibujar un cuadrado e intento divi-
dirlo en tres partes que, puestas de otra forma, me
den el original. No doy con pistas que sirvan de algo.
Veo que el problema no se modifica en dificultad y
que es «el mismo, pero con distinto collar». Dibujo la
figura para intentar encontrar los cortes adecuados.
Hago algunos intentos sin mucho éxito. Me doy
cuenta que el problema tal vez no sea facil y que no
puede ser resuelto «con un golpe de suerte». En estos
devaneos me doy cuenta de que en la figura original
se destaca el punto M como medio de BC. A renglén
seguido me viene la idea, que considero buena desde
el principio, de que el cuadrado que busco tiene la
misma area que la figura que me dan. Hallo el area
de esta: una unidad para el cuadrado, mas %4 mas

DB =DC

AB = BC = AFE
m [

A B
Figura 6

Figura 7
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para el resto, por lo tanto, el area buscada igual a 5/4.
Esto me lleva a calcular el lado que debe tener el cua-
drado.

Compruebo por el teorema de Pitagoras, que AM (fi-
gura 8) debe ser raiz de 5 partido de 2.

Tengo la impresién de que el problema esta encarri-
lado y se me ocurre lo que sigue: si corto el triangulo
AMB vy lo llevo al lado AE puede que obtenga algo
interesante. Lo hago (figura 9) y compruebo que el
angulo M’'AM es recto, y que los angulos 1y 2 son
iguales. Ya tengo los lados del cuadrado y un angulo
recto en A. Pienso si MD fuera igual a MA iré por
buen camino. Parece como obligado que asi sea,
pero, de entrada, no doy con la razén inapelable.
Después de «rumiar» un rato las ideas que barajo y
hacer algunos garabatos, se me ocurre lo siguiente,
dibujo el tridngulo rayado DOM (figura 10). O es el
centro del cuadrado. Por otro lado OM = %> = ON =
ND. Segun esto el tridngulo ODM, tiene DM = raiz de
5 partido de dos.

Veo también que los triangulos rayados en las dos fi-
guras (figuras 10y 11) son iguales, aunque me parece
gue esto no va a ser muy relevante.

E
M
A B
Figura 8
M‘_______ C
\
\
\
\
\
\ M
\
\ 2
A 1 B
Figura 9
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Hago una nueva figura para razonar que el triangulo
MCD encaje sobre M'ED, ya que CM = M'Ey DC = DE.
Tengo un cuadrilatero con todos los lados iguales,
luego es un cuadrado o un rombo. Como uno de los
angulos es recto, como ya se ha dicho, su opuesto
también (por ser paralelogramo). Para los dos restan-
tes quedan 180° y, al ser iguales, valdran 90° cada
uno. El cuadrado pedido es AMDM' y los trozos que
hay que cortar, los dos rayados (Protocolo de Ezequiel
Santamaria).

Figura 10

Figura 11

ACTIVIDAD 5: PESAS

Vamos con un problema curioso en el que es dificil
ver un método, un proceso, preciso y concreto para
llegar a la solucién. Ahora nos obligamos a ir ano-
tando todo lo que pasa por nuestras cabezas cada
cinco minutos...

Calcular el juego de cuatro pesas que es necesario
tener para poder pesar, en una balanza de dos plati-
llos, cualquier cantidad entera desde 1 hasta 40 kg.

Se puede conocer mas acerca de la historia y una re-
visidn de este interesante problema en <https://cul-
turacientifica.com/2017/02/22/problema-clasico-
pesas/> (Solucion: 1, 3,9 y 27 kg).

Extension

Consiste en mirar si se puede aprovechar lo que
hemos realizado durante la resolucién del problema,
el protocolo seguido y las herramientas utilizadas en
el proceso de resolucién de otros problemas aparen-
temente distintos, si se puede llegar mas lejos que a
conseguir la solucion, si se pueden sacar conclusiones
paralelas. ..

EJEMPLO DE UN CLASE

DE 2.° DE SECUNDARIA

Veamos como un tipico y casi dirlamos que anodino
problema de divisibilidad de la primera unidad del
libro de texto se convirtié en algo mas gracias a su
extension por parte de un alumno. Este es el enun-
ciado:

Una moto da una vuelta a un circuito cada 84 segun-
dos y otra cada 96 segundos. Si salen a la vez, jcuan-
tos segundos pasardn hasta que vuelvan a pasar por
la linea de meta a la vez?, ;cuantas vueltas habra
dado al circuito cada moto en ese tiempo?

Solucién: m.c.m.(98,84) =2°-3-7 =672 segundos, asi
pues, la que tarda 96 segundos habra dado 672:96 =
7 vueltas, y la que tarda 84, 672 :84 =8 vueltas. Facil.

Alumno: Pero 96—-84=12 y 96:12=8, 84:12=7
¢sera una coincidencia?

El alumno ha hecho una conjetura. ;Pasara siempre?,
¢se podra generalizar? Probamos esa conjetura.

ACTIVIDAD 6: ; SERA COINCIDENCIA?

En el ejemplo anterior: probamos con 75 y 60 segun-
dos. iPasa lo mismo? ;Y con 16 y18? ;Con qué otros
numeros pasa? ;Se cumple con cualesquiera dos nu-
meros?...

Prueba con 50 y 46 segundos. ; Qué conclusiones ob-
tenéis acerca de cuando ocurre y cuando no? ...



Parece que solo pasa si da la casualidad de que los
dos numeros son multiplos de su diferencia... ;Se
podra utilizar el método del alumno siempre que se
dé esa casualidad?...

Estamos ampliando el problema, extendiendo su
aplicacion y utilidad.

ACTIVIDAD 7: EL ABANICO

Es un juego que, sin mas atan que la mera adivina-
cidn, se practicaba en Francia hace siglos. Es un juego
que puede prolongarse mas alla de lo que puede pa-
recer. Se presenta un abanico de cinco varillas (figura

12).

Se pide a cada alumno que piense un nimero menor
que 32.

A continuacién se pregunta a cada uno:

— Esta en la primera varilla? Supongamos que el
alumno ha elegido el nimero 18: contestara
que no.

— ¢Esta en la segunda varilla? En el ejemplo dird
que si.

1 2 4 8 16
3 3 5 9 17
5 6 6 10 18
7 7 7 11 19
9 10 12 12 20
11 11 13 13 21
13 14 14 14 22
15 15 15 15 23

17 18 20 24 24
19 19 21 25 25
21 22 22 26 26
23 23 23 27 27
25 26 28 28 28
27 27 29 29 29
29 30 30 30 30
31 31 31 31 31

Figura 12
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— ;Esta en la tercera varilla? En el ejemplo dira
que no.

— ¢Esta en la cuarta varilla? En el ejemplo dira
que no.

— ¢Esta en la quinta varilla? En el ejemplo dira
que si.

Entonces se «adivina»: Has pensado el nimero 18
(= 0-1+1-24+0-4+0-8+1-16). Se continda adivinando
el nimero que han pensado cuatro o cinco alumnos.

Los alumnos deben observar y tratar de adivinar el
«trucor del profesor. En el momento en que alguno
empieza a observar que basta con fijarse en los na-
meros que encabezan cada varilla y sumar los nume-
ros correspondientes a las varillas en las que «si» esta
el nimero pensado, van pasando a adivinar ellos nta-
meros pensados por el profesor

Como actividad posterior, cabe que observen la for-
macion de cada varilla. Todas terminan en 31:1a pri-
mera empieza en 1,la segunda en 2,1a tercera en 4...
En la primera varilla hay solo ntimeros impares,
¢como son los de la segunda varilla? Es muy intere-
sante que se discutan las diferentes leyes de forma-
ci6n que vayan dando los alumnos.

Posteriormente, puede surgir la idea de construir
otro abanico que sirva para adivinar nimeros de la
misma manera, pero que contenga mas numeros.
¢Coémo podria construirse? En este punto, es muy
frecuente que la generalizacién la intenten hacer pro-
longando las varillas con la misma ley de formacion...
No rechazar la idea; que sean ellos los que, a través
de discusiones y propuesta de experimentaciones, se
den cuenta de la imposibilidad de que el abanico asi
construido sirva para adivinar nimeros de la misma
manera.Finalmente, puede ocurrir que algunos se
pregunten el por qué; se les puede iniciar entonces a
una investigacion.

ACTIVIDAD 8: LA SUCESION DE FIBONACCI

Escribe en una hoja de papel dos unos, uno encima
de otro. Escribe debajo de ellos la suma de ambos.

Vete repitiendo varias veces la operacién anterior:
vete escribiendo debajo el numero que resulta de
sumar los dos ultimos nimeros anteriores. Sigue rea-
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lizando el mismo proceso hasta que hayas escrito mas
de diez nimeros en total.

Esta sucesion tiene muchas propiedades para inves-
tigar. Aqui te hacemos algunas sugerencias. Si empie-
zas con dos unos: 1, 1,2, 3, ...

a) ¢Qué sale si sumas de tres en tres términos?:
1+1+2,1+2+3,...;Y si sumas de cuatro en
cuatro?

b) Si sumas los cuadrados de dos en dos térmi-
nos:12+12, 12422 22432 .,

¢) ¢Te suena co6mo van evolucionando sus razo-
nes? 1/1=1,2/1=2,3/3=1,5,...

d) Sivas haciendo grupos cualquiera de cuatro en
cuatro, como 2,3,5,8:2x8=16,3x5=15...

e) Escoge un grupo de 10 términos consecutivos.
Compara la suma de los diez términos con el
séptimo término de ese grupo.

Una propiedad notable de las sucesiones de Fibo-
nacci establece que la suma final serd igual al séptimo
término de la sucesion multiplicado por 11, es decir,
S,=11-F.

Hacer conjeturas. Generalizar, ...
Investigaciones Matematicas

Intentamos deducir qué se cumple, lo suponemos...
—a eso se le llama hacer conjeturas—, intentamos
demostrarlo, buscamos casos que se cumplan en ge-
neral: ;y si hubiese preguntado para «m» cosas?...

ACTIVIDAD 9: CONJETURAS

Leemos el texto siguiente, extraido de Repasa con ejer-
cicios-Secundaria Vol.1. Ed. Oxford, e intentamos res-
ponder a las cuestiones que se plantean acerca de lo
que es una conjetura y como ver si es verdadera, falsa
0 no demostrada.

Una conjetura o hipétesis es simplemente una propo-
sicion que puede ser verdadera o falsa. Los matema-
ticos y los cientificos estan siempre buscando reglasy
férmulas que les permitan hacer los calculos mas ra-
pidos y faciles, o bien que les permitan establecer re-
laciones entre distintas areas del conocimiento.

Imaginate que estas realizando cierta investigacion y
que después de trabajar en ella crees que has obser-
vado una regla. Podrias pensar o conjeturar que:

«x? es siempre mayor que x».

O que: «la expresién x2+x+41 da un nimero primo
para todos los valores enteros de x».

Se pueden dar tres posibilidades para una conjetura:
verdadera, falsa o no demostrada.

a) Verdadera

Para demostrar que una conjetura es cierta no basta
comprobarla para unos pocos casos. Hay que com-
probarla para todos los casos posibles. Cuando se de-
muestra que es verdadera se convierte en una ley o
en un teorema (se puede trabajar después).

b) Falsa

Para demostrar que una conjetura es falsa basta con
encontrar un caso que no la verifique. Este caso se
denomina contraejemplo.

Ejemplo 1

Consideremos la conjetura «x? es siempre mayor que
X».

Es cierta, por ejemplo, en los casos: 22> 2; (3,1)?> 3,1;
(-5)*>-5.

Sin embargo, 0? no es mayor que 0, ni 12 es mayor que
1, ni (Y2)? es mayor que %-.

Todos estos casos son contraejemplos y con uno de
ellos ya nos basta para demostrar que la conjetura es
falsa.

Ejemplo 2

Consideremos ahora la conjetura «la expresion x? + x+
+41 da un numero primo para todos los valores en-
teros de x».

Si sustituimos unos pocos valores como los de la tabla
de la figura 13, tenemos como resultado numeros pri-
mos. Esto es asi hasta x=39, pero cuando x=40, x> +
+x+41=1681, que no es primo puesto que 1681=
=41X41.

Hemos encontrado un contraejemplo, luego la con-
jetura es falsa.

¢) No demostrada

Hay ciertas conjeturas que no se ha podido demos-
trar que sean ciertas o falsas. En estos casos, es la ex-
periencia la que suele tomarse como referencia. Si
tras mucho tiempo somos incapaces de encontrar un
contraejemplo, es probable que la conjetura sea ver-
dadera. Estas conjeturas suelen recibir el nombre de



x*+x+41 43 47 53 61 71 83

Figura 13

principios. Aun asi, recuerda que con encontrar un
solo contragjemplo la conjetura es falsa.

Un ejemplo muy famoso es el llamado el «Ultimo
Teorema» de Fermat. Fermat fue un matematico
francés del siglo xvII que formul¢ la siguiente hipo-
tesis: «Para n> 2 no hay ningun trio de numeros en-
teros a, b, c que cumplan que a*+ b* = ™.

Durante 300 anos no se pudo demostrar ni encontrar
un contraejemplo. En 1993, por fin, un matematico
inglés demostr6 el teorema.

Ejercicio 1

En los ejercicios siguientes debes indicar si la conje-
tura dada es falsa, utilizando un contraejemplo, o
simplemente no demostrada, si no consigues hallar
ningun contraejemplo.

a) (n + 1)>=n%+1 para todos los valores de n.

b) (1/x) es siempre menor que x.

¢) La raiz cuadrada de x es siempre menor que x.

d) Para cualquier valor de n, 2n es mayor que n-2.

= Signos de implicacién

En matematicas se utilizan muchos simbolos para
simplificar la escritura. Uno de ellos es el signo de
implicacion, =. Se utiliza mucho en las conjeturas y
en las demostraciones.

Por ejemplo, la expresién «a > b = a—b>0» se puede
leer como: «Si a es mayor que b entonces a menos b
es mayor que 0»

O bien: «a mayor que b implica que a menos b es
mayor que 0»

Recuerda que la expresién puede ser verdadera o
falsa: x=4= x?=16 es verdadera, pero x?’=16=>x=4 es
falsa porque x puede ser también —4.

Ejercicio 2

Indica si son falsas las siguientes conjeturas:

a) x-4=3=>x=7.

b) n es par= n? es par.

) a=b=>a’=b>

d) x>2=>x=3.

e) a+b es impar=ab es par (siendo a y b nUumeros
enteros).
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f) X¥*=4=x=2.
g9) pg=0=p=0

ACTIVIDAD 10: INVESTIGACIONES
MATEMATICAS

Quiza la Gnica dificultad real de las matematicas es
el miedo inicial con el que todos nos enfrentamos a
un problema (sobre todo, si contiene un gran nd-
mero de letras y de signos extranos). Las investiga-
ciones permiten luchar contra el miedo ya que
tienen un fondo de juego y de fomento de la curio-
sidad humana que hacen de las matematicas algo mas
accesible a todos.

Esta relacion sirve como guia de ayuda para desarro-
llar una investigacién matematica.

a) Si el conjunto del problema te parece muy
complicado, trata de resolver un caso mas sen-
cillo.

b) Dibuja tus propias figuras con cierta precision.

¢) Haz tablas con los resultados que obtengas y
sé sistematico.

d) Busca regularidades o patrones.

d) ;Hay alguna regla o formula que describa los
resultados?

e) ;Puedes predecir mas resultados?

f) ;Puedes demostrar alguna regla que podrias
hallar?

g) Desarrolla la tarea de la investigacion hacién-
dote preguntas como esta: «;Qué pasaria si ...?»

Esquinas opuestas
Aqui tienes una tabla (figura 14) con nimeros orde-
nados en 10 filas y 9 columnas.
En cualquier cuadrado con dos por dos numeros que
elijas, la diferencia entre los productos de las esquinas
opuestas es 9.
En cualquier cuadrado con tres por tres nimeros que
elijas, la diferencia entre los productos de los nume-
ros de las esquinas opuestas es 36.
Investiga si existe alguna regla o patrén que relacione
el tamafio del cuadrado con la diferencia de los pro-
ductos de sus esquinas.
Si encuentras una regla, utilizala para predecir las di-
ferencias en cuadrados mas grandes. Comprueba tu
regla para cuadrados 8 X 8y 9 X 9.
iPuedes generalizar la regla?
Ayuda: En un cuadrado 3 X 3, ;qué habria pasado si
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los numeros hubiesen estado ordenados en tablas de
6 columnas o de 7 columnas? Es decir, 1.2 fila: 1 al 6,
2.2fila: 7 al 12..., 0 1.2fila: 1 al 7, 2.2 fila: 8 al 14...

1123 ]4[5]6]7|8]9

10111213 |14 |15 |16 | 17 | 18

1912021 | 22123 |24]|25]26 |27

28129 130(31[32]33]|34|35]|36

37 138139 |40 | 41 | 42 | 43|44 | 45

46 | 47 | 48 | 49 | 50 | 51 | 52 | 53 | 54

55 |56 | 57 | 58 | 59 | 60 | 61 | 62 | 63

64 | 65 | 66 | 67 | 68 | 69 | 70 | 71 | 72

73|74 | 75|76 | 77| 78|79 80|81

8218384 |85|86|87|88|89 |90

Figura 14

Marcador al final del primer tiempo
El resultado final de un partido de fatbol fue de 3-2,
selecciona ti mismo los posibles equipos de futbol.
¢Cuantos resultados diferentes son posibles al final
del primer tiempo?
Investiga para otros resultados finales donde también
sea la diferencia de un gol, por ejemplo, 1-0, 5-4, etc.
¢Existe una regla o patrén que nos diga el nimero de
posibles marcadores en el descanso en un partido que
acaba con 58-57? jVaya festival de goles!, ;no?.
Imagina que el partido acaba en un empate. Halla
una regla que nos diga el nimero de marcadores al
descanso si el resultado final fue de 63-63.
Investiga lo que ocurre para otros resultados como 3-
0, 5-1, 4-2, etcétera.
Halla una regla que nos diga el nimero de marcado-
res al descanso para cualquier resultado final a-b.

Suma digital
Sea el niumero 134. La suma de sus digitos o cifras es
1+3+4=8. Diremos que la suma digital de 134 es 8.
Sea el numero 238. 2+3+8=13. Continuamos si es
mayor que 9, se suman los dos digitos, 1+3=4. La
suma digital de 238 es 4.
Considera los multiplos de 3 (figura 15), la suma digi-
tal es siempre 3, 6 0 9. Estos numeros forman un
triangulo equilatero (figura 16) dentro de una circun-
ferencia.
Investiga los patrones de las sumas digitales de los
multiplos de: a) 2 b) 4 A5 d)6 e)7
8 999 hy11 )12

Numero 3 6 9121518 212427303336
NIGEReIicIM 3 6 9 3 6 9 3 6 9 3 6 9

Figura 15

Figura 16

¢Hay alguna relaciéon entre los nimeros para los que
el patrén de la suma digital es la misma?

¢Puedes predecir qué patréon deben seguir los multi-
plos de 43?, ;y de 627

Y, para acabar, recuerda: en estos problemas, ;qué
habria pasado si...?, ¢y si hubiésemos cambiado...?
Puedes hacerte todas las preguntas que quieras, jeso,
e intentar responderlas, es investigar!

Referencias bibliograficas

BURTON, L., J. MASON y K. STACEY (1988), Pensar
matematicamente, MEC, Madrid.

CABRILLO, E., y D. RAYNER (1998), Repasa con ejer-
cicios, vol. 1: Nitmeros y Algebra, Oxford University
Press, Madrid.

FUENTE, C. de la, y J.J. ZARATE (1993), «La Revision
— Extensidén en la Resolucidon de Problemas»,
Sigma.

GuzMAN, M. de (2011), Para pensar mejor, Piramide,
Madrid.

Porya, G. (1965), Cémo plantear y resolver problemas.
Trillas, México.

SHELL CENTRE FOR MATHEMATICAL EDUCATION
(1984), Problems with Patterns and Numbers, Univer-
sidad de Nottingham.

Enrique Hernando Arnaiz
La Merced — jesuitas, Burgos
<gsaurio@yahoo.es>





