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A lo largo de 2018, declarado Afo Internacional de la
Biologia Matematica (proclamado por la European Ma-
thematical Society y la European Society for Mathema-
tical and Theoretical Biology), se realizaron distintas
actividades para poner de manifiesto las aplicaciones,
cada vez mayores, de las matematicas a la biologia. El
presente articulo, suscitado precisamente por esta cele-
bracion, esta dedicado a las aplicaciones de la geometria
fractal a la biologia.
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La relacién entre las matematicas y la biologia tomo
un impulso decisivo a principios del siglo XX, acen-
tuandose en las tltimas décadas. En particular, la bas-
queda de modelos matematicos en la dinamica de
poblaciones, estudio de enfermedades (por ejemplo,
crecimiento de tumores) y protocolos de la quimio-
terapia hacen de la biomatematica un campo nuevo
y excitante. En especial, el estudio de la dindmica de
poblaciones establece modelos muy simples para es-
timar el comportamiento de una poblacién en el

Fractal Geometry: the Geometry of Nature // On the
occasion of the International Year of Mathematical
Biology (established by the European Mathematical
Society and the European Society for Mathematical and
Theoretical Biology), several activities were carried out
in 2018 to highlight the growing applications of
mathematics to biology. This article, inspired by this
celebration, is focused on fractal geometry and some of
its applications to biology and nature.

Keywords: Fractal geometry, Mathematics and biology,
Mathematics and nature, Fractal curves, Weierstrass
function.

tiempo, dando lugar asi a uno de los mejores ejemplos
de relacion entre el orden y el caos, el cual desemboca
en el concepto de fractal que trataremos mas adelante.

El actual crecimiento de las relaciones entre matema-
ticas y biologia no ha de hacer olvidar que algunos
encuentros muy relevantes son ya muy antiguos. Ci-
temos, por ejemplo, el modelo de Fibonacci para el
crecimiento de conejos, el de Malthus para el de la
poblacién humana, el de Verhulst para el de algunos
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tipos de bacterias o el de Gompertz para el de los tu-
mores. En el primer cuarto del siglo XX, la propuesta
de las ecuaciones de Lotka-Volterra para describir di-
namicas de sistemas bioldgicos en las que dos especies
interactian, una como presa y otra como depredador,
fue esencial en este contexto, como se puede ver en
Hernandez (2016). Otro ejemplo clasico es el modelo
creado en 1952 por Hodgkin y Huxley, quienes es-
tudiaron la transmision eléctrica en células nerviosas
mediante ecuaciones diferenciales ordinarias no li-
neales que aproximan las caracteristicas eléctricas de
células excitables como las neuronas o los miocitos
cardiacos. Especial interés tiene un trabajo de Robert
May (1976) en el cual se demuestra que un fenémeno
biolégico complejo no requiere necesariamente de
un modelo matematico complicado. Para profundizar
algo mas en estos temas se puede consultar Murray
(2002) y De Guzman (1993).

El actual crecimiento de las relaciones
entre matematicas y biologia no ha de
hacer olvidar que algunos encuentros
muy relevantes son ya muy antiguos.

En este mismo contexto, la filotaxis, que consiste en
el estudio de la distribucién de las hojas a lo largo de
un tallo, de las semillas en un fruto o de las flores en
una inflorescencia, da lugar a interesantes relaciones
matematicas como las proporciones, las construccio-
nes aureas o la sucesion de Fibonacci. De hecho, un
modelo propuesto por Helmut Vogel en 1979 sirvi6
para calcular el dngulo que proporciona la maxima
exposicion a la luz vertical a los drganos laterales de
los vegetales que, segiin dice la experiencia, crecen
manteniendo un angulo constante (Prusinkiewicz y
Lindenmayer, 1996). Otros fenémenos naturales en
los que la proporcién aurea y la sucesion de Fibo-
nacci juegan un papel importante se pueden también
observar en el namero de pétalos de determinadas
flores, o en la espiral durea que algunos insectos tra-
zan cuando se acercan a un punto de luz o cuando
las aves de presa se lanzan a cazar (Albujer, 2014).

En definitiva, hoy contamos con una gran variedad
de modelos matematicos en el terreno de la biologia,
y mas concretamente en campos como la neurofi-
siologia, ecologia, biologia del desarrollo y genética
de poblaciones, por mencionar solo algunos ejem-
plos. En este contexto, el interés principal de este do-
cumento se encuadra en la geometria fractal, una
herramienta matematica de reciente creacidn a través
de la cual examinaremos una importante conexion
entre las matematicas y la naturaleza. De hecho, mu-
chos modelos y procesos biolégicos vienen caracte-
rizados por la coexistencia de escalas diferentes, con
un patrén general que se repite una y otra vez,y es
precisamente en este punto en el que las técnicas de
la geometria fractal nos pueden ayudar enorme-
mente a modelar correctamente los patrones y pro-
cesos observados en la naturaleza.

La curva patolégica de Weierstrass
como antecedente de la teoria
de los objetos fractales

En esta seccidn mostraremos algunos antecedentes
de la geometria fractal.

En 1829 el matematico alemin Lejeune Dirichlet
(1805-1859) considerd una funcidn real de variable real
que lleva su nombre y que asigna el valor 1 a los na-
meros racionales y el valor 0 a los irracionales. Es decir,

1 six€Q
S 0 six€ER-Q -
Como bien es sabido, esta funciéon demuestra que no
todas las funciones son continuas en algiin punto, algo
que echaba por tierra la concepcion que hasta enton-
ces se tenia de funcidn, ya fuera de forma explicita o
implicita, como producto de expresiones analiticas o
expresiones que se podian representar como curvas.

Por otra parte, la interpretaciéon geométrica podria
hacer pensar que una funcién continua en un inter-
valo de la recta real debe ser derivable excepto, a lo
sumo, en una cantidad finita de puntos de tal intervalo.
En efecto, resulta bastante dificil imaginarse la grafica



de una funcién que no cumpla dicha propiedad y que
presente un punto anguloso o pico en cada uno de los
puntos de la grafica. Pues bien, el primer ejemplo de
funcién sin estas caracteristicas fue creado en 1875 por
Karl Weierstrass (1815-1897), y consiste en una suma
infinita de funciones coseno que da lugar a una fun-
cién continua pero sin tangente en ninguno de sus
puntos (figura 1). Concretamente, Weierstrass cons-
truy6 su funciéon de este modo:

o0

W(x)= Za" cos(b"mx), x€R,

=0
con 0<a<1 y b>1 un entero impar tal que
ab>1+3n/2.

Figura 1. Comportamiento tipo fractal
de la funcion de Weierstrass

Posteriormente fueron apareciendo variantes de la
funcion de Weierstrass y otros ejemplos catalogados
como de muy irregulares, con propiedades geométri-
cas y analiticas sorprendentes, lo que provocé cierta
incredulidad y reprobacién. En aquella época, a di-
ferencia de lo que ocurre hoy en dia, los ordenadores
no podian ayudar a visualizar este tipo de graficas, y
estos ejemplos patologicos fueron considerados en
principio como curiosidades o entretenimientos de
poca importancia. En 1893 el matematico francés
Charles Hermite (1822-1901) escribié una carta al
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matematico holandés Thomas Joannes Stieljes
(1856-1894) en la cual decia que: «Me alejo con pa-
nico y terror de las malditas funciones que no tienen
derivadas». Otro gran matematico, Henri Poincaré
(1854-1912), calific6 como monstruos a estas funcio-
nes,y de la fabricada por Weierstrass dijo que era un
atropello contra el sentido comun (Sepulcre, 2017).

Sin embargo, dichos monstruos geométricos o curvas
patoldgicas fueron los primeros modelos de lo que
hoy llamamos teoria de los objetos fractales. Sus pro-
piedades supusieron una gran alarma pues se llegaba
a resultados que, efectivamente, violentaban el sen-
tido comun, lo cual obligo a los matematicos a pres-
tar especial atencién a los fundamentos del analisis
—el lector puede indagar en el articulo de Sepulcre
(2017) acerca del proceso de aritmetizacion llevado
a cabo a lo largo del siglo Xix—. Actualmente, la
existencia de tales funciones es fundamental, no solo
para la teoria de fractales, sino también para otras jo-
venes areas de investigacion tales como la teoria del
caos, ondiculas y movimientos brownianos.

Algunas curvas fractales
representativas

La geometria fractal, como tal, nace en 1975, pero
muchas de sus aplicaciones y conceptos eran cono-
cidos desde mucho antes en contextos diferentes. Por
ejemplo, el grafo de la funcién de Weierstrass tiene
un comportamiento que hoy se considera como
fractal. Pero ;qué entendemos por fractal? En reali-
dad, este término fue propuesto por el matematico
Benoit Mandelbrot (1924-2010) en 1975 para defi-
nir un objeto geométrico cuya estructura basica,
fragmentada o irregular se repite a diferentes escalas
(Mandelbrot, 1997). De hecho, el término fractal
proviene del vocablo latino fractus que se traduce
como quebrado o fragmentado.

En 1904 el matemaitico sueco Helge von Koch
(1870-1924) descubrid una curva fractal, que hoy lla-
mamos el copo de nieve de Koch, con propiedades si-
milares a la de Weierstrass. Partimos de un triangulo
equilatero de lado unidad y dividimos cada lado en
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tres partes iguales de longitud %5. A continuacién
sustituimos el segmento central por dos segmentos
de tamaiio idéntico de tal forma que se construya un
diente (ver la segunda imagen de la figura 2). Repe-
timos la operacién con cada uno de los cuatro seg-
mentos incluidos en cada uno de los lados, y la
iteracién indefinida nos proporciona el copo de
nieve de Koch.

La curva ideada por Koch era continua y cerrada,
pero no derivable en ninguno de sus puntos (como
también ocurria con la de Weierstrass). Ademas, en-
cierra un area finita pero su perimetro es infinito.
Hoy en dia sabemos que esta curva sirve como mo-
delo de un copo de nieve y también ayuda a describir
la irregularidad de las costas.

Anteriormente, en 1890, otro resultado inesperado
tue proporcionado por el matematico y fildsofo ita-
liano Giuseppe Peano (1858-1932). Construyd una
curva fractal continua que llenaba un cuadrado sin
pasar dos veces por el mismo punto. Con ello demos-
tr6 que una linea, de dimension euclidea 1, puede
constituirse en un plano, de dimension euclidea 2.

Figura 2. Primeros pasos
en la construccién de la curva de Koch

Para hacernos una idea de una de tales curvas, haga-
mos la siguiente construccion: partimos de un cua-
drado de lado 1, consideramos su diagonal, la cual,
de forma similar a la curva de Koch, se divide entre
tres y el tercio central se reemplaza por siete segmen-
tos formando una figura poligonal autointersectante
como la que vemos en la segunda imagen de la figura
3, en la que aparecen cuadrados de lado ). Este pro-
ceso se repite en cada iteracion y su limite es la curva
de Peano.

Actualmente, muchos llaman curva de Peano a todo
tipo de curva continua, obtenida como limite de una
sucesion uniformemente convergente de curvas con-
tinuas, que recubre todo el plano o, mas especifica-
mente, que es un conjunto denso del plano.

Un ano después, en 1891, David Hilbert (1862-
1943) propuso otra curva fractal continua que tam-
bién recubre el plano. Para construirla se considera
una curva generadora en forma de U (cuya disposi-
ci6n inicial la podemos elegir nosotros). Si primera-
mente dividimos el cuadrado en 4 nuevos cuadrados,
se trata de unir sus centros con la U inicial. En la se-

Figura 3. Construccion de una curva
no inyectiva que recubre el cuadrado unidad



gunda iteracidn, cada uno de los 4 nuevos cuadrados
se subdivide en otros 4 cuyos centros se unen a su
vez por nuevas curvas en forma de U, las cuales se
unen entre si mediante segmentos segtn el orden in-
dicado al recorrer la curva resultante del paso ante-
rior. Iteracién tras iteracidn, las curvas siempre
comienzan y terminan cada vez mas cerca de los vér-
tices inferiores izquierdo y derecho (algunas de estas
curvas aparecen en la figura 4). Pues bien, la curva
de Hilbert es el limite de este proceso de iteracion.
Ademas de una construcciéon mas sencilla que la pro-
porcionada por la figura 3, esta curva tiene la ventaja
de carecer de autointersecciones.

A diferencia de la curva de Weierstrass, las de von
Koch, Peano y Hilbert presentan una definicion mas
geométrica, pues pueden construirse partiendo de
una figura inicial a la que se aplican una serie de
construcciones sencillas. De esta forma, la serie de fi-
guras obtenidas se aproxima a una figura limite que
es lo que hoy llamamos conjunto fractal. Pero igual
que la funcidén de Weierstrass, muchas veces tales
conjuntos eran vistos como objetos artificiales, cata-
logados como monstruos, por emplear el demoledor
calificativo de Poincaré.

Figura 4. Construccion de la curva de Hilbert

Juan Matias Sepulcre Martinez - Suma 95 21

Hoy en dia también sabemos que la estructura de una
molécula de ADN recuerda al patron regular y mate-
matico dado por una curva de Peano, que puede servir
ademas para describir ciertos reticulos de plantas, redes
fluviales e incluso cortes cerebrales. Su construccion
se sustentaba en un resultado obtenido en 1878 por
George Cantor (1845-1918), quien demostrd la exis-
tencia de funciones biyectivas del intervalo cerrado
unidad sobre el cuadrado unidad, lo que implica que
en el intervalo [0,1] hay tantos puntos como en el
cuadrado [0,1] X [0,1], contradiciendo asi el principio
de Euclides segtn el cual «el todo es mayor que cada
una de sus partes». Por cierto, las moléculas de ADN
son lo bastante largas y flexibles como para ser objeto
de estudio desde el punto de vista de la topologia.
Entre las configuraciones posibles de este acido nu-
cleico aparecen con frecuencia los nudos y enlaces to-
pologicos (Bates & Maxwell, 2005).

Otra peculiar curva fue ideada en 1966 por el fisico
John Heighway, y también rellena un area plana. Para
construirlo se han de sustituir segmentos por los an-
gulos rectos con los que cada uno de ellos formaria
un triangulo. Algo asi como doblar por la mitad una
y otra vez una larga tira de papel y luego abrir los
doblamientos en angulo recto.A esta curva se le suele
denominar el dragén de Heighway debido a su seme-
janza con un dragdn, denominacién que heredan
todas las curvas de apariencia similar que fueron apa-
reciendo después, y en especial aquellas que llenan
una region teniendo una curva fractal como borde.

Mucho mas conocido en el contexto matematico es
el conjunto que ide6é Georg Cantor en 1883, lla-
mado precisamente conjunto de Cantor, que a pesar de
tener una interpretaciéon geométrica menos vistosa
que las anteriores, se considera de vital importancia
entre los monstruos matematicos o primeros fractales
que aparecieron. Se trata de un subconjunto de pun-
tos del intervalo [0,1] que se construye de este modo:
partimos del intervalo unidad, y en la primera itera-
cién le quitamos el intervalo abierto central de lon-
gitud )4, quedando asi los intervalos cerrados [0, /5]
y [ % ,1].A continuacién, a cada uno de tales nuevos
intervalos se le quita a su vez el intervalo abierto cen-
tral, que ahora tendra longitud )%, quedando asi cua-
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tro intervalos de longitud % . Repitiendo el proceso,
el paso n-ésimo nos lleva a 2" intervalos cerrados de
longitud /4 . Pues bien, una de las aplicaciones de
este tipo de conjuntos en otros campos (Pickover,
2002) esta en que esta estructura fractal de Cantor
aparece en los anillos de Saturno.

Otro de los fractales mas estudiados es el de conjuntos
de Mandelbrot, cuya definicidn se puede dar en tér-
minos de nimeros complejos y sucesiones. Este con-
junto compacto y conexo es algo asi como una
cardioide (asi llamada por su semejanza con un
corazdn) junto con infinitos discos tangentes, pro-
porcionando una de las imagenes visuales mas enig-
maticas y bonitas en el plano complejo. Ademas, este
conjunto suele proponerse como paradigma de los
sistemas cadticos discretos.

Otros modelos matematicos fractales
en la naturaleza

Una de las principales propiedades de los objetos
fractales es la autosemejanza, propiedad que hace re-
ferencia a una cierta invariabilidad con relacién a la
escala. Precisamos esta idea a continuacion.

Una transformacién de semejanza (definida sobre un
espacio métrico E con una distancia d) es una apli-
cacion ¢ : E — E tal que existe r>0 verificando que
d(¢(x),¢(y)) =r-d(x,y) para cualesquiera x,y € E,
esto es, que multiplica todas las distancias entre pun-
tos por un mismo numero real positivo r.

Un subconjunto compacto F = & (de R") es auto-
semejante si existen N transformaciones de seme-
janza ¢ conj=12,..N (N >2)en ]R\” con facto-
res de escala r; € (0,1) tales que F = U;‘:lgbj(F) .

Dicho mas intuitivamente, un conjunto autoseme-
jante es aquel que se puede descomponer o expresar
como unidn de copias a escala del mismo conjunto.
La autosemejanza aparece en la propia naturaleza, por
ejemplo en la estructura y distribucion de las protu-
berancias nubosas que se repiten a diferentes escalas,
en la formacion de masas coralinas, en la estructura

de algunas clases de plantas o arboles, o en otros fe-
némenos como las olas del mar.

Consideremos ahora otro fractal representativo, el lla-
mado triangulo de Sierpinski descrito por el matema-
tico polaco Wactaw Franciszek Sierpinski (1882-
1969) en la segunda década del siglo xXX. Se puede
ver en la figura 5 la construcciéon de tal tridngulo a
partir de tridngulos equilateros (aunque el objeto
fractal se puede construir a partir de cualquier trian-
gulo). Si partimos de un triangulo equilatero de lado
unidad, es claro que tomando los puntos medios de
cada lado podemos construir un tridngulo equilatero
invertido de lado /2. A continuacién repetimos el
proceso con cada uno de los tres tridngulos de lado
¥ que nos quedan (en color negro). Si repetimos
indefinidamente este proceso obtenemos el triangulo
de Sierpinski. Como se puede deducir facilmente, el
triangulo de Sierpinski estd formado por tres copias
autosemejantes de si mismo (en el sentido de la de-
finicién dada anteriormente).

El conocido tapete o alfombra de Sierpinski es una va-
riante de lo que se acaba de ver, pero construido a

partir de un cuadrado. No obstante, también se pue-
den construir extensiones del triangulo al caso de tres
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Figura 5. Construccion del triangulo de Sierpinski




Figura 6. Fotos de la hoguera Séneca-Autobusos (2018)

dimensiones por ejemplo a partir de tetraedros (pi-
ramides triangulares) o incluso con piramides de base
rectangular, como las que aparecieron en 2018 en la
hoguera de Séneca-Autobusos, ganadora ese afio en
la categoria especial de las Hogueras de San Juan de
Alicante (ver la figura 6).

A medida que se creaban las herramientas matema-
ticas necesarias para explicar los objetos fractales,
mejor se vislumbraba sus semejanzas con procesos y
formas de la naturaleza.Ya en la década de 1970, Be-
noit Mandelbrot describié de forma intuitiva nume-
rosas aplicaciones de estos objetos al estudio de las
ciencias aplicadas. Posteriormente, especialistas de
distintas areas de investigacion han analizado ciertos
fendmenos naturales mediante modelos matematicos
fractales, buscando modelos de este tipo que aproxi-
men satisfactoriamente objetos reales (por ejemplo,
una costa o la red capilar del sistema venoso) en toda
una franja de escalas limitada por ciertos valores ma-
ximo y minimo.

Es cierto que un modelo matematico estd configu-
rado para aproximar convenientemente las propie-
dades del objeto real, por lo que no es insélito que a
veces se niegue la existencia de fractales en el mundo
real. Sin embargo, hablar por ejemplo de la dimen-
si6n fractal de una costa no es mas ni menos desati-
nado que hablar del radio de la Tierra, porque la
exploracion cientifica de la realidad se hace mediante
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modelos teéricos aproximados. En cualquier caso,
hay muchos modelos fractales que se adaptan satis-
factoriamente al estudio de determinados fenéme-
nos. Hecha esta precision, queda ahora claro qué
sentido tiene decir que un objeto real posea, por
ejemplo, una determinada dimensién fractal (con-
cepto muy importante en dicha teoria que generaliza
el concepto de dimensiéon ordinaria para objetos
geométricos que no admiten espacio tangente). No
existe una dnica dimension fractal, sino una serie de
dimensiones que frecuentemente, pero no siempre,
resultan equivalentes. Entre estas encontramos la pro-
porcionada por Félix Hausdorft (1868-1942), basada
en la consideracidon de recubrimientos abiertos del
conjunto fractal. Esto supone una generalizacién mé-
trica del concepto de dimension de un espacio to-
polégico, permitiendo asi definir una dimensién no
entera para un objeto fractal. Antes del descubri-
miento de los fractales habria sido impensable hablar
de una dimension fraccionaria.

El gran auge experimentado recientemente por la geo-
metria fractal se debe en buena parte a la utilizacion
del ordenador, ya que es especialmente eficaz a la hora
de repetir los procesos sencillos que paraddjicamente
suelen usarse para definir los objetos fractales. Esto se
aprecia claramente en los ejemplos antes citados (curva
de Koch, las curvas de Peano y Hilbert, el triangulo de
Sierpinski), cuyas graficas presentadas en este articulo
han sido realizadas mediante el programa Maple.
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Veamos a continuacién mas ejemplos de aplicaciones
al mundo de la biologia.

En el campo de la biologia (y también en el de fi-
sica-quimica) se estudian cuerpos formados por
agregacion de particulas pequenas (en relacion al ta-
mafio total del cuerpo), algo que sucede en los agre-
gados metalicos obtenidos por electrodeposicion de
los iones de metal contenidos en una disolucién
(electrogalvanizacién), o en los procesos de agrega-
cién de las inmunoglobulinas en disolucion. Algunos
de ellos producen agregados de aspecto dendritico.
Un problema natural surge de que en todos estos fe-
némenos es importante vigilar cuil es la densidad
media con que la sustancia agregada se extiende por
el espacio que lo abarca, algo que requiere de ciertas
leyes matematicas.

Otro fenémeno con aspectos similares al de la agre-
gacion y que llamo la atenciéon de muchos investi-
gadores es conocido como digitacidn viscosa, que se
produce cuando un liquido de baja viscosidad (baja
consistencia espesa y pegajosa) desplaza a un liquido
viscoso en un medio capilar (o poroso). Por ejemplo,
cuando se recupera petroleo mediante la inyeccién
de agua en un campo petrolifero. Hay un dispositivo,
conocido como células de Hele-Shaw, que permite
estudiar un modelo bidimensional de digitacion vis-
cosa. Consiste esencialmente en el flujo de un li-
quido viscoso entre dos placas o laminas paralelas
ligeramente separadas entre si. Asi, se inyecta agua u
otro medio de baja viscosidad, liquido o gaseoso, por
un pequeno orificio practicado en el centro de una
de las laminas. Si se utiliza aire para desplazar glice-
rina se obtiene un resultado de aspecto fractal (de as-
pecto mas dentritico) que se extiende radialmente
en forma de dedos. Si se utilizan fluidos con baja ten-
sion superficial en la interfase, se obtiene un resultado
notablemente parecido al de los agregados que
hemos mencionado anteriormente, tanto en su as-
pecto como en su dimension estimada.

También han sido estudiados los fenémenos de di-
gitacion viscosa en medios porosos. Un modelo bi-
dimensional se construye disponiendo una capa de
esferas de vidrio distribuidas al azar entre dos placas

de Hele-Shaw o en un recipiente tridimensional
transparente, y desplazando un fluido viscoso por in-
yeccién de fluidos poco viscosos. Se obtienen por
este procedimiento estructuras fractales muy pareci-
das en forma y dimension a los agregados. Con todo,
en este fenémeno interviene de forma decisiva la dis-
posicion aleatoria de los poros porque en redes re-
gulares de poros la digitaciéon no es fractal.

Consideremos ahora el siguiente modelo matema-
tico, llamado proceso de agregacion por difusion li-
mitada, particularmente apropiado para ciertos
procesos de agregacion y digitacion viscosa. Consiste
en suponer que, de un punto elegido al azar de entre
los de una circunferencia, salga un monémero que
describa un movimiento erratico (0 browniano)
hasta que llegue al centro de la circunferencia, en
cuyo momento se detenga. En ese instante, un nuevo
mondmero se desprende de la circunferencia y se
mueve de igual modo hasta tropezar con la trayec-
toria del anterior, y asi sucesivamente. Si en su mo-
vimiento algin monoémero se aleja excesivamente, lo
eliminamos y generamos uno nuevo. Esto es muy
sencillo de simular en un ordenador, aunque obvia-
mente requiere mucho tiempo de calculo (especial-
mente en las primeras fases), pero lo interesante de
este experimento es que se acaban produciendo es-
tructuras de tipo fractal tipo arbol. Esto es facil de
comprender de forma intuitiva: los mondmeros va-
gabundos tienen mas probabilidades de tropezar con
una de las puntas del agregado que de sortearlas todas
y llegar hasta el tronco, de manera que el crecimiento
tiende a producirse en los extremos de las ramas.

Unas figuras creadas por el fisico aleman Georg
Christoph Lichtenberg (1742-1799) pueden ser otro
buen ejemplo de fenémeno relacionado con los pro-
cesos de agregacidon descritos anteriormente. Son
imagenes producidas por descargas eléctricas ramifi-
cadas o arborescentes sobre la superficie o en el inte-
rior de materiales aislantes, y sus patrones ramificados
y autosemejantes exhiben propiedades fractales.

Otro ejemplo mas conocido de conexién entre la geo-
metria fractal y la biologia se produce con el brocoli o
coliflor Romanescu, ya que cada una de sus flores re-



produce el mismo patron a diferentes escalas (ver figura
7). Otros patrones matematicos tipo fractal se pueden
apreciar en las hojas de los helechos, en algunos equi-
nodermos como los erizos y las estrellas de mar, en las
conchas de moluscos marinos y terrestres, en los rayos,
en las fronteras de separacién entre diferentes medios
fisico-bioldgicos (como en el perfil de una nube, ciertas
lineas costeras u orillas de un rio) o en los sistemas pul-
monar, cardiovascular y nervioso en los animales. De
hecho, es precisamente el parecido con un fractal lo que
hace que nuestros pulmones puedan maximizar su su-
pertficie,y por ende su buen funcionamiento, siguiendo
un patréon de crecimiento relativamente sencillo (en
efecto, se estima que, aunque su volumen es de 4-6 li-
tros, su superficie ronda los 140 metros cuadrados).

En definitiva, la geometria fractal es un campo mate-
matico de investigacidon que abarca muchas y diversas
areas,y que crece a buen ritmo. Ademas de constituir,
como hemos visto en este articulo, una herramienta
de gran potencia en el terreno de la biologia y la qui-
mica, se puede utilizar para afrontar el estudio de
fenémenos complejos relacionados con las comuni-
caciones (a través del modelado del trafico en redes),
la geologia (modelado de formaciones geologicas, pa-
trones sismicos o fendmenos de erosion), la economia
(analisis bursatil y de mercado), la astrofisica (perfiles
de las nubes de particulas) e incluso las propias mate-
maticas (convergencia de métodos numéricos). Gra-
cias a ella también se pueden comprimir imagenes
(mediante el llamado proceso de transformacion frac-
tal) para que ocupen menos espacio mediante pro-
gramas de ordenador, y también tiene un importante
papel en los efectos especiales del cine, ya que me-

Figura 7. Estructura fractal del Romanescu
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diante estructuras fractales podemos crear paisajes y
escenarios muy semejantes a la realidad (la pelicula
espanola La isla minima es un ejemplo de ello).
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