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Uno de los conceptos centrales en matematicas es el de
demostracion. Durante la época griega clasica se sintio,
por primera vez, la necesidad de convertir unas mate-
maticas practicas, operativas, en un cuerpo de conoci-
mientos fundamentados por la idea de demostracion.
En el presente articulo se estudia el origen de dicho con-
cepto asi como los inicios del método axiomatico. Para
ello, se analizan las aportaciones de Aristételes, los es-
toicos y Euclides.
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Demostracion, Método axiomatico.

La demostracién es un concepto central en matemati-
cas que permite elevar a la categoria de teorema o ver-
dad matematica un razonamiento que hasta ese
momento no era mas que una conjetura. La demos-
tracién puede considerarse como el culmen del razo-
namiento, la aplicacion de la razén al conocimiento de
las cosas. La matematica como ciencia demostrativa es
conocimiento razonado y cientifico fuera de toda dis-
cusion. Es necesario, pues, que los estudiantes conozcan
la importancia de la demostracion en nuestra disciplina.

On the origin of the mathematical concept of
demonstration and the axiomatic method //
Demonstration is one of the most important concepts
in mathematics. During the Greek period it was noticed,
for the first time, the need of turning the operative
mathematics into a set of knowledge based on the idea
of demonstration. In this article it is studied the origin
of this concept as well as the beginnings of the
axiomatic method. It is analysed the contributions of
Avristotle, the Stoics and Euclid.

Keywords: History of Mathematics,
Demonstration, Axiomatic method.

Geometry,

Demostrar es dar una argumentacion correcta de que
algo es el caso a partir de una prueba o deducciéon
légicamente concluyente, es decir, mostrar que la
conclusion se sigue necesariamente de las premisas
aducidas. Desde un punto de vista logico, toda de-
mostracién supone una relacion logica de implica-
cién o consecuencia entre las premisas y la conclusion.
Desde un punto de vista epistemologico, una demos-
tracion es una prueba deductiva que nos hace saber
que algo, efectivamente, es o no es el caso. Ademas,
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toda demostracion tiene un valor cognoscitivo: nos
da a conocer la existencia de la relacion logica de
implicacién y nos asegura el conocimiento de la ver-
dad de la conclusién una vez conocida la verdad de
las premisas. En muchas ocasiones, ademas, nos da a
entender la razén interna o la causa estructural de
que algo sea como es y no sea de otra manera (Vega,
1990). Realmente, lo que establece la demostracion
rigurosa no es la verdad de la citada proposicion, sino
mas bien una comprensiéon condicional de que la
proposicion es verdadera siempre que sean verdade-
ros los postulados de los que se parte. Para evitar una
regresion al infinito, es necesario aceptar la verdad de
algunas proposiciones sin demostraciéon: son los pos-
tulados o axiomas.

En el presente trabajo se pretende mostrar los inicios
del concepto de demostracioén ligado a un saber abs-
tracto y general, la matematica.

Paternidad de la idea
de demostracion

Cuando intentamos situar el inicio de la idea de de-
mostraciéon no estamos pensando en un hecho his-
torico concreto sino que nos estamos refiriendo a
algo mas que al uso de una prueba, aunque se trate
de una prueba concluyente. Esto se debe al hecho de
que estar en posesion de dicha prueba no implica el
que se tenga una idea exacta de demostracidon o que
se reconozca los supuestos 1ogicos y las virtudes me-
todicas de una argumentacion. Se trata, pues, de di-
ferenciar entre el uso de una prueba convincente y
la idea precisa de demostracion. Es en este sentido
en el que podemos situar la primera demostracion
en el entorno del mundo griego pues fueron los pri-
meros en formarse un concepto reflexivo de demos-
tracion y en disponer de un arquetipo metodico.

Para Vega (1990) los griegos en el siglo 1v a. C. eran
conscientes de la idea de demostracién en el sentido
fuerte de demostrar frente a otros usos menos forma-
les y mas intuitivos (en el sentido de mostrar y no en
el matematico de aducir una prueba deductiva 16gi-
camente concluyente) usados por babilonios o egip-

cios. Esto es, los griegos eran conocedores de la dife-
rencia entre las pruebas meramente ostensivas como
una evidencia practica, una verificacién empirica o
una comprobacidn (apéphasis) y la argumentacién 16-
gicamente concluyente (apddeixis), la demostracion
propiamente dicha. Dentro de las diferentes formas
de argumentacion, los griegos diferenciaban entre la
modalidad directa, esto es, aquella que deriva una
consecuencia a partir de unas premisas previamente
asumidas, y la indirecta, aquella que reduce una su-
posicion inicial a un absurdo, a una contradiccion o
a una incompatibilidad 16gica, y también, la que res-
ponde a la contraposicion del condicional. De hecho,
Aristoteles presenta en los Analiticos, los supuestos y
condiciones logicas de ambas, asi como el tratamiento
de la relacion «seguirse 16gicamente de» expresada
entre las premisas y la conclusion de un silogismo.

[...] lo que establece la demostracion
rigurosa no es la verdad de la citada
proposicion, sino mas bien una
comprension condicional de que la
proposicion es verdadera siempre que
sean verdaderos los postulados de los
gue se parte. Para evitar una regresion al
infinito, es necesario aceptar la verdad de
algunas proposiciones sin demostracion:
son los postulados o axiomas.

Parece dificil pensar en una fundacién univoca y defi-
nitiva de las ideas de demostracién y de método de-
ductivo. Es mas 16gico inclinarse por un proceso de
elaboracidén gradual en el que diferentes escuelas apor-
tan sus ensenanzas (pitagdricos, eleaticos, sofistas, etc.).
Los pitagdricos fueron, posiblemente, los primeros que
se separaron de la tradicidn practica egipcia y babilo-
nica e incorporaron una discusion filosdfica de los
principios. Hablan de semejanzas, de analogias, de for-
mas y de asignaciones, pero el tipo de argumentacion
empleado para hacer valer sus teorias no resiste un ana-
lisis l6gico riguroso. No hay demostraciones, ni pre-



tensiones de ofrecerlas. Por ello, Aristoteles critica esta
manera de argumentar (Canon, 1993). Para Kline
(1992) la contribucidén mas esencial de los griegos a la
matematica fue su insistencia en que todos los resulta-
dos debian ser establecidos deductivamente a partir de
un sistema explicito de axiomas. Pero, en su opinidn,
parece muy dudoso que los pitagéricos del periodo
antiguo o medio exigieran demostraciones deductivas,
explicitas o implicitas, basadas en un sistema de cual-
quier tipo. La cuestidon acerca de si probaron o no el
teorema de Pitagoras ha sido muy discutida y la con-
clusion generalmente aceptada es la de que probable-
mente no. La demostraciéon que aparece en los
Elementos es atribuida por Proclo al propio Euclides.

Tampoco parece que el planteamiento platonico se
sostenga ante un analisis serio de la nocidén de demos-
tracion. Para Platon los objetos matematicos pertene-
cen al mundo de las ideas y las proposiciones de la
matematica son verdades universales pues expresan las
leyes con las que se conformara el progreso del tiempo.
Por tanto sus leyes son las del modelo eterno e inmu-
table, no hay nada contingente en ellas. En opinion de
Vega (1990), Platon no tiene una conciencia clara de
la idea de demostracidn, ni de su fuerza logica.

En cualquier caso, la generacién de las ideas de de-
mostracion y de método deductivo fue un proceso
que bebid de diversas fuentes: la filosofia, la dialéctica
y, claro estd, la matematica. Las tres lineas conviven
en el seno de la Academia platdnica por lo que este
seria, de haber alguno, el lugar y el momento de la
constitucion de tales ideas (Vega, 1990).

Es conocido el interés griego por el debate publico
sobre cuestiones politicas, éticas o cientificas. Se tra-
taba de la exposicion y discusion de argumentos con
vistas a convencer a alguien de algo. Los sofistas son
un claro exponente de ello. Este dinamismo intelec-
tual supone una novedad respecto a otras culturas
(Egipto, Mesopotamia o China), en las que resultaba
tremendamente complicado concebir teorias alterna-
tivas a la doctrina religiosa tradicional (Millan, 2004).
La separacion griega entre la politica y la religion del
estado junto a la ausencia de un poder estatal envol-
vente, hacia que la autoridad se distribuyese entre ciu-
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dadanos iguales, por lo que, al no recurrir a revela-
ciones religiosas ni a la tradicidn, la Gnica manera de
imponer las creencias propias era recurrir a la persua-
si6n y a los argumentos (Solis y Sellés, 2005).

La filosofia de la ciencia griega insistid en los proce-
dimientos de critica y argumentacion, de refutacién
y prueba, lo que condujo a la l6gica, a las demostra-
clones matematicas y a la reflexion de segundo grado
sobre el método y las relaciones entre los diferentes
saberes. Esta necesidad de justificacion como manera
definitiva de derrotar a los rivales en el agora, llevd
por primera y tnica vez en la historia a la invencion
de las teorias de la ciencia, lo que alcanzd su cenit en
las épocas de Aristoteles y el helenismo (Solis y Sellés,
2005). Solo el razonamiento abstracto, basado en
principios generales y no en las cosas concretas, era
conocimiento verdadero, demostrado.

Esta necesidad de justificacién como
manera definitiva de derrotar a los
rivales en el agora, llevd por primera 'y
Unica vez en la historia a la invencion
de las teorias de la ciencia, [...]. Solo
el razonamiento abstracto, basado en
principios generales y no en las cosas
concretas, era conocimiento
verdadero, demostrado.

Es importante mencionar en este punto un factor
complementario. Se trata de la aparicion de una clase
social ociosa, exenta de las preocupaciones por la su-
pervivencia, que podia dedicarse al cultivo de las ma-
tematicas como una actividad estética, dejando la
matematica con finalidad utilitaria para los esclavos.
Tanto el caracter griego de las matematicas, como su
concepcion como una ciencia deductiva, estuvieron
influidos, en cierto grado, por esta forma de estrati-
ficacion social. En aquellas civilizaciones que no se
dio esta circunstancia, las matematicas tuvieron pocas
posibilidades de trascender sus origenes utilitarios
(Gheverghese, 1996).
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Ademas, la transmision escrita de las ideas posibilito
el sensacional desarrollo de las ciencias en Grecia. La
lengua griega se disefid como un sistema fonético
de vocales y consonantes a partir de los signos con-
sonanticos fenicios (Boyer, 1986). Esto posibilité un
acceso a la lectura y escritura que en otras culturas
estaba reservado nicamente a una casta administra-
tiva y sacerdotal. Asi, cualquier ciudadano podia ac-
ceder al saber acumulado y permitir que el resto
accediera a sus ideas innovadoras. Ademas, al poner
por escrito las ideas, se produce un proceso de ra-
cionalizacién que desemboca en una mayor preci-
s16n a la hora de definir los conceptos y elaborar las
teorias.

Con respecto a la matematica, es interesante destacar
que en estos momentos se venian configurando unos
procedimientos de analisis geométrico basados en las
condiciones de una solucion posible para determina-
dos problemas o en la determinacién de los supuestos
de los que cabria derivarse la solucién una vez que di-
chos problemas estan resueltos. Pero pronto se pasé a
investigar igualmente la verdad de ciertas proposicio-
nes y la prueba deductiva de algunos teoremas. Es po-
sible ademas que su confluencia con unas formas de
organizacion deductiva, como las que ofrecian los pri-
meros tratados de Elementos, abriera una perspectiva
mas general. Se establece una intima relacion entre la
nocion de demostracion y la geometria, al tratar esta
ultima de proposiciones universales (en geometria
cuando hablamos de la linea AB no nos referimos a
una linea particular, sino a todas aquellas que cumplen
una determinada condicidn), (Vega, 1990).

Por tanto, todo parece indicar que no sera en las pri-
meras compilaciones de Elementos matematicos ni
en los escritos de Platon donde se encuentren las
primicias de un método axiomatico, sino en los
Analiticos de Aristoteles y, sobre todo, en los Elemen-
tos de Euclides. Aristoteles concibe la teoria de la
demostracion cientifica propuesta en los Segundos
Analiticos en sus altimos afios en la Academia platd-
nica. Ademas, es él quien expone las condiciones 16-
gicas que hacen de la demostracion por reducciéon
al absurdo una contraprueba rigurosamente defini-
tiva (Vega, 1990).

Respecto a la paternidad de la idea de demostracion,
Vega (1990) la atribuye a Aristoteles. De esta forma,
la primera prueba logicamente concluyente de la que
tenemos noticia (procedente de medios pitagdricos
de la segunda mitad del siglov a. C.) se trata de la
reduccion al absurdo de la conmensurabilidad de la
diagonal de un cuadrado con su lado. Aristoteles en
los Primeros Analiticos muestra que de la suposicion
de su conmensurabilidad se sigue la contradiccién
logica de que un namero pueda ser par e impar a la
vez. De idéntica opinion son Solis y Sellés (2005)
para quienes la prueba sobre la irracionalidad de 2
se remonta a mediados del siglov a. C., y la noticia
que da Aristoteles revela el caracter pitagérico de la
prueba por la importancia de la oposicion par/impar.
Lo absolutamente novedoso es que lo demostrado es
inseparable de la prueba, abstracta y general, mientras
que en los demas casos, como el teorema de Pitagoras
o las reglas algebraicas babilonicas, las proposiciones
fueron conocidas muchos siglos antes de su demos-
tracion (Solis y Sellés, 2005).

Esta invencion de la idea de demostracion se funda-
menta sobre la apariciéon de tres aspectos (Vega,
1990): 1a construcciéon y el uso inequivoco de argu-
mentos deductivos efectivamente concluyentes; la
conciencia expresa de la capacidad demostrativa que
poseen tales argumentos en virtud de las relaciones
entre las premisas y la conclusion; y la intencion de
organizar deductivamente un cuerpo de conoci-
mientos basado en esta concepcién deductiva.

Silogistica aristotélica

La teoria aristotélica de la demostracion representa la
primera reflexion sobre algunos conceptos implicados
en la investigacion cientifica, como son la demostra-
cioén, la explicacidn, la definicién, la conformaciéon
deductiva de las teorias o la légica subyacente. El sis-
tema aristotélico se constituyé en el referente episte-
moloégico que iba a condicionar el desarrollo
intelectual de las civilizaciones islaimica y cristiana
hasta el siglo xviII, y que no seria superado hasta dos
siglos mas tarde con el desarrollo generalizado de la
l6gica matematica.



Esta teoria se encuentra desarrollada en dos tratados
del Organon, los Primeros 'y Segundos Analiticos (estos
ultimos también llamados Analiticos Posteriores). El pri-
mero se ocupa de la estructura l6gica de la demos-
tracion, esto es, del analisis de las argumentaciones
segtn su forma vy, para ello, Aristoteles introduce el si-
logismo o forma logica que revisten las demostracio-
nes directas. El segundo se ocupa de las condiciones
epistemologicas y metodologicas de la demostracion.
El sistema silogistico constituye la primera teoria de
deduccion logica.

Tres son los factores que confluyen en la teoria silo-
gistica aristotélica. En primer lugar aspectos mate-
maticos: durante esta época comienzan a circular
tratados de Elementos y ya son conocidas teorias ge-
nerales, como la teoria de proporciones. Es decir, ya
existe una cierta tradicién de pruebas de teoremas y
de resolucién de problemas. En segundo lugar la Aca-
demia platdnica, donde confluyen diferentes lineas
de pensamiento que favorecen el desarrollo de la ar-
gumentacion y la prueba; y, por ultimo, la influencia
de los sofistas, que facilita el estudio de las condicio-
nes del discurso racional (Vega, 1990).

Para Aristoteles es necesario descubrir como podemos
obtener el conocimiento cientifico, aquel que no
puede ser de otro modo a como es y que, por ello, es
valido universalmente. Asi, usa el término silogismo de
dos formas. La primera, relativamente amplia, designa
la argumentacidon deductiva logicamente valida. El
otro uso, mas estricto que el primero, hace referencia a
un esquema deductivo. Designa un criterio sistematico
de convalidacidon logica. Aristoteles sostiene que toda
demostracion cientifica es un silogismo, entendido en
este segundo significado, a pesar de la dificultad de
adaptar a estos algunas demostraciones matematicas,
como la reduccion al absurdo. Caracteriza asi un pro-
ceso que conduce necesariamente del conocimiento
de determinadas proposiciones al conocimiento de
otras que participan del caracter de necesidad y certeza
de las primeras. Lo que asegura la validez de esta infe-
rencia es el nexo logico.

El sistema silogistico contiene elementos de tres
tipos: esquemas de términos; esquemas enunciativos
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que afirman o niegan algo de algo y esquemas argu-
mentales. Aristoteles centra su atencion en los silo-
gismos de tres términos: dos premisas que tienen un
término medio comun, y una conclusiéon formada
por los términos extremos. Tanto las premisas como
la conclusidén establecen una relacidon de cuantifica-
cién entre dos términos, un sujeto y un predicado.
Esta cuantificacion viene expresada, en notacion me-
dieval (que es como se cita actualmente la silogistica
aristotélica en los tratados de logica modernos), por
las vocales A (universal afirmativa: todo S es P), E
(universal negativa: ningtn S es P), I (particular afir-
mativa: algin S es P), O (particular negativa: algiin S
no es P). Aristoteles pensaba que lo caracteristico de
todo enunciado con interés para la ciencia afirmaba
o negaba, universal o parcialmente, un término ge-
neral de otro término general.

Atendiendo al papel que desempena el término medio
en las premisas, Aristoteles distingue tres figuras:

1.2 Figura:
sujeto + predicado

2.2 Figura:
predicado + predicado

3.2 Figura:
sujeto + sujeto
I—x
P—X
1I—P

En la representacion de las tres figuras aristotélicas, se
ha usado la notacion de Aristdteles en la que la primera
letra corresponde al predicado y la segunda al sujeto.

Para que un silogismo sea efectivamente cientifico
debe partir de premisas verdaderas e inmediatas, mas
conocidas que la conclusion y que sean causa de ella.
También puede partirse de premisas que sean con-
clusién de un razonamiento anterior.
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Con posterioridad a Aristoteles, las diversas construc-
ciones silogisticas posibles dentro de cada figura vi-
nieron a llamarse modos. Aristoteles distingue 14
modos vilidos de entre los 192 posibles (3 XVR ).
St llamamos M al término medio, P al menory G al
mayor obtenemos (en notacién medieval):

1.* Figura: Barbara (si todo M es Gy todo P es M=>
= todo P es G); Celarent; Darii; Ferio.

2.* Figura: Cesare (si ningin G es My todo P es
M = ningtn P es G); Camestres; Festino; Ba-
roCo.

3.* Figura: Darapti (si todo M es Gy todo M es P
= algin P es G); Felapton; Disamis; Datisi;
Bocardo; Ferison.

Aristoteles reconoce estos modos como esquemas 16-
gicamente validos y como pautas de convalidacién
silogistica. Para €l solo los silogismos de la primera
figura son perfectos o completos, pues resulta evi-
dente de inmediato la transitividad de la conexién
entre los términos. Por ello trata de reducir cualquier
silogismo de la segunda o tercera figura a uno de la
primera. Hay dos modos, sin embargo, que no pue-
den reducirse mediante un proceso de conversion
entre enunciados. Aristoteles recurre, entonces, al
procedimiento de reduccidn indirecta o per inmpossi-
bile. Aqui podemos ver un objetivo idéntico al de un
gedmetra que trata de construir un sistema deductivo
partiendo de un pequeno nimero de axiomas y elige
para ello aquellos que de algtin modo le parecen mas
naturales. De esta forma, la silogistica aristotélica se
configura como una teoria de la deduccidn, que
adopta los silogismos perfectos como esquemas vali-
dos primitivos a partir de los cuales obtener la validez
del resto por reduccién a uno de ellos, antes que
como una teoria de la verdad 16gica. Esto es asi por-
que el modelo de conocimiento racional aristotélico
son las matematicas, que demuestran sus proposicio-
nes a partir de primeros principios indemostrables.

Entre las premisas y la conclusion de un silogismo
hay, por tanto, una relacién logica y epistemologica.
Desde el punto de vista 16gico esta claro que la con-
clusion se sigue logicamente de las premisas vy, desde
el punto de vista epistemoldgico, esa relacion se tra-

duce en la prioridad entre lo anterior y mejor co-
nocido y lo posterior y peor conocido. Se inicia asi
con Aristoteles una conexidén intima entre demos-
tracion y explicacion: declarar la causa de algo es dar
una explicaciéon de por qué es de ese modo y no
puede ser de otra manera.

En opinion de Canodn (1993), el lugar desde el que
Aristoteles funda su posicidn ya no es la ontologia
(como ocurria en Platén) sino que pasa a ser el mé-
todo. La axiomatica aristotélica, matriz de los sistemas
logicos construidos en la historia, es también, matriz
para la formulacién del método matematico.

Para Aristételes una definiciéon nos dice
lo que es una cosa, pero no que esa
cosa exista. La existencia de las cosas
definidas debe ser probada excepto en
el caso de algunas cosas primarias.

Para Aristoteles una definiciéon nos dice lo que es una
cosa, pero no que esa cosa exista. La existencia de las
cosas definidas debe ser probada excepto en el caso
de algunas cosas primarias. Hay dos tipos de propo-
siciones inmediatas, asumidas como primeros prin-
cipios sin demostracion: los axiomas y las tesis. Los
primeros tienen caracter 1ldgico y su conocimiento
es necesario. Dos ejemplos de axiomas son la ley del
tercio excluso o el principio de contradiccién. Las
tesis se refieren a conocimientos especificos de la
ciencia. Dentro de estas, Aristoteles distingue entre
definiciones e hipotesis. Estas tltimas afirman que se
da un género de cosas, por ejemplo, la existencia de
puntos y rectas.

La demostracion estoica

Los estoicos se ocupan de los argumentos a partir
de hipdtesis. Centran su analisis logico en el examen
de las relaciones deductivas que se dan entre las pro-
posiciones como elemento indivisible antes que



entre sus términos separados, sujeto y predicado
(Vega, 1990). Para ellos una demostracion es una ar-
gumentaciéon concluyente, reveladora de una con-
clusiéon no patente. Disponian de dos criterios para
reconocer la forma correcta que permite reconocer
los argumentos logicamente concluyentes. Segun el
primer criterio (asistematico), un argumento es 16~
gicamente concluyente siempre y cuando al ser re-
formulado como una proposicién condicional
adquiere la forma de una implicacién verdadera o
correcta.

El segundo criterio (sistematico) de validez es un
sistema logico de esquemas de argumentacion con-
cluyente. Todo argumento que se amolde a los tér-
minos de uno de los esquemas del sistema ¥
constituye un argumento concluyente cuya validez
se pone de manifiesto mediante su reduccién cand-
nica al lenguaje del sistema ¥. El lenguaje de ¥
consta de expresiones ordinales esquematicas (lo pri-
mero, lo segundo); un conjunto de conectivas: la
condicional, la conjuntiva, la disyuntiva y un con-
junto de esquemas deductivos formados por dos
premisas y una conclusion (Mates, 1985). Podriamos
considerar un esquema deductivo como la expresion
normalizada de un patréon de deduccién. Un es-
quema deductivo pertenecerd a ¥ siy solo si es un
modo indemostrado de £ o es reducible a los tér-
minos de alguno de los modos indemostrados de .
Hay cinco modos indemostrados:

Si lo primero, lo segundo Si lo primero, lo segundo

pero lo primero pero no lo segundo

luego lo segundo luego no lo primero

No a la vez lo primero y lo segundo
pero lo primero
luego no lo segundo

O lo primero o lo segundo O lo primero o lo segundo

pero lo primero pero no lo segundo

luego no lo segundo luego lo primero
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Hay diferencias sustanciales entre la concepcion aris-
totélica y estoica de la demostraciéon. La primera es
un medio de reconstruccién y sistematizacion del
conocimiento, de lo ya sabido: las premisas adelantan
la explicacion de por qué algo es asi y no puede ser
de otra manera, y la demostracién se remata con la
descripcidn del caso buscado; su fuerza proviene de
su dignidad metodologica. En cambio los estoicos,
condicionados por la critica escéptica (;como puede
uno asegurarse de que ha dado precisamente con la
verdad?), tienen especial interés en la demostracion
en orden a saber como distinguir verdades y falseda-
des mediante argumentos demostrados y muestran
un notable desinterés por la organizaciéon deductiva
de un cuerpo de conocimientos. El silogismo estoico
representa la basqueda de una explicacion del fend-
meno considerado. La idea estoica de demostracion
adquiere asi mayores visos heuristicos que el silo-
gismo cientifico aristotélico (Vega, 1990).

Elementos de Euclides

Los Elementos de Euclides son un tratado de 13 libros,
que incluye 132 definiciones, 5 postulados, 5 nocio-
nes comunes o axiomas y 465 proposiciones (93 pro-
blemas y 372 teoremas).

La tradici6n geométrica hasta Euclides ya habia con-
figurado una geometria elemental como ciencia de-
ductiva en la que a partir de ciertas proposiciones
geométricas, asumidas como verdaderas sin demostra-
cidn, se derivan las restantes. Se pensaba que no era
posible acceder al conocimiento matematico a menos
que se tuviera una instruccién previa de unos elemen-
tos que permitieran entender el resto de la ciencia. Asi,
la geometria fue el primer cuerpo de conocimientos
presentado de forma axiomatizada. A partir de este
momento la geometria se configurd como el para-
digma de la sistematizacién deductiva.

El tratado euclideo representa la culminacién de la
tradicion de Elementos que comienza con Hipdcrates
de Quios (Sarton, 1980). Esta primera compilaciéon
de Elementos respondia al intento de resolver proble-
mas y al empleo, para ello, de ciertos principios ins-
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trumentales. Dos son los aspectos que destacan del
tratado de Euclides frente a los anteriores, uno de
tipo didactico, en referencia a sus virtudes expositivas,
y otro de caracter metodoldgico, en referencia a la
sistematizacion deductiva del cuerpo de conoci-
mientos (Vega, 1990). El trabajo de Euclides es el pri-
mero que distingue expresamente un conjunto
determinado de primeros principios y el tnico que
los subdistingue en definiciones, postulados y nocio-
nes comunes, lo que demuestra su gran sentido de la
organizaciéon deductiva.

Los Elementos de Euclides destacan también por su
fuente de autoridad —bastaba mencionar que un
cierto lema estaba incluido en ¢él para que fuera te-
nido por valido—; por constituir un modelo de ra-
zonamiento y demostracion matematico; por fijar
una metodologia referente a la sistematizacion de-
ductiva de un cuerpo de conocimiento que permite
considerar la obra como fuente de inspiracioén para
la geometria axiomatica posterior; y por la variedad
de estrategias de prueba utilizadas, entre las que des-
taca la reduccidn al absurdo o el método exhaustivo.

El libro 1 constituye el portico axiomatico: 23 defi-
niciones, 5 postulados y 5 nociones comunes o axio-
mas para posteriormente establecer 48 proposiciones
(14 problemas y 34 teoremas).

— Definicién 1: Un punto es lo que no tiene
partes.

— Definicién 2: Una linea es una longitud sin
anchura.

— Definicién 3: Los extremos de una linea son
puntos.

— Definicién 4: Una linea recta es aquella que
yace por igual respecto de los puntos que estan
en ella.

— Definiciéon 5: Una superficie es lo que solo
tiene longitud y anchura.

—Definicién 23: Son rectas paralelas las que es-
tando en el mismo plano y siendo prolongadas
indefinidamente en ambos sentidos, no se en-
cuentran una a otra en ninguno de ellos.

— Postulado 1: Postulese el trazar una linea recta
desde un punto cualquiera hasta un punto
cualquiera.

— Postulado 2:Y el prolongar continuamente
una recta finita en linea recta.

— Postulado 3: Y el describir un circulo con
cualquier centro y distancia.

— Postulado 4:Y el ser todos los angulos rectos
iguales entre si.

— Postulado 5:Y que si una recta al incidir sobre
dos rectas hace los angulos internos del mismo
lado menores que dos rectos, las dos rectas pro-
longadas indefinidamente se encontraran en el
lado en el que estan los (Angulos) menores que
dos rectos.

Los tres primeros postulados sientan las bases opera-
tivas de la construccidon con regla y compas, usada
tradicionalmente en el estudio de los problemas geo-
métricos. A diferencia de la recta y el circulo, la exis-
tencia del punto se da por descontada. El cuarto
postulado representa un patron invariable para medir
los demas tipos de angulos. Por ultimo, el quinto pos-
tulado demanda, aparentemente, la existencia de
puntos de corte entre rectas y completa la definicion
23 de rectas paralelas. Pero por lo que ha pasado a la
historia es porque no parece gozar de la evidencia
inmediata propia de los postulados.

— Axioma 1: Las cosas iguales a una misma cosa
son también iguales entre si.

— Axioma 2:Y si se afladen cosas iguales a cosas
iguales, los totales son iguales.

— Axioma 3:Y si de cosas iguales se quitan cosas
iguales, los restos son iguales.

— Axioma 4:Y las cosas que coinciden entre si
son iguales entre si.

— Axioma 5:Y el todo es mayor que la parte.

Las tres primeras nociones comunes cumplen con los
requisitos que el programa aristotélico habia estable-
cido en los Segundos Analiticos. La cuarta representa
un axioma de congruencia y responde al procedi-
miento tradicional de superposiciéon de figuras por
desplazamiento de una y colocacién sobre la otra. La



ultima, cuadra perfectamente con el punto de vista
finito adoptado por Euclides.

En lo concerniente a la demostraciéon de las propo-
siciones, es interesante destacar que Euclides sigue
una pauta de prueba en la mayoria de ellas. No siem-
pre se dan todos estos pasos en las demostraciones
pero tres resultan imprescindibles: el enunciado, la
demostracion y la conclusion:

— Enunciado: proposicién del objeto a construir
(problema) o del aserto a establecer (teorema).

— Exposicion: presentacion de lo dado usando
letras para designar los elementos involucrados.

— Determinacién: formulacién como un caso
concreto.

[...] es importante que nuestros
estudiantes conozcan el papel central
qgue desempefa la demostracion en
matematicas, pues estas avanzan sobre
conocimientos demostrados. Por ello
serfa interesante construir la idea de
demostracién paulatinamente a lo
largo de las etapas escolares.

— Preparacion: incluye posibles adiciones a la fi-
gura original por medio de construcciones y
relaciones a partir de lo dado con objeto de
obtener el resultado propuesto.

— Demostracion: proceso demostrativo.

— Conclusion: constatacién de la determinacion
(problema) o del enunciado (teorema).

En los Elementos encontramos algunas limitaciones.
Por ejemplo, no hay ningtin aparato de cuantificacion,
ni debe entenderse la referencia abreviada a magni-
tudes, nimeros, lineas o figuras, mediante letras, como
un uso de variables propiamente dicho. Ademas, en
la demostracion de los problemas juega un papel de-
cisivo el uso de construcciones (en un sentido similar
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al que representan en nuestros usos escolares). Aunque
ya en el siglo 1v a. C. se asume que un diagrama no es
una prueba, en ciertas ocasiones, una construccion
grafica cubre la laguna de una demostracion, sustituye
o encubre un postulado ticito y pasa a ejercer ella
misma de base de inferencia (Vega, 1990).

Conclusion

En este trabajo hemos mostrado los inicios del con-
cepto de demostracion y de método axiomatico liga-
dos al mundo griego. En concreto, hemos situado la
primera demostracién en el entorno de Aristoteles y
ligada a la irracionalidad de y2. Ademas, nos hemos
referido a diferentes sistemas axiomaticos, como la si-
logistica de Aristoteles, el sistema ¥ estoico o los Ele-
mentos de Euclides. Con la perspectiva que nos ofrece
la historia del pensamiento matematico, de lo que no
cabe ninguna duda es que el analisis aristotélico ofre-
16 una primicia programatica del punto de vista axio-
matico y que Euclides avanzd en esa via, obteniendo
la organizacién deductiva de ciertos cuerpos tedricos
matematicos que pudo suponer una especie de fuente
de inspiracion para la demostracion axiomatica clasica.

En nuestro ambito escolar, es primordial infundir en
el estudiante el habito de la precision en el lenguaje
y ejercitarlo en el razonamiento riguroso. Asimismo,
es importante que nuestros estudiantes conozcan el
papel central que desempenia la demostracidon en ma-
tematicas, pues estas avanzan sobre conocimientos
demostrados. Por ello, seria interesante construir la
idea de demostracion paulatinamente a lo largo de
las etapas escolares. Segun el nivel en el que nos en-
contremos podemos recurrir a pruebas sencillas, por
ejemplo, de tipo visual (Primaria, ESO) o bien mas
formales (Bachillerato).
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